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PRESENTACION

Desde 1975, FUNDACION MAPFRE desarrolla actividades de interés general para
la sociedad en distintos ambitos profesionales y culturales, asi como acciones
destinadas a la mejora de las condiciones econémicas y sociales de las personas
y los sectores menos favorecidos de la sociedad. En este marco, el Instituto de
Ciencias del Seguro de FUNDACION MAPFRE promueve y desarrolla actividades
educativas y de investigacién en los campos del seguro y de la gerencia de ries-
gos.

En el area educativa, su actuacion abarca la formaciéon académica de post grado y
especializacion, desarrollada en colaboracion con la Universidad Pontificia de Sa-
lamanca, asi como cursos y seminarios para profesionales, impartidos en Espafia
e Iberoamérica. Estas tareas se extienden a otros ambitos geograficos mediante la
colaboracién con instituciones espafiolas e internacionales, asi como a través de
un programa de formacion a través de Internet.

El Instituto promueve ayudas a la investigacién en las areas cientificas del riesgo y
del seguro y mantiene un Centro de Documentacién especializado en seguros y
gerencia de riesgos, que da soporte a sus actividades.

Asimismo, el Instituto promueve y elabora informes periédicos y publica libros so-
bre el seguro y la gerencia de riesgos, con objeto de contribuir a un mejor conoci-
miento de dichas materias. En algunos casos estas obras sirven como referencia
para quienes se inician en el estudio o la practica del seguro, y en otros, como
fuentes de informacion para profundizar en materias especificas.

Dentro de estas actividades se encuadra la publicacion de este libro que recoge
los textos presentados en la V Reunidn de Investigacién en Seguros y Gestion de
Riesgos 2013, celebrada en Gran Canaria el 17 y 18 de octubre.

Desde hace unos afios, Internet es el medio por el que se desarrollan mayorita-
riamente nuestras actividades, ofreciendo a los usuarios de todo el mundo la posi-
bilidad de acceder a ellas de una manera rapida y eficaz mediante soportes web
de ultima generacion a través de:

www.fundacionmapfre.org\cienciasdelseguro
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PROLOGO

La recesién econdémica que venimos padeciendo desde el afio 2008 en muchos
paises desarrollados ha sido objeto de mencion en el prélogo de los Cuadernos de
la Fundacién, asi como en algunos de los capitulos integrantes del mismo, en las
dos Ultimas ediciones, y puesto que aquélla ain no se ha superado parece obvio
gue algun comentario al respecto deberia estar presente también en este ejem-
plar. Muchos analistas apuntan directamente a la pésima gestion de los riesgos
como la culpable de esta crisis economica, de ahi que el nUmero de trabajos de
investigacion sobre dicha gestién haya crecido enormemente en los Ultimos afios.
Es por ello que la gestién de riesgos constituye un tema de obligada presencia en
muchos trabajos de investigacion en métodos cuantitativos econémicos Y financie-
ros y asi se pone de manifiesto también en este volumen.

El presente volumen recoge una gran parte de las ponencias presentadas a la 5°
Reunién en Investigacion en Seguros y Gestion de Riesgos. Las jornadas RISK2013
celebradas en Gran Canaria el 17 y 18 de octubre de 2013 constituyen la continua-
cién natural de los encuentros celebrados en Barcelona (2005), Cantabria (2007),
Madrid (2009) y Sevilla (2011). Este Congreso constituye, al dia de hoy, el tnico foro
para la presentacion y debate de trabajos de investigacion relacionados con la tema-
tica de la gestion de riesgos y seguros en Espafia, contando desde su primera edi-
cién con la presencia de prestigiosos investigadores internacionales.

Los trabajos seleccionados para su publicacion en este volumen aparecen agru-
pados en cuatro grandes bloques de afinidad, tratando de darle un formato pareci-
do a las ediciones anteriores de los Cuadernos de la Fundacion en los que se han
publicado las ponencias presentadas en dichos encuentros. Estos cuatro grandes
bloques de afinidad son los siguientes: (I) Gestion y medicién de los riesgos de
crédito, mercado y operacional. Crisis financiera y bancaria; (Il) Nuevos desarrollos
de productos aseguradores; (lll) Demografia, seguros de vida y dependencia; y
(IV) Métodos estadisticos en seguros y finanzas.

Nos gustaria agradecer el apoyo recibido por parte de la Universidad de Las Pal-
mas de Gran Canaria, del Departamento de Métodos Cuantitativos en Economia
y Gestiéon de dicha Universidad, asi como de la FUNDACION MAPFRE que fi-
nancia este volumen. Agradecer también al Instituto de Ciencias del Seguro de la



FUNDACION MAPFRE, a su Directora General Diia. Mercedes Sanz, a Dfia. Ana
Sojo, asi como a los restantes miembros del departamento de publicaciones de
dicha institucién por el cuidadoso trabajo realizado y que han hecho posible la
edicion de este volumen. Por supuesto que no podemos olvidarnos tampoco de la
labor encomiable que han realizado los miembros de los Comités Cientificos y
Organizador del Congreso, revisando y seleccionando los trabajos que finalmente
forman parte de este Cuaderno.

Emilio Gbmez Déniz
Montserrat Guillén Estany
Francisco J. Vazquez Polo



l. GESTION Y MEDICION DE LOS RIESGOS
DE CREDITO, MERCADO Y OPERACIONAL.
CRISIS FINANCIERA Y BANCARIA



Ponencia 1

EVALUATING THE PERFORMANCE OF PARAMETRIC
APPROACH UNDER A SKEWNESS DISTRIBUTIONS

Pilar Abad, Sonia Benito and Carmen Lopez

ABSTRACT

This paper evaluates the performance of several skewed and symmetric distributions
in modeling the tail behavior of daily returns on six stocks indexes. First, we analyze
the maximum likelihood estimates of these distributions and test which distribution
best fits the data. The results show that the skewed distributions (especially, Skew-
ness

t-Generalised) performance better in modeling the tail behavior of portfolio returns.
Second, we evaluate the performance of the Skewness t-Generalised distribution in
estimating VaR in two periods (one stable and one volatile). To evaluate the forecast-
ing VaR we use several accurate tests and a loss function. In both samples, the em-
pirical results indicate that the Skewness t-Generalised distribution provides more
accurate out of sample forecast VaR and provides lowest losses..

Key Words: Value at Risk, Parametric model, Skewness t-Generalised Distribu-
tion, GARCH Model, Risk Management.

1. INTRODUCCION

A primary tool for financial risk assessment is Value at Risk (VaR) which is defined
as the maximum loss expected on a portfolio of assets over a certain holding peri-
od at a given confidence level (probability). Since the Basel Committee on Bank
Supervision at the Bank for International Settlements requires a financial institution
to meet capital requirements on the basis of VaR estimates, allowing them to use
internal models for VaR calculations, this measurement has become a basic mar-
ket risk management tool for financial institutions.

Despite VaR’s conceptual simplicity, its calculation is not easy. To forecasting VaR
many approaches have been development: non parametric approaches, e.g. His-
torical Simulation; semi-parametrics approaches, e.g. Extreme Value Theory and



the Dynamic quantile regression CaViar model (Engle and Manganelli, 2004); and
parametric approaches e.g. Riskmetrics (JP. Morgan, 1996).

Parametric approach is one of the most used by financial institution. This approach
usually assumes that the asset returns follow a normal distribution. This assump-
tion simplifies the computation of VaR considerably. However, it is inconsistent with
the empirical evidence of asset returns which finds that the distribution of asset
returns is skewed, fal-tailed, and peaked around the mean (see Bollerslev (1987)).
This implies that extreme events are much more likely to occur in practice than
would be predicted by the symmetric thinner-tailed normal distribution. Further-
more, the normality assumption can produce VaR numbers that are inappropriate
measures of the true risk faced by financial institutions.

As student-t distribution has fatter tails than normal distribution, this distribution has
been commonly used in finance and risk management, particularly to model condi-
tional asset return (Bollerslev (1987)). The empirical evidence of this distribution
performance in estimating VaR is ambiguous. Some papers show that the student-t
distribution performs better than the normal distribution (see Abad and Benito
(2012) and Polanski and Stoja (2010)) while other papers report that the student-t
distribution overestimates the proportion of exceptions (see Angelidis et al. (2007)
and Guermat and Harris (2002)).

The student-t distribution can often account well for the excess kurtosis found in
common asset returns, but this distribution does not capture the skewness of the
returns. Taking this into account, one direction for research in risk management
involves searching for other distribution functions that capture these characteristics.
Some applications of other distributions to forecasting VaR can be found Chen et
al. (2012), Polanski and Stoja (2010), Bali and Theodossiou (2008), Bali et al.
(2008), Haas et al. (2004), Zhang and Cheng (2005), Haas (2009), Ausin and Ga-
leano (2007), Xu and Wirjanto (2010) and Kuester et al. (2006). They found that
the skewness distributions provided a more accurate VaR estimate. Some of these
papers showed that in the context of the parametric method, the VaR estimations
obtained with models involving a mixture with normal distributions (and student-t
distributions) are generally quite precise.

This paper contributes to the existing literature showing that skewed distributions
performance better than the normal in modelling the tail behaviour of asset returns.
Moreover, in a comparison of several skewed distributions, we find that the skew-
ness generalised-t distribution (SGT) is the best one in fitting data. In addition, we
find that this distribution produces accurate VaR estimates considering several
statistical accuracy tests and minimizes the loss functions considered.

In the next section, we present the methodology used to estimate VaR and resume
the statistical test and the loss function that used to evaluate the performance of
the VaR estimates methods. In section three, we present the empirical results. The
last section includes the main conclusions.



2. METHODOLOGY

According to Jorion (2001), VaR measure is defined as the worst expected loss
over a given horizon under normal market conditions at a given level of confidence.
The VaR is thus a conditional quantile of the asset return loss distribution. Let
r,f,, f4,.... [, be identically distributed independent random variables representing

the financiar; returns. Use F(r) to denote the cumulative distribution function,
F(r)=Pr(r, <r|Q,_,), conditionally on the information set Q,, that is available at
time t-1. Assume that {r} follows the stochastic process r = u+¢ where
& =20, 2z ~iid(01), u is the conditional mean, o, the conditional standard
deviation of returns and z has the conditional distribution function G(z),
G(z) =Pr(z, <z| Q). The VaR with a given probability & € (0,1), denoted by VaR
(a) , is defined as the « quantile of the probability distribution of financial returns:
F(VaR(a)) =Pr(r, <VaR(a)) =«

Under the framework of the parametric techniques (Jorion, 2001), the conditional
VaR estimate for one day holding period is obtained as VaR, =z + .k, , where

k, denotes the corresponding quantile of the distribution of the standardized re-
turns at a given confidence level 1-.

In this paper we assume the conditional mean is zero. As it will be discussed later
in the paper, having obtained significant evidence from Engle and Ng (1993) test
on the fact that god and bad news have a different impact on conditional volatilities
of asset returns, we use the Exponential GARCH model of Nelson (1991) to esti-
mate o,. Finally, we estimate the distribution of the standardized returns by Nor-

mal, t-Student, Skewness t-Generalised (SGT) of Theodossiou (1998), Skewness
Error Generalised (SGED) of Theodossiou (2001), Skewness t-Student (SSD) of
Hansen (1994) and Inverse Hyperbolic Sign (IHS) distribution of Johnson (1949).

In a second stage, we test the accuracy of VaR estimates under these distribu-
tions. We use four standard tests: unconditional and conditional coverage tests, the
Back-Testing criterion and the dynamic quantile test. We have an exception when
r., < VaR(a) and then the exception indicator variable (l.1) is equal one (zero in

other case). Kupiec (1995) shows that the unconditional coverage test has as a
null hypothesis a=a, with a likelihood ratio statistic

(LR, = Z[Iog(c'iX (1—(’;?)N_X)—Iog(acX (1—0:)N_X )}) which follows an asymptotic
72(1) distribution. A similar test for the significance of the departure of @ from «

is the back-testing criterion statistic Z =(Na —Na)//Na(1-«a) which follows an

asymptotic N(0,1) distribution. The conditional coverage test (Christoffersen, 1998)
jointly examines if the percentage of exceptions is statistically equal to the ex-



pected one and the serial independence of I.;. The likelihood ratio statistic of the
conditional coverage test is LR..=LR+LRj,4, Which is asymptotically distributed

72(2), and the LR statistic is the likelihood ratio statistic for the hypothesis of

serial independence against first-order Markov dependence. Finally, the dynamic
guantile test proposed by Engle and Manganelli (2004) examines if the exception
indicator is uncorrelated with any variable that belongs to the information set Q, ,

available when the VaR was calculated. This is a Wald test of the hypothesis that
all slopes are zero in a regression of exception indicator variable on a constant, 5
lags and the VaR. Additionally, we evaluate the magnitude of the losses experi-
enced (the distance between the observed returns and the forecasted VaR) when
an exception occurs. We penalize when exception occurs with the square distance.

3. EMPIRICAL RESULTS
3.1 Data and descriptive statistics

The data consist of closing daily returns® on six composite indexes from 1/1/2000
to 11/30/2012 (around 3250 observation). The indexes are: Japanese Nikkei, Ar-
gentine Merval, US S&P 500 and Dow Jones, French CAC40 and the Spanish
IBEX-35.

Figure 1 show the daily returns of the data and Table 1 provides basic descriptive
statistics of the data. For all index, the unconditional mean of daily return is very
close to zero. The unconditional standard deviation is especially high for Merval
(2.14). For the rest of stock index returns the standard deviation moves between
1.27 and 1.58. Taking back to the Figure 1, we can see that the range fluctuation of
the returns is not constant, which means that the variance of these returns change
in the time. From 2003 to the beginning of 2007 was very quiet period. In August
2007 the financial market tensions started which were followed by a global financial
and economic crisis led to significantly rising volatility of returns. This increase was
especially important after August 2008 coinciding with the fall of Lehman Brothers.
In the last two years of the sample, we observe a stable period.

! Returns are calculated as r,= In(l) — In(l.1), where I, is the value of the stock market index at time t.



Table 1
Descriptive Statistics

NIKKEY | MERVAL | S&P500 DJ CAC IBEX
Mean -0.02 0.05 -0.001 0.01 -0.02 -0.01
Median 0.00 0.09 0.05 0.05 0.02 0.06
Maximum 13.234 16.117 10.957 10.089 10.595 13.484
Minimum -12.111 -12.952 -9.470 -8.70 -9.472 -9.5858
Std. Dev. 1.568 2.140 1.354 1.265 1.572 1.5760
Skeweness -0.393** | -0.093* -0.158** -0.185** 0.038 | 0.1227*
(0.04) (0.04) (0.04) (0.04) (0.04) (0.04)
Kurtosis 9.686** 7.944* 10.293** 9.372* 7.494** | 7.8219**
(0.09) (0.09) (0.09) (0.09) (0.09) (0.09)
Jarque Bera 5996 3243 7212 5515 2782 3177
Probability (0.000) (0.001) (0.001) (0.001) (0.001) | (0.001)

V6/n and v24/n respectively. The JB statistic is distributed as the Chi-square with two degrees of free-
dom. *, ** denote significance at the 5% and 1% level respectively.

The skewness sk = 2 and n = «) which indicates that the set of returns are charac-
terized by excess kurtosis.

The above results provide strong support to the hypothesis that stock returns are
not normal. As the normal distribution is nested within the SGT, SGED and SSD
distributions we can use log-likelihood ratio for testing the null hypothesis of nor-
mality against that of SGT, SGED and SSD (see Table 2). For all indexes consid-
ered, the LRy rmay Statistics are statistically significant at the 1% level, providing
evidence against the normalitg hypothesis. The SGT nets several distributions we
have considered in this paper®. Overall, for all indices considered, the LRg;; statis-
tic indicates rejection of the SGED, the SSD, and the student-t in favor of the SGT
(see Table 2).

% For A=0, K = 2 and 1) = «~ the SGT give a normal distribution. For A=0, = = and k = 2 the SGED and
SSD give a normal distribution. The LR ratio for IHS has not been calculated because the normal distri-
bution is not nested within HIS.

% Specifically, it gives for 1=« the skewed generalized error distribution (SGED), for k = 2 the skewed t
of Hansen (1994), for A=0 and k = 2 the student-t distribution and for A=0, n = = and k = 2 the normal
distribution [see Hansen, McDonald and Theodossiou (2007) for a comprehensive survey on the
skewed fat tailed distributions].



Table

2

Maximum likelihood estimates of alternative distribution functions

| w | seE] o [se] AN [seE] n |seE ]| «x | sE JLogL|LRuorualLRser
NIKKEI
SGT  |-0.000(0.000)| 0.016* [(0.001)] -0.047* [(0.021)|4.766**| (0.282) | 1.896* | (0.078) [8920.4] 463.2% | -
SGED  |-0.000](0.000)] 0.015** |(0.000)] -0.041** |(0.004) 1.133*](0.033) [8897.4] 417.2* | 46.0
SSD  |-0.000(0.000)| 0.016** [(0.000)] -0.048* [(0.021)|4.442++] (0.236) 8920.3] 463.0* | 0.2
IHS  [-0.000(0.000)] 0.015* [(0.000)] -0.086** [(0.032) 1.472*[(0.054) [8918.6] - -
Symmetric t | 0.000 |(0.000)| 0.016** |(0.001) 4.404**( (0.232) 8918.2| - 4.4
Normal [-0.000 [(0.000)| 0.016** |(0.000) 8688.8 -
MERVAL
SGT 0.000 |(0.000)| 0.022** |(0.001)| -0.043* ((0.018)|4.456**| (0.241) | 1.531** | (0.051) |8016.9| 612.6%* | --
SGED 0.000 |(0.000)| 0.021** [(0.000)| -0.033** |(0.002) 0.998**|(0.028) | 8003 | 584.8** |27.8**
SSD 0.000 |(0.000)| 0.023** [(0.000)| -0.047** |(0.018)|3.083**| (0.075) 8012.5| 603.8** | 8.8*
IHS | 0.000 [(0.000)] 0.022** (0.000)] -0.068* (0.027) 1.171%[(0.029)| 8017 | - -
Symmetric t [0.001* (0.000)] 0.023* [(0.001) 3.088+| (0.078) 8010.4] - [13.0%
Normal | 0.000 [(0.000)| 0.021** |(0.000) 7710.6) - -
S&P 500
SGT _ |-0.000](0.000)| 0.014** |(0.001)] -0.064** |(0.013)|5.735**| (0.430) | 1.239* | (0.038) |9777.7] 824.2% | -
SGED  [-0.000(0.000)] 0.013* [(0.000)| -0.062 | (--) 0.902+((0.008)[9769.2] 807.2* [ 17.0%
SSD -0.000 [(0.000)| 0.016** ((0.000)| -0.069** ((0.016)|2.760**| (0.046) 9762.2| 793.2** | 31.0**
IHS 0.000 |(0.000)| 0.014** |(0.000)| -0.087** ((0.024) 1.079*((0.023) [9769.2|  -- -
Symmetric t | 0.000 |(0.000)| 0.015** |(0.001) 2.770*| (0.049) 9757.1] - |41.2%
Normal [-0.000 [(0.000)| 0.014** |(0.000) 9365.6| - -
DOW JONES
SGT 0.000 |(0.000)| 0.013** |(0.001)| -0.058** [(0.017)|4.496**| (0.241) | 1.524** | (0.051) |9929.7| 682.6%* | --
SGED | 0.000 |(0.000)| 0.012** [(0.000)] -0.057** |(0.002) 0.983*((0.027)[9914.2] 651.6* | 31.0%
ssD | 0.000 [(0.000)] 0.014* [(0.000)] -0.059* [(0.018)[3.122** (0.078) 9925.1] 673.4% | 9.2%
IHS | 0.000 [(0.000)] 0.013* [(0.000)] -0.088** [(0.026) 1.178%[(0.029) [9928.4] - -
Symmetric t | 0.000 [(0.000)] 0.014* [(0.001) 3.122+| (0.080) 9921.6] - |16.2*
Normal | 0.000 [(0.000)] 0.013** |(0.000) 9588.4] - -
CAC 40
SGT  |-0.000](0.000)| 0.016** |(0.001)| -0.062** |(0.018)|4.545**| (0.249) | 1.673** | (0.059) [9297.4| 523.6% | --
SGED 0.000 |(0.000)| 0.015** |(0.000)| -0.044* |(0.021) 1.065** [(0.030) |9281.0| 490.8** | 32.8**
SSD 0.000 |(0.000)| 0.016** |(0.000)| -0.066** |(0.019)|3.540**| (0.120) 9295.3 519.4** | 4.2*
IHS 0.000 |(0.000)| 0.016%* |(0.000)| -0.094** ((0.028) 1.277*%((0.036) [9297.4| - -
Symmetric t | 0.000 |(0.000)| 0.016** |(0.001) 3.533* (0.122) 9291.1| - 12.6%
Normal | 0.000 [(0.000)| 0.016** |(0.000) 9035.6) - -
IBEX 35
SGT  |-0.000(0.000)] 0.016* [(0.001)] -0.073* [(0.017)|7.127++| (0.717) | 1.380* | (0.045) [9176.8] 484.2% | -
SGED _ |-0.000{(0.000)| 0.016** [(0.000)| -0.068 | (--) 1.050* | (0.030) [9169.8] 470.2+ | 14.0%
SSD  |-0.000(0.000)| 0.017** [(0.000)] -0.069** |(0.018)|3.548+*| (0.125) 9167.1] 464.8* | 19.4%
IHS  |-0.000(0.000)] 0.016* [(0.000)] -0.092** [(0.028) 1.270*](0.037)[9170.9] - -
Symmetric t | 0.000 |(0.000)| 0.016** |(0.001) 3.584* (0.132) 9162.4| - 28.8%*
Normal [-0.000 [(0.000)| 0.016** |(0.000) 8934.7] - -

Note: Parameter estimates of the Normal, SGT of Theodossiou (1998), SGED of Theodossiou (2001), SSD of Hansen
(1994), IHS of Johnson (1949) and Student-t distribution. S.E. denote standard errors (in parentheses). Six stock
market returns in the period 1/1/2000-11/30/2012. y, o, A and n are the estimated mean, standard deviation, skewness
parameter, and tail-tickness parameter; « represents the peakness parameter; Log-L is the maximum likelihood value.
LRnormal iS the LR statistic from testing the null hypothesis that the daily returns are distributed as Normal against they
are distributed as SGT, SGED or SSD. LRsgr is the LR statistic from testing the null hypothesis of alternative distribu-
tion against the SGT. An «(~ ) denote significance at the 5%(1%) level.
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3.2. Estimating the conditional volatility

To represent the dynamic behaviour of conditional variances, GARCH specifications
were used. To identify the orders p,q of the process, traditional Box-Jenkins techniques
were used, together with more formal Lagrange multipliers tests. To test for the possi-
ble existence of this leverage effect in volatility, the behaviour of standardized residuals
was examined from the estimation of the conditional mean model, using the bias and
sign tests proposed by Engle and Ng (1993).The sign-bias test focuses on the different
impacts that positive and negative innovations have on volatility. In all cases, the re-
sults of the test (not reported) detect a leverage effect. Having obtained significant
evidence on the fact that good and bad news have a different impact on conditional
volatilities of asset returns, we use the Exponential GARCH model of Nelson (1991) to
estimate the conditional variance returns needed for conditional VaR analysis.

Table 3 present the EGARCH estimated parameter. For all indexes consider the coef-
ficient y is negative and statistically significant, which means that volatility increases at
a higher rate when yields are negative compared with when they are positive. Parame-
ter B, is positive and statistically significant. It means that the innovations superior to

the mean have a deeper impact on current volatility than those inferior.

Table 3
EGARCH(1,1) Models

In 07 =B +B, [12e1|-E(1ze1 DI+B, In0F; +yzy4

Jo B, B, Y
NIKKEI -0.438** 0.966** 0.189** -0.101**
(0.042) (0.004) (0.016) (0.009)
MERVAL -0.411** 0.966** 0.190** -0.0494**
(0.032) (0.003) (0.011) (0.006)
S&P 500 -0.263** 0.980** 0.107** -0.133**
(0.022) (0.017) (0.012) (0.008)
DOW JONES -0.250** 0.981** 0.098** -0.122**
(0.022) (0.002) (0.012) (0.007)
CAC 40 -0.228** 0.983** 0.093** -0.140**
(0.021) (0.002) (0.012) (0.009)
IBEX 35 -0.261** 0.981** 0.118** -0.115**
(0.023) (0.002) (0.013) (0.007)

Note: Standard error in parenthesis. An **(*) denote significance at the 1% (5%) level.

3.3. Forecasting VaR

In this section we compare SGT and normal distribution in terms of VaR. The com-
parison is carrying out evaluating accurate VaR estimates and calculating a loss
function. For each distribution we use parametric approaches to forecasting VaR
out-of-sample one-step-ahead at 1% and 0.25% confidence level. To guarantee
the robustness of the results, we compare these distributions in two different sam-
ples: a volatility period (2008-2009) and a more stable and recent period (2011-
2012). In Figure 1, we delimit between bars both periods.
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Figure 1
Stock index returns. This figure illustrates the daily evolution of returns of some indexes
(Japanese Nikkei, Merval and S&P 500, US Dow Jones Industrial Average, French CAC40
and the Spanish IBEX-35) from January 3, 2000 to November 30, 2012. Source: Bloomberg.

Table 4
Accuracy test, 1% level

| Nikkei | Merval | S&P500 | DJ | CAC | IBEX
Panel A: 2008-09 (1%)

VaR Normal | 2.87% 2.24% 3.56% 2.77% 2.34% 2.17%
LRuc 4.970* 2.45 8.770** | 4.696* 2.943 2.27
BTC 4.149* | 2.762* | 5792** | 4.003* | 3.056** | 2.640*
LRinp 0.31 0.219 0.579 0.348 0.251 0.212
LRcc 5.28 2.67 9.349"" 5.043 3.193 2.482
DQ 1.9688 2.77 0.362 0.578* 1.053 2.477

VaR SGT 1.84% 1.22% 1.19% 1.19% 2.15% 1.77%
LRyc 1.221 0.009 0.074 0.074 2.229 1.079
BTC 1.874 0.494 0.425 0.425 | 2.611-- | 1.748
LRinp 0.116 0.064 0.063 0.063 0.210 0.141
LRcc 1.338 0.164 0.137 0.137 2.439 1.221
DQ 0.333 0.075 0.437 0.227 0.691 3.949*

Panel B: 2011-12 (1%)

VaR Normal | 1.27% 1.28% 2.28% 1.45% 0.61% 1.21%
LRuc 0.136 0.15 2.551 0.38 0.389 0.093
BTC 0.582 0.613 | 2.829"- | 0.998 -0.877 0.479
LRinp 1.568 0.068 0.224 0.090 0.016 0.064
LRcc 1.703 0.218 2.774 0.469 0.405 0.158
DQ 2.052 2.035 0.763 1.495 0.095 0.221

VaR SGT 0.63% 1.07% 1.45% 1.45% 1.01% 1.01%
LRuc 0.322 0.009 0.38 0.38 0 0
BTC -0.803 0.149 0.998 0.998 0.027 0.027
LRinp 2.908 0.047 0.09 1.311 0.045 0.045
LRcc 3.23 0.056 0.469 1.69 0.045 0.045
DQ 11.043* | 3.283 9.392%* 2.753 0.538 0.196

Note: The statistics are as follows: (i) the unconditional coverage test (LRuc); (ii) the back-testing criterion
(BTC); (iii) statistics for serial independence (LRind); (iv) the Conditional Coverage test (LRcc) and (v) the
Dynamic Quantile test (DCT). An * denote that the rejection of the VaR estimate is accurate. The shaded
cells indicate that the null hypothesis that the VaR estimate is accurate is not rejected by any test.
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The results of accurate test are presented in tables 4 and 5 for 1% and 0.25% re-
spectively. In both tables, there are two panels: the high volatility period (panel A)
and the stable period (panel B). In both panels, we present the percentage of ex-
ceptions obtained with each distribution (SGT and normal). Below these percent-
ages, we present the five statistics used to test the accuracy of the VaR estimates.
When the null hypothesis that “the VaR estimate is accurate” has not been rejected
by any test, we have shaded the region of the figure that represents the percent-
age of exception.

Table 5
Accuracy test, 0.25% level
| Nikkei | Merval | S&P500| DJ | CAC IBEX

Panel A: 2008-09 (0.25%)
vaR_Normal| 0.82% | 0.81% | 1.19% | 0.59% | 0.98% | 1.18%

LRuyc 1.718 1.703 4.028* 0.749 2.698 4.003*
BTC 2.520* 2.506* | 4.222** 1.548 3.292** | 4.201**
LRinp 0.016 0.029 0.063 0.016 0.043 0.062
LRcc 1.734 1.732 4.09 0.764 2.741 4.065
DQ 0.023 0.044 0.08 0.089 0.08 9.833**
VaR_SGT 0.61% 0.20% 0.20% 0.20% 0.78% 0.79%
LRuc 0.801 0.02 0.026 0.026 1.603 1.621
BTC 1.614 -0.206 -0.234 -0.234 2.407Y | 2.426*
LRinp 0.007 0.002 0.002 0.002 0.027 0.028
LRcc 0.809 0.021 0.027 0.027 1.63 1.649
DQ 0.008 0.139 0.045 0.107 0.063 0.065

Panel B: 2011-12 (0.25%)
vaR_Normal| 0.42% | 0.64% | 1.24% | 1.24% | 0.40% | 0.40%

LRuyc 0.202 0.867 4.222* 4.222* 0.174 0.174
BTC 0.75 1.694 4.374** | 4.374** 0.689 0.689
LRinp 3.811 0.017 0.066 0.066 0.007 0.007
LRcc 4.013 0.884 4.288 4.288 0.181 0.181
DQ 54.681** | 10.678** | 2.167 2.18 0.03 0.044
VaR_SGT 0.42% 0.64% 0.62% 0.41% 0.61% 0.20%
LRuc 0.202 0.867 0.821 0.19 0.782 0.021
BTC 0.75 1.694 1.637 0.725 1.59 -0.212
LRinp 3.811 0.017 0.016 0.007 0.016 0.002
LRcc 4.013 0.884 0.837 0.198 0.798 0.023
DQ 54.681** | 10.998** | 0.023 0.551 0.511 0.255

Note: The statistics are as follows: (i) the unconditional coverage test (LRuc); (ii) the back-testing criteri-
on (BTC); (iii) statistics for serial independence (LRind); (iv) the Conditional Coverage test (LRcc) and
(v) the Dynamic Quantile test (DCT). An * denote that the rejection of the VaR estimate is accurate. The
shaded cells indicate that the null hypothesis that the VaR estimate is accurate is not rejected by any
test.
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In the volatile period, VaR estimate obtained under a SGT distribution are accurate
for four of the six indexes consider (Nikkey, Merval, Dow Jones and S&P 500). Just
only CAC 40 and IBEX 35 fail to pass back-testing tests. These results doesn't
depend on the confidence level. The results obtained by normal distribution are
very poor. At 1% level, anyone of the indexes considered pass backtesting tests. At
0.25% level, this distribution provide accurate VaR estimate just only Dow-Jones.
In second sample or stable period, the results are pretty similar. At 1% level, SGT
distribution provide accurate VaR estimate for four of the six indexes considered.
At this level, the results obtained by normal distribution are as good as SGT provid-
ing accurate VaR estimate for five of the six indexes consider. For this level the
superiority of SGT is not so clear. At 0.25% level, SGT distribution performance as
well as at 1% level. This distribution provides accurate VaR estimates in four of the
six indexes considered. However, normal distribution performances very poorly. At
this level, normal distribution provides accurate VaR estimate just only for CAC 40
and IBEX 35. From this results we can conclude that SGT distribution provide more
accurate VaR estimate than normal distribution. This superiority is more evident at
higher level.

Finally, Table 6 reports the average of the penalty scores from a loss function ob-
tained by VaR under SGT and normal distribution in both periods. In volatile period,
the values indicate that SGT distribution produces the lowest losses, except in the
Nikkey index. These results doesn’t depend on the confidence level. In the stable
period, we detect similar results. SGT distribution produces the lowest losses, ex-
cept in the Nikkey and CAC index. Overall, SGT distribution provides the lowest
losses for almost all indexes, both confidence levels and both periods.

Table 6
Magnitude of the losses experienced
2008-2009 2011-2012
Level | EGARCH-N | EGARCH-SGT | EGARCH-N | EGARCH-SGT
NIKKEI 1.00% | 0.00338 0.00418 0.00786 0.01871
0.25% | 0.00065 0.00132 0.00463 0.01563
MERVAL 1.00% | 0.00667 0.00269 0.01131 0.00963
0.25% | 0.00191 0.00020 0.00718 0.00338
S&P 500 1.00% | 0.00617 0.00297 0.00248 0.00082
0.25% | 0.00293 0.00099 0.00104 0.00003
DOW JONES 1.00% | 0.00220 0.00059 0.00175 0.00055
0.25% | 0.00044 0.00001 0.00063 0.00002
CAC 40 1.00% | 0.00568 0.00447 0.00098 0.00215
0.25% | 0.00282 0.00155 0.00050 0.00090
IBEX 35 1.00% | 0.00554 0.00521 0.00113 0.00070
0.25% | 0.00274 0.00197 0.00029 0.00000

Note: report the average of the loss function of each VaR model in both periods. The average was
multiplied by 1,000. Boldface figures denote the minimum value for the average of the loss function for
each index.
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4. CONCLUSION

This paper evaluates the performance of several skewed and symmetric distributions
in modeling the tail behavior of daily returns on six stocks indexes. The skewed dis-
tributions consider are the skewness student-t distribution of Hansen (1994), the
exponential generalized beta of the second kind of McDonald and Xu (1995), the
skewness generalised-t distribution of Theodossiou (1998) and the inverse hyperbol-
ic sign of Johnson (1949). The symmetric distributions are normal and student-t.

The maximum likelihood estimates show that the skewness, tail-thickness and
peakness parameters of these distributions are statistically significant. The tests
indicate strong rejection of the other distributions in favour of the SGT distribution.
These results show that the skewed distributions performance better than normal
distribution in modeling the tail behavior of portfolio returns.

In addition, we also evaluate the performance of the SGT distribution in estimating
VaR thresholds at 1% and 0.25% confidence level. The out of sample forecasting
period covers a long period, encompassing both stable and high fluctuation peri-
ods, including the most unsteady period of the global financial crisis. To evaluate
the forecasting VaR we use several accurate tests and a loss function. In both
samples, the empirical results indicate that the SGT distribution provides more
accurate out of sample forecast VaR than the normal distribution and provides
lowest losses for almost all indexes.
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Ponencia 2
RISK NEUTRAL VALUATION WITH LINEAR PROGRAMMING?

Olivia Peraita Ezcurra and José Luis Vilar Zanén

ABSTRACT

Avellaneda et al., 2001) develop a methodology for calculating risk neutral probabili-
ties by means of the relative entropy minimization criteria subject to the market value
of a certain set of traded assets (benchmarks). This is also known as Weighted Mon-
te Carlo, and is part of a rather practical method for valuing assets and hedging risk
(Arrieta, 2012). In this paper we explore an alternative method to calculate risk neu-
tral probability, which consists also in an optimization criteria based in relative entro-
py, though considering another utility function that results in a different pseudo-
distance between prior and posterior probabilities. This pseudo-distance is in fact the
absolute difference between prior and posterior probability masses. The minimization
can then be expressed in terms of a linear goal program, yielding the risk neutral
probability as the solution. Numerical calculations have been carried with the help of
MATLAB, GAMS and CPLEX.

1. INTRODUCTION

The topic of this paper is the retrieval of risk neutral probabilities from the option
prices. This has been traditionally an important field of research since the last quar-
ter of the twentieth century. The reasons underlying that interest are both practical
and theoretical.

On the practical side, the construction of models for the valuation of options like the
Black Scholes model (Black and Scholes, 1973) allowed a wide growth of the op-
tion market until the 1987 crash. Since then economic agents started to consider
more thoroughly the model they were using detecting some inconsistencies that
affected the core of the theory. Particularly serious was the conclusion that, after
the crash, markets seemed to follow no longer the hypothesis of a constant volatili-
ty across different strikes when the rest of the parameters were set constant in the
Black-Scholes formula. Volatilities for different strikes recovered from the market

! Research granted under project ECO2010-22065-C03-01, from MICIN.
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were called implied volatilities and the plots denouncing divergence from the theo-
retical constant case were named “smiles”. Also, the inadequacy of the normal
hypothesis for the rate of return was made evident by many statistical tests applied
to data sets. Thus the usual modelling procedure consisting in postulating some
hypothesis, constructing the model, obtaining conclusions and finally applying them
trying to match real world, appeared as inadequate. In few words, economic agents
were aware that the formulation of unrealistic hypothesis could drive them to ill
conclusions resulting in heavy losses. Then a new methodology began to arise,
whose main goal was not trying to guess the best model going from theoretical
hypothesising to practical testing, but rather trying to infer the model from reality in
some kind of inverse engineering exercise. This strategy stood to overcome the
mentioned drawbacks. The main idea was not to formulate any prior hypothesis but
better tracking some theoretical milestones against the real world trying to learn the
more the better from the occurrence of events in the market. That methodology
consists today in a variety of techniques inside some of which we place our work,
and as a whole is referred as inverse methods (J. Jackwerth, 2004).

On the theoretical side, everybody agrees that obtaining conclusions about the risk
neutral prices or probabilities, to some extent free of theoretical miss-assumptions
and mainly deduced from the market behaviour, is such an interesting research
program. For instance it could be very interesting to find risk neutral probabilities
that may be used to value new assets, like illiquid options or even futures prices
that could even give us a sight in the term interest structure. It is not difficult to
agree that the knowledge of risk neutral probabilities could, in the frame of Arrow-
Debreu economy model and Arbitrage Pricing Theory (Luenberger, 1997)
(Avellaneda and Lawrence, 2000), constitute an interesting tool in some disciplines
like valuing derivatives-hedging risk, portfolio management or the study of market
risk aversion.

One of the first main attempts to retrieve state prices from observed option prices
can be found in (Breeden and Litzenberg, 1978). They suppose a continuous set of
call options with strikes K so the value can be expressed as a function of the strike
prices K. Then they show how the state prices in which spot price S equals the
strike price K can be obtained as the second derivative of the call price function:

o°C
e = TTg_y (1.1)

This opened a way for recovering state prices from observed option prices though
market scarceness of strikes made this approach so much difficult to apply. Few strikes
mean few points to interpolate resulting in gross errors to face. No doubt anyhow this is
one of the most influential works ever written, still being referred in many papers.

(Sempieri, 1997), (Luenberger, 2002), (J. Jackwerth, 1994) discussed option prices
in incomplete markets when many risk neutral probabilities (RNP) exists, present-
ing the possibility of choosing one of them by means of the maximization of the
decision maker utility function. They discussed also characterisation of those RNP
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by means of bounds deduced from linear dual programs that express relationships
between state prices and options replicating portfolios. Combining these state price
bounds with the former relationship (1.1), it is possible to characterize the whole
set of RNP fulfilling feasibility (with respect to the bounds) and smoothness re-
quirements (J. Jackwerth, 2004).

(Jackwerth and Rubinstein, 1996) and (Rubinstein and Jackerth, 1997) compare
the different methods for RNP recovery. All these methods share the same main-
frame consisting in:

@)

(b)

©

(d)

()

(f)

(9)

Choosing some frequency distribution for the underlying asset price to be used
as a prior seed for the method.

The prior distribution (qi)i“il can be either some well-known parametric

model (as for instance the log-normal in a Black-Scholes world) or a uni-
form distribution (as for instance the one obtained by means of a Monte
Carlo simulation of the prices).

Choosing a set of liquid assets (benchmarks) with observed market prices
(C j )L then writing them as discounted expectations with respect to the RNP.

Targeting a posterior distribution (pi ).Nil that will be the RNP. Two main
streams have been followed here:

e Trying to determine the “best” member among a parametric family pre-
viously fixed: these are called parametric methods. Think for instance in
the log-normal RNP of the Black-Scholes world. The “best” member is
calculated by means of some optimization criteria determining the opti-
mal values of the parameters of that family.

¢ Not restricting the calculation to any parametric family, giving way to the
data for a maximum influence into the result, and a minimum influence
for the theoretical model. This last will be restricted to the only design of
the underlying price trajectories.

Selecting some optimization process whose optimum is the former target,
called the posterior distribution. This optimization process consists in a set
of constraints and an objective to optimize among the feasible set.

e The feasible set must always take into account the facts that both the
result must be a probability distribution and the prices of the bench-
marks written as discounted expectation with respect to the RNP must
be equal, or at least be near to the market prices. Equality or closeness
depends on the kind of applied methodology.

e The objective expresses some condition to be fulfilled by the posterior
with respect the prior distribution. Usually this condition is expressed as
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a deviation or pseudo-distance between them, able to be financially
and/or mathematically interpreted in some way.

In each case, the mathematical program built up determines the degree of mathe-
matical complexity and numerical stability of a particular method. Also, some
smoothness or regularity for the posterior distribution is also welcomed.

As indicated some lines earlier, the methods can be divided in two families, para-
metric and non-parametric ones.

Examples of parametric methods are (Chang and Tabak 2002) who recovers a
parametric form of the RNP through the second derivatives of the option values
(Breeden and Litzenberg 1978) applying nonlinear least squares. (Melick and
Thomas 1997) and (Cheng 2010) calculate the RNP among mixtures of log-normal
distributions. In (Ritchey 1990) the RNP is supposed to be a mixture of normal
distributions. Another trend deals with the adscription of the RNP to a family (not a
mixture) of distributions. For instance, in (de Jong C., Huisman R. 2000) a student-t
distribution is assumed, or in (Corrado 2001) where a generalised Lambda distribu-
tion is used.

The non-parametric methods can also be divided in subfamilies depending on
which technique is used to track the posterior distribution. We find here Kernel
estimation (Bondarenko 2000), least squares (Yatchev A., Hardle W. 2006), curve
fitting (Monteiro, Tutincu and Vicente 2008), and finally maximum entropy (Rubin-
stein and Jackerth1997) (Branger 2003) and (Rockinger and Jondeau 2002). From
this last branch evolves another line of research deepening in maximum entropy by
means of the use of Kullback-Leibler (KL) relative entropy (Samperi 1997)
(Avellaneda, 1998) (Avellaneda et al. 2001) (Arrieta 2012). The advantage of using
entropy is that it furnishes a distribution minimizing the amount of information con-
tained in it, so we can think about as a carrier of the market efficiency hypothesis.

Our work grows up inside this last category. Our aim is to apply a neighbouring
technique to KL to retrieve a RNP by means of linear programming (LP), a very
simple and well known optimization technique. We will compare our results with
those obtained applying the technigque explained in (Avellaneda 1998) which has
revealed to be quite practical and useful (Arrieta 2012).

We have run a synthetic example simulating European options as benchmarks
and, after obtaining the RNP with KL and the LP method proposed in this paper,
we have valued other options, obtaining very accurate results in this pricing. For
this purpose, we have used Mathlab for the KL solution and GAMS for the goal
programming using CPLEX as a solver.

In section 2 we introduce the fundamentals on RNP theory linking it to Utility Theo-
ry. Section 3 is devoted to resume the KL methodology introduced by (Avellaneda
et al. 2001) implying the resolution of an equality constrained differential program
by means of Lagrange multipliers, while in section 4 we derive our own method
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deduced by means of the same way of reasoning though resulting in a linear goal
program solvable by means of the simplex algorithm. In section 4 we retrieve a
RNP applying the former method while in section 5 we do the same applying our
method. We finally write down our conclusions in section 6.

2. RISK NEUTRAL PROBABILITIES, UTILITY AND RELATIVE ENTROPY

We first introduce the Arrow-Debreu state prices. We will suppose a market con-
sisting in a single time period, i =1,...,Nassets and j=1...,Mequally probable
market states. The assets cash-flows can be summarised in matrix form:

D=| : ::: : |=| i |=(Dy .. D) (2.1)

The vector price for the N assets is:
P =(Py--Py),P, >0, Vi (2.2)

A portfolio is any vector 0 = @,....6,), 6 <(>)0 short (long) . There are no trans-
action costs or taxes. The price of a portfolio @ is

_ N
po = pb, (2.3)
i=1
and the cash-flow of the portfolio corresponding to state j=1...,M is given by
_ N
D, :;QD". : (2.4)

An arbitrage portfolio is a portfolio & such that either

(@) #p=0and 6D, >0,vj=1..,M with some j such that #D, >0. This
means that there is a possibility of achieving a profit at a zero initial cost.

or

(b) and 6_?5_J. >0,Vj =1,...,M . This means that there is an immediate profit with
no final cost.
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Then the necessary and sufficient condition that guarantees absence of arbitrage
is the following (Luenberger 1997), (Luenberger 2002), (Avellaneda and Lawrence
2000):

An arbitrage portfolio does not exist <

_ - _ _ . . M (2.5)
< 37 =(ny...,7y) >0/p =Dz, ie.:Vi=L..,N:p = E D7,
j=1

The state price vector iS77=(7Z’1,...,7Z'M), also referred to as Arrow-Debreu state
prices. We can normalize it to obtain the risk neutral probabilities (RNP):

7 :(Z”j )71”1 (2.6)

Then we may rewrite the statement (2.5) in the following way:

:[(Zﬁj)iouﬁj JNl :([1+1RJE”{_“}T 2.7)

j=1 i=1

N
M

p= Dﬁ:{ZDijﬂ'jJ
= i=1

Then we see that the assets are valued by means of the discounted expectation of

their cash-flows with respect to the RNP. Discounting is made with respect to the

risk free interest given by the state prices, i.e. 1+R = (Z”j )_1. We see that the

state prices are the prices of the assets that reward with 1 m.u. in each one of the
market states j =1,...,M. Itis said that the RNP 7 makes the investor risk neutral

as it makes him value an asset calculating a simple discounted expectation. This is
expressed in the Fundamental Pricing Theorem enounced in the Arbitrage Pricing
Theory (APT) that can be found for instance in (Luenberger 1997) or (Avellaneda
and Lawrence 2000).

A complete market is such that for any cash-flow vectorE = (Ey....Ey ), there ex-
ists a portfolio of assets 5:(91,...,¢9N) that has cash-flow E; for each state
1< j <M. In other words,

0D =E < > 0D, =E, 1<j<M, (2.8)

has a solution 8 € R",VE e RM.

Thus from linear algebra we know that it must be rank(D): M, the columns of

matrix D spanning the entire R" space. In case of completeness, the existence
condition (2.5) becomes also a unigueness one (Avellaneda and Lawrence 2000):
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Suppose an arbitrage protfolio does not exist.
Then there is a unique set of state prices < (2.9)
< The market is complete.

In a complete market the pricing of a new asset with cash-flow EeR" is easy,
because there will always exist a portfolio 8 € R consisting of traded assets (or

benchmarks) with the same cash-flow, and by virtue of the non-arbitrage assump-
tion both prices must therefore be the same.

In an incomplete market rank(D) =k <M, so we can no longer span the entire
space R with the help of the columns in matrix D. Moreover, unigueness is no longer

valid, so we may get many state price vectors 7 with their corresponding RNPs 7.
This is usually the case in real world and, for this reason we can usually find more than
one RNP satisfying the rule of valuing for the observed benchmark prices. Though
given a new asset with cash-flow E € R" , it is still possible to find an interval where its

price pz should lie for the non-arbitrage condition still being fulfiled (Luenberger
2002):

Assume there exists no arbitrage.
min
E )

min

Then there are lower and upper bounds p",pZ*for the price p

such that no arbitrage is possible if pI" e (pg‘”,pg“)
These bounds are given by the following LPs : (2.10)

pr" = sgp{ﬁ? 10D <E}

pr = igf{ﬁé 0D > E}

It is rather interesting to write down the respective dual programs (Luenberger
2002):

pr" = minWE

DW = p (2.11)
st.iy _

w=>0

For the upper bound we must assume that there exists a portfolio such that D >1
(this is assured by the existence of a risk free asset), then:
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st.: {DW =P @12

These two last LPs may be read in terms of state prices so we see how duality trans-
late an idea enounced in terms of portfolio (hedging problem) to its equivalent written
in terms of state prices (pricing problem). This may give a possibility to price (i.e.
retrieving a state price vector) while simultaneously being able to hedge risk (i.e. find
a replicating portfolio) of a new asset lying out of the matrix D columns linear span.

Another important way of reasoning, which is connected with risk neutral pricing
and is given by the Utility Theory (Sempieri 1997), (Luenberger 2002), considers
the problem faced by an investor with utility function u(x) defined for positive val-

ues of wealth at the end of the time period. Assets cash-flows x are ranked thanks
to their expected utility E[u(x)] . Assume that u is continuous, increasing and con-

cave. Investor’s initial wealth W >0 must be allocated among the available N as-
sets. Then the following problem is to solve, as in (Luenberger 2002):

mng[u(x)]
po <W (2.13)
st. - x
>0

A way for relating RNP to utility is asking the former as being consistent with the
utility maximization (2.13). In fact, Arrow-Debreu state prices coincide with the
marginal utilities obtained by maximizing the expectation of the utility by investing
in a portfolio of benchmarks (Samperi 1997) (Avellaneda et al. 2001).

In order to find the calibrated probability RNP (Avellaneda et al. 2001) propose to
minimize the KL? relative entropy of the non-uniformly sampled simulation with
respect to the prior. As discussed in that paper, the relative entropy of p with re-
p;

spect to q is defined as D(plq)=>p, Iog( ] which corresponds to the special
i q

case of penalization function y/(x) = xlogx for a general pseudo-distance of the
form (Avellaneda et al. 2001):

% The Kullback-Leibler divergence or relative entropy is a measure of the information lost when p is used
to approximate g. KL divergence is a special case of a broader class of divergences called f-

divergences, which includes, among others, the total variation distance \x—l‘, the largest possible

difference between the probabilities that the two probability distributions can assign to the same event.
See for instance (Liese F. and Vajda |. 2006).
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D, (pla) = Zw[&]qi (2.14)

with v (x) a convex function.

According to (Samperi 1997) there exists a concave utility function u(x) for each
penalization function u/(x), obtained via a Legendre transformation. This is the
utility function mentioned in (2.13). The marginal utilities for consumption obtained
by maximizing the expectation of the utility function u(x)=—exp(-ax)by investing
in a portfolio of benchmark instruments correspond to a set of state prices calculat-
ed through minimization of 5./,(p|q). Remember that the two convex functions

w(x)=xlogx, and u(x)=—exp(-ax) are Legendre transform® of each other.

Consequently, other pseudo-distances for Arrow-Debreu probabilities of the form
f)y,(p|q) can be used instead of KL relative entropy. For each such penalization
functiony , there exists a corresponding concave utility u(x), obtained via a Le-

gendre transformation, such that the Arrow-Debreu probabilities are consistent with
an agent maximizing his/her expected utility for terminal wealth by investing in a
portfolio of benchmarks. Each one of these possibilities will drive us to an open
optimization problem that will have to be solved to retrieve the posterior-RNP. The
following selection is justified by the fact that it drives us into a linear optimization
problem that can be fast and easily solved.

Thus another example of that correspondence is the Legendre transform of the risk
neutral utility function u(x) = x,x e R which can be managed so as to be driven
into the convex penalization function z//(x) = |x—:q,x e R. This justifies the use of
143

the pseudo-distance functionD, (p|q) =’

following the general procedure a) to d) described in the introduction. Further de-
tails of the methods are explained in sections 4 and 5.

—J‘qi , that will have to be minimized

3. APPLICATION OF KULLBACK-LEIBLER RELATIVE ENTROPY CRITERIA

(Avellaneda et al. 2001) maximizes the agents wealth by implicitly maximizing the
utility function u(x)=—exp(—-ax), which corresponds to explicitly minimizing a

pseudo-distance D‘V coming from the penalization function (//(X): xlogx :

% For a brief introduction to Legendre transform see, for instance, (R. K. P. Zia , Edward F. Redish ,
Susan R. McKay, 2009).
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D, (pla) =logM} p; logp, (3.1)

The minimization is done under linear constraints expressing the benchmark pric-
es(2.7) general rule. Introducing the Lagrange multipliers (A,l ..... AN) this can be

reformulated as a min-max program

minmax{—D(p|u)+i/Ij [ipioij —cjj}, (3.2)

j=1 i=1

The probability vector that maximises for each A1 has the Boltzmann-Gibbs form
()= L (i ]
p, =p(w")= exp| > D, 4 |, (3.3)
Z(2) =

where Z(1)is the normalisation factor
1 M N
Z(l):MZeXP£ZDu&j* (3.4)
i=1 j=1

The algorithm proposed in (Avellaneda et al. 2001) to compute the RNP is the fol-
lowing:

i. Construct a set of sample paths using a model for the prices and a pseu-
do-random-number generator.

ii. Compute the benchmarks cash flow matrix D = {Dij;i =1..,M;j= ],...,N} .

iii. Using a gradient-based optimization routine, minimise the function

W (2)=log(Z(4))~ i}“jcj

iv. Compute the risk-neutral probabilities p;;i =1...,M for each path using

y4 (/1) and the optimal values of the multipliers 4,,..., 4, .
Function W (/1) can be approximated using a Taylor approximation

W(,1)zw(i)+vlw(i)(,1—i)+%(,1—i)TJ(/l—i), (3.5)
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where

J., =cov®(D,,D,), (3.6)
and
E°(D,)-C,
YA (/i) = : , (3.7)
EP (DN ) -C,

4. APPLICATION OF THE ABSOLUTE DEVIATION CRITERIA

The Legendre transform of the utility function u(x) =x,X € R can be related to the
convex function

v(x)=|x-1xeR, (4.8)

which would correspond to the penalization of the following pseudo-distance be-
tween the uniform prior and the risk neutral probability vector:

Dw(plq)=2‘%—l‘qi =2 lp —al. (4.9)

where (, correspond to the simulated prior uniform probability vector (qi):\il SO
1
that g, =—.
q; M

The price relations for the benchmark instruments can be written for the particular
case of a free interest rate I =0 in the form

E°{D, (W)}zipiDij =C,,  j=1..N, (4.10)

Remember (p, ).Nil are the RNP that we want to calculate. Therefore, the formula-
tion of the minimization problem is

mﬁinZ|pi _qi|’ (4-11)

Subject to proper constraints expressing the relationships for the benchmark prices
and the probabilistic characteristic of the solution p, which are all linear ones.
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This problem can be solved by means of the following linear goal program:

minY (v, +y/)
st
p-d +y -y =0i=1..M

M
ZpiDij -C,=0,j=1..,N '
i=1

IM
2P =1
i=1

p.y'y; 20,i=1..,M

(4.12)

wherey;,y, are the positive and negative deviations from the probability vector to
the uniform prior, (p, )I“il are the calibrated state probabilities, (g, )I'il is the uniform

prior, (Dij )’T;

is the matrix containing the cash-flows for all benchmarks in every

state, and finally (Cj )’j\':l are the observed prices for each of the N benchmarks.

5. NUMERICAL CALCULATIONS

European stock options have been priced for different maturities and strike prices,
assuming a lognormal price with constant volatility on a stock with a spot price of
100 with no dividends. The interest rate was taken equal to zero.

We used as benchmarks all European put and call options with maturities of 30, 60
and 90 days and strikes of 90, 100 and 110, as well as forward contracts with ma-
turities of 30, 60 and 90 days. We assumed that the prices of the benchmarks were
given by the Black Scholes formula with a volatility of 25% were all Monte Carlo
runs had 2000 paths.

The test consisted of pricing various options (target options) with strike/maturity
distributed along a regular grid (maturities from 20 days to 120 days and strike
prices from 80 to 120).

We have run the optimization problem consisting in minimizing the KL relative en-
tropy as in (Avellaneda et al. 2001) using the algorithm proposed in (Elices and
Giménez, 2006).

i. Simulate M paths at different maturities with regular Monte Carlo.

i. Calculate the prices C; of the calibration set.
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iii. Calculate the discounted payoffs D, of all these instruments for each of
the simulated paths.

iv. Fix the initial value for the Lagrange multipliers 4 equal to zero (all paths
are equally weighted).

V. Calculate the gradient vector in (3.7) and Jacobian matrix in (3.6).

Vi. Calculate the optimum for the second order approximation in (3.5) solving
A=i-3'vWw (i),

Vil. Go to step v until the gradient is close enough to zero.

After obtaining the RNP with KL and the goal programming method proposed in
this paper, we have valued other options, obtaining very accurate results in the
pricing. For this purpose, we have used Mathlab for the KL solution, as well as
GAMS for introducing the linear program together with CPLEX to solve it in the
case of the absolute deviations case.

Table 1 and Table 2 show deviations obtained under the weighted Monte Carlo
approach calibrated with the KL pseudo-distance. As already shown in (Avellaneda
et al. 2001), the method prices correctly the stock options used as benchmarks to
calibrate the vector of risk neutral probabilities. The deviations from the weighted
Monte Carlo to the Black-Scholes prices are very small for all other options with
strike price and maturity near to the ones of the benchmarks.

Table 1
Deviations under the Kullback-Leibler approach, pricing call options
Maturity Strike
(days) 80 85 90 95 100 | 105 | 110 | 115 120

20 0.42% | 0.57% | 1.00% | 2.14% | 3.80% | 4.45% | 6.13% | 4.73% | 161.25%

30 0.01% | 0.02% | 0.00% | 0.18% | 0.00% | 1.25% | 0.00% | 5.77% | 35.56%

45 0.10% | 0.17% | 0.28% | 0.15% | 1.31% | 2.43% | 3.61% | 5.93% | 2.62%

60 0.04% | 0.04% | 0.00% | 0.09% | 0.00% | 0.74% | 0.00% | 5.53% | 7.66%

75 0.14% | 0.20% | 0.21% | 0.28% | 0.11% | 0.52% | 2.06% | 5.38% | 10.53%

90 0.07% | 0.03% | 0.00% | 0.16% | 0.00% | 0.15% | 0.00% | 0.98% | 4.14%

120 1.03% | 1.33% | 1.72% | 2.24% | 2.56% | 2.11% | 1.21% | 0.99% | 2.01%
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Table 2

Deviations under the Kullback-Leibler approach, pricing put options

Maturity Strike

(days) 80 85 90 95 100 | 105 | 110 | 115 | 120
20 | 100.00% | 90.81% | 24.66% | 4.76% | 0.13% | 1.17% | 1.10% | 0.70% | 0.55%
30 65.06% | 0.96% | 0.00% | 0.15% | 0.00% | 0.24% | 0.00% | 0.01% | 0.01%
45 8.79% | 8.05% | 1.98% | 0.80% | 1.77% | 0.80% | 0.33% | 0.18% | 0.10%
60 11.33% | 1.66% | 0.00% | 0.36% | 0.00% | 0.18% | 0.00% | 0.16% | 0.07%
75 7.72% | 0.98% | 1.40% | 1.02% | 1.00% | 0.55% | 0.24% | 0.14% | 0.14%
90 5.13% | 0.11% | 0.00% | 0.61% | 0.00% | 0.11% | 0.00% | 0.02% | 0.03%
120 | 11.34% | 4.93% | 1.97% | 0.55% | 0.54% | 1.28% | 1.34% | 1.23% | 0.96%

Using the same cash flow matrix generated for the replication above, the goal pro-
gramming method has been used to calibrate the RNP. Table 3 and Table 4 show
the results obtained after pricing with the probability vector coming from the goal
programming weighted Monte Carlo. Benchmarks are also priced exactly and op-
tions with more extreme strike and maturities compared to those used to calibrate
the model are priced, in general, more accurately than with the minimum KL rela-
tive entropy weighted Monte Carlo method.

Table 3
Deviations under the linear programming model, pricing call options

Maturity Strike

(days) 80 85 90 95 100 | 105 | 110 115 120
20 0.55% | 0.77% | 1.30% | 2.49% | 4.58% | 6.42% | 0.43% | 29.72% | 23.90%
30 0.01% | 0.00% | 0.00% | 0.02% | 0.00% | 1.34% | 0.00% | 1.53% | 15.40%
45 0.17% | 0.28% | 0.41% | 0.33% | 0.82% | 1.20% | 0.20% | 2.62% | 19.19%
60 0.03% | 0.02% | 0.00% | 0.10% | 0.00% | 0.59% | 0.00% | 5.82% | 8.15%
75 0.11% | 0.16% | 0.13% | 0.06% | 0.37% | 0.51% | 0.07% | 0.93% | 0.01%
90 0.04% | 0.00% | 0.00% | 0.22% | 0.00% | 0.29% | 0.00% | 0.37% | 1.19%
120 1.21% | 1.58% | 2.07% | 2.69% | 3.09% | 2.59% | 1.89% | 0.53% | 1.14%
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Table

4

Deviations under the linear programming model, pricing put options

Maturity Strike

(days) 80 85 90 95 100 | 105 | 110 | 115 120
20 100.00% | 47.09% | 21.12% | 6.10% | 0.27% | 0.92% | 0.90% | 0.56% | 0.43%
30 65.93% | 12.63% | 0.00% | 1.09% | 0.00% | 0.22% | 0.00% | 0.03% | 0.03%
45 23.63% | 9.42% | 2.83% |0.42% | 1.77% | 0.85% | 0.38% | 0.20% | 0.09%
60 19.25% | 3.02% | 0.00% | 0.33% | 0.00% | 0.22% | 0.00% | 0.15% | 0.06%
75 10.62% | 2.03% | 1.51% | 0.76% | 0.74% | 0.33% | 0.10% | 0.02% | 0.04%
90 8.39% | 1.03% | 0.00% | 0.44% | 0.00% | 0.06% | 0.00% | 0.05% | 0.09%
120 | 11.84% | 4.74% | 1.80% | 0.57% | 0.39% | 1.05% | 1.15% | 1.12% | 0.89%

In Figure 1 we plot the RNPs obtained with both methodologies. The RNP obtained
with the goal programming method gives more extreme probabilities to some paths
and also gives zero probability of occurrence to some other paths. Needless to say
that the RNP obtained by means of KL is much more regular than that obtained via
LP. Though both seems to perform very nearly when pricing new assets.

e [) K p_pl

Figure 1
Risk neutral probability vectors

The entropies of the two RNPs have also been compared. It is supposed that the
higher would be the entropy of the RNP the more efficient would be the market.
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The entropy is given by:
(%) =E {1 (%)} = E {-In(p(%)} )
where X is a random variable, p is the probability mass function and |x—]j is the

information content of the random variable. Both methods have quite near entro-
pies as shown in Table 5.

Table 5
Entropy

KL LP
3.30 3.29

6. CONCLUSIONS

After the 1987 crash, markets seemed to follow no longer the hypothesis of a con-
stant volatility across different strikes when the rest of the parameters were set con-
stant in the Black-Scholes formula. Also, the normal hypothesis began to be consid-
ered inadequate. The need of non-parametrical models for valuing directly from the
data aroused and new methodologies with this aim have been explored since then.

Following (Avellaneda et al. 2001) we have developed a method to retrieve the
RNP that minimizes a pseudo-distance to the maximum entropy uniform probability
vector. In order to achieve this we have used linear programming techniques. We
have found a RNP vector that valuates new options very near to the one found with
the KL distance, with a very close entropy also.

Thus a new methodology has been explored consisting in a linear model that is
solved by means of goal programming techniques. This is an advantage as LP is
such a well-known and easy to apply optimization technique. Moreover, it shares
with the KL methodology the advantage that the benchmark prices are exactly
matched. This is an interesting characteristic from the market point of view. This is
generally not satisfied when applying other non-parametric methods as for instance
least squares or curve fitting.

Concerning the European options data used to calibrate the model, this has been
synthetically simulated. After simulating the different prices for each path we have
used the same data for calibrating both the model using the KL pseudo-distance
and the one that uses absolute deviation and linear programming studied in this
paper. After doing so, we have priced European call and put options and have
compared results from both models.
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One of the key findings of this paper is that both methods result in similar prices for
the European options considered and even the entropy of the two RNPs is quite
similar. However, the shape of both distributions is very different. A disadvantage
of our method is clearly the lack of regularity of its RNP. This may be another dis-
advantage of our case. Another one is its correspondence with a risk neutral deci-
sion maker. This is the reason why it gives a RNP very near to the uniform one (the
prior).

Some avenues that we propose for future research are the following. Firstly, to
investigate if there would be room for deducing a dual LP that would allow us to
construct a replicating benchmarks portfolio to help hedging the risk of the new
asset. Secondly, to apply the LP techniques to track arbitrage opportunities in new
assets prices. Finally it would be rather interesting if we succeeded in considering a
non-neutral risk decision maker while still being able to apply LP, because this
would generalize the use of a fast and well known optimization method.
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Ponencia 3
EUROPEAN BOND MARKETS AND MACROECONOMIC NEWS*!

Pilar Abad and Helena Chulia

ABSTRACT

In this paper we investigate the bond market response to macroeconomic news an-
nouncements in the Euro area. Specifically, we analyze the impact of (un)expected
changes in the interest rate, unemployment rate, consumer confidence index and
industrial production index on returns, volatility and correlations of European Gov-
ernment Bond markets. Overall, our results suggest that, bond return volatility strong-
ly reacts to news announcements and that the response is asymmetric. However, the
influence of macroeconomic news announcements appears insignificant for bond
returns. Finally, our results paint a complex picture of the effect of macroeconomic
news releases on correlations.

Key Words: Monetary integration; Bond markets integration, Macroeconomic news.

1. INTRODUCTION

The extent of international bond market linkages merits investigation, as it may
have important implications for the cost of financing fiscal deficit, monetary policy-
making independence, modeling and forecasting long-term interest rates, and bond
portfolio diversification. After the launch of the euro in January 1999, markets virtu-
ally priced the debt of different member states as identical. During the period 2003-
2007, the spreads were very small and did not reflect the differences in fiscal posi-
tions between countries, even when ratings changed. This period was therefore
characterized by a significant underpricing of risk, with investors searching for yield
in an environment of abundant global liquidity. This progress towards financial inte-
gration was interrupted and reversed by the global financial crisis and, more re-
cently by the European sovereign debt crisis. Sovereign bond markets have been
dominated by sharp differentiation, especially across borders.

! This work has been funded by the Spanish Ministry of Economy and Competitiveness (ECO2011-
23959 and EC0O2012-35584).

39



The issue of European Government Bond markets integration has been addressed
in the recent literature under different perspectives. One strand of the literature has
assessed the relative importance of systemic and idiosyncratic risk in EMU sover-
eign yield spreads (see Geyer et al. (2004), Gomez-Puig (2009) and Pagano and
von Thadden (2004) among others). Another perspective is given by Christiansen
(2003), who assesses volatility spillovers in European bond markets. Finally, a
number of papers have studied financial integration exploiting the implications of
asset pricing models (see Barr and Priestley (2004), Hardouvelis et al. (2006 and
2007) and Abad et al. (2010 and 2011)). This paper adopts a different perspective
and ties together the market integration and news announcement literature by ex-
amining the reaction of European Government Bond markets returns, volatilities
and correlations to macroeconomic news announcements. In a unified bond mar-
ket, returns, volatilities and correlations of bonds of different countries should re-
spond similarly to the same information.

Numerous papers have studied the impact of macroeconomic news releases on
financial markets (see Fleming and Remolona (1999a,b), Girkaynak et al. (2005),
and Andersen et al. (2007) among others). These studies differ in terms of the
panel of economic news considered, the financial instrument, the frequency of
observation and the time period examined. Hence, findings regarding which news
systematically moves markets, as well as their relative importance, are sometimes
conflicting.

Our study makes a number of contributions to the relevant literature. First, we ana-
lyze the evolution of the correlation between European Government Bond markets
and the representative European Union bond in an attempt to assess the evolution
of the convergence process. Second, we analyze the effects of macroeconomic
news announcements not only on European Government Bond returns and volatili-
ties but also on correlations. The prior literature does not consider the effect of
news announcements on correlations. Third, our sample includes the financial
crisis which enables us to analyze whether the effects of news announcements has
changed since the beginning of the crisis and if the global financial turmoil has had
a negative effect on the convergence process.

To carry out our study, we use the Dynamic Conditional Correlation (DCC) multi-
variate model of Engle (2002). Our main findings can be summarized as follows.
First, we find little impact of macroeconomic news announcements on bond returns
On top of that, the crisis has no changed the level of bond return and their re-
sponse to macroeconomic news announcements. Second, we confirm that bond
volatility responds asymmetrically to news releases. Before and during the crisis,
bad news has a meaningful impact on the dynamics of bond market volatility. Final-
ly, our results indicate a significant heterogeneity in the impact of the release of
good or bad news announcements on bond correlations.

The remainder of the paper is organized as follows. Section 2 describes our data.
Section 3 lays out the methodology we use. Section 4 discusses the empirical re-
sults and, finally, Section 5 concludes.
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2. DATA
2.1. Bond data

We use daily data covering the period from January 2004 to July 2011. The data
consist of the 10-year JPMorgan Government Global Bond Index (JPMGBI), in
terms of a common currency, the euro, and the sample includes 16 European
countries. Our study focuses on 10 EMU EU-15 (Austria, Belgium, France, Germa-
ny, Greece, Ireland, Italy, the Netherlands, Portugal and Spain) and 4 non-EMU
countries (Denmark, Czech Republic, Poland and Sweden).? As a proxy for the
entire Eurozone we use the JP Morgan EMU Government Index. These bond mar-
ket indices are transformed into returns taking the first difference of the natural log
of each bond-price index. Data have been collected from Thompson Datastream.

2.2 Announcement data

We examine the effects of four macroeconomic announcements for the Eurozone:
the industrial production index® (IPI), the unemployment rate* (UNE), the consumer
confidence index® (CONF) and the ECB's interest rate decisions (RATE).

We obtain the announcement data from Bloomberg. For each macroeconomic
announcement except for the interest rate announcement, we obtain a time series
of the realized values as well as market forecasts based on survey expectations. In
the empirical analysis we follow the previous literature [see Balduzzi et al. (2001)],
and use the surprise defined as the standardized news for announcement e (S, ):

-E
Set — Aet et (1)
Ge
where A, is the realized value for announcement e at time t, E_ is the corre-
sponding expected value and, finally, o,is the standard deviation of the an-

nouncement surprise (A, —E, )across the entire sample.

% The earliest data available for the Czech Republic is November 2004.

® Eurostat Index of Industrial production (Total industry excluding construction) Data is adjusted for
working days.

“ The basis for the calculation of a monthly unemployment rate is the Community Labour Force Survey,
where the main statistical objective is to describe the population in three exhaustive and mutually exclu-
sive groups (employed, unemployed and inactive). The unemployment rate is the number of people
unemployed as a percentage of the labour force.

® This indicator represents the arithmetic average of the answers (balances) to the four questions on the

financial situation of households and general economic situation (past and future) together with that on
the advisability of making major purchases. Source: European Commission.
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In the case of the interest rate announcement, we use the methodology proposed
by Kuttner (2001) to obtain a measure of the surprise in the announcement from
the change in the current-month Federal funds futures rate on the day of the an-
nouncement. In sum, we compute the unexpected target rate change or the “sur-
prise” Sgare, @S

S = ft - ft—l 2

RATE t

Where f, is the current-month futures rate at the end of the announcement day t.

Kuttner (2001) uses a scaled version of the one-day change in current month fed-
eral funds future rate as a proxy for the unanticipated component on the day of the
policy rate change. This is because in the US the futures contract's payoff depends
on the monthly average Federal funds rate, and the scaled factor is included to
reflect the number of remaining days in the month, which are affected by the
change. Given the focus of this study is the impact of news announcements on
European Government Bond markets, following Bredin et al. (2007), we proxy sur-
prise changes in the ECB policy rate by the one-day change in the three-month
Euribor futures rate.®

It must be highlighted that, depending on the macroeconomic news announce-
ments, the sign of the surprise will indicate good or bad news. In the case of the
interest rate announcement, a positive (negative) surprise indicates that the Euro-
pean Central Bank announced either a surprisingly large rate increase (cut) or a
surprisingly small rate cut (increase), this is bad (good) news. For the unemploy-
ment announcement, a positive (negative) surprise means that the unemployment
rate has either increased (decreased) surprisingly much or decreased (increased)
surprisingly little with respect to the previous month, this is bad (good) news. In the
case of IPI, a positive (negative) surprise indicates that the IPI rate has either in-
creased (decreased) surprisingly much or decreased (increased) surprisingly little
with respect to the previous announcement, this is good (bad) news. Finally, for the
consumer confidence index, a positive (negative) surprise indicates that the CONF
rate has either increased (decreased) surprisingly much or decreased (increased)
surprisingly little with respect to the previous announcement, this is good (bad)
news. Therefore, positive (negative) surprises mean bad (good) news in the case
of the interest rate and unemployment rate announcements and good (bad) news
in the case of IPI and CONF announcements.

¢ Bernoth and Von Hagen (2004) find that the three month Euribor futures rate is an unbiased predictor
of Euro area policy rate changes.
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Table 1
Descriptive statistics of news announcements surprises

Sample from During the crisis
January 2004 to July 2011
UNE | CONF | IPI | RATE | UNE | CONF | IPI | RATE
All surprises

N 88 80 86 79 32 27 34 31
Mean 1.664 | -0.040 | 0.248 | 0.001 | 0.899 | 0.166 | -0.140 | -0.002
Standard deviation| 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.045 | 0.891 | 1.442 | 1.219 | 0.052
Max 3.949 | 3513 | 3587 | 0.125 | 3.113 | 3.513 | 3.587 | 0.125
Min -0.511 | -3.238 | -2.586 | -0.155 | -0.511 | -3.238 | -2.586 | -0.115

Positive surprises

N 86 37 53 43 30 16 14 18
Mean 1.713 | 0.720 | 0.864 | 0.029 | 0.990 | 0.982 | 0.989 | 0.033
Standard deviation| 0.956 | 0.805 | 0.649 | 0.030 | 0.844 | 1.111 | 0.895 | 0.034
Max 3.949 | 3513 | 3587 | 0.125 | 3.113 | 3.513 | 3.587 | 0.125
Min 0.046 | 0.069 | 0.083 | 0.005 | 0.046 | 0.069 | 0.083 | 0.005

Negative surprises

N 2 43 33 36 2 11 20 13
Mean -0.465 | -0.695 | -0.741 | -0.032 | -0.465 | -1.021 | -0.930 | -0.049
Standard deviation| 0.066 | 0.614 | 0.579 | 0.035 | 0.066 | 0.972 | 0.661 | 0.030
Max -0.418 | -0.069 | -0.083 | -0.005 | -0.418 | -0.207 | -0.167 | -0.015
Min -0.511 | -3.238 | -2.586 | -0.155 | -0.511 | -3.238 | -2.586 | -0.115

Note: N is the number of observations for each macroeconomic announcement surprises. Max and Min
are the maximum and minimum for the surprise, respectively.

Table 1 reports summary statistics of macroeconomic news surprises. According to
this table, the number of surprises is very similar for the four macroeconomic an-
nouncements considered, showing that there is no a particular type of macroeco-
nomic event that surprises more frequently the market. In the case of UNE and
RATE there are more positive surprises, i.e. bad news, CONF shows a higher
number of negative surprises which means bad news, and finally, in the case of IPI
there are more positive surprises, i.e. good news. During the crisis there is a rever-
sal in the sign of the surprises for CONF (higher number of positive surprises) and
IPI (lower number of positive surprises).

3. METHODOLOGY

Our methodology for testing the effect of macroeconomic news announcements on
conditional returns, returns volatility and the integration or comovement between
European Government Bond markets and our proxy for the entire European Union is

43




based on the Dynamic Conditional Correlation (DCC) multivariate model of Engle
(2002). The DCC model has the flexibility of univariate GARCH models but does not
suffer from the course of dimensionality of multivariate GARCH models. The estima-
tion consists of two steps. First, the conditional variance of each variable is estimated
using a univariate GARCH procedure. Second, the standardized regression residuals
obtained in the first step are used to model conditional correlations that vary through
time.

To analyze the response of bond markets to the arrival of European macroeconom-
ic news taking into account the effect of the financial crisis and including the possi-
bility, as suggested in the literature, that the response of asset prices, volatility and
correlations depends on the surprise being positive or negative, we model the evo-
lution of bond return and volatility of country i as

ni = u + pierti—l + CSI’ti + gti
d =l el mNOY ©
= cshi[a +a (el + AL

where F,_, denotes the information set at time t -1,

csr, = (7i+e|t+e +r01e )Ste +pC + (§'+e|t+e +&°1° )Stect

and

csh =1+(5°1° +5,°1,°)

Shy

+v,C +(67°1° +67°17)

St

o

In the above specification, C;is a dummy variable taking on the value of one during
the financial crisis (from September 15, 2008’ onwards) and zero otherwise, [
(17) is a dummy variable taking on the value of one during the event window (t - 1,
t + 1) if a positive (negative) surprise macroeconomic event of type e occurred at
time t and zero otherwise and, finally, S¢ are news surprises standardized by their

simple standard deviation to control for differences in units of measurement across
announcements in the event window.

The above specification allows for asymmetric effects of surprises on conditional bond
returns and volatility. The coefficient ».°(y,°) captures the impact of a positive (nega-
tive) surprise announcement on the mean return around the announcement dates
during the total sample, and y;°+&™(y,° +&°) captures the impact of a positive
(negative) surprise announcement on the mean return around the announcement

" We set the start of the financial crisis coinciding with the collapse of Lehman Brothers.
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dates during the financial crisis. Similarly, the dummy coefficient 5°* (57~) proxy for the
impact of positive (negative) absolute standardized macroeconomic news surprises on
conditional return variance around the announcement dates during the total sample,
and &%+ 6(57° +67°) proxy for the impact of positive (negative) absolute standard-
ized announcement on conditional return variance around the announcement dates
during the financial crisis.® Finally, to give flexibility to the model, p, and v, enable the
crisis to have an effect on the returns and volatility level, respectively.

To analyze the impact of news announcements on conditional correlations the
following exponential smoothing function is used:

q = csal [ 4ql +(A- Al ] “

where csq; =1+ (¢

e Sc|+ B,Co + (&1 +x717°)[S¢|C, . To deal with
the problem suggested by Forbes and Rigobon (2002) that shocks to the conditional
covariance among asset returns in proximity to certain macroeconomic announce-
ments may be due to shocks to return volatility, we use residuals standardized as fol-
lows:

+ aijjelt'e)

mo=— and 7} =—2 5)

Jesh! -h Jesh! -h/

In equation (4), the coefficient o (¢;7) captures the impact of a positive (negative)
surprise announcement on the conditional covariance between any pair of standardized
residuals (countries i and j) around the announcement dates during the total sample,
and o7 +x'° (a{fﬂq’e) captures the impact of a positive (negative) surprise an-
nouncement on the covariance around the announcement dates if it takes place during
the financial crisis. £ ; enables the crisis to have an effect on the covariance level.

In order to estimate the model in Equations (3) and (4), a conditional hormal distribu-
tion for the innovation vector is assumed and the quasi-maximum likelihood method
is applied. Bollerslev and Wooldridge (1992) show that the standard errors calculated
by this method are robust even when the normality assumption is violated.

4. EMPIRICAL RESULTS

Tables 2 to 5 display the estimation results. As pointed out by other studies (see
Brenner et al. (2009), Christiansen (2000) and Konrad (2009) among others), we

® Following Brenner et al. (2009) macroeconomic news announcement surprises enter the variance
equation in absolute value due to the existence evidence (Jones et al. (1998) and Bomfim (2003)
among others) that it is the mere occurrence of a macroeconomic announcement surprise, regardless of
their sign, what impacts conditional return variance.
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find weak or no evidence of a relation between bond returns and the release of
macroeconomic news announcements. Hence, this provides evidence that releas-
es of macroeconomic news are not associated with risk premier in the sense of
higher returns on announcement days, which is consistent with the findings of Li
and Engle (1998) for the US Treasury futures market. The arrival of unemployment
news has the greatest impact on government returns, while interest rates news has
the lowest.

Regarding volatility, we find that volatility responds asymmetrically to announce-
ment shocks.® Before and during the crisis, bad news has a meaningful impact on
the dynamics of bond market volatility. Releases of the employment situation are
especially influential.'® In general, after bad news there is an increase in the vola-
tility, independently of the market and the news announcement. These results are
in line with the findings in Jones et al. (1998) Fleming and Remolona (1999b),
Christie-David and Chaudhry (1999), Christie-David et al. (2002, 2003), Christian-
sen (2000) and Goeij and Marquering (2006). These authors analyze the response
of Treasury bond market volatility to macroeconomic news releases and find signif-
icant increases in bond market volatility on announcement days and its persis-
tence.

Although there are some differences between countries™, in general, looking at
good news, announcements on the Consumer Confidence Index and the interest
rates also increases volatility during the crisis. Before the crisis, good CONF news
reduces the volatility whereas good news about interest rates increases volatility.
We also find that the crisis has increased the volatility of all bond markets.

Finally, we find a significant heterogeneity in the impact of the release of good or
bad news announcements on bond correlations.** If we look at the sample period
before the crisis, good news on Consumer Confidence Index and Industrial Produc-
tion Index are more likely to increase the integration of European Government
markets. Good unemployment news releases have no effect on correlation and
interest rate news releases have a mixed effect depending on the country. Bad
news before the crisis on unemployment, IPI and CONF increases correlation,
however, expansionary ECB rate decisions decreases correlation.

® This result is consistent with the analysis of Li and Engle (1998).

0 Christie-David et al. (2003) examine the effects of eleven macroeconomic news announcements on
futures on Treasury bonds and (ten-year) Treasury notes finding that the Employment Report has the
most pervasive effects on volatility. Goeij and Marquering (2006) also find that releases of the employ-
ment situation and producer price index are especially influential in the volatility of US Treasury bonds.

1 Christie-David et al. (2002), using intraday data observe that the U.S. Treasury Bond, the British Long
Gilt, and the German Government Bond futures respond strongly to the US news releases, while the
response of the Japanese Government Bond futures is less pronounced and the Italian Government
Bond futures display weak responses at best.

2 This result is in line with the findings in Christie-David et al. (2002). These authors uses a completely

different methodology to assess the effect of US news announcements on the integration of the bond
markets in the U.S, Great Britain, Germany, Japan and Italy.

46



‘|oAd] %G By} Je SJuaI01909 Juediubis moys Ajuo am Buipeal Jo ases 104 :9)0N

8010~ asv'L 6510 [8€L0 ovL0 0000 £00°0- G80°0- uspamsg
PEY0 1820 L€G'L [L60°0- 9rL0 orL0- cL00- a1iqnday yosazy
860°0- €¥8°0 JACTAN" GoL0 800°0- | LOO'O |LZ0°0(LOO0 puejod
€00 6L1°0- 9¥0°0 |9¥0°0 €800 L¥0°0- puejaij
060°0-| 960°L- Z01°0 [960°L-| GG0°0- (2600 2cl’o 2¢00°0- 6¥0°0- ureds
€2¢8’L- 890°0- GeL'0-({¥200 €cLo 1910 G00'0- | 0000 [r2L0°0-000°0 [ebnyiod

€510 86G°0 (9900 A1 c00°0- #G0°0- SpuelayjaN

#€0°0 6L1°0- 9¥0°0 |9¥0°0 €800 L¥0°0- A1ey
6¢00| €'16¢ 0600 (€leE| 8GY0 (G8CL| €Ly~ | 990°0- G900 €00°0- 1200 999319
610°0- 0¢s0 0250 |¥80°0 68L°0 €00°0- 790°0- aduely
8100 14420 ¥¥1°0 ({9020 68L°0 #00°0- 18070 Ylewusg
080°0- G.00 80L°0-|¥¥0°0 G¥L0 €00°0- G900 wniBbjog
06L°0 1GL0- 90¢’L | 2900 6610 000°0] ¢00°0- 8G0°0 eLsny
160°0- cclLo ¥10°0-169€°0 10C0 10C'0 ¢00°0- 2600 Auewsag

g | 5+ Mo s+ l'o | 'o | o M0+ .0 L0+0 |0 0 | T |2 | A
saluNoY

|oA8] @9ueLIBAOD By} UO Joedw]

@ouelieA uo joedw|

suJanjal uo joedw

“(INN) 8l Juswhojdwaun 8y :SMauU 2lWOU0O80I0BW Ueadoind JO [eALLE 8U} 0} S}oX/ew puod jo asuodsay

Z¢9lqel

47



‘|oAd] %G By} Je SJuaI01909 Juedyiubis moys Ajuo am Buipeal Jo ases 104 :9)0N

|9A8] @9ueLIBAOD BY} UO Joedw]

aoueLeA uo joeduw|

suanjal uo joedw

2200| GOEL | 6G0°0- [GOEL|00L°E[L2L0| £8L0 | 99L°0 5170 0000 uapamg
920°0- €090 | GS0°0- 82€°0-|820°01 ZLL'0 | 6800 |E£€0[8¥0°0- olqnday yosezy
9.0°0-| 6v€Z | 8€8°0 |LELO|9YE0 6200 | 92L°0 [LLLO- puejod
620°0- 8LL°0- | 625t |GbE0-|0£6'LL{082°0| L200 | 620°0- |602°0(8L2°0 1000 puejai|
9¥0°0- 0L0°0- | €£0°0- |¥62°0-9220|€0L'0| €9L°0 | 20L'0 |€9L°0(L2Z 0 2000 uredg
87001 0¥0'0- | 9LE€0 |955°0-|¥L20-|0€L'0| LLOO | 6620 |ZhL'€[680°0 2000 [ebnyiod
G500 9€Z0 | 260°0- |GZ90|1G9'6(2200| 9220 | 9SL°0 |0¥L0[8LL O 1000 spuepiay}oN
L10°0| €0L°0- | 00L°0- [€0L°0-|LFE0-[8700| 9120 | 9210 G20~ 1000 Ay
290°0| ZEL°0- | 282°0- |¥19°0|0ZL 0|6V L 6¥E°0- 6¥€°0- L000- | L0OOO 999019
65001 SEL'L | 6200 |8LZ'0|¥SZ0|L600| L6Z0 | L6L°0 |65L°0[F8L 0" 100°0 aouel

1960 | 9G1°0- €06°L |LL2°0| S0Z0 | SEL'0 |S0Z0(0¥Z 0~ 100°0- yiewuaq

860°0- | ¥Z1'0- |2220|28%7°0|8¥0°0| 0620 | €LL°0 |GEL0[C9L0 0000 wnibjag
0ZL'0| 2600 | 2SL'0 [85¥°0[8SLZ|5L00| 6520 | €5L°0 |#LL°0|66L O~ 1000 eLysny|
0¥0'0- SS¥'Z | €420- |9S+'€|8¥S0-|€2€°0| ¥¥S0 | LECO |S0Z'0|06L ) 0000 Auewsog
Mg |+ Mol s+ o] Do | o | 'a | o+ o) lo+.00| Jo | e ot oA | 2+ A

saliunon

"(ANOD) X8pu| oUSpPLUOY JBWNSUOY S} :SMaU DIWLOU0O80I0BW Ueadoind JO [eALLe 8U) 0} S}oyiew puod Jo asuodsay

€9lqel

48



‘|oAd] %G By} Je SJuaI01909 Juediiubis moys Ajuo am Buipeal Jo ases 104 :9)0N

|9A8] @oueLIBAOD 3y} UO Joedu]

@oueLeA uo joedw|

suanjal uo joedw

0600 0411 980°'L [041°1|6L9°0|L¥L°0] ¥ZC0 0000 LOO'0O | 2¢00'0 [LOOO- uspamg
olqnday yosezy

890°0-| <9’ 2cot’L 0900 6500 (201°0-[¢S0°0- ¢00°0- | ¢000 puejod
1¢0'0- | 8€00 |L16°0-€9S0[€0E0] 65C°0 lcc0- |8¥1°0 ¢00°0- 000~ pueaij

780°0-| 0900 ¢0¢’0 [86°0-200°0/660°0] €¥C0 G010 100°0- €000~ utedg
6200 0G0°0- | 9L0°0 (182 'L-LLC°0-1990°0] 8E€LO 6€C°19 000°0] 0000 1000 |000°0|000°0 lebnyiod
¥900 | ¥¥L'0- [90L°0|L¥8°0|920°0] ¢SL°0 0000 000~ SpuejiayiaN

€400 ¥61°0 |62€0 o¥0'0] L€CO G800 0000 100°0 |¢00°0-{L00°0 Ay

8GL°0 6950 |9L¥'9|G81°0(8€E0 ¢00°0- | 2000 (2000 938319

/¢0'0-| 6¢1'0 | 6400~ [LC€0|€6C°0|L60°0] 9lC0 ¥01°0 0000 000~ dduel4
680°0- 00C0 | 8LLO- /6C°0-|LL¢0] Lyc0 9110 ¢00°0- 000~ Jlewuaqg
€20°0-| 9200- | 8200 |G8L°0|8€L°0/090°0] 6910 1200 0000 20070 wniBjeg
0910 G€L'0- | ¥2C'0- (090} |€EY'E(8L00] 68L°0 000°0] 1000 20070 euysny
8G1°0 6950 |91¥'9|G81°0(8¢€0 ¢00°0- | 2000 [c00°0 Aueuneg

Mg o+ Mo+ o) Mo | Do | a | o+ te | Lo+le | o | e | O | LS LB | M| A
saluNon

“(1d1) Xepui uoionpold [eLysnpul 84} :SMaU dlWOU0O30I0BW Ueadoind JO [eALLe 8y} 0) S}edlew puoq Jo asuodsay
¥ 8lqelL

49



‘|oAd] %G By} Je SJuaI01909 Juedyiubis moys Ajuo am Buipeal Jo ases 104 :9)0N

|oA8] @9ueLIBAOD 39U} UO Joedw]

@ouelieA uo joeduw|

suanjal uo j3oeduw

6500 LEL'GC LLO'L |2E0v-|GCl ¥C|62L0 1212 1000 ¢c00 ¢c00 uspamg
,200f 09L°€L L99'%- ]092°29|€20°e-|S¥0°0-| €¥9°0 089°¢C |(22S'€-|089°¢C 2€0°0 olgnday yosezo
2900 Lov'Le 8968 alee- VAR 0€00 | €€0°0 [0€0°0|6¥0°0 puejod

8109 | L08¥- [8L0'9-|CC0°L-|08C°0| 6¥8°CL | 0CC'L- | LLZ9|PLOC 0€0'0- | 0C00 0200 puejaij
L€0°0| ¥09'9- | ¢88L- [L99¢C9 68€'L |CCcL 0| 0LO'S 60L'0 [0LO'G|L6SE ureds
0L0'0| 2¢99'9- 026’9 |€8L°¢C €600| 6LL°0 | LO¥'L- |GL€°C|SLC€E 910°0- 910°0- [ebnyiod
280°0-| L690L | ¥0C0- |999°C-|9¢6'€-|C600| 60L°€ GG8'¢ [60L°¢€|998°C spueliaylaN
0€0'0-| €60'8¢ | 6GC0- [LE9C-|Gey ¥-|¥90°0| C80°8 €09'¢C [e9l'¥ (09T Aey
¢¥0°0-| 2¢90°G- ¢0L'¥ |290°G-{999°8-|GL¥'L| 80L'GL | €8C'6- |80L°GL 999al9
G80°0-| 086°'LE 1A A 6ev'e-|SLL0| CLLY YRR RAYE A YA aouel
910'0| €€€'G- LE9Q Y- |€EE°G-|VL6'L-|VPPS 0| LPL'6 680G |[.L¥l'6(980°G }ewuaqg
6¢0°0-| 98l°¢c- 6Gl°¢- |080°CL 0400 /LS8°¢€ ¥ov'Cc | LG8°C|Vov'C wniBbjog
L0L0| Lyl L0€L- [G9G°G-|0€C9-{€60°0f OLOY L€G'C |0L0¥ (LEG 0000 eusny
€L0°0-| 689'8C | 696'Y- |€681V|98G°C-|VLC 0| LLV'O LLV'9O Auewiag

Mgl Dol v Do Do | Do | ool Jo+le| o | o | 9 L M| B S| M
sauunNo0)

(3LYY) o)el Jsaisiul 8y} :SMaU JILIOU0I80I0 W Ueadoing Jo [eALLIE 8} 0} S}eylew puoq Jo asuodsay
g a|qel

50



When we look at the effect of news releases during the crisis period, we find that
good unemployment news announcements have no effect on correlation yet and
the effect of bad news has a heterogeneous effect. Both, good and bad news re-
leases on IPI increase correlations and in the case of CONF and interest rate re-
leases have a mixed effect.

5. CONCLUSIONS

The analysis of European Government Bond markets have been recently addressed
in the literature due to the convergence process that started after the launch of the
European Monetary Union (EMU) and the reversal of financial integration during the
sovereign debt market crisis. Our paper contributes to this literature by providing a
comprehensive analysis of the impact of macroeconomic news releases on Europe-
an Government Bond returns, volatilities and correlations. We study the period from
2004-2011, using news releases for the Unemployment rate, the Industrial Produc-
tion Index, the Consumer Confidence Index and the ECB'’s Interest rates decisions.

Our setting provides interesting insights into the effects of macroeconomic news
announcements on European bond markets. While we observe a little response of
bond returns to the release of macroeconomic news announcements, we find that
bond return volatility strongly reacts to surprise and that the response is asymmet-
ric. Our estimates paint a complex picture of the effect of macroeconomic news
releases on correlations. Bond return comovement most often increases in corre-
spondence with news releases. Finally, we find that financial crises do not neces-
sarily increase the sensitivity of bond returns, volatilities and correlations to macro-
economic news announcements.
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II. NUEVOS DESARROLLOS
DE PRODUCTOS ASEGURADORES



Ponencia 4

ANALISIS DE LOS DIAS DE BAJA IMPEDITIVOS UTILIZADOS
EN EL CALCULO DE LA INDEMNIZACION BASICA POR
INCAPACIDAD TEMPORAL DERIVADA DE ACCIDENTES

DE TRAFICO

Mercedes Ayuso, Lluis Bermudez y Miguel Santolino

RESUMEN

En Espafia, la indemnizacién basica por incapacidad temporal derivada de acciden-
tes de trafico es valorada, segun lo expuesto en el Baremo, a partir del nimero de
dias de baja que ha reportado el lesionado. Mediante una base de datos de una
entidad aseguradora, en primer lugar, se analizan los factores que influyen en el
nuamero de dias de baja impeditivos y las distribuciones de probabilidad discretas
gue mejor modelizan esta variable. A continuacién, se proponen modelos de regre-
sion con el objetivo de detectar qué factores inciden en la duraciéon de la baja impe-
ditiva y en qué medida. Finalmente, a modo de conclusion, se discuten las implica-
ciones que sobre la reforma del baremo y el célculo de la provisién técnica de
prestaciones pueden extraerse de los resultados obtenidos.

1. INTRODUCCION

En Espafia, la valoracion de la indemnizacién econémica del dafio sufrido por las
victimas de accidentes de trafico se ha de cuantificar de manera obligatoria de
acuerdo con el “Sistema para la Valoracion de los Dafios y Perjuicios causados a las
Personas en Accidentes de Circulacion” publicado como Anexo de la Ley de Res-
ponsabilidad Civil y Seguro en la Circulaciéon de Vehiculos a Motor (LRCSCVM).
Este sistema de valoracion, conocido popularmente como Baremo de indemnizacio-
nes, se articula mediante unas tablas que incluyen los conceptos indemnizables asi
como las cuantias indemnizatorias a otorgar.

Las indemnizaciones por incapacidad temporal se concretan en la Tabla V del
Baremo de indemnizaciones. La indemnizacion basica por este concepto es una
cuantia fija y diaria ligada a los dias de baja que la victima ha necesitado para su
total recuperacion o estabilizacion. En la tabla se distinguen tres tipos de dias de
baja. En primer lugar, aquellos dias que la victima ha permanecido en el hospital

57



(dias de baja hospitalarios); en segundo lugar, los dias que la victima no esta hos-
pitalizada pero no puede desarrollar en absoluto su ocupacion o actividad habitual
(dias de baja impeditivos); y, finalmente, los dias que la victima puede desarrollar
parcialmente su ocupacion o actividad habitual (dias de baja no impeditivos). En
este articulo nos centraremos, por sus peculiares caracteristicas, en los dias de
baja impeditivos.

Las indemnizaciones por incapacidad temporal suponen un elevado porcentaje del
total de las indemnizaciones percibidas por las victimas de accidentes de tréafico
qgue, en su mayoria, son liquidadas por las entidades aseguradoras en virtud de
sus obligaciones contractuales ligadas a los seguros de automévil. A pesar de su
predominante peso en el coste asociado a los accidentes de trafico, no existen, en
la literatura actuarial, estudios empiricos sobre los dias de baja derivados de la
siniestralidad por accidentes de tréafico.

Paralelamente, coinciden en la actualidad dos procesos de reformas legales que
pueden requerir un mayor conocimiento de los datos y variables relacionados con
las indemnizaciones por incapacidad temporal. Nos referimos, en primer lugar, a la
reforma del sistema espafiol de valoracion del dafio personal y, en segundo lugar,
a la reforma de la Ley de Ordenacion y Supervisién de los Seguros Privados
(LOSSP). Ambas reformas tienen su origen, en parte, en la necesidad de adaptar
al marco legislativo espafol sendas directivas de la UE. Por un lado, la Directiva
2005/14/CE del Parlamento Europeo y del Consejo de 11 de mayo de 2005, relati-
va al seguro de responsabilidad civil derivada de la circulacién de vehiculos (Quin-
ta Directiva), que modifica determinados aspectos de las cuatro directivas anterio-
res con una finalidad claramente reforzadora de la proteccién a los perjudicados
en accidentes de circulacion, asi como la de conseguir una mayor celeridad en la
percepcion de las indemnizaciones. Y, por otro lado, la Directiva 2009/138/EC del
Parlamento Europeo y del Consejo de 25 de Noviembre de 2009 sobre el acceso y
ejercicio de la actividad aseguradora y reaseguradora, también conocida como
Solvencia Il, que marca la puesta en marcha de medidas legislativas de control de
riesgo en entidades aseguradoras.

Por lo que a la reforma del baremo se refiere, segun lllescas (2011), tras humero-
sos afios de préctica jurisdiccional, la estructura de la Tabla V puede mejorarse
tomando en consideracion una mayor individualizaciéon del dafio. Por otro lado, en
Solvencia Il se considera que las provisiones técnicas deben ser el primer pilar del
nuevo sistema de solvencia. Taylor y Campbell (2002) proponen calcular las provi-
siones por siniestros pendientes de liquidacion y pago mediante la estimacion del
coste pendiente de cada siniestro abierto y subrayan que, de este modo, tienen en
cuenta los atributos particulares de los siniestros en el calculo de las provisiones
correspondientes.

Finalmente, a continuacién, detallamos la estructura del resto del articulo. En el
apartado 2 se realiza una breve descripcion de la base de datos utilizada. En el
apartado 3 se describen los resultados obtenidos del andlisis empirico de los facto-
res relacionados con los dias de baja impeditivos. En el apartado 4, se discute qué
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ajustes paramétricos pueden llevarse a cabo para esta variable. En el apartado 5
se presentan modelos de regresion que tratan de explicar como influyen los facto-
res analizados en el apartado 3 en los dias de baja impeditivos. Y, en el apartado
6, se resumen las principales conclusiones.

2. DATOS

Para llevar a cabo los objetivos planteados en la seccién anterior, disponemos de
una base de datos de una compafiia aseguradora espafiola. La misma base de
datos ya ha sido utilizada con propdsitos diferentes en otros trabajos realizados
por los autores (Bermudez et al., 2009; Boucher y Santolino, 2010; Ayuso et al.,
2011 y 2012; Santolino et al., 2012).

Esta base de datos contiene informacién sobre los dafios sufridos por las victimas
de 22.709 accidentes de trafico ocurridos en Espafia entre 2000 y 2007, en los
gue se ha producido al menos una victima con dafios corporales. Los datos hacen
referencia fundamentalmente a las lesiones y secuelas sufridas por los individuos,
los dias de baja y las indemnizaciones concedidas por lesiones permanentes y por
incapacidades temporales. Todos los siniestros se liquidaron en el afio 2007 me-
diante el pago de una indemnizacién. En la Figura 1, se muestra el peso de cada
uno de los conceptos que constituyen la indemnizacién por dafios corporales.
Concretamente, el coste asociado a la indemnizacion basica por incapacidades
temporales, calculada en el baremo a partir de los dias de baja reportados por
cada victima, representa casi un 40% del coste total de las indemnizaciones por
dafios corporales.

2%

M indem. basica permanentes
indem. perjuicios estésticos

M indem. basica temporales

M factor correccién permanentes

M factor correccidén temporales
gastos sanitarios/judiciales

m intereses procesales/mora

Figura 1
Descomposicion del coste total asociado a los dafios corporales
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Tras depurar la base de datos, disponemos de informacion sobre 25.836 lesiona-
dos. Por un lado, sobre la variable de interés, esto es, el nimero de dias de baja
impeditivos que ha reportado cada lesionado. Y, por otro lado, sobre una serie de
factores relacionados con las caracteristicas intrinsecas del lesionado (género y
edad) y otros vinculados al siniestro (posicion/situacion del lesionado en el mo-
mento del accidente, tipo de vehiculo causante del accidente, tipo de liquidacion,
afios hasta la liquidacién, tipo y zona de la lesién producida). Los dias de baja
impeditivos presentan una media de 79,04 dias, con una desviacién estandar de
87,18. En la Tabla 1, se muestra el histograma (para los 100 primeros dias) y la
distribucion por intervalos de los dias de baja impeditivos.

Tabla 1
Histograma y distribucion por intervalos de los dias de baja impeditivos

Dias de baja impeditivos

Frecuencia Frecuencia
Intervalos -

absoluta relativa

0 1.375 5,32%

(0, 20] 3.370 13,04%
(20, 100] 15.185 58,77%
(100, 1700] 5.906 22,86%

Total 25.836 100%

Sefialar el peculiar comportamiento de esta variable. En el histograma de la Tabla
1, se aprecia que las frecuencias no estan escalonadas gradualmente, como cabia
esperar, y se observan puntas cada 5, 7 o 30 dias. Especialmente relevantes son
las puntas a los 30, 60, o 90 dias. El alta impeditiva se produce cuando el lesiona-
do acude a la visita concertada con su médico y éste ultimo considera que el le-
sionado ya puede ejercer su actividad habitual con absoluta normalidad. Las visi-
tas no se conciertan diariamente y por tanto la medicion, en dias, de la baja
impeditiva puede no coincidir con su duracién real. Esto produce una acumulacion
de los casos observados en aquellos numeros de dias que coinciden con la perio-
dicidad con la que se conciertan las visitas médicas, esto es, cada 5 dias, cada 7
dias, o cada 30 dias. De este modo, es muy probable que el lesionado que recibe
el alta a los 30 dias estuviera en condiciones de reincorporarse a su actividad ha-
bitual unos dias antes, pero espera la visita concertada con el médico para recibir
el alta.

Las categorias para cada uno de los factores tomados en consideracion en los
siguientes apartados son:
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Género: Hombre, Mujer.

Edad: Menores de 20 afios, Entre 20 y 50 afios, Entre 50 y 65 afios, Mayores de
65 afios.

Posicién/Situacion del lesionado: Conductor del vehiculo contrario (v/c), Pasajero
del vehiculo asegurado (v/a), Pasajero del vehiculo contrario, Peatén o ciclista.

Tipo de vehiculo asegurado (o causante): Turismo, Camion, Motocicleta.
Tipo de liquidacién: Negociacién, Juicio.
Afios hasta la liquidacion: Menos de 1, Entre 1y 2, Entre 2 y 4, 4 0 mas.

Tipo de lesion: Herida, Fractura, Contusién, Pérdida de conocimiento, Luxa-
cién/esguince, Abrasion, Amputacién, Nerviosa, Vascular, Muscular, Trauma.

Zona de la lesion: Cabeza, Cuello, Torax, Abdomen, Extremidad superior, Extre-
midad inferior, Policontusion.

3. FACTORES INFLUYENTES EN LOS DIAS DE BAJA IMPEDITIVOS

En este apartado, utilizando la base de datos descrita en el apartado anterior, se
presentan los resultados del andlisis empirico de los factores asociados a la in-
demnizacion basica por incapacidad temporal. Para cada factor, se calcula la me-
dia y la deviacién estandar de cada categoria y la distribucién por intervalos de los
dias de baja de los lesionados de la muestra. Ademas, se comentan los resultados
de los contrastes de hipétesis de igualdad de medias realizados entre las catego-
rias de cada factor para, de este modo, comprobar si el factor en cuestion es signi-
ficativo a la hora de explicar el nimero de dias de baja. Para ello se ha escogido
un contraste pardmetrico (andlisis de la varianza o test de la F) y uno no paramé-
trico (Kruskal-Wallis).

Sobre el género de los lesionados, en la Tabla 2, puede apreciarse que las muje-
res presentan un periodo de recuperacién o estabilizacion de sus lesiones superior
al de los hombres. Realizados los contrastes de igualdad de medias, se rechaza la
hipétesis nula, por lo que podemos considerar el género del lesionado como un
factor estadisticamente significativo. A un nivel més detallado, se observa que un
26% de las mujeres necesitan mas de 100 dias para su recuperacién, frente a un
21% de los hombres.

Tabla 2
Media y desviacion estandar de los dias de baja impeditivos por género del lesionado
3 Dias de baja impeditivos
Género - p
Media Desv. estandar
Hombre 75,43 80,52
Mujer 86,62 97,32
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El siguiente factor considerado, la edad del lesionado, resulta también estadisti-
camente significativo. A parte de los contrastes de igualdad de medias para las
cuatro categorias, se ha realizado un contraste dos a dos de las tres Ultimas cate-
gorias respecto de la primera, obteniéndose que se rechaza la hipotesis de igual-
dad de medias en todos los casos. En la Tabla 3 puede observarse como una
mayor edad supone un aumento del nimero de dias de baja impeditivos.

Tabla 3
Media y desviacion estandar de los dias de impeditivos por intervalos de edad del lesionado

Edad Dias de baja impeditivos
Media Desv. estandar

(0, 20] 71,51 90,70

(20, 50] 77,24 84,35

(50, 65] 88,38 95,15

(65, 100] 89,42 86,11

La posicién o situacion del lesionado en el momento del accidente también incide
significativamente en el nUmero de dias de baja impeditivos. Probablemente, dicha
influencia esta directamente relacionada con la gravedad de las lesiones sufridas.
Asi, en la Tabla 4, se observa como los lesionados que se encontraban en el
vehiculo no responsable del accidente y los peatones/ciclistas requieren un perio-
do de recuperacion mayor. Los peatones y ciclistas pueden presentan una mayor
gravedad que el resto de lesionados por la falta de proteccion que supone el au-
tomovil. El conductor y en mayor grado los pasajeros del vehiculo no responsable
del accidente puede que experimenten una gravedad mayor que los pasajeros del
vehiculo asegurado, responsable del accidente, por la falta de anticipacion a la
ocurrencia del accidente. No se tienen datos del conductor del vehiculo asegurado
por no estar cubierto éste por el seguro obligatorio.

Tabla 4
Media y desviacion estandar de los dias de baja impeditivos por posicién/situacién
del lesionado
Posicion Dias de baja impeditivos
Media Desv. estandar
Conductor v/c 75,44 81,59
Pasajero v/a 67,25 77,65
Pasajero v/ic 87,01 100,79
Peaton/ciclista 104,72 100,08

Tan solo cerca de un 5% de los casos observados ha obtenido su indemnizacion
por via judicial. En estos casos, las medias de los dias de baja impeditivos son
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significativamente superiores a los casos en que la indemnizacién se ha obtenido
tras una negociacion entre las partes. De nuevo, el hecho que la mayoria de casos
resueltos por la via judicial revistan mayor gravedad que el resto de casos explica
las diferencias que se observan en la Tabla 5. Con més detalle, las victimas que
optan por la via judicial han requerido mas de 100 dias de baja impeditiva en un
40% de los casos frente al 22% de las victimas que optan por la negociacion.

Tabla 5
Media y desviacion estandar de los dias de baja impeditivos por tipo de liquidacion
del siniestro
Tipo de Dias de baja impeditivos
liquidacion Media Desv. estandar
Negociacion 76,83 83,98
Juicio 117,70 124,61

Si atendemos al tipo de vehiculo causante del siniestro, una vez realizados los
contrates de hipotesis pertinentes, nos encontramos ante niveles de significacion
gue oscilan, tan sélo, entre el 90% y el 95%, segln los casos. Una mera observa-
cion de la Tabla 6, ya nos indica que las diferencias en las medias de los dias de
baja no son elevadas. En este caso, la propia naturaleza de la base de datos, en
un 95% de los casos referida a lesionados por turismos, podria explicar la baja
significabilidad de este factor.

Tabla 6
Media y desviacion estandar de los dias de baja impeditivos por tipo de vehiculo
causante del siniestro

Tipo de Vehiculo Dias de baja impeditivos
Media Desv. estandar

Turismo 76,36 82,97

Camién 82,00 83,09

Motocicleta 73,93 74,81

El tiempo hasta que un siniestro es liquidado depende en gran parte de la comple-
jidad y severidad del siniestro. En el caso que nos ocupa, un ndmero elevado de
afos hasta la liquidacion puede indicarnos que el siniestro ha ocasionado graves
lesiones y, por tanto, un nimero elevado de dias de baja impeditivos. En la Tabla
7, podemos observar como la media de los dias de baja impeditivos aumenta a la
vez que los siniestros han necesitado un mayor nimero de afos para su liquida-
cion. Con los contrates de hipotesis realizados, podemos concluir que el nimero
de afos hasta la liquidacion del siniestro es un factor estadisticamente significativo
para explicar el numero de los dias de baja impeditivos.
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Tabla7
Media y desviacién estandar de los dias de baja impeditivos por nimero de afios
hasta la liquidacién

Afios hasta Dias de baja impeditivos
liquidacion Media Desv. estandar
(0, 1] 59,08 46,03
1, 2] 100,28 94,01
(2, 4] 159,94 166,60
(4, 11] 216,17 229,88

Por dltimo, en la Tabla 8, presentamos las medias y desviaciones estandar de los
dias de baja impeditivos diferenciando por tipos de lesiones y zonas del cuerpo
afectadas. Destacar que las amputaciones y las lesiones nerviosas son, con dife-
rencia, las que mas dias de baja reportan. Consecuentemente, las extremidades,
superiores e inferiores, y la cabeza son las zonas del cuerpo que aumentan el
ndmero de dias de baja cuando se ven afectadas por el accidente. En sentido
contrario, con menos de dias de baja reportados, encontramos las contusiones,
luxaciones y esguinces. Si al mismo tiempo, atendemos a la zona del cuerpo que
menos dias de baja presenta, el cuello, nos encontramos ante la lesion mas co-
mun, el esguince cervical.

Tabla 8
Media y desviacién estandar de los dias de baja impeditivos por tipo y zona de lesion
Tipo de lesion Media Desv. Est. | Zona de lesién Media Desv. Est.
Herida 90,90 108,90 Cabeza 100,59 113,49
Fractura 143,11 130,65 Cuello 64,85 60,56
Contusién 70,09 69,70 Toérax 78,61 86,66
Pérd. conocim. 152,27 152,43 Abdomen 77,94 78,26
Luxacién 66,80 64,24 Extrem. Sup. 94,80 100,11
Abrasion 67,24 80,04 Extrem. Inf. 103,42 113,71
Amputacion 195,38 193,36 Policontusion 72,19 79,78
Nerviosa 228,81 164,77
Vascular 182,03 158,68
Muscular 110,03 109,05
Trauma 167,95 153,57

4. AJUSTE PARAMETRICO DE LOS DIAS DE BAJA IMPEDITIVOS

Una vez analizados los factores que pueden influir en el nimero de dias de baja, a
continuacion, comprobamos qué distribuciones de probabilidad se ajustan mejor a
los datos sobre los dias de baja impeditivos. Siendo la variable aleatoria analizada
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un conteo, de dias, en este caso, consideramos la variable aleatoria como discreta
y, por tanto, pasamos a comprobar qué distribuciones discretas de probabilidad
presentan un mayor ajuste a los datos de la muestra analizada. Concretamente, se
han tenido en cuenta las siguientes distribuciones de probabilidad discreta: Pois-
son, binomial negativa (NB), Poisson-inversa gaussiana (PIG), Poisson cero infla-
da (ZIP), Poisson cero ajustada (ZAP), binomial negativa cero inflada (ZINB), bi-
nomial negativa cero ajustada (ZANB), logaritmica cero ajustada (ZALG) y
Poisson-inversa gaussiana cero inflada (ZIP1G).

El ajuste paramétrico de las diferentes distribuciones discretas sobre los datos de
los dias de baja impeditivos no recogeria las puntas observadas. Una posible so-
lucion, para efectuar un ajuste paramétrico con ciertas garantias, pasaria por bus-
car la manera de hacer coincidir la periodicidad de las visitas médicas con la pe-
riodicidad en la medicién de la baja impeditiva. En la Figura 2 se muestran los
histogramas de los dias de baja impeditivos agrupando la informacién por dias,
semanas o meses. Puede verse como paulatinamente se consigue el comporta-
miento gradual caracteristico de las distribuciones discretas utilizadas. De este
modo, utilizando los datos agrupados en meses de baja impeditiva, se ha realiza-
do el ajuste paramétrico con las diferentes distribuciones. En la Tabla 9, se mues-
tran las frecuencias ajustadas para las dos distribuciones con mejor AIC, la bino-
mial negativa y la binomial negativa cero ajustada. En la segunda columna de esta
tabla, se muestran los intervalos de dias utilizados para la agrupacion de éstos en
meses. Con los cortes escogidos, la media de los meses de baja impeditiva es
2,67 que multiplicada por 30 da una media en dias de 80,19, muy cercana a los
79,04 dias de media de los datos originales.
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Figura 2
Histogramas de los dias de baja impeditivos agrupados por dias, semanas y meses

Por dltimo, respecto a las puntas detectadas en el histograma de los dias de baja
impeditivos, debidas a la periodicidad con la que se conciertan las visitas médicas,
cabe preguntarse qué sobrecoste en nimero de dias representa para las compa-
filas de seguros. Efectivamente, algunos lesionados ya podrian haber recibido el
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alta unos dias antes, pero esperan a la visita concertada para recibirla. Para res-
ponder a esta pregunta hemos repartido el nimero de lesionados que reciben el
alta en las puntas detectadas cada 15 dias de manera uniforme en los 7 dias ante-
riores a ésta. El niUmero total de dias que resulta es aproximadamente un 5% infe-
rior al contabilizado con los datos de la muestra.

Tabla9

Frecuencia observada y ajustada, para la binomial negativa y su version cero ajustada,
de los primeros 20 meses de baja impeditiva

Meses Intervalo Frec. obs. NB ZANB
0 [0, 14] 2828 4509,23 2828,00
1 [15, 44] 7216 5420,06 8103,34
2 [45, 74] 6005 4748,84 4994,40
3 [75, 104] 4204 3644,96 3230,62
4 [105, 134] 1856 2599,75 2139,01
5 [135, 164] 1137 1769,55 1435,83
6 [165, 194] 747 1166,02 972,57
7 [195, 224] 455 750,25 663,02
8 [225, 254] 327 473,99 454,16
9 [255, 284] 220 295,17 312,25
10 [285, 314] 183 181,68 215,32
11 [315, 344] 126 110,74 148,83
12 [345, 374] 134 66,96 103,08

13 [375, 404] 75 40,21 71,52
14 [405, 434] 43 24,00 49,69
15 [435, 464] 55 14,25 34,57
16 [465, 494] 41 8,42 24,07
17 [495, 524] 35 4,96 16,78
18 [525, 554] 34 291 11,71
19 [555, 584] 19 1,70 8,18
20 [585, 614] 16 0,99 571
AlC 108.177,6 105.661,9

5. MODELOS DE REGRESION PARA LOS DIAS DE BAJA IMPEDITIVOS

Una vez detectadas las distribuciones de probabilidad que mejor ajuste presentan
a los datos, y teniendo en cuenta los factores analizados en el tercer apartado que
pueden incidir en el nimero de dias de baja reportado por los lesionados, en este
apartado, planteamos separadamente diferentes modelos de regresion. En este
caso, como ya ha sido comentado, para conseguir un ajuste paramétrico acepta-
ble, debemos utilizar los datos acumulados en meses de baja impeditivos. Para
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estos datos, las distribuciones binomial negativa y binomial negativa cero ajustada
son aquellas que proporcionan un mejor ajuste. A partir de estas distribuciones,
diferentes modelos de regresion han sido planteados con el objetivo de detectar
qué factores inciden en la duracion de la baja impeditiva y en qué medida.

La parametrizacion utilizada para la distribucién binomial negativa es una de las
apuntadas en Johnson et al. (1993), concretamente, aquella con parametros u vy

o, valor esperado E[Y ] = yvarianza V[Y |=(1+c)-u, por lo que o representa

el parametro de dispersién. De acuerdo con nuestro objetivo, en la Tabla 10, se
presentan los resultados para el modelo de regresiéon binomial negativo que consi-
dera el parametro o como fijo y utiliza la funcién logaritmo como funcién link para
el parametro u . A modo de comprobacién, aunque no mostrado aqui, también se

ha aplicado el modelo de regresion sin considerar el parametro o como fijo, obte-
niéndose un AIC similar al modelo expuesto en la Tabla 10. Este segundo modelo
puede ser de interés si queremos conocer, por ejemplo, qué factores inciden en la
dispersion.

La distribucion binomial negativa cero ajustada, con pardmetros u, o y v, pre-
senta un valor esperado E[Y]= (1—u)~y-(l—c)“1, con ¢ =(1+ ay)%, y una vari-
anza V[Y]:y-(l—c)’l-[y+(a+1)y2}—(E[Y])2 siendo la interpretacién de los
dos primeros parametros similar a la realizada para la distribucion binomial negati-
va y siendo v el pardmetro correspondiente al cero inflado de la variable. En la
Tabla 10, se presentan los resultados para el modelo que considera los parame-

tros o y v como fijos y utiliza la funcién logaritmo como funcion link para el pa-
rametro u . En este caso, también se ha aplicado el modelo de regresion sin con-

siderar el parametro o como fijo, obteniéndose un AIC similar al del modelo
expuesto en la Tabla 10. Este segundo modelo puede ser de interés si queremos
conocer, por ejemplo, qué factores inciden en la probabilidad de no presentar nin-
gun dia de baja impeditivo.

El nivel de ajuste (AIC) del segundo modelo de regresién (ZANB) es significativa-
mente mejor que el del primer modelo (NB). Por lo que a resultados se refiere,
ambos modelos presentan niveles similares de significacion de los coeficientes de
las variables incluidas en ambos modelos de regresion. Tan sélo se observa algu-
na diferencia en la variable Posicion, variable que podemos considerar como poco
explicativa de la duracién de la baja impeditiva, y en alguna zona o tipo de lesion.
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Tabla 10
Modelos de regression binomial negativo y binomial negativo cero ajustado para los meses
de baja impeditivos

. NB ZANB
Variables

Coef. Err. St. | p-valor Coef. Err. St. | p-valor
Constante 0,5981 | 0,0358 | 0,0000 | -0,0056 | 0,0437 | 0,8982
Género (mujer) 0,0169 | 0,0176 | 0,3354 | 0,0275 | 0,0222 | 0,2147
Edad ((20, 507]) 0,2186 | 0,0268 | 0,0000 | 0,3260 | 0,0331 | 0,0000
Edad ((50, 65]) 0,2428 | 0,0317 | 0,0000 | 0,3872 | 0,0399 | 0,0000
Edad ((65, 100]) 0,1618 | 0,0385 | 0,0000 | 0,2043 | 0,0480 | 0,0000

Posicion (pasajero v/a) -0,0251 | 0,0228 0,2718 -0,0549 | 0,0273 0,0444

Posicion (pasajero v/c) 0,0211 0,0246 0,3926 0,0302 0,0320 0,3459

Posicién (peaton) 0,0599 | 0,0271 | 0,0272 | 0,0599 | 0,0359 | 0,0953
Liquidacion (juicio) -0,1365 | 0,0319 | 0,0000 | -0,1466 | 0,0422 | 0,0005
Vehiculo (camién) -0,0009 | 0,0360 0,9802 0,0497 0,0465 0,2854
Vehiculo (motocicleta) -0,1559 | 0,0816 0,0562 | -0,1646 | 0,1027 0,1091
Afios liquid. ((1,2]) 0,2937 | 0,0196 | 0,0000 | 0,5415 | 0,0232 | 0,0000
Afos liquid. ((2,4]) 0,6092 0,0252 0,0000 0,9805 0,0351 0,0000
Afos liquid. ((4,11]) 0,9166 0,0393 0,0000 1,4155 0,0651 0,0000
Zona lesion (cabeza) 0,0175 0,0272 | 0,5210 | 0,0738 0,0368 | 0,0450
Zona lesion (cuello) -0,0921 | 0,0344 | 0,0073 | -0,2179 | 0,0489 | 0,0000
Zona lesion (trax) 0,0467 0,0227 0,0399 0,0413 0,0295 0,1609

Zona lesion (abdomen) | 0,1482 0,0242 | 0,0000 | 0,1996 0,0313 | 0,0000

Zona lesion (ext. sup.) 0,0957 | 0,0200 | 0,0000 | 0,1242 | 0,0268 | 0,0000

Zona lesion (ext. inf.) 0,1203 0,0218 | 0,0000 | 0,1151 0,0296 | 0,0001

Zona lesion (policont.) -0,0357 | 0,0395 | 0,3662 | -0,0333 | 0,0484 | 0,4911

Tipo lesion (herida) -0,0783 | 0,0292 | 0,0074 | -0,0695 | 0,0398 | 0,0809

Tipo lesion (fractura) 0,4685 0,0236 | 0,0000 | 0,5659 0,0331 | 0,0000

Tipo lesion (contusion) | -0,0952 | 0,0234 | 0,0000 | -0,1216 | 0,0306 | 0,0001

Tipo lesién (pérd. con.) | 0,1988 0,0413 | 0,0000 | 0,2700 0,0661 | 0,0000

Tipo lesion (luxacion) 0,0812 | 0,0338 | 0,0163 | 0,0409 | 0,0494 | 0,4076

Tipo lesion (abrasion) -0,2241 | 0,0603 | 0,0002 | -0,3241 | 0,0717 | 0,0000

Tipo lesion (amputac.) 0,1959 0,1773 | 0,2691 | 0,2191 0,3192 | 0,4924

Tipo lesién (nerviosa) 0,3837 0,0587 | 0,0000 | 0,5261 0,1477 0,0004

Tipo lesién (vascular) 0,1334 | 0,1375 | 0,3318 | 0,2539 0,2519 | 0,3135

Tipo lesion (muscular) 0,2211 0,0298 | 0,0000 | 0,3550 0,0437 | 0,0000

Tipo lesién (trauma) 0,0243 0,0466 | 0,6011 | 0,0655 0,0764 | 0,3915
Sigma 2,0018 0,7582
Nu 0,1097

AIC =81.634,89 AIC =77.260,32
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Como en el caso de la posicién del lesionado, otras variables resultan no incidir en la
duracion de la baja impeditiva. Por ejemplo, el género de la victima y el tipo de vehiculo
causante de las lesiones. La existencia de lesiones en la cabeza, el térax o las policon-
tusiones tampoco parecen incidir en la duracion de la baja impeditiva. Del mismo modo,
tampoco lo hacen las luxaciones, las amputaciones, los traumas y las lesiones vascula-
res. Entre las variables que si inciden en la duracion de la baja impeditiva, la edad del
lesionado y los afios hasta la liquidacién del siniestro lo hacen de manera positiva, esto
es, aumentandola. Mientras que si se opta por la via judicial, los dias de baja impediti-
VOS Son menores que si se opta por la negociacion con la compafiia aseguradora. Por
zonas de lesion, tan solo la existencia de lesiones en el cuello conllevan una duracion
de la baja impeditiva menor. Del mismo modo, las contusiones y abrasiones presentan
un nimero de dias de baja impeditivos menor que el resto de tipos de lesiones.

6. CONCLUSIONES

Segun la base de datos utilizada en este trabajo, el coste asociado a la indemnizacion
basica por incapacidades temporales representa casi un 40% del coste total de las
indemnizaciones por dafios corporales. Teniendo en cuenta que dicha indemnizacién
es calculada en el baremo a partir de los dias de baja reportados por cada victima, se
pone de relieve la importancia de conocer en profundidad las caracteristicas de la
variable aleatoria dias de baja impeditivos. Este ha sido el objetivo de nuestro analisis.

Mediante simples contrastes de medias, se puede concluir que la mayoria de fac-
tores y variables disponibles en la base de datos utilizada inciden de alguna mane-
ra en los dias de baja impeditivos.

Para la variable dias de baja impeditivos, los diferentes ajustes paramétricos son
muy pobres debido a las puntas observadas en el histograma. La solucién adopta-
da en este caso, ha sido la conversion de la variable en meses de baja impediti-
vos. La distribucién binomial negativa cero ajustada es la que obtiene un mayor
nivel de ajuste. El modelo de regresién estimado a partir de dicha distribucion nos
indica que factores como el género del lesionado o la posicion de éste en el
vehiculo no inciden en el nUmero de meses impeditivos reportado.

Del estudio realizado pueden extraerse algunas conclusiones que tienen que ver
con la futura reforma del Baremo de indemnizaciones. La primera de ellas afecta a
la propia definicion de los dias de baja hospitalarios e impeditivos. Por un lado, por
razones economicas de gestion de las plazas hospitalarias, se procede a dar el
alta hospitalaria a pacientes que en su domicilio deben permanecer en absoluto
reposo Y recibir ayuda de terceras personas, situacion ésta del todo equivalente a
la de su estancia hospitalaria, si bien esos dias seran reconocidos como dias de
baja impeditivos y, por tanto, con menor remuneracién. Por otro lado, con el me-
canismo dispuesto para recibir el alta impeditiva, ya comentado, es muy probable
gue el lesionado que recibe el alta a los 30 dias estuviera en condiciones de rein-
corporarse a su actividad habitual unos dias antes, pero espera la visita concerta-
da con el médico para recibir el alta. En una primera aproximacién, se estima que
este desajuste puede suponer un 5% de incremento en el coste de las indemniza-
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ciones por dias de baja impeditivos. Tanto en un sentido como en otro, una mayor
individualizacion del dafio sufrido por el lesionado en el nuevo Baremo, puede
ayudar a resarcir éste de una manera mas justa.

De acuerdo con Solvencia Il, las entidades aseguradoras necesitan obtener la mejor
estimacion posible de los compromisos adquiridos. En este sentido, la utilizacion de
modelos de regresion que permitan la estimacion del coste pendiente por dias de
baja impeditivos de cada siniestro abierto ofrece una excelente opcioén para el calcu-
lo de la provision por siniestros de dafios corporales pendientes de liquidacion y
pago mediante un método individual de calculo, tal como sugieren Taylor y Campbell
(2002). Los resultados obtenidos por los modelos de regresién planteados en la
seccion 5, permiten tener en cuenta los atributos particulares de los siniestros en el
calculo de las provisiones correspondientes. Sin embargo, esta opcién no esta exen-
ta de limitaciones. El ajuste en la cola de las distribuciones no es 6ptimo lo que uni-
do al escaso numero de observaciones dificulta la estimacion correcta del coste
pendiente. A tal efecto, seria aconsejable contar con una politica de reaseguro ade-
cuada para los casos con un nimero muy elevado de dias de baja.
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Ponencia 5

EL SEGURO PAYD: EFECTO DE LOS FACTORES ASOCIADOS
AL USO DEL VEHICULO SOBRE LA SINIESTRALIDAD

Manuela Alcafiz Zandn, Mercedes Ayuso Gutiérrez
y Ana Maria Pérez Marin

RESUMEN

No cabe duda de que los kildmetros anuales recorridos por un conductor o sus habi-
tos al volante guardan una relacién directa con su probabilidad de siniestro. No obs-
tante, los sistemas tradicionales de tarificacién no consideran este tipo de variables
a la hora de determinar la prima. Es por este motivo que surge el seguro Pay-As-
You-Drive (PAYD) que, al incorporar este tipo de variables, ofrece una prima mas
personalizada a cada conductor en funcién del uso que hace del vehiculo. El objeti-
vo de este articulo es doble: por una parte, llevar a cabo una revision bibliografica
sobre los efectos que tienen las variables asociadas al uso en la siniestralidad y, en
segundo lugar, realizar un estudio empirico a partir de una muestra de jovenes con-
ductores con una poéliza PAYD que nos permita constatar la importancia de estos
factores en la probabilidad de siniestro.

Palabras clave: tarificacién en el seguro del automavil, seguro basado en el uso,
pay-as-you-drive, exposicioén al riesgo, kilometraje.

1. INTRODUCCION

En el seguro del automovil la prima se fija en funciéon de una serie de variables
como el tipo de vehiculo, la edad del conductor o los afios de antigiedad del per-
miso de conducir, pero no se tienen en cuenta variables relativas al uso del
vehiculo a pesar de tener una relacion directa con la siniestralidad. Concretamen-
te, aquéllos que utilizan méas su vehiculo y por tanto realizan mas kilometros estan
mas expuestos al riesgo de accidente que los que lo utilizan menos. Lo mismo
ocurre con los que exceden los limites de velocidad en mayor medida o los que
circulan més frecuentemente por vias urbanas.
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Con objeto de poder incorporar variables de ese tipo, surgen los seguros basados
en el uso, también llamados Pay-As-You-Drive (PAYD). Estos seguros consideran
el kilometraje, el tipo de via, la franja horaria de conduccion y el porcentaje de
exceso de velocidad sobre los limites permitidos a la hora de determinar la prima.
El disefio de este tipo de productos es novedoso y complejo, existiendo ademas
escasa informacion estadistica y una dispersa bibliografia sobre el tema.

El objetivo de este trabajo es doble. Por una parte, realizar una revision bibliografi-
ca de los trabajos publicados sobre los efectos de las variables asociadas al uso
del vehiculo en la siniestralidad en el marco de los productos PAYD. Por otra par-
te, llevar a cabo una aplicacion empirica basada en una base de datos reales so-
bre pdlizas PAYD facilitada por una entidad aseguradora de nuestro pais, que nos
permite analizar el efecto de estas variables sobre la siniestralidad.

La estructura del articulo es la siguiente. En la seccion segunda analizamos las
conductas al volante y su relacién con la siniestralidad. En la tercera se describen
los sistemas de tarificacién de pélizas PAYD vy los efectos positivos de su comer-
cializacién. En la seccién cuarta se presentan los resultados de la aplicacién empi-
rica llevada a cabo a partir de una muestra de 25.014 pélizas PAYD. Finalmente,
en la seccién quinta se realizan una serie de consideraciones finales.

2. CONDUCTAS AL VOLANTE Y ACCIDENTES DE TRAFICO

A continuacion, analizamos algunos factores de riesgo asociados al uso del
vehiculo y su relacion con la siniestralidad.

2.1. El kilometraje

El nimero de kilbmetros recorridos guarda una relacién directa con la exposicion
al riesgo y con la probabilidad de siniestro. Ademas, diversos autores, como Lit-
man (2005) y Langford et al. (2008), concluyen que esta relacién no es proporcio-
nal, dado que los conductores que usan mas el vehiculo tienden a tener menos
accidentes por unidad de distancia recorrida que aquellos que lo utilizan poco.
Segun Litman (2005), esto ocurre por diversos motivos. Por una parte, los conduc-
tores mas habituales tienen mayor destreza al volante que los que conducen me-
nos. Ademas, los vehiculos nuevos (y, por tanto, mas seguros) suelen conducirse
mas. Por Gltimo, este mismo autor también argumenta que los conductores mas
habituales suelen hacer un mayor uso de vias seguras, como autopistas.

2.2. Lavelocidad de conduccion
Resulta evidente que la velocidad esta relacionada con la severidad de los acci-

dentes que puedan ocurrir (OMS, 2004; Jun et al. 2007, 2011). En concreto, Elvik
et al. (2004) concluyen que existe una fuerte asociacién estadistica entre veloci-
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dad y siniestralidad vial, de modo que si la velocidad media del trafico disminuye
un 10%, el numero de muertos en accidente desciende un 37,8% (a partir de datos
de Suecia y Noruega). Otra de sus conclusiones es que la relacién entre velocidad
y siniestralidad es causal, de modo que la velocidad es la variable que mas inci-
dencia tiene sobre la probabilidad de accidente, con independencia del pais, pe-
riodo temporal o tipo de via. En definitiva, ha quedado demostrado que si la velo-
cidad media disminuye, el nimero de accidentes se reduce.

2.3. El tipo de via de circulacién mas frecuente

El tipo de via por el que el vehiculo circula mas frecuentemente es otro de los fac-
tores que se relacionan con el riesgo de sufrir un accidente. Existen nhumerosos
estudios que identifican las vias urbanas como las mas peligrosas. En concreto,
Laurie (2011) cuantificé que en Gran Bretafia la tasa de accidentalidad en vias
urbanas es 8,26 veces mas elevada que en autopistas.

2.4. Lafranja horariay el dia de conduccién

El momento/franja horaria del dia y los dias de la semana en los que un conductor
circula con mayor frecuencia inciden también en su riesgo de accidente. En este
sentido, Akerstedt et al. (2001) estudian la probabilidad de sufrir un accidente en
funcion de las diferentes horas del dia (a partir de datos de Suecia). Al analizar los
accidentes en los que no concurrié alcoholemia, concluyen que el momento de
mayor peligrosidad se encuentra alrededor de las 4 de la madrugada, hora a la
gue hay 5,7 veces més probabilidad de resultar herido en accidente, y 11,4 veces
mas de morir. Este mismo patrén se observa en la probabilidad de tener acciden-
tes sin concurrencia de otros vehiculos, como, por ejemplo, salidas de via. Por
contra, los accidentes ocasionados por adelantamientos no siguen un patrén esta-
cional asociado a las 24 horas del dia. Segun este mismo estudio, si se consideran
también los accidentes en los que concurre alcoholemia, el periodo nocturno resul-
ta alin mas claramente diferenciado como el méas peligroso.

Igualmente, los dias en que el conductor usa con mas frecuencia su vehiculo tie-
nen incidencia en su riesgo de sufrir accidentes. Por ejemplo, es ampliamente
conocido que la peligrosidad aumenta entre los jévenes conductores las noches
de fin de semana, més si conducen un vehiculo potente (Williams et al, 2012 y
Doherty et al. 1998). En este sentido, también existen numerosos estudios mues-
tran que la conduccion nocturna entre los jévenes incrementa de forma muy signi-
ficativa la siniestralidad (Rice et al, 2003 y Calafat et al., 2008).

2.5. El motivo por el que se utiliza el vehiculo

Elias et al. (2010) estudian el tipo de actividad diaria y los patrones de desplaza-
miento de los conductores (a partir de datos de Israel). Sus resultados muestran
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qgue las personas que usan el vehiculo para desplazarse a su lugar de trabajo,
aunque realicen también otras actividades aprovechando los mismos trayectos,
tienen menos probabilidades de sufrir siniestros que aquellos que usan el vehiculo
para actividades diferentes del trabajo o el estudio. Se demuestra asimismo que el
riesgo de accidente es mayor en trayectos que no tienen un propésito especifico.

2.6. Desaceleraciones bruscas del vehiculo

Otra variable relevante asociada al estilo de conduccién es el nimero de desacele-
raciones bruscas o frenazos que lleva a cabo un conductor. En concreto, Jun et al.
(2007) muestran que el numero de desaceleraciones bruscas es una variable que
sirve para explicar la probabilidad de verse involucrado en un accidente. El efecto
es especialmente intenso en viajes matinales por cualquier via, y en desplaza-
mientos nocturnos por carreteras locales. Estos periodos del dia no son propicios
a presentar congestién, de modo que este hecho podria atribuirse a un descuido
en la distancia de seguridad o a las distracciones causadas por el uso de moviles,
etc. (Farmer et al., 2010).

3. EL SEGURO PAYD: ANTECEDENTES Y EFECTOS POSITIVOS

En la actualidad el avance tecnoldgico ha hecho posible que la utilizaciéon del
vehiculo por parte del asegurado pueda ser controlada de forma objetiva. Ello ha
motivado la implementaciéon del denominado seguro PAYD (también llamado en
Estados Unidos “Usage Based Insurance”, UBI) que consigue ofrecer al asegurado
primas mas personalizadas.

No obstante, las primeras referencias sobre este tipo de productos datan ya del
afio 1925, segun sefiala Khazzoom (2000). Estas primeras propuestas hacen refe-
rencia al seguro del automovil Pay-at-the-pump (PATP), que pretendia introducir
un mecanismo por el cual los conductores pagasen por su seguro cada vez que
repostasen combustible, o al sistema “insured tyres” o de “ruedas aseguradas” en
el que la entidad aseguradora asociada al nimero de serie de los neumaticos del
vehiculo seria responsable de indemnizar a las victimas del accidente. Ambas
propuestas fueron criticadas dadas las dificultades de su implementacion y la no
consideracion de las caracteristicas del asegurado y su historial de siniestralidad a
la hora de determinar la tarifa a aplicar (Guensler et al., 2003).

Tal y como apuntdbamos, el desarrollo tecnoldgico en la actualidad ofrece nuevas
alternativas para el control de la utilizacion del vehiculo y los habitos de conduc-
cion. En concreto, en los seguros PAYD se han adoptado diferentes sistemas de
tarificacion, recogidos por Litman (2011).

o Mileage Rate Factor (MRF): se considera el kilometraje anual del asegura-
do como una variable mas en la determinacién de la prima ofreciendo des-
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cuentos a los asegurados que conducen menos de un determinado nimero
de kilémetros anuales. El problema de este sistema es que se basa en la
estimacion del kilometraje anual declarada por el propio asegurado, pu-
diendo estar sesgada a la baja.

e Per-Mile-Premium (PMP): a los asegurados se les asigna una tarifa de pre-
cio por unidad de distancia recorrida, basandose en variables tradicional-
mente utilizadas en el &mbito actuarial para la tarificacién del seguro del au-
tomavil. La principal desventaja de estos sistemas radica en como medir y
controlar la distancia recorrida por cada vehiculo (Guensler et al., 2003). En
la mayoria de casos, se mide a través del cuentakildbmetros (lo que puede
conllevar un comportamiento fraudulento por parte de los asegurados
cuando es manipulado).

e Sistema basado en el GPS: ofrece la posibilidad de establecer una tarifa
por kilbmetro recorrido también considerando el tipo de via, la franja horaria
de conduccion, el porcentaje de exceso de velocidad segun tipo de via, e
incluso las desaceleraciones bruscas. Este tipo de sistemas es el mas utili-
zado en la actualidad y se ofrece como opcional siempre contando con el
consentimiento del asegurado para la instalacién de un GPS.

Lo que en cualquier caso esta fuera de discusion, es que bajo el sistema PAYD,
las primas reflejan con mayor exactitud los costes de aseguramiento de cada
vehiculo, lo cual es mas justo y eficiente en términos econdémicos (Litman, 2011).
Ademas, los conductores consiguen un ahorro si reducen el kilometraje o mejoran
sus habitos de conduccién (Pefia, 2007). De hecho existen trabajos en los que se
analiza en qué medida la comercializacién de seguros PAYD puede inducir cam-
bios en la conduccién de los asegurados.

En concreto, Buxbaum (2006) cuantificé el descenso esperado en el kilometraje
motivado por reducciones en la prima PAYD a través de un estudio llevado a cabo
en Estados Unidos. Concluyd que el descenso en la distancia recorrida depende
de diversas caracteristicas del individuo (familiaridad con las nuevas tecnologias,
conciencia ambiental, etc.), asi como del uso que se da al vehiculo. Por ejemplo,
en los fines de semana el descenso observado en el kilometraje fue aproximada-
mente de un 8%, en tanto que la circulacidon en horas punta se redujo casi en un
10%.

Por otra parte, Bolderdijk et al. (2011) demuestran que en efecto la comercializa-
cion de seguros PAYD en los que se aplica un descuento a los conductores jéve-
nes respetuosos con los limites de velocidad consigue reducir significativamente
las infracciones por sobrepasar el limite permitido. Los efectos positivos de cara a
reducir los problemas derivados de la congestion de trafico también han sido estu-
diados en diversos trabajos. En concreto, Parry (2004 y 2005) constato los benefi-
cios de la comercializacion de pdlizas PAYD de cara a reducir el consumo de car-
burantes y las externalidades negativas de los accidentes de trafico, llegando a
ser, bajo determinadas circunstancias, una medida mas efectiva que una subida
en los impuestos de los combustibles.
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En definitiva, de la revisién bibliografica realizada concluimos que los seguros
basados en el uso se perfilan como una nueva tendencia en tarificacion y un punto
de partida para el disefio de productos aseguradores cada vez mas personaliza-
dos y ajustados al perfil real de riesgo que tiene cada asegurado.

4. UNA APLICACION EMPIRICA DEL SEGURO PAYD

A continuacion, presentamos el resultado del andlisis empirico llevado a cabo so-
bre una muestra de 25.014 asegurados jovenes de una compariia espafiola, que
suscribieron una poéliza PAYD que estuvo en vigor durante todo el afio 2011. Sa-
bemos que el 17,6% de las pdlizas registré algun siniestro y el 82,4% no registré
ninguno.

A continuaciéon mostramos los resultados del andlisis descriptivo de las variables
tradicionales utilizadas en tarificacion y de los factores asociados al uso del
vehiculo, diferenciando en cada caso entre los conductores con y sin siniestros.

4.1. Variables tradicionales en tarificacion: estadisticos descriptivos

En la Figura 1 se describen las dos variables cualitativas consideradas en este
estudio: género y tipo de aparcamiento. Respecto al género, observamos como el
porcentaje de hombres es ligeramente superior en el colectivo de asegurados con
siniestros respecto al colectivo sin siniestros. Por otra parte, observamos también
gue el porcentaje de conductores que aparcan en garaje su vehiculo es ligeramen-
te superior para los conductores con siniestros que para los que no los han tenido.
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50,32%  48,61%
50%
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Figura 1

Variables cualitativas. Porcentaje de hombres y de conductores que aparcan en garaje
para los que han tenido siniestros y los que no
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En las Figuras 2 y 3 se representan los promedios de las variables numéricas ana-
lizadas. En concreto, en la Figura 2 se muestra como los conductores con sinies-
tros son en promedio ligeramente més jévenes y mas inexpertos al volante que los
qgue no han tenido siniestros. Por otra parte, la antigiiedad del vehiculo es en pro-
medio practicamente la misma para los conductores con y sin siniestros. Por Ulti-
mo, en la Figura 3 se representa el promedio de la potencia del vehiculo conduci-
do, y observamos como ésta es superior para los asegurados con siniestros
respecto a los que no han tenido ninguno.
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6,73 7,27

Edad del conductor  Antigtiedad de carnet Antigliedad del
vehiculo

10

Figura 2.
Variables numéricas. Promedio de la edad del conductor, antigliedad de carnet
y del vehiculo para conductores con y sin siniestros
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100
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40
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Potencia del vehiculo (CV)
Figura 3.

Variables numéricas. Promedio de la potencia del vehiculo (CV)
para conductores con y sin siniestros
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4.2. Variables asociadas al uso del vehiculo: estadisticos descriptivos

En la Figura 4 representamos el promedio del kilometraje anual, que resulta ser
superior para los conductores con siniestros (7962.36 km) respecto a los que no
han tenido ningun accidente (6987.86 km). Del mismo modo, también es superior
el kilometraje nocturno promedio para los asegurados con siniestros (609.94 km)
respecto a los que no han declarado ningan siniestro (513.41 km).
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Kildémetros anuales recorridos  Kildmetros nocturnos recorridos

Figura 4
Kilometraje anual medio (total y nocturno) para asegurados con y sin siniestros

Por otra parte, observamos en la Figura 5 como el porcentaje de circulacion por via
urbana es en promedio superior entre los que han tenido siniestros respecto a los
gue no los han tenido (27.56% vs. 25.51%). Finalmente, también observamos como
los conductores con siniestros sobrepasan en promedio los limites de velocidad en
mayor medida que los que no han registrado ningin siniestro (6.60% vs. 6.28%).
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Figura 5
Porcentaje de circulacion por via urbana y porcentaje de exceso de velocidad sobre los
limites permitidos para asegurados con y sin siniestros
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4.3. Resultados de la modelizacién

Hemos ajustado un modelo de regresion logistica para la prediccion de la probabili-
dad de siniestro en funcién de las variables tradicionales usadas en tarificacion y los
nuevos factores asociados al uso del vehiculo. En la Tabla 1 se recogen las varia-
bles finalmente utilizadas para predecir la probabilidad de siniestro y en la Tabla 2 se
presentan los resultados de la estimacion del modelo. Comentamos a continuacion
el efecto de cada una de las variables sobre la probabilidad de siniestro.

Tabla 1l
Variables incluidas en la modelizacién

Variable explicada

_ 1, si el conductor asegurado ha sufrido uno o mas siniestros en el periodo de
yi estudio; 0, en caso contrario.
Variables explicativas
. Edad del conductor asegurado (codificada en tres categorias: hasta 24 afios;
. desde 25 hasta 28 afios; y 29 afios 0 mas).
X2i Sexo del conductor asegurado (1 si hombre; 0 mujer).
X3 Antigtiedad de carnet del conductor asegurado.
Xai Antigliedad del vehiculo asegurado.
Xsi Potencia del vehiculo asegurado.
Xei Lugar donde duerme el vehiculo (1 en garaje; 0 en via publica).
X7i Numero de kilémetros recorridos en el afio.
Xsi Namero de kilometros nocturnos recorridos en el afio.
Porcentaje de kilémetros nocturnos respecto al total de kildbmetros recorridos en
Xoi el afio (codificada en cuatro categorias: hasta el 10%; del 10 al 20%; del 20 al
30%; y mas del 30%).
Porcentaje de exceso de velocidad sobre los limites legalmente permitidos
X10i (codificada en cuatro categorias: hasta el 2%; del 2 al 5%; del 5 al 11%; y mas
del 11%).
X1ii Porcentaje de circulacion por via urbana

i=1,...,N; N=25014.

Observamos cémo a medida que aumenta la experiencia al volante del conductor
disminuye la probabilidad de siniestro. Por otra parte, los coeficientes asociados a
los grupos de edad definidos no resultan significativos, probablemente debido a la
elevada correlacion existente entre la edad del conductor y la antigliedad del car-
net. Respecto a la potencia del vehiculo, nuestros resultados indican que una ma-
yor potencia aumenta la probabilidad de siniestro. Por otra parte, ni el género, ni el
lugar de aparcamiento ni la antigiiedad del vehiculo inciden de forma significativa
en la probabilidad de siniestro.
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Tabla 2
Resultados de la estimacion del modelo de regresion logistica

Odds

Coef. S.E. p-valor Ratio
Constante -2,487 0,128 0,000° 0,083
Edad 25-28 -0,037 0,047 0,436 0,964
Edad = 29 -0,034 0,059 0,563 0,967
Varén -0,035 0,036 0,329 0,966
Antigiiedad de carnet del conductor -0,060 0,008 0,000° 0,941
asegurado
Antigliedad del vehiculo asegurado 0,005 0,004 0,205 1,005
Potencia del vehiculo asegurado 0,003 0,001 0,000% 1,003
Aparcamiento: garaje 0,031 0,041 0,451 1,032
Numero de kilbmetros anuales 7.8e° 5.7 0,000 1,0001
recorridos
Nume_ro de kllome~tros nocturnos 556° 4,405 0212 1,0001
recorridos en el afio
Kilémetros nocturnos: entre el 11 b
y el 20% del total -0,115 0,057 0,042 0,891
Kilémetros nocturnos: entre el 21
y el 30% del total -0,189 0,123 0,123 0,828

— T o

Kilbmetros nocturnos: mas del 30% 0,088 0227 0,699 1,002
del total
Porcentaje de exceso de velocidad: -0,150 0,056 0,007 0,861
entreel0yel 2%
Porcentaje de exceso de velocidad: 0,004 0.054 0,943 0,996
entre el 3y el 5%
Porcentaje de exceso de velocidad: 0,049 0.054 0.368 1,050
entreel6yel 11%
Porcentaje de circulacion por via 0,020 0,001 0,000° 1,020
urbana
Categorias de referencia: edad (<24 afios); género (mujer); aparcamiento (via publica);
porcentaje de kilometros nocturnos respecto al total (0 - 10%); porcentaje de exceso de
velocidad sobre el limite permitido (>12%). Chi-Cuadrado: 608,932 (p-valor=0,000);
-2log-verosimilitud: 22677,913; grados de libertad: 16; ? significacion al 1%; bsignificaci(’Jn
al 5%; ° significacion al 10%.

En relacién con las variables asociadas al uso del vehiculo, observamos como a
medida que aumenta el kilometraje total, también aumenta la probabilidad de si-
niestro. Igualmente, un mayor porcentaje de circulacién por via urbana se asocia
de manera significativa con una mayor probabilidad de siniestralidad.
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Respecto a la franja horaria de conduccion, la probabilidad de siniestro para los que
conducen entre un 11 y un 20% de los kilometros por la noche es menor que la pro-
babilidad de siniestro de los que registran menos kilometraje nocturno. Del mismo
modo, el hecho de conducir méas de un 20% de los kildmetros por la noche no se
asocia de manera significativa a una mayor siniestralidad. Estos resultados posible-
mente se deban a una mayor siniestralidad observada para los individuos que no
conducen su vehiculo por la noche asiduamente, sino solo en ocasiones concretas.

Por ultimo, respecto a la velocidad, observamos que los asegurados que sobrepa-
san los limites de velocidad en un 2% como maximo son aquéllos que tienen una
menor probabilidad de siniestro. Cuando el exceso de velocidad se sitla por enci-
ma de este umbral, no se observan diferencias significativas en la siniestralidad
respecto a la categoria de referencia (excesos de velocidad superiores al 11%).

5. CONSIDERACIONES FINALES

Concluimos que los resultados obtenidos ponen de manifiesto la importancia que
los nuevos factores de riesgo (basados en el uso del vehiculo) pueden tener en la
tarificacion del seguro del automovil con el fin de obtener primas mas personaliza-
das. De este modo, el seguro PAYD supone el cambio hacia un nuevo concepto
de producto asegurador, el seguro basado en el uso, que puede extenderse a
otros tipos de pdlizas, como el seguro del hogar (en el que ya existe la distincion
entre vivienda habitual y segunda residencia) o incluso el seguro de accidentes en
el ambito laboral (en el que el conocimiento de cuales son los habitos y conductas
del individuo en la actividad laboral diaria puede ser tenido en cuenta a la hora de
calcular la prima, estando ademas cubierto el riesgo de accidente in itinere, por lo
gue el seguro de automdviles basado en el uso seria de aplicacion).

Consideramos, por tanto, que en los proximos afios el seguro basado en el uso
puede consolidarse como nueva tendencia en tarificacion. De este modo, a medi-
da que esta consolidacion se produzca, y las compafiias recopilen mas informa-
cion histérica sobre este tipo de pdlizas, sera también posible conocer en qué me-
dida la comercializacion de estos productos induce cambios en la conduccién de
los asegurados. Se abre asi una linea de investigacion que sin duda aportara mu-
cho conocimiento al sector y a la ciencia actuarial en su conjunto.
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LA RENTABILIDAD ACTUARIAL COMO METODO DE
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Y ASEGURADORAS
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Robert Meneu Gaya y Amparo Nagore Garcia

RESUMEN

El objetivo de este trabajo es el de definir un nuevo método que permita llevar a
cabo la comparacion entre las distintas operaciones que tienen un componente ase-
gurador o actuarial. Ademas, se pretende que sirva como herramienta para compa-
rar con otras operaciones, como son las financieras, de tal forma que haya un trata-
miento Unico para todas ellas. La aplicacion de la metodologia propuesta permite
establecer una ordenacion de los distintos productos en funcién de su rentabilidad
actuarial-fiscal, al incorporar el componente asegurador que explicita o implicitamen-
te poseen algunas de las operaciones que se comercializan en el mercado financie-
ro. A continuacion, se obtienen los valores de las rentabilidades para algunas de las
operaciones mas importantes.

1. INTRODUCCION

La rentabilidad financiero-fiscal de las operaciones financieras ciertas es un indi-
cador muy utilizado* para poder comparar distintas operaciones financieras cuan-
do se incorporan las caracteristicas fiscales, las cuales se han mostrado de gran
importancia en cuanto a las decisiones de ahorro que toman los inversores.

Incluso aquellas operaciones que tienen un componente asegurador se tratan
desde el punto de vista de la rentabilidad como operaciones ciertas y no se incor-
pora el componente aleatorio que tienen.

! Es un tema que se incluye en los programas de los primeros cursos de matematica financiera en
todas las universidades.
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El objetivo de este trabajo es el de presentar una metodologia que permita obtener
la rentabilidad financiero-actuarial-fiscal de todos los productos financieros y ase-
guradores, de tal forma que permita, por un lado, jerarquizar todos ellos y, por otro,
detectar posibles incongruencias de su tratamiento fiscal. Ademas, se va a desa-
rrollar el calculo de las rentabilidades financiero-actuarial-fiscal de algunas opera-
ciones de seguros mas relevantes.

En 2013, la utilizacién de una rentabilidad actuarial toma un mayor protagonismo,
debido a que el gobierno ha introducido en la Ley 1/2013, de 14 de mayo, de
medidas para reforzar la proteccién a los deudores hipotecarios, reestructuracion
de deuda y alquiler social, una modificaciéon del Texto Refundido de la Ley de
Ordenacidn y Supervision de los Seguros Privados, donde se establece que: “En
aguellas modalidades de seguro de vida en las que el tomador no asuma el riesgo
de la inversion se informaré de la rentabilidad esperada de la operacién, conside-
rando todos los costes. Las modalidades a las que resulta aplicable asi como la
metodologia de célculo de la rentabilidad esperada se determinaran reglamenta-
riamente”.

Esta rentabilidad actuarial serviria para:

o Comparar operaciones de seguros con operaciones financieras.
e Comparar operaciones de seguros con distintas caracteristicas fiscales®.

e Tratar operaciones de seguros como tales, y no asimilandolas a operacio-
nes financieras®.

e Analizar la sostenibilidad de los sistemas de Seguridad Social4, mediante
la comparacién de la rentabilidad actuarial del sistema de pensiones con el
crecimiento promedio del PIB.

El siguiente epigrafe se dedica a revisar sucintamente la teoria para la determina-
cién de la rentabilidad de las operaciones financieras, revisando algunos de los
casos mas significativos de operaciones financieras. En el tercer epigrafe se defi-
ne la rentabilidad actuarial y se dedica a exponer la metodologia para las opera-
ciones con componente asegurador, desarrollando el célculo de algunas de las
operaciones de seguros mas significativas y presentando los resultados de las
rentabilidades financiero-actuarial-fiscal mas relevantes. En el cuarto epigrafe se
exponen las conclusiones y por Ultimo se referencia la bibliografia.

2 véase Dominguez et al. (2011).
® Puede verse en Devesa et al. 2012; Devesa et al. (2013a) y Devesa et al. (2013b).

4 Existen numerosos trabajos sobre el tema como, por ejemplo, Dominguez et al. (2011).
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2. RENTABILIDAD FINANCIERO-FISCAL

La rentabilidad financiero-fiscal de las operaciones financieras ciertas es un indi-
cador utilizado para poder comparar distintos productos financieros cuando se
incorporan las caracteristicas fiscales. Se puede obtener de dos formas:
e El tipo de interés que tendria que aplicarse a una operacion sin caracteristicas
fiscales para que proporcionara el mismo resultado que la operacion con fisca-
lidad.

e El tipo de interés de la ley de capitalizacion compuesta que hace que sean fi-
nancieramente equivalentes los capitales, netos de impuestos y deducciones
fiscales, entregados y recibidos por un individuo.

La primera opcién es viable sdlo si la operacién es simple, es decir, si se invierte
un Unico capital y también se recibe s6lo uno. Sin embargo, la segunda opcion
permite analizar todas las operaciones financieras (simples y compuestas) y es la
gue se utiliza.

A su vez, la comparacion entre operaciones se puede hacer de dos formas:

e Se parte de una rentabilidad financiera igual para todos los productos, de
tal forma que se resalte cual es el que tiene mejor tratamiento fiscal y bajo
gué condiciones.

e Ademas de contemplar los aspectos fiscales, se tiene en cuenta la distinta
rentabilidad financiera de cada producto; para lo cual se utiliza la rentabili-
dad histdrica, con la posibilidad de introducir algin elemento corrector.

2.1. Rentabilidad financiero-fiscal de las operaciones financieras

Se va a plantear el supuesto de un individuo que invierte una unidad monetaria en
una “Operacion de ahorro”, a un plazo de “n” afios y que obtiene una rentabilidad
financiera i.

2.1.1. Operacién de ahorro

Con esta denominacién, estamos contemplando todas aquellas operaciones que
tienen el mismo tratamiento fiscal, como depdsitos, cuentas corrientes, fondos de

inversion, etc.

Veamos en primer lugar cémo va a ser el planteamiento para poder obtener la
rentabilidad.

e Cada unidad monetaria, al cabo de n afios, se convierte, si utilizamos capi-
talizacién compuesta, en: (1+i)"
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e Los impuestos que tiene que pagar al final de la operacion son: T, = [(1+)" —1] t,,.
e Siendo t, el tipo impositivo aplicable que se calcula segun la base liquidable.
Como no existe deduccion por la aportacion, los capitales que intervienen en la
operacion al incluir las caracteristicas fiscales son:
Prestacion real = {(1, 0), (T,, n)}.
Contraprestacion real = {((1 + )", n)}.

A partir de los capitales que intervienen hay que plantear la ecuacion de equiva-
lencia financiera con capitalizacién compuesta y donde la incognita sera el tipo de
interés que hace que sean equivalentes la prestacién y la contraprestacion. Este
tipo de interés se interpreta como la rentabilidad financiero-fiscal de la operacion.

Por lo tanto, la ecuacion para el célculo de la rentabilidad financiero-fiscal, i, €s:
A+ig" =@ +)"=Tyo=@Q+)"-[Q+)"-2t, =@ +i)" (1 -t) +t,
Con lo que:
= [(1+1)" (1= t) + ] -1 <i
La rentabilidad financiero-fiscal, con la tributacion aplicable a partir de 1de enero

de 2011 (sin considerar aportaciones anteriores), es inferior a la rentabilidad finan-
ciera promedio, “i".

2.1.2. Plan de Pensiones y otras operaciones con tratamiento fiscal similar
(como operacion cierta)

Tradicionalmente, el calculo de la rentabilidad financiero-fiscal de los Planes de
Pensiones se ha planteado como si fuera una operacion cierta.

Se va a suponer que sélo se invierte una unidad monetaria a un plazo de “n” afios
y que se recupera todo el capital constituido de una sola vez. Se va a obtener con
la fiscalidad aplicable a partir de 1 de enero de 2007, sin considerar aportaciones
anteriores.

Cada unidad monetaria, al cabo de n afios se convierte en: (1 +i)".

Los impuestos que tiene que pagar al final de la operacién son: T, = (1+1)" t,.

Sin embargo, en el momento inicial la aportacion al fondo es deducible, segun el
tipo impositivo del inversor: 1 — t,.

Por lo tanto, los capitales que intervienen en la operacion al incluir las caracteristi-
cas fiscales son:
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Prestacion real = {(1, 0), (T,, n)}.
Contraprestacion real = {(t,, 0), (1 +i)", n)}.
Con todo ello, la ecuacién para el calculo de i es:

La rentabilidad financiero-fiscal con la fiscalidad aplicable a partir de 1 de enero de
2007 es:

1-t) A+%)"=@Q+)"=-To=@+)"-(@+D)" ty=(1+)" (1-1t)

de donde:

n
i =(1+i)(i_t"J 1

t0
i*#>1i, si 1-t,>1-1t; esdecir, ty>t,

siendo “i” la rentabilidad financiera anual (que se supone constante), “t,” el tipo imposi-
tivo inicial y “t,” el tipo impositivo final del inversor, i rentabilidad financiero-fiscal.

3. RENTABILIDAD ACTUARIAL

Dada la naturaleza de las operaciones de seguros, la rentabilidad financiero-
actuarial-fiscal se puede calcular de dos formas:

e “A priori”, es decir, antes de haber comenzado la operacion.

e “A posteriori”, es decir, en el momento presente o actual de la operacion;
pudiendo ser esta rentabilidad muy diferente de la rentabilidad “a priori”
porque la operacion cambia continuamente al transcurrir los periodos de
tiempo. Estos cambios se pueden deber a varias causas: por modificacion
de los flujos futuros (ingresos y pagos), de las probabilidades futuras, de las
rentabilidades futuras, etc.

Se puede definir la rentabilidad actuarial como el tipo de interés de la ley de capi-
talizacion compuesta que, dada una tabla de mortalidad-supervivencia, permite
igualar el valor actuarial de las primas o aportaciones y el valor actuarial de las
indemnizaciones o prestaciones, teniendo en cuenta las caracteristicas comercia-
les que incorpora la operacion.

Mas formalmente, diremos que i* es la rentabilidad actuarial de una operacion
cualquiera, cuando se verifique la ecuacion:

n-

1 z
A @+ p, =2 R @+ /q,
0 r=s

t=
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donde:

A Aportacion realizada por un individuo en el momento “t”. Puede ser un nimero
concreto de aportaciones o tener caracter vitalicio.

(1+i*) *: Factor de actualizacion financiero.
i*: Rentabilidad actuarial.
{Px: Probabilidad de que un individuo de edad “x” sobreviva “t” afios.

R:: Prestacion recibida por un individuo en el momento “r’. Puede ser un nimero
concreto de prestaciones o tener un caracter vitalicio.

/0y : Probabilidad de que un individuo de edad “x” tenga derecho a cobrar una
determinada prestacion en el momento “r".

Como la matematica financiera es un caso particular de la matematica actuarial, ya
gue en aquélla todas las probabilidades son iguales a la unidad; la rentabilidad
actuarial también puede utilizarse para calcular la rentabilidad de una operacion
financiera sin mas que obviar la tabla de mortalidad-supervivencia a que hace
referencia la definicién anterior.

Asi pues, podemos pasar a denominar a esta nueva rentabilidad como actuarial,
ya que comprende todas las operaciones, ya sean financieras o actuariales. Tam-
bién se pueden incluir aqui todas las caracteristicas comerciales de la operacion,
como la fiscalidad, comisiones, etc.

Por lo tanto, metodol6gicamente es similar a la desarrollada para las operaciones
financieras, sin més que afiadir las probabilidades correspondientes a cada tipo de
operacion.

3.1. Rentabilidad de las operaciones de seguros mas relevantes

A modo de ejemplo, vamos a calcular la rentabilidad actuarial de dos operaciones
de seguros para mostrar su funcionamiento.

3.1.1. Seguro de Capital Diferido (SCD)

En esta modalidad, si el asegurado vive en la fecha de vencimiento, previamente de-
terminada, el asegurador se compromete a abonarle el capital estipulado en la poliza.

Partimos de un individuo de edad “x”, siendo el tipo de interés técnico, “i", constan-

te y la cuantia invertida de una unidad monetaria. Al cabo de “n” afios, la unidad
monetaria se convierte en:

_@+iy 1

CCD
i n px nEX
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siendo:

C:P: Cuantia recibida en caso de supervivencia en la modalidad de Seguro de
Capital Diferido, puro.

nPx: probabilidad de que un individuo de edad “x” alcance la edad “x + n”.

—— factor de capitalizacion actuarial, para un individuo de edad “x” y un plazo de

n X
(13 )]

n” afios. Es mayor que el correspondiente factor financiero, ya que solo se cobra
en caso de que sobreviva.

En el caso de que sobreviva y se cobre como capital Gnico, el impuesto, T 5°, que
tiene que pagar al final de la operacion es:

Tn(F:’D =t, (CSD -1 = t, [M - 1:|

nI=x

condicionado a que sobreviva a la edad “x + n” y siendo “t,” el tipo impositivo apli-
cable a esta operacion.

No existe deduccidon por la aportacion, por lo que los capitales que intervienen en
la operacion al incluir las caracteristicas fiscales son:

Prestacion actuarial = {(1, 0), (T,5”, n)}.

L . 1
Contraprestacion actuarial = {(—, n)}.
n EX

Con todo ello, la ecuacién para el calculo de la rentabilidad actuarial i*, planteada
en el momento final de la operacion, es:

L+ = (€ -T.) i, {% -, (%—1}} P = (@-1)- (L) +,

de donde:

i*=[(1-t,) @+i)"+t, pJ"-1< Ccy <i

i irff

que es menor que la rentabilidad financiero-fiscal, i, que se puede obtener con
una operacion cierta similar, como es el depdsito a plazo, ya que en el seguro se
tributaria por la diferencia entre la cuantia recibida (mayor que en el depésito) y la
aportacion realizada. A su vez, esta rentabilidad también es menor que la financie-
ra, i, por la existencia de los impuestos.
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Esto permitiria justificar que los Seguros de Capital Diferido deberian tener un
tratamiento fiscal ventajoso, respecto a las operaciones de ahorro similares, para
gue la rentabilidad financiero fiscal “a priori” fuera igual en todos los casos.

También se podria afiadir cualquiera de las caracteristicas aseguradoras que pre-
sentara la operacion, como diferimiento, contraseguro, etc.

3.1.2. Plan de Pensiones y otros productos con el mismo tratamiento fiscal

En este apartado se va a desarrollar el caso donde se considera a los Planes de Pen-
siones como operaciones aleatorias, ya que siempre hay un grado de incertidumbre en
cuanto a la fecha en la que recibira la prestacién de jubilacién o sobre la cuantia y fecha
de cobro de la posible indemnizacién por fallecimiento, invalidez, dependencia, etc.

A continuacion, se va a plantear el estudio de un Plan de Pensiones (PP) de aportacién
definida, que incorpora implicitamente un seguro para caso de fallecimiento, puesto que
la cuantia acumulada en la cuenta del participe es el capital asegurado en cada momen-
to. Esto significa que, aungue no exista una prestacion definida para caso de fallecimien-
to, esta contingencia esta implicita, aunque por una cuantia no conocida a priori.

Se va a analizar el caso de una Unica aportacion, recuperando la cuantia en la
fecha de jubilacion como capital Unico. No se va a contemplar otras contingencias,
como incapacidad, dependencia, rentas de supervivencia (viudedad y orfandad).

Las restantes hipotesis son las siguientes:

¢ Plan de aportacion definida.

e Como el Plan de Pensiones es una operacion postdeterminada, y, por lo
tanto, no se puede conocer a priori el rendimiento, se va a suponer que la
rentabilidad del PP, ip, €s constante.

e X: edad inicial de la aportacién al PP.

e j: edad inicial del cobro del capital acumulado en el PP. Suponemos que
coincidira con la edad de jubilacion.

n =j— x: NUmero de periodos entre la aportacion inicial y la edad de jubilacion.

La aportacion inicial, de una unidad monetaria, al cabo de “n” periodos, se trans-
forma en:

(1 +ip)"

Pero esta cuantia sélo la recibira el participe si sobrevive a la edad “j", es decir si
llega vivo al momento “n”.

En cuanto a las deducciones y pagos de impuestos que aparecen en la operacion,
son los siguientes:

92



@)

(b)

(©)

De la aportacion al PP, una unidad monetaria, podra deducirse, en el momento
inicial, t = 0, la cuantia siguiente:

DO =1- to = to
donde:

to: es el tipo impositivo del participe en el momento “0”.

Do: es la cuantia deducida en el momento de la aportacion.
con lo que la aportacion neta de impuestos es:
A'o =1- to

Al final de la operacion, tributa por la totalidad de lo recibido, pero siempre
condicionado a que sobreviva a ese momento:

To=t, (1 + iP)n
donde:

T, : Impuesto correspondiente al capital recibido en el momento “n”.
t,: Tipo impositivo del participe en el momento “n”.
con lo que la cuantia neta de impuestos, Q',,, que recibira es:

Qn=(1-t) (1+ip)"
En caso de que se produzca el fallecimiento del participe antes de la fecha de
jubilacién, sus beneficiarios recibirian la cuantia acumulada en el PP, pero
tendrian que tributar como rendimiento del trabajo. Se va a suponer que el fa-

llecimiento se produce, por término medio, a mitad de periodo, con lo que la
cuantia acumulada, C,, hasta ese momento en un periodo cualquiera “r’, sera:

C,=(+ip) %% con r<n

Ademas, suponiendo que el tipo impositivo, en el periodo “r’, es t;, tendremos
que, la cuantia neta de impuestos que recibiran los herederos, seré:

Ci=(1-t) (1+ip)~ % conrs<n
donde

C1: Cuantia, neta de impuestos, que recibirian los herederos durante el perio-
do “r", ya que se supone que el “seguro de fallecimiento”, cuyo capital asegu-
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rado es el valor acumulado por el PP, hasta el momento “r’, se paga a mitad
de ese afio, es decir en el momento “r — 0,5".

Por lo tanto, los capitales que intervienen en la operacién al incluir las caracte-
risticas fiscales son:

Aportaciones = {(1 -ty , 0)}
Indemnizaciones ={(C’y, 0,5), (C',, 1,5), ..., (C',, n—=0,5), (Q",, n)}

Con todo ello, la ecuacién para el calculo de la rentabilidad financiero-fiscal, i, €s:

(1_t0) = Qr: npx (1+ i*)_n + Z Cr’ r—lqu (1+ i*)-(r-OVS)
r=1

A-t,)=@1-t,) @+ix)" ,p, @+i*™" +i(1—tr) L+i,) %%, /g (L+i*) O

r=1
donde:

i*: es la rentabilidad actuarial.

nPx: probabilidad de que un individuo de edad “x” sobreviva a la edad “x + n” o, tras
el cambio de variable, a la edad “j".

r1/0x: probabilidad de que un individuo de edad “x” fallezca exactamente a la edad
“x+r-1".

En este caso no se puede despejar la rentabilidad financiero-fiscal.

En el supuesto de que los tipos impositivos de los beneficiarios fueran constantes,
ts, se puede reescribir la ecuacion de equivalencia en funcién del factor actuarial y
del seguro para caso de fallecimiento:

A-t,)=(1-t) @+i)" EF + (1-tg) @1+i,)*° * A¥

n

donde:

p K;‘lﬁ: es el valor de un seguro para caso de fallecimiento, pagadero a mitad de

afio, creciente en progresion geométrica de razon ip, para un individuo de edad “x”
por un plazo de “n” afios. El asterisco indica que el tipo de interés utilizado para la
valoracion es la rentabilidad actuarial.

ip: es la rentabilidad anual, constante, esperada para el PP.

(EX: el factor de actualizacion actuarial hasta la edad “x” durante “n” periodos.

Igualmente, el asterisco indica que el tipo de interés utilizado para la valoracion es
la rentabilidad actuarial.
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a+ ip)o's: el primer capital asegurado. Al suponer que se paga en el momento del
fallecimiento, en promedio, el capital constituido se puede situar a mitad del periodo.

3.2. Algunos resultados de la rentabilidad actuarial

Veamos los resultados del célculo de la rentabilidad actuarial a una serie de ope-
raciones tanto financieras como actuariales.

En el Gréfico 1 podemos ver la rentabilidad actuarial de un Plan de Pensiones con
cobro en forma de renta financiera. Se puede observar que la rentabilidad actuarial
permite diferenciar para varones y para mujeres, ya que se utilizan tablas de mor-
talidad-supervivencia diferentes. No hay ninguna dificultad en afadir cualquier otra
caracteristica, ya sea fiscal, comercial o de disefio del producto. En este caso la
ecuacion para el calculo de la rentabilidad actuarial es:

(1+|)d

(1-t)) = (1-ty) (@+0)*° PAT; +———(1-t,) (Ef&.

0,0270

0,0260

0,0250 /A
0,0240 /
0,0230

0,0220

Rentabildiad

0,0210

0,0200

25 30 35 40 45 50 55 60 64
Edad

——PPRFV —@—PPRFM

Gréfico 1
Rentabilidad actuarial de Plan de Pensiones cobrado como Renta Financiera, i = 2%
(Fuente: Dominguez et al. (2011))

En el Grafico 2 se puede observar la rentabilidad en el caso de que el plan de
pensiones se cobre en forma de renta vitalicia. Siendo la ecuacién final para calcu-
lar la rentabilidad actuarial.

(1-t,) = @-t") (@+i)° PA* 4 (1“) (1-t7) ,E*a

xd|

l
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Gréfico 2
Rentabilidad actuarial de Plan de Pensiones cobrado como Renta Vitalicia, i=2%.
(Fuente: Dominguez et al. (2011))

En el Grafico 3 se puede ver la rentabilidad actuarial de varios productos simulta-
neamente.

0,0260 ’///)
0,0240 -
0,0220 - =
m— 1P FRA I
-
20,0200 E—
= C1FP FRA+RIVHP g
-
0P FRA+RIV+C+P £
5 0,0180
—=—PPRV =
—+—PP RF 0,0160 —
—m—PIAS
0,0140 -
0,0120
25 30 35 40 45 50 55 60 64
Edad

Gréfico 3
Rentabilidad actuarial de varias operaciones financieras y de seguros, i = 2%.

(Fuente: Dominguez et al. (2011))

Leyenda del Gréafico. OP FRA: Operacion financiera; RIV: Renta Inmediata Vitalicia: P: Peaje Fiscal;
C: Contraseguro de Primas; PP: Plan de Pensiones; RV: Renta Vitalicia; RF: Renta Financiera; PIAS:
Plan Individual de Ahorro Sistematico.
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4. RESUMEN Y CONCLUSIONES

Por analogia con la rentabilidad financiera, la rentabilidad actuarial se puede defi-
nir como el tipo de interés técnico que, dada una tabla de mortalidad, permite igua-
lar el valor actuarial de las primas y el valor actuarial de las indemnizaciones, te-
niendo en cuenta las caracteristicas comerciales que incorpora la operacion.

La rentabilidad financiero-fiscal se puede considerar como un caso particular de la
“rentabilidad actuarial” de una operacion cualquiera.

Permite introducir mayor numero de posibilidades en todas las operaciones: segu-
ros implicitos, contraseguros de primas, peaje fiscal, cobro como Renta Vitalicia,
como Renta Financiera.

La modificacion del Texto Refundido de la Ley de Ordenacion y Supervision de los
Seguros Privados, permitira:

e Mayor transparencia de las operaciones de seguros, que tienen un cierto
oscurantismo tradicional.

o Util para los asegurados porque les va a permitir comparar distintas opera-
ciones de seguros.

o Falta conocer la metodologia, que se va a desarrollar reglamentariamente.

Todo ello permite resaltar la importancia que puede llegar a tener este concepto,
ya que a su aplicacion investigadora, se le suma su utilidad para los asegurados,
tras la inclusion de este concepto en la Ley 1/2013.
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Ponencia 7

APLICACION DEL MODELO BRASS TYPE A LA MORTALIDAD
DE LA POBLACION ASEGURADA MEXICANA

Arelly Ornelas y Montserrat Guillén

RESUMEN

Estudiamos la mortalidad de la poblacién asegurada mexicana y analizamos su compor-
tamiento respecto a la poblacién general a fin de estimar cual es la diferencia entre la
mortalidad de ambas poblaciones y cuantificar el riesgo de longevidad en la poblacién
asegurada a través de modelos que parten de la poblacién general. Se utilizan datos de
2000, 2005 y 2010 y se concluye que en la dltima década se mantiene estable la dife-
rencia que existe entre ambas poblaciones. Se concluye que se ha producido un incre-
mento del riesgo de longevidad en la poblacion asegurada en los Ultimos diez afios.

1. INTRODUCCION

En el area de las ciencias actuariales es relevante modelar la mortalidad para rea-
lizar una gestion eficiente del riesgo que permita el correcto calculo de reservas y
tarifas para los diferentes productos de sector vida como son las rentas vitalicias,
los planes de pensiones y los seguros tradicionales con cobertura de muerte. De
acuerdo a los productos del seguro de vida, los riesgos que se deben cuantificar
son el riesgo de longevidad y el riesgo de mortalidad.

En este trabajo estudiamos la mortalidad de la poblacion asegurada mexicana y
analizamos su comportamiento respecto a toda la poblacién de México (poblacién
general). El objetivo es estimar cual es la diferencia entre la mortalidad de ambas
poblaciones y cuantificar el riesgo de longevidad en la poblaciéon asegurada a tra-
vés de modelos que parten de la poblacién general.

Desde el punto de vista de un asegurador, el riesgo de longevidad y el riesgo de
mortalidad se han ido transformando al pasar los afios, debido a las mejoras sani-
tarias y tecnoldgicas que se han desarrollado en las Gltimas décadas. La esperan-
za de vida al nacimiento sigue en crecimiento. En el caso de México, de acuerdo al
Banco Mundial (2013), en el afio 1990 la esperanza de vida para los hombres se
esperaba que alcanzara los 68 afios y para las mujeres los 74 afios. Para el afio
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2000 estos numeros se incrementaron a 72 y 77 afos, respectivamente. Mas re-
cientemente, en el afio 2010, la esperanza de vida para los hombres resulto ser de
74 afios y para las mujeres de 79 afios. La diferencia en afios de la esperanza de
vida entre hombres y mujeres se ha mantenido casi inalterable alrededor de los 5
afios, en las Ultimas dos décadas.

A lo largo de los afios, en ciencias actuariales se han explorado diferentes modelos
para describir la mortalidad. En la literatura occidental del siglo XIX ya se mencionan
aspectos relacionados con la mortalidad en seguros, las rentas vitalicias y la selec-
cién adversa de riesgos. En el Reino Unido se crearon las primeras tablas de morta-
lidad que incluyeron cierto margen que previera los cambios en la mortalidad, con la
finalidad de proteger a las aseguradoras contra pérdidas. Estas tablas se construye-
ron con datos relativos a las aseguradoras en el periodo 1900-1920 (Pitacco, 2009).

Si bien en tanto en el ambito demografico como en el actuarial se han realizado
trabajos destinados a modelar y proyectar la mortalidad en México, no hay tablas
de mortalidad que reflejen su situacion real. Las compafias aseguradoras utilizan
actualmente para el célculo de las reservas las tablas de mortalidad publicadas en
Diciembre del afio 2000. Estas tablas reflejan la experiencia de la mortalidad ob-
servada por las diferentes aseguradoras en México para los afios 1991 a 1998
(ver Mendoza, Madrigal y Martinez, 2000). La Comisién Nacional de Seguros y de
Fianzas (CNSF) es quien supervisa la correcta operacion de los sectores asegura-
dor y financiero, tanto del cumplimiento de la normativa como de la solvencia ne-
cesaria para cumplir con las obligaciones contraidas.

De manera interna algunas compafiias de seguros construyen tablas de mortali-
dad para tarificar los seguros de vida. Mas recientemente la Asociacion Mexicana
de Instituciones de Seguros (AMIS) ha calculado tablas de mortalidad de forma
qguinquenal con la experiencia de algunas compafiias del sector asegurador, las
cuales han sido empleadas para este trabajo y se describiran mas adelante.

Contemplar la mortalidad de los asegurados, es suponer que la mortalidad se
mantendra estable dentro de este subconjunto de la poblacién, cuando en realidad
este subconjunto no se comporta de forma andaloga a la poblacién a la que perte-
nece, SiNn0 que es un grupo con caracteristicas especificas. El utilizar de manera
Unica la mortalidad de la poblacién general para el subgrupo de los asegurados
llevaria a un sesgo en la estimacion del riesgo.

La seleccién adversa viene relacionada a los habitos de los asegurados, ya que estos
poseen informacion que la aseguradora no podra obtener. A este fenomeno se le
llama informacién asimétrica, por ejemplo, la aseguradora podra tener informacién
recolectada con los cuestionarios y en algunos casos de examenes médicos, sin em-
bargo no puede llegar a conocer con absoluta certeza el historial de la familia o los
motivos por los cuales se ha adquirido un seguro. Si los asegurados llegan a ocultar
caracteristicas que indiquen un mayor riesgo de muerte, entonces la aseguradora, no
siendo consciente de dicho sesgo, podria estar subestimando el verdadero riesgo.
Mas informacion al respecto se puede encontrar en Chiappori y Salanié (2000).
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En el caso opuesto, cuando el control de la seleccién adversa es efectivo, si sélo
se considerara la experiencia de la poblacion en general en lugar de la subpobla-
cién de asegurados, este supuesto conduciria a primas demasiado elevadas, de-
bido a la sobre estimacion del riesgo. Es bien sabido que los ciudadanos que sus-
criben un seguro tienen un buen poder adquisitivo que transciende en un estilo de
vida que les permite estar méas saludables.

Segun Plat (2009), los problemas en la informacion de mortalidad de los asegura-
dos no se reduce a la antiseleccion, sino que también hay problemas intrinsecos
del manejo de informacion. Las bases de datos de las aseguradoras, en muchos
casos, van poco mas alla de los 15 afios. Otra deficiencia es que el porcentaje de
personas del total de la poblaciéon global que contrata un seguro es pequefio.
También subraya el hecho de que los asegurados con mayores sumas asegura-
das son los que presentan menor mortalidad.

En el caso particular de la poblacion asegurada en México, estos tres puntos se
cumplen: hay un posible efecto de seleccion adversa, se utiliza la mortalidad de la
poblacién general para calcular el riesgo de mortalidad en poblaciones aseguradas
y, finalmente, la informacién para los asegurados es insuficiente. Si bien en los
ultimos afios la CNSF ha hecho publica parte de la informacién de aseguradoras
recolectada anualmente mediante las SESA (Sistema Estadistico del Sector Ase-
gurador), no hay informacién por un largo periodo de afios. En cuanto a la partici-
pacion del seguro de vida en el total del mercado asegurador, segun la CNSF, las
primas directas del seguro de vida en México conformaban el 34,3% del total de
primas recaudadas en el afio 2000, para el afio 2010 este porcentaje se vio incre-
mentado al 40%. Los planes de pensiones en cambio han sufrido una caida abrup-
ta pasando del 13% en el 2000 a 5,13% en 2010. Sin embargo en cuanto a nime-
ro de personas se refiere, el nimero de asegurados en planes individuales vida es
de 11.678.327 segun registra la SESA del afio 2010. Lo que representa el 14,6%
de la poblacién censada en México en edad de adquirir un seguro, en el mismo
afio, que asciende a 79.983.893 personas.

El método sobre como relacionar la experiencia de mortalidad de la poblacion
general y la experiencia de mortalidad de la poblacién asegurada, afecta directa-
mente a la valoracién de los riesgos De los posibles modelos relacionales hemos
elegido los modelos Brass-Type, que son frecuentemente usados en la literatura
actuarial.

2. METODOLOGIA
2.1. Modelo Brass-type
El modelo de Brass fue propuesto por Brass (1971). Trataba de establecer una

relacion lineal entre el logit de dos curvas de supervivencia, explicando de esta
manera la mortalidad de un grupo a cada edad en funcion del otro. Asi se puede
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crear una tabla de vida nueva a partir de una tabla de referencia cambiando los
parametros que establecen la relacion lineal.

El modelo escrito de manera mas general establece la relacion lineal a través de una
funcién de las tasas de mortalidad que puede ser el logaritmo o la funcién logistica.
La ecuacion (1) especifica el modelo Brass-type con la funcién logaritmo como link.
Por lo tanto, si m_, es la tasa de mortalidad en el instante t de un individuo de edad

ref
X,t

t de un individuo de edad X perteneciente a una poblacion de referencia, entonces

X perteneciente a una poblacion daday m ., es la tasa de mortalidad en el instante

log(m,,) = + B log(m) + &,,. (1)
El parametro S se interpreta como el cambio en mortalidad que hay de una po-

blacion a otra. En cuanto a « es un incremento o decremento constante, que
varia el nivel de mortalidad de acuerdo a la mortalidad de referencia. El término
¢,, captura las fluctuaciones aleatorias entre los logaritmos de las tasas de morta-

lidad.

La mortalidad para asegurados de edad x en el afio t se obtiene directamente
despejando la ecuacion (1)

E(m,,) =expd +{(m))’. )

x,t

De acuerdo a Brouhns, Denuit y Vermunt (2002) el suponer un modelo lineal impli-
ca suponer que los residuales son homocedasticos y que ademas se distribuyen
como una normal, lo cual no sucede. Por ello, duchos autores implementan una
modificacion al modelo suponiendo que las muertes d(x,t) de individuos de edad

X en el periodo t, se comportan como una Poisson (L(x,t)m, ), por lo que el mo-
delo queda de la siguiente manera:

E(m,,) = exp{a + B log(m )} 3)

Con esta especificacion las desviaciones estandar de los parametros estimados
son menores a los que se obtendrian con la ecuacion (1).

Esta versiéon del modelo Brass-type se utilizara para explorar la mortalidad de los
asegurados en funcion de la mortalidad del total de la poblacién mexicana.

3. DESCRIPCION DE LOS DATOS

El interés principal es cuantificar la diferencia en las tasas de mortalidad entre la
poblacién Mexicana y la mortalidad de los asegurados, asi como explorar la posibi-
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lidad de crear tablas de mortalidad como una mezcla de la mortalidad de ambos
grupos. Esto con el proposito de eliminar la seleccion adversa, ya que si se solo se
tomara en cuenta la mortalidad observada por las aseguradoras en un periodo de
tiempo se puede caer en una subestimacion de la mortalidad.

Se tienen tres afios de estudio t: 2000, 2005 y 2010.

Ha sido necesario emplear diferentes fuentes para la obtencion de datos. Los da-
tos de la poblacién Mexicana se han extraido directamente de la pagina web del
Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI) y la pagina web del Consejo
Nacional de Poblacion (Conapo). Estos datos reflejan el comportamiento demogra-
fico de los 31 estados y un Distrito Federal en México. El nimero de personas
vivas proviene de los censos de poblacién efectuados en los afios 2000 y 2010 y
el conteo de poblacion efectuado en el afio 2005. Los conteos de poblacién se
realizan cada 5 afios en afios donde no se realiza censo y se hacen de acuerdo a
una muestra aleatoria estratificada del total de poblacion y representan un soporte
estadistico para identificar y actualizar los cambios que el pais experimenta en sus
aspectos demogréficos, econémicos y sociales.

Tanto el nUmero de personas vivas como muertas la informacion se tiene segmen-
tada por sexo y edad de 0 a 100 afios y mas. De estos se excluyeron las cifras que
no estaban clasificadas en sexo y/o edad. Se tomo esta decision tratando de evitar
el sesgo en la informacion ya que la omisién de dicha informacién pudiera ser
causada por muertes a edades muy tempranas por lo que no se declaran el gene-
ro, o en el caso de edades avanzadas que se desconozca la edad exacta del di-
funto. Se supone entonces que el error no es aleatorio y que el realizar una distri-
bucién proporcional de los no especificados puede alterar la distribuciéon de la
poblacién que si declar6 tanto edad como sexo. El porcentaje de datos no clasifi-
cados es, sin embargo, pequefio y asciende al 0,23% del total.

Las tasas crudas de mortalidad de la poblacion general m,, se calcularon como el
cociente del nimero de defunciones registradas a la edad X en el tiempo t, d(x,t),
y el nUmero de personas vivas con edad cumplida x en el afio t, L(x,t).

m

_d(xt)
“CTL(x,t) )

En cuando a las tasas de mortalidad del sector asegurador, estas fueron obteni-
das de la Asociacion Mexicana de Instituciones de Seguros (AMIS), quienes en
convenio con la Asociacién Mexicana de Aseguradoras (AMA) fueron los encarga-
dos de calcularlas. El detalle de la construccion de las tablas del afio 2000 se en-
cuentra publicado en Rendon (2000). En cambio la metodologia del calculo de las
tasas de mortalidad del afio 2005 y 2010 se encuentra en Rendon (2012). En re-
sumen, estas Ultimas tablas emplean informacion sélo de las cuatro compafiias de
seguros mas grandes en México, ademas solo se tuvo en cuenta las poélizas con
mas de 4 afios de antigliedad. Se dividié el nUmero de muertos en un afio calen-
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dario entre los vivos al principio del mismo afio. Con la idea de reflejar el movi-
miento de altas y bajas que tienen las pdlizas, se utilizé la formula exponencial de
decrementos multiples hasta llevarla a una tabla con un sélo decremento. Al tam-
bién modelarse la mortalidad infantil hizo falta tomar la experiencia de otros paises
como son Canada y Estados Unidos.

Ambas tablas contienen informacion desglosada por género y para las edades de
0 a 100. Suponiendo 100 como la edad maxima, es decir, a esta edad todos los
asegurados se habrian extinguido. Para el ajuste realizado en este trabajo, se ha
tomado como edad minima los doce afios de edad, ya que a partir de esta edad se
ofrecen los diferentes coberturas del seguro de vida.

4. RESULTADOS

Con los datos descritos anteriormente se han realizado los calculos necesarios
para obtener los pardmetros estimados del modelo relacional Brass-Type. En la
figura 1 se muestra el logaritmo de la mortalidad de los asegurados para los 3
afios de estudio: 2000, 2005 y 2010. El logaritmo de las tasas de mortalidad en los
hombres y las mujeres son muy similares en la infancia y la edad adulta, las mayo-
res diferencias se encuentran en la juventud que es cuando los hombres son méas
propensos a tener accidentes. En el grafico de los hombres se nota un comporta-
miento diverso en los datos de 2010, respecto a los otros afios, la joroba relacio-
nada con los accidentes se alarga hasta la edad de 40 afios, mientras que para
2000 y 2005 esta acaba en la edad 30 aproximadamente. Ademas, el maximo de
mortalidad en este periodo se traslada de la edad 20 afios a la edad 30.

(a) Hombres (b) Mujeres

Figura 1
Logaritmo de la tasa cruda de mortalidad de los asegurados en México de edad 12 a 100.
Afio 2000, 2005 y 2010.
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En la tabla 1 se presentan los resultados obtenidos suponiendo que el nimero de
muertos sigue una distribucion Poisson. La estimacion que corresponde a la pen-
diente de la recta estimada, en todos los casos es mayor que uno, indicando que
la mortalidad de los asegurados es menor que la mortalidad de la poblacién en
general. En el caso de las mujeres los parametros estimados indican que la morta-

lidad de ambas poblaciones son similares, pues los parametros estimados 3 son

muy cercanos a uno en los tres afios de estudio. Cuando el logaritmo de la morta-
lidad se acerca a cero, es decir cuando la mortalidad crece es cuando mas dife-
rencias se encuentran entre ambos.

Parametros estimados por el modelo Brass-t;l/—s: Lae lacuerdo a la regresion Poisson. Ecuacion (3).

Mujeres a Y;; SD & SD f BIC
2000 - 0,030 1,065 0,007 0,002 20.758
2005 0,179 1,059 0,006 0,001 14.946
2010 - 0,025 1,081 0,006 0,002 17.313

Hombres a Y;; SD & SD f BIC
2000 0,690 1,322 0,008 0,002 28.489
2005 0,875 1,308 0,006 0,002 21.958
2010 0,754 1,369 0,006 0,002 23.418

(a) Hombres (b) Mujeres
Figure 2

Comparativo entre el logaritmo de la mortalidad real de los asegurados y el logaritmo de la
mortalidad estimada por el modelo Brass-Type Poisson. Afio 2000, 2005 y 2010.

En el caso de los hombres, los parametros estimados 4 son mas grandes que los
estimados para la poblacién femenina. Por ejemplo para el afio 2010, si el logarit-
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mo de la mortalidad en la poblacién general aumenta, el logaritmo de la mortalidad
en los asegurados aumenta en 1,369. Este incremento se puede explicar con la
curva de los accidentes, que es mas pronunciada en la poblacién general que en
los asegurados.

Los residuales mas grandes se observan siempre cuando se incrementa la edad,
que es cuando se comienzan a tener menos observaciones y existe mas variabili-
dad en los datos.

Al estar interesados en el andlisis de la longevidad es util e importante calcular el
riesgo de que una persona llegue a una cierta edad. En el articulo Ornelas, Guillén
y Alcafiz (2013) se usa el valor en riesgo (VaR) como medida del riesgo de longe-
vidad. El cuantil obtenido es el nimero de afios que se espera sobreviva la pobla-
cién a partir de una edad determinada, segun un nivel de confianza. Es posible
obtener el VaR suponiendo que la supervivencia empirica sigue una distribucién
Weibull(p, 1), y para ello estimar los pardmetros p y A empleando la relacion

lineal entre la funcién de supervivencia Weibull y los parametros.

Para llegar al calculo del VaR, se emplean las tasas de mortalidad estimadas por
el modelo relacional Brass-type, con estas se calcula la funcién de supervivencia y
enseguida el VaR. Se han fijado dos niveles de confianza: 90% y 95%. Ya que
estamos interesados en el riesgo de longevidad, se calcularon el nUmero de afios
a vivir una vez se han cumplido 65 afios.

Tabla 2
Valor en riesgo (VaR). Numero de afios a vivir después de la edad 65. Ajuste Weibull
a las tasas de mortalidad: reales de los Asegurados, estimadas por el modelo Poisson
y estimadas por el modelo lineal.

Hombres VaR 90% VaR 95%
2000 2010 2000 2010
Asegurados 30,47 35,67 35,47 41,22
Regresion Poisson 32,79 33,07 37,76 37,86
Regresion Lineal 30,06 34,52 34,84 39,84
Mujeres VaR 90% VaR 95%
2000 2010 2000 2010
Asegurados 40,14 39,14 46,50 45,05
Regresion Poisson 37,39 38,20 43,32 44,07
Regresion Lineal 37,82 38,12 43,89 44,03

La tabla 2 muestra el VaR obtenido en tres casos diferentes, la primera linea co-
rresponde a la mortalidad real de los asegurados (AMIS), la segunda linea a la
mortalidad estimada por la regresion Poisson y finalmente la tercera linea muestra
el VaR de la mortalidad estimada por la regresion lineal.
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La diferencia entre hombres y mujeres es evidente. En todos los casos se espera
que las mujeres, después de los 65 afios, vivan mas afios que los hombres.

Considerando un nivel de confianza de 90%, por ejemplo en el afio 2010, se espe-
ra que las mujeres aseguradas vivan 39 afios mas alla de los 65. Sin embargo
cuando se hace la correccion de la seleccion adversa segun el modelo Poisson el
ndmero de afios baja a 38. El VaR para las mujeres no tiene cambios substancia-
les entre usar el una regresién Poisson o0 una regresion lineal. Esto se podria ex-
plicar con el hecho de que la mortalidad de las mujeres es mas estable a través de
los afios que la de los hombres, como se puede observar en la figura 1. Ademas
de que la mortalidad en mujeres aseguradas es mas cercana a la mortalidad de la
poblacién general.

En cambio para los hombres asegurados, en el mismo nivel de confianza y afio, se
espera que vivan 35 afios. Cuando se toma en cuenta la mortalidad de la pobla-
cion general mediante el modelo Poisson, al igual que las mujeres, el nUmero de
afios baja a 33. Sin embargo aqui si se notan diferencias entre estimaciones. El
ajuste lineal aminora el numero de afios pero muy poco en comparacion con lo
gue lo hace el modelo Poisson.

Comparando estos resultados con los presentados en Ornelas, Guillén y Alcaniz
(2013), en donde se hizo el mismo ejercicio pero considerando la poblacion gene-
ral Gnicamente, se puede observar que, los asegurados hombres tienen una ma-
yor esperanza de vida, achacado principalmente al estilo de vida. Para el afio
2000 a un nivel de confianza de 95% se espera que los hombres sobrevivan 38,8
afios y a un nivel de confianza de 90% se espera que sobrevivan 32,93 afios.

Sin embargo esto no pasa siempre, para las aseguradas femeninas. Para el afio
2000 a un nivel de confianza de 95% se espera que sobrevivan 41,31 afios y a un
nivel de confianza de 90% 35,35 afios.

5. CONCLUSIONES

Al existir diferencias entre la mortalidad de los asegurados y la mortalidad general,
para la construccién de tablas de mortalidad en una compafia aseguradora el
tomar en cuenta ambas experiencias deberia ser un ejercicio cotidiano. El célculo
del VaR siempre sera util para conocer la situacion del portfolio, ya que indica a
que edad es probable que llegue la poblacion una vez se ha fijado un nivel de
confianza « . En general se puede leer que « /100 personas viviran x afios (don-
de X es justamente el valor obtenido del VaR).

La recomendacién de estudiar la mortalidad de forma separada por hombres y
mujeres sigue vigente, pues hasta la fecha no se ha encontrado evidencia con los
datos de que las diferencias en la mortalidad entre sexos haya disminuido y por lo
tanto se pueda obviar el factor sexo.
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La probabilidad de muerte de un individuo a una edad determinada x, depende en
gran medida de su edad actual como de su género. Sin embargo existen otros
factores, tales como la ocupacion, estilo de vida y habitos diarios, que pueden
influir o alterar dicha probabilidad. Aunque la solicitud de informacién detallada
sobre los habitos de los asegurados puede ser impreciso y facil de manipular. Por
otra parte, algunos de los cuestionarios pueden omitir informacion relevante. Los
factores que no son facilmente verificables por el asegurador, a priori, deberian ser
excluidos de la tarifa. En Kuh et al. (2009), los autores explican la implicacién de
los diferentes factores de la mortalidad.

A menudo se argumenta que la eliminacién de los factores de riesgo en la tari-
ficacion puede crear seleccion adversa. Esto significa que las personas de bajo
riesgo, cuando ven que los precios aumentan decide cancelar su pdliza y, por lo
tanto, la cartera de seguros sufre un desequilibrio, ya que sélo los clientes de alto
riesgo renuevan sus pélizas. Por ejemplo en el caso del seguro de vida, los hom-
bres se benefician de precios méas bajos lo cual es mas atractivo para los nue-
vos clientes hombres, mientras que las mujeres al ver aumentadas las primas,
podran optar por no comprar un seguro. En el limite, la compafiia de seguros sélo
se quedaria con clientes hombres, lo cual la obligaria a ajustar el precio de nuevo.
Algunos estudios indican que sin tener en cuenta ciertos factores de riesgo pue-
de aumentar la cobertura de la pérdida, es decir, el monto total de las pérdi-
das cubiertas. Ejemplos detallados se pueden encontrar en Ornelas, Guillén y
Romero (2013).

En el ambito de los seguros no es suficiente con calcular la probabilidad de muer-
te, si no que también interesa la esperanza de vida, que define el tiempo promedio
de afios que se espera que una persona de sobrevivir. Segun Vaupel, Zhang y van
Raalte (2011) para aumentar la esperanza de vida de una poblacién se debe po-
ner atencién en los medios para reducir las muertes en edades prematuras, algo
gue se consigue, por ejemplo, con las politicas de prevencion en salud adecuadas.
Como se ha analizado el riesgo de longevidad, es decir, el nimero de afios que
s6lo una pequefia fraccion de la poblacion sobrevive, se ha aplicado el concepto
de valor en riesgo a la duracion vida.
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Ponencia 8

ESTIMACION DEL RECARGO IMPLICITO EN UN SEGURO
VIDA ENTERA

Montserrat Hernandez-Solis, Cristina Lozano-Colomer
y José Luis Vilar-Zanén

RESUMEN

En la tarificacién en el ramo de los seguros generales (Wang (1995)) plantea una
prima recargada utilizando la funcion de distorsion. (Hernandez y otros (2013)) ex-
tienden este proceso al ramo de vida para una funcién de distorsion concreta trans-
formada proporcional del tanto instantaneo que es una potencia de la funcion de
supervivencia con exponente 1/ p, p >0 .

Quedaba abierto el proceso de estimar 1/ p, tarea que se aborda en este trabajo

mediante un argumento de solvencia aplicando el teorema central del limite. Dicha
aplicacion se ilustra con un ejemplo numérico con la primera ley de Makenham y
una cartera de seguros vida entera.

Palabras clave: Recargo implicito, Parametro de distorsion, Esperanza distorsionada.

1. INTRODUCCION

Las compafiias de seguro del ramo de vida establecen un recargo en la prima neta
para asi poder hacer frente a las desviaciones desfavorables de la siniestralidad real
con respecto a la esperada, dicho recargo suele estar implicito en las propias bases
de célculo contenidas en las tablas de mortalidad. Para el caso de los seguros con
cobertura de fallecimiento, es practica comun incrementar la probabilidad de falleci-
miento, o bien considerar tablas de mortalidad con probabilidades de fallecimiento
superiores. En (Hernandez y otros (2013)) se plantea un principio de célculo de prima
para seguros de vida basado en la medida de riesgo coherente “transformada propor-
cional del tanto instantaneo”. Se obtiene una prima recargada equivalente a la prima
pura de una nueva variable cuya funcion de supervivencia posee un tanto instantaneo
de mortalidad proporcional a la de la variable original, pero no se establece ningin
método para la eleccién del mejor valor del factor de proporcionalidad 1/ p .
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En este trabajo se va a estimar este factor de proporcionalidad en base al Var de
la cartera y con la aplicaciéon del teorema central del limite.

Se comienza con un resumen del fundamento tedrico de la obtencién de la pri-
ma recargada, basada en la transformada proporcional del tanto instantaneo, para
un seguro vida entera obteniéndose la expresion de la prima en funcion del ex-

1 _ .
ponente —>1 que coincide con el valor por el que hay que multiplicar el tanto
o,

instantaneo de fallecimiento. A continuacién para estimar el valor de p se consi-

dera una cartera de asegurados con la misma edad x. Aplicando a la variable pér-
dida total el teorema central del limite, se trata de obtener para que valor de p la

probabilidad de que los ingresos sean menores que los gastos sea menor que un
a suficientemente pequefio fijado previamente. Los célculos numéricos han sido
codificados en Maple.

Se concluye con un ejemplo para el caso de seguro con cobertura de fallecimiento
vida entera con la primera ley de Makenham.

2. PRIMA RECARGADA BASADA EN LA TRANSFORMADA PROPORCIONAL
DEL TANTO INSTANTANEO

Dado un riesgo definido por la variable aleatoria X >0 con funcion de distribucion
y funcién de supervivencia:

F(x)=Pr(X <x)
S(x)=1-F(x).

Definicion 1. La prima neta basada en el valor esperado se puede expresar por
medio de la funcién de supervivencia es:

E(X)= TxdF(x) = TS(x)dx.

La prima recargada basada en la funcién de distorsién de (Wang, 1995).

Definicidn 2. Dado un riesgo X con funcion de supervivencia S(x) y una funciéon no
decreciente g :[0,1] — [0,] con g(0)=0, g(1) =1 llamada funcién de distorsion,
la prima de riesgo ajustada a la medida de riesgo probabilidad distorsionada es:

©

E, (X)=Ig(8(x)) dx.

0
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Se va a considerar un caso particular de funciéon de distorsion (Yiu-Kuen Tse.
(2009)), que consiste en una funcion en forma de potencia de la funcién de super-
vivencia. Este tipo de funcién es muy aplicada en los seguros no vida por verificar
las propiedades de una medida de riesgo coherente. Ademas se verifica que to-
mando una funcién potencial de la funcién de supervivencia, el tanto instantaneo o
fuerza de mortalidad se multiplica por una constante, siendo esta una caracteristi-
ca que tiene una interesante interpretacion en seguros de vida.

Definicion 3. Se denomina transformada proporcional del tanto instantaneo a toda
medida de riesgo cuya funcién de distorsién tenga la siguiente forma:

g(u)=u”” con p>0

En este caso se define una nueva variable Y con funcion de supervivencia y prima
neta dadas por:

S, () =(SM)"”, p>0
I, (X) =E(Y)= | (SG0)"" dx.

0

De la definicién 3 se deduce (Hernandez y otros (2013)):
1

uW)=— ), p>0, t=0.
o

Siendo g, (t) el tanto instantaneo de mortalidad a la edad x. Asi se justifica la prac-
tica comUn de incrementar el tanto de fallecimiento para el recargo de la prima.

3. PRIMA RECARGADA PARA UN SEGURO VIDA ENTERA

Se considera un seguro vida entera, con capital asegurado unitario, para una ca-
beza de edad x. En este caso, el riesgo esta representado por la variable aleatoria
Ty, vida residual o tiempo de vida desde la contratacion de la péliza hasta el falle-
cimiento del asegurado, siendo la edad de contratacion la edad actuarial x.

Se parte de las siguientes premisas:

1. Se paga una unidad monetaria en el momento del fallecimiento.
2. Eltipo de interés técnico es i.

3. Dada la variable aleatoria continua, edad de fallecimiento X, para un recién
nacido , con funcién de supervivencia S(x), la variable aleatoria T, tiene una
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funcion de distribucion denominada G,(t) y una funciéon de supervivencia
S,(t) cuyas expresiones en funcion de S(x) vienen dadas por:

S(x)-S(x+t) 1- S(x+1)
S(x) S(x)
S(X +1)
S(x)

Gx (t) =

S,(1)=1-G,(t) =

Aplicando el principio de equivalencia actuarial para obtener la prima pura Unica se
obtiene la expresion (Bowers et al. (1997)):

P= j v'dG,(t)
0
. 1 L
siendo v = —— el factor de actualizacion.

1+i

Para adaptar este principio de equivalencia actuarial al calculo de primas basado
en la funcién de distorsion, se expresa esta integral en funcion de S, (t).

P= Tv‘ dG, (t)= —Tvt ds, (t)
0 0

Haciendo un cambio de variable e integrando por partes se obtiene una expresion
para la prima neta basada en S, (1)

Inv

n(z)=1-Js, ('“_Zj az.

Ahora la prima recargada se obtiene sustituyendo la funcion de supervivencia por
una potencia suya

M, (z)=1- 1(sx ('”_ZDU dz. )

Es claro que el exponente debera ser p <1 para que la prima recargada sea ma-

yor que la prima pura. Se demuestra en (Hernandez y otros (2013)) que este prin-
cipio de calculo de primas constituye una medida de riesgo coherente.

El problema consiste en obtener un valor para el parametro p. Por ello se presenta
un método de estimacion para este parametro empleando el Var de la cartera en el
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supuesto en que el numero de podlizas sea suficientemente grande para poder
aplicar el Teorema Central del Limite.

4. ESTIMACION DEL PARAMETRO p

Se trata ahora de obtener una distribucién aproximada para la variable pérdida de
toda la cartera, para ello nos apoyaremos en el siguiente teorema:

3.1.Teorema Central del Limite

Sea {Zl,ZZ,...,ZN} una muestra aleatoria simple de una poblacion con media u y

varianza xo® .ambas finitas. Entonces la funcién de distribucién de la variable

N
>z, tiende a la funcion de distribucion de una distribucion Normal con media N x
i=1

N
2.Z Ny
y varianza No” cuando N tiende a infinito. Por tanto, =~ tendera a distri-

VN2
buirse como una Normal (0,1).
Consideremos una cartera de N pélizas de un seguro vida entera, con asegura-
dos con la misma edad x, independientes entre si y tal que la variable aleatoria
vida residual a la edad x tenga la misma distribucién de probabilidad para todos
ellos T(x).

El coste total asociado a cada poliza j vendra dado por la variable aleatoria
Z =v'® con v=(@+i)".

J

Supuesta una cartera, grande, de N polizas el coste total tenderd a distribuirse
aplicando el teorema central del limite

2, — > N(NE[Z ], (NVIZ)]).

La esperanza y la varianza de Z; se obtienen a partir de la funcion de supervivencia
de los diferentes modelos de leyes de mortalidad con las siguientes expresiones:

E[Z]= —TvtdsX (t)= 1—}8X (In_zj dz 2
5 5 Inv
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Obteniéndose la Ultima expresion con el cambio de variable z =v' y una integra-
cién por partes.

Y de la misma forma se obtiene:
V[Z]=E[Z?]-E[Z]

© 1
E[z?]=-[v2ds, (1) =1-[S, ('”—sz dz
2 5 Inv

Por tanto:

V[Z]:{l—jsx(Inzzjdz}—{l—j'sx ['“_Zj dz} . @)
0 Inv 5 Inv

N
El coste total de la cartera estara dado por la variable aleatoria ZZj y si se cobra
j=1

a cada asegurado la prima recargada, los ingresos totales seran NIT , .

Se trata de obtener el valor de p para la probabilidad de que el coste total se
superior a los ingresos totales sea un valor « suficientemente pequefio. Es decir:

N
P{sz > an}:a

j=1

Dado que N es grande y que se cumplen las condiciones del teorema central del
limite se trata de dada una probabilidad « , obtener el valor de p para que en

una distribucién Normal (0,1) se verifique:
N
Z. —NE[Z]
; j j ZNHp_NE[Zi] _
JNVIZ)] JNVIZ)]

a

SiK, es el valor que deja a la derecha la probabilidad o se tiene la ecuacion
siguiente:

_ NIT, -NE[Z]]

Ka INV[Z]

Que como TIT, es funcién de p se trata de despejarlo de esta ecuacion.

(4)
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5. APLICACION A LA PRIMERA LEY DE MAKENHAM

Se considera una cartera de N pélizas independientes de un seguro vida entera de
asegurados de edad x. Se supone que todos siguen la primera ley de Makenham.

En este caso la expresion de la funcion de supervivencia de la variable aleatoria
vida residual y la del tanto estan dados por (Ayuso, M; y otros (2007)):

S (t)=S'ge ™ 0<g, S<1 C»>1
1, (t)=-InS—-C'Ing InC

El tanto instantaneo de la nueva variable aleatoria Y obtenida con la funcién de
distorsién

1 1

4 (t) =1(—|nS ~C'IngInC) = -InS” —~C'Ing” InC
P

Que como se puede ver corresponde a la primera ley de Makenham con parame-

tros
1 1

S?, gr<l C>1 vy p<l.

Por tanto la probabilidad de fallecimiento para los nuevos valores de los parame-
tros vendra dada por:

G, =1-(s¥) (g )

Vamos a tomar los valores para los parametros S=0,9, g=09 y C=11.

(Ayuso M. y otros (2001)), el tipo de interés técnico i=3% Yy las edades
x =11...,100.

Los calculos numéricos han sido codificados en Maple para obtener los resultados
gue buscamos.

Se estima el valor del pardmetro p para la modalidad de seguro vida entera para
cada edad en los siguientes casos a =0,05y a =0,01 y para tres tamafios de

colectivos con la misma edad N =100, N =500 y N =1000

Los resultados obtenidos se reflejan en el grafico 1 para « =0,05 y en el grafico 2
para o =0,01
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Gréfico 2

6. CONCLUSIONES

En resumen se ha encontrado un sistema para recargar las tablas de mortalidad
haciendo uso en un principio de calculo de primas basado en una medida de ries-
go coherente. Se ha encontrado un fundamento teérico para una practica actuarial
extendidisima.

Respecto de los valores obtenidos para 1/ p se observa:

e Es superior a 1 en todos los casos como cabia esperar.

e Es decreciente con la edad.
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e Los valores van desde un minimo de 1,07 para N =1000 y « =0,05 a un
maximo del,35 para N =100 y « =0,01.

e Es mayor cuanto mayor es el tamafio del colectivo, esto tiene sentido pues-
to que cuanto mayor es el tamafio de la muestra menor es la dispersion
respecto de la media, mientras que la prima recargada es igual para todos
los riesgos.

e Existen menos diferencias entre las edades menores y mayores cuanto
mayor es el valor de N, hasta tal punto que se podria, si la cartera es sufi-
cientemente grande, recargar de la misma forma todas las probabilidades
de fallecimiento.
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Ponencia 9

EL PRECIO DE LOS SEGUROS DE DEPENDENCIA EN ESPANA:
¢SON ACTUARIALMENTE JUSTOS?

Marta Dominguez Diaz y José Enrique Devesa Carpio

RESUMEN

El objetivo principal de este trabajo es la comparacion de los precios que aplican
las aseguradoras en los seguros de dependencia con respecto a los precios teori-
cos que se pueden calcular en funcién de las tablas de dependencia que se mane-
jan en la literatura. De esta forma se puede analizar si las entidades utilizan crite-
rios actuariales para la comercializacion de sus productos o intentan fidelizar a sus
clientes mediante unos precios por debajo de los actuarialmente justos. Para ello
se han elaborado unas tablas de dependencia mediante la incorporacion de las
esperanza de vida restante para los distintos grados de dependencia de Alcafiiz et
al. (2011) a las tablas generadas por Pociello et al. (2001) y por Artis et al. (2007).

Palabras clave: Seguros privados, tablas de dependencia, justicia actuarial.

1. INTRODUCCION

La dependencia se ha convertido en muy pocos afios en uno de los pilares basi-
cos en los que se asienta el Estado de Bienestar de los paises de nuestro entorno,
y en el que Espafa no podia quedarse al margen.

La normativa de referencia en el caso espafiol es muy reciente, ya que data de
2006, con la aprobacion de la Ley 39/2006, de 14 de diciembre, de Promocion de
la Autonomia Personal y Atencion a las personas en situacion de dependencia. A
partir de ese momento es cuando las aseguradoras empiezan a plantearse la po-
sibilidad de introducir seguros especificos que cubran esta nueva contingencia,
bien como seguro complementario o bien como seguro principal.

Dado el poco tiempo que ha transcurrido desde entonces, se puede decir que las
aseguradoras han asumido el nuevo reto y han incorporado la dependencia como
un nuevo producto. Asi, 17 entidades han ofrecido o estan ofreciendo actualmente
seguros privados de dependencia en Espafia. El abanico de productos que co-
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mercializan es muy variado, lo que hace dificil llevar a cabo una comparacion de
los mismos.

El bajo volumen de primas y la escasa informacion que hay sobre la siniestralidad
de los seguros de dependencia, dada su reciente implantacion, hace dificil fijar los
precios de estos seguros. No existen unas tablas de dependencia “oficiales” en el
mercado, si bien, hay dos tablas de dependencia, elaboradas por investigadores
académicos, Pociello et al (2001) y Artis et al (2007); donde el rango de edades
empieza a los 65 afios, siendo ésta una edad poco interesante para las asegura-
doras, ya que prefieren que este tipo de productos se contrate por personas mas
jovenes.

Existen bastantes trabajos que analizan la dependencia desde el punto de vista
actuarial; asi, se pueden citar: Alcafiz et al. (2011), donde analizan los costes de
los cuidados de larga duracion de los dependientes y calculan la esperanza de
vida restante en cada grado de dependencia, que ha sido utilizada en nuestro
trabajo, como se comentara mas adelante. En Alegre et al. (2008) se expone el
tratamiento actuarial de un seguro de fallecimiento con anticipo de parte de la
cuantia del seguro en caso de que se convierta en dependiente 0 agrave su situa-
cion de dependencia. En Alegre et al. (2004) se aplica el modelo markoviano de
transiciones a la dependencia. En Alegre et al. (2006) se calcula la prima Unica y la
provisién de un seguro y de una renta para el caso de tres estados de dependen-
cia, siendo la cuantia asegurada variable segun el grado de dependencia. Artis et
al. (2007) realizan una estimacién del coste de la dependencia, para lo cual gene-
ran unas tablas de dependencia. En este mismo sentido, Pociello et al. (2001)
construyen otras tablas de dependencia. En Vicente et al. (2007) se modeliza la
construccion de bases técnicas de dependencia, basadas en la teoria de procesos
estocésticos de Markov. Por otro lado, Ricote (2003) analiza el riesgo actuarial del
contraseguro y de la carencia en los seguros de dependencia. Sanchez (2009)
obtiene una tarifa a partir de un modelo incidencia-renta y realiza un analisis de
sensibilidad de los distintos parametros que intervienen en su calculo. Vidal y De-
vesa (2013) hacen una extensa revision, desde el punto de vista actuarial, de las
distintas caracteristicas que se suelen presentar en los seguros. Por dltimo, Pe-
druelo (2011) analiza las principales caracteristicas de los seguros privados, si
bien no desde una perspectiva estrictamente actuarial.

Sin embargo, no existen estudios que analicen los precios de los seguros privados
de dependencia. Por este motivo, uno de los objetivos de este trabajo es analizar
el grado de introduccién de los seguros de dependencia en Espafia, sus caracte-
risticas mas importantes y si utilizan criterios comerciales o técnicos para la de-
terminacién de las primas. Es decir, si han incluido este nuevo seguro para fideli-
zar a sus clientes o si han hecho un verdadero analisis técnico, teniendo en cuenta
el enfoque actuarial.

Para conseguir todo ello hemos tenido que relacionar las tablas de dependencia
agregada de distintos investigadores (Artis et al. (2007) y Pociello et al. (2001)),
con la esperanza de vida restante de Alcafiz et al. (2011) para poder obtener pro-
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babilidades desagregadas por niveles de dependencia. Todo ello con la finalidad
de poder comparar los precios de las aseguradoras con los obtenidos de las tablas
elaboradas en este trabajo.

En el epigrafe 2 se analiza brevemente la situacion general de la dependencia en
Espafia. En el epigrafe 3 se estudia el mercado de seguros privados de depen-
dencia, mientras que en el cuarto epigrafe se desarrolla actuarialmente los casos
concretos de aquellos productos para los que ha sido posible obtener el importe
de las primas. En el epigrafe 5 se comparan los precios de los distintos seguros
para los que hemos podido obtener las primas. En los dos Ultimos epigrafes se
presentan las principales conclusiones y la bibliografia.

2. LA DEPENDENCIA EN ESPANA

La “Ley de Dependencia”, Ley 39/2006 de Promocion de la Autonomia Personal y
Atencion a las personas en situacion de dependencia, fue aprobada el 14 de Di-
ciembre de 2006. Se trata de una ley a la que tienen derecho todos los ciudadanos
espafioles en situacion de dependencia, y con ella nace el Sistema de Autono-
mia y Atencién a la Dependencia (SAAD). Este representa el cuarto pilar del
Estado de Bienestar, ofreciendo un conjunto de prestaciones y servicios con el
objetivo de garantizar a las personas dependientes unos niveles bésicos de pro-
teccion, teniendo en cuenta los principios de universalidad, equidad y accesibili-
dad.

Por otro lado, la ley fija unos requisitos que deben ser cumplidos por las perso-
nas dependientes para tener acceso a las prestaciones y recursos que proporcio-
nan los distintos niveles de financiacion de la Ley de Dependencia.

La dependencia, segun el articulo 2 de la Ley de Dependencia, es el estado de
caracter permanente en que se encuentran las personas que, por razones deriva-
das de la edad, la enfermedad o la discapacidad, y ligadas a la falta o a la pérdida
de autonomia fisica, mental, intelectual o sensorial, precisan de la atencién de otra
u otras personas o ayudas importantes para realizar actividades basicas de la vida
diaria o, en el caso de las personas con discapacidad intelectual o enfermedad
mental, de otros apoyos para su autonomia personall.

En este mismo articulo, la ley define las actividades basicas de la vida diaria (AVD)
como “las tareas mas elementales de la persona, que le permiten desenvolverse
con un minimo de autonomia e independencia, tales como: el cuidado personal,
las actividades domeésticas basicas, la movilidad esencial, reconocer personas y
objetos, orientarse, entender y ejecutar érdenes o tareas sencillas”.

! La autonomia se define como la capacidad de controlar, afrontar y tomar, por propia iniciativa, deci-
siones personales acerca de cémo vivir de acuerdo con las normas y preferencias propias asi como de
desarrollar las actividades basicas de la vida diaria.
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En resumen, la dependencia es la situacion en la que el individuo no es capaz de
gestionar su propia vida cotidiana ni los aspectos primarios de su entorno mas
inmediato, en mayor o menor grado.

En el articulo 26, se definen los tres grados de dependencia:

Grado |. Dependencia moderada: cuando la persona necesita ayuda para reali-
zar varias actividades bésicas de la vida diaria, al menos una vez al dia o tiene
necesidades de apoyo intermitente o limitado para su autonomia personal.

Grado Il. Dependencia severa: cuando la persona necesita ayuda para realizar
varias actividades basicas de la vida diaria dos o tres veces al dia, pero no quiere
el apoyo permanente de un cuidador o tiene necesidades de apoyo extenso para
Su autonomia personal.

Grado lll. Gran dependencia: cuando la persona necesita ayuda para realizar
varias actividades basicas de la vida diaria varias veces al dia y, por su pérdida
total de autonomia fisica, mental, intelectual o sensorial, necesita el apoyo indis-
pensable y continuo de otra persona o tiene necesidades de apoyo generalizado
para su autonomia personal.

En general, en otros paises como Francia, Alemania, EE.UU. y Suiza, los grados
de dependencia y el catalogo de las formas de atenciéon a la misma son bastante
similares al caso espafiol, pero existen algunas diferencias”®.

3. LOS SEGUROS PRIVADOS DE DEPENDENCIA EN ESPANA
3.1. Consideraciones generales

En Espafia, al igual que en muchos otros paises europeos, la financiacién es mix-
ta, es decir, combina la provision publica y la privada, de tal forma que la cobertura
gue ofrece es universal e intervienen los ciudadanos para financiar la misma.

A raiz de la publicacién de la Ley de Dependencia empiezan a aparecer seguros
privados para cubrir los huecos que deja la Administracion Puablica. Surgen para
dar respuesta a los problemas de financiacion que se derivan del aumento de la
demanda de cuidado para personas dependientes, siendo previsible que continte
incrementandose debido a una serie de factores socio-demograficos, siendo los
maés relevantes®: el envejecimiento demografico, la evolucién del modelo de familia
y la incorporacién de la poblacién femenina al mercado laboral.

2 Un analisis extenso del tema puede verse en Ministerio de Sanidad, Politica Social e Igualdad (2011)
y Scor (2012).

% Obtenido de Vidal y Devesa (2013).
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Asi, el seguro de dependencia se puede definir como un contrato mediante el cual
el asegurador se obliga a pagar una renta, un capital o prestar un servicio, en los
casos en que el asegurado entre en una situacion de dependencia recogida en la
cobertura del contrato, y a cambio recibird del asegurado una cantidad de dinero
en concepto de prima. Este seguro presenta cierta peculiaridad, dado que indem-
niza la deficiencia en la capacidad que posee una persona para realizar determi-
nadas actividades, en lugar de un dafio. Ademas, la aseguradora se ve obligada a
satisfacer la prestaciéon durante un periodo de tiempo 0 en un momento puntual.

En cuanto al volumen de primas pertenecientes al ramo de dependencia, es muy
bajo, debido a su reciente implantacién. Asi, segun la DGSFP sélo llega a 140.000
euros en 2011, mientras que seguin ICEA subiria hasta 3 millones de euros. Los
datos son poco significativos, siendo previsible un rapido crecimiento en los proxi-
mos afos. Asi parece deducirse del aumento de compafiias aseguradoras que
ofertan algln seguro de dependencia y de los recortes previstos por parte de las
administraciones publicas.

3.2. Modalidades de Seguro de Dependencia en Espafa

En este subepigrafe, se hace un estudio de los diversos seguros comercializados
para la cobertura de la dependencia, basandose en el andlisis de 17 entidades
(Compaiiias de seguro, Mutualidades de Previsién Social o Entidades bancarias).
Estas aseguradoras son: Aegén, Agrupacion Mutua, Allianz, AG2R La Mondiale,
AXA, Caixa Terrasa Previsio, Caja de Avila, Caja de Burgos, Caja Madrid, Caser,
CNP Vida, Mapfre Vida, Montepio de Conductores, Mutual Médica, Previsién Sani-
taria Nacional, Surne y VidaCaixa®.

A continuacion, se realiza una breve descripcién de las caracteristicas anteriores.

(a) Edades de contratacién: La edad minima es bastante diferente, dado que
a pesar de que la mayoria de las entidades la fijan en 18 afios, otras con-
sideran los 30 y 35 afios como minimo. Respecto a la edad méxima, se
encuentra entre el rango de los 64 a los 74 afios. Algunas de las compa-
filas analizadas no especifican los requisitos de edad.

(b) Cobertura principal: En todas las entidades se hace referencia a la De-
pendencia salvo en dos casos, Mapfre y Allianz, donde la cobertura princi-
pal es el fallecimiento. En este Gltimo caso, si ha surgido la situacion de
dependencia antes de fallecer, seran deducidas de la indemnizacién por
fallecimiento las cantidades que hayan sido pagadas hasta el momento
anterior a la muerte del asegurado. Asimismo, Caixa Terrasa Previsié co-
mercializa como garantia principal un seguro de hogar.

(c) Cobertura complementaria: A parte de la garantia basica, las entidades
prestan otro tipo de servicios 0 pagan capitales para afrontar los gastos

* Informacién obtenida de www.inese.es y paginas web de las aseguradoras.
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(d)

(e)

(f)

(9)

(h)

0

iniciales, los cuales complementan a la garantia principal. Entre los servi-
cios ofertados se encuentran: la Teleasistencia, asesoramiento médico,
asesoramiento fiscal y juridico telefonico, cobertura por invalidez absoluta
y permanente, asistencia de viaje y asistencia sanitaria a domicilio.

Dependencia cubierta: las entidades ofrecen distintos tipos de cobertura,
basandose en los grados de dependencia fijados en la Ley, los cuales ya
fueron explicados en el apartado de la “Ley de dependencia”. La mayoria
lo ofrecen para “Dependencia severa” y “Gran dependencia”, y soélo tres de
las diecisiete compafiias cubre la “Dependencia moderada”. En definitiva,
los productos de dependencia han sido disefiados, casi exclusivamente,
para la cobertura del segundo grado y el tercer grado de la Ley de depen-
dencia.

Forma de pago: El pago de la prestacién a recibir es llevada a cabo, por la
mayor parte de las entidades, mediante una renta vitalicia, ya sea constan-
te o revalorizable, pero algunas como AXA o AG2R-La Mondiale ofrecen
Unicamente el pago de un capital.

Cuantias prestacion: En general los valores minimos y maximos son pe-
guefos, sobre todo si se comparan con las prestaciones de otros paises.

Plazo de carencia: Si el siniestro ocurre durante este periodo, la asegura-
dora queda exenta del pago de la prestacién correspondiente, y se de-
vuelven las primas pagadas. En general, no se contempla si la causa de la
dependencia es un accidente, pero suele ser de 1 afio cuando se deriva
de enfermedades fisicas y de 3 afios si éstas son neuropsiquiatricas. Sélo
en 5 de las 17 entidades aseguradoras se establecen plazos de carencia.

Franquicia: Es el periodo transcurrido desde que se acepta el siniestro
hasta que se empieza a hacer efectivo el pago. Durante ese periodo la
aseguradora queda libre de pagar la prestaciébn que le corresponde al
asegurado. De las 17 entidades, s6lo se han encontrado 3 que contem-
plan dicho plazo, siendo éste de 3 0 6 meses.

Formay plazo de la prima a pagar: Respecto a la forma de realizar el pago
puede tratarse de una prima nivelada, donde el pago sera constante, o
una prima pura actuarial cuyo importe ir4 variando en funcion de la edad.
Por otro lado, también se pueden pagar como prima Unica o como prima
periédica; esta Ultima fraccionada en meses, trimestres o semestres.

Otras caracteristicas: Algunas compaiiias tienen en cuenta la mejora de la si-
tuacién de dependencia y otras establecen limites en la edad de renovacion.

Cabe afiadir que la contratacion del seguro de dependencia puede ser individual
o colectiva. En el primer caso el tomador pacta el contrato de forma individual, de
tal manera que, a su vez, es el asegurado del mismo.

Sin embargo, en el seguro colectivo hay un solo tomador para ofrecer cobertura a
varios asegurados pertenecientes a un mismo grupo, en cuyo caso existen segu-
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ros para empleados (empresa-empleados), para profesionales (ente profesional-
grupo de profesionales) y para no profesionales (ente no profesional-pertene-
cientes a ese grupo).

4. ANALISIS ACTUARIAL DE LOS SEGUROS DE DEPENDENCIA

El estudio desde el punto de vista actuarial de la dependencia® tiene cierta simili-
tud con el andlisis de la incapacidad, dado que, respecto del andlisis exclusivo de
la contingencia de fallecimiento, supone la introduccién de nuevos estados (distin-
tos grados de incapacidad o dependencia), la posibilidad afiadida de agravamiento
0 mejora (pasar de un grado de incapacidad o dependencia a otro) e incluso de la
vuelta a la vida auténoma.

En este subepigrafe vamos a obtener las ecuaciones que se necesitan para calcu-
lar las primas de las distintas compafiias de las que hemos podido obtener infor-
macidn concreta de sus precios.

4.1. Axa

El producto que ofrece Axa es muy sencillo desde el punto de vista actuarial y esta
suficientemente estudiado desde el punto de vista tedrico. Es un seguro temporal,
anual, renovable, con prima Unica (aunque se puede fraccionar) y con pago de un
capital Unico, donde se asegura la dependencia severa y la gran dependencia,
pagando en este Ultimo caso el doble de capital que en el primero. No hay por lo
tanto posibilidad de agravamiento ni de reversibilidad. Los datos de las primas de
Axa comprenden desde los 18 afios hasta los 70 afios.

4.2. Agrupacié Mutua

Esta empresa ofrece dos productos relacionados con la dependencia: Una Renta
Vitalicia y un Seguro de Capital. En este caso, las primas que nos han proporcio-
nado empiezan en los 35 afos y terminan a los 71 afios de edad.

4.2.1. Seguro de Renta Vitalicia

Este producto es bastante complejo desde el punto de vista actuarial, si bien sélo
cubre la gran dependencia. Proporciona, como garantia principal, una renta men-

® Existen muchos estudios actuariales, donde han ido incorporando diferentes grados de dependencia,
reversibilidad del grado de dependencia, seguros de capital, seguros de rentas, carencia, franquicia,
etc... De entre todos ellos destacamos: Vicente et al. (2007), Alcafiiz et al. (2011), Alegre et al. (2004),
Alegre et al. (2006), Alegre et al. (2008), Artis et al. (2007), Pociello et al. (2001), Ricote (2003) y San-
chez (2009), entre otros.
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sual pagadera hasta el fallecimiento o recuperacién de la autonomia y como ga-
rantia complementaria un capital asegurado en caso de gran dependencia, ade-
mas de asistencia. La prima es nivelada, pagadera mientras el asegurado sea
auténomo. Hay un periodo de carencia de 1 afio con caracter general”, de tal for-
ma que si el asegurado fallece o pasa a gran dependencia durante ese periodo de
tiempo, se le devuelve la prima pagada (contraseguro o reembolso de primas).
También existe una franquicia de tres meses, de tal forma que una vez ocurrido el
siniestro, los tres primeros meses no se le abonara ninguna cantidad. Existe parti-
cipacidn en beneficios, quedando limitada la revalorizacién de las garantias al
crecimiento del IPC.

La valoracién actuarial de la franquicia ha sido determinada por Sanchez (2009),
mediante la utilizacién de valores mensuales, lo cual complica excesivamente el
célculo de la prima, siendo, de todas formas, un valor aproximado el que se obtie-
ne. Por ese motivo, en este trabajo vamos a proponer un método también aproxi-
mado, que se basa en ajustar los valores de la cuantia esperada del primer afio de
cobro de la prestacion, siendo el resto de afios, recogido por una renta vitalicia.

Para plantear la ecuacion de equivalencia nos vamos a basar en el estudio dina-
mico, para lo cual se han tenido en cuenta las siguientes consideraciones:

e Se ha calculado para el caso de primas anuales’.

e La renta contratada en caso de entrar en gran dependencia es mensual, vi-
talicia, constante, de cuantia R.

e El primer sumando del segundo miembro de la ecuacion (1) recoge el re-
embolso de primas en caso de que el asegurado fallezca o pase a gran de-
pendiente durante el periodo de carencia, que hemos considerado de dura-
cién un afio.

e Cada uno de los siguientes sumandos del segundo miembro de la ecuacion
(1), recoge el riesgo que representa la entrada en dependencia durante los
restantes afios. A su vez, cada uno de dichos sumandos se compone de
dos elementos:

o El primero esta ajustado para recoger el efecto de la franquicia (15/4 R).

o0 El segundo nos permite sumar actuarialmente el resto de términos de
la renta hasta que el asegurado dependiente fallezca, por lo tanto se
ha utilizado una renta vitalicia, mensual para su valoracion.

® Se eleva a tres afios si es como consecuencia de demencia o enfermedad neuropsiquiatrica y no hay
carencia en el caso de que sea consecuencia de accidente.

" También existe la posibilidad de pago mensual, trimestral o semestral.
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donde:

I1 = Prima anual constante.

2= Valor actual de una renta prepagable, unitaria, pagadera a un individuo de
edad x, mientras siga en estado autbnomo.

1- pZ® = Probabilidad de que un individuo auténomo de edad x, no siga en ese
estado a la edad x+1. Puede ser por fallecimiento o por pasar a dependiente.

v' = Factor financiero de actualizacién. Equivalente a (1 + i)™, siendo i el tipo de
interés de valoracion.

JEX% = pirel? = Probabilidad de que un individuo auténomo de edad x pase a

x+t

gran dependiente, exactamente a la edad x + t. Se ha utilizado esta notacién por
su similitud con el tanto de incapacidad diferido. Esta probabilidad se puede obte-
ner como el producto de la probabilidad de que un individuo auténomo de edad x

alcance la edad x + t en estado auténomo (,p:*) por la probabilidad de que un
individuo auténomo pase a dependiente grado 3 a la edad x + t (£2*®

X+t

R = Cuantia mensual de la renta contratada.

15 . . . o .
TR = Suma anualizada de la cuantia esperada durante el primer afio que el indi-

viduo pase a dependiente, como consecuencia de la franquicia.

12493 = Valor actual de una renta vitalicia, prepagable, fraccionaria, mensual,

pagadera a un gran dependiente de edad x +t + 1.

A su vez,
x-t-1
S R D WG i @)
s=0

Renta ordinaria . Nl X
Ajuste fraccionamiento
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donde:

P = Probabilidad de que un gran dependiente de edad x + t + 1 siga en el

mismo estado alaedad x +t+ 1 + s.

11 : oo . .
Y = Factor de ajuste para las rentas constantes, vitalicias, fraccionarias, men-

suales, respecto de las ordinarias, constantes, vitalicias, anuales.

El esquema 1 recoge todo ello, si bien se ha incluido el estado dependiente mode-
rado y el estado dependiente severo, cuya cuantia es cero al no estar contempla-
da esta contingencia en el seguro.

'y

E; Auténomo(a)

Dep. Moderado [ d,)

Dep. Severo (d;)

15R
4

E; GranDep.(ds)| >

12RE%,,, 12RE9,,s 12RE%,, 4 12Ra%,

-
»

0 1 2 3 w-1-x w-x
X X+1 X+2 ¥+3 ... w-1 w
Esquema 1

Primas y prestaciones del seguro de Renta Vitalicia de Agrupacio.
(Fuente: Elaboracion propia)

4.2.2. Seguro de dependencia

Consiste en el cobro de un capital en caso de que el asegurado entre en gran
dependencia, a cambio del pago de una prima, bien hasta su fallecimiento o bien
hasta que entre en gran dependencia. Como es un seguro suficientemente cono-
cido no vamos a entrar en mas detalles.

5. COMPAR@CION DEL PRECIO DE LOS SEGUROS DE DEPENDENCIA
EN ESPANA

Una vez realizado el estudio actuarial de los seguros para los que se ha consegui-
do el importe de las primas, se va a analizar el precio de los seguros de depen-
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dencia en Espafia. Se comparara el precio de los seguros de aquellas compariias
para los que se haya podido obtener suficiente informacion, con los precios obte-
nidos a partir de las tablas de dependencia que se han elaborado por la literatura
académica en Espafia. Este ejercicio puede permitirnos conocer cual es la politica
de precios que siguen las compafiias y si utilizan alguna de las tablas teoricas. En
caso de que sea asi, se intentara analizar la rentabilidad actuarial® de las opera-
ciones, entendiendo ésta como una medida de la rentabilidad que ofrece un pro-
ducto asegurador, teniendo en cuenta las probabilidades de ocurrencia.

Sdlo ha sido posible obtener la informacidn necesaria para hacer el analisis de dos
aseguradoras: Axa y Agrupacid. A la hora de hacer la comparacion, se ha tenido
en cuenta una serie de hipétesis:

(&) Se han utilizado inicialmente los datos de probabilidad de que un auténomo
pase a dependencia de las tablas de Pociello et al. (2001) y Artis et al.
(2007). Estas dos tablas tienen el inconveniente de que las probabilidades
gue ofrecen son para edades comprendidas entre 65 y 99 afios de edad
(mientras que las compafiias ofertan el producto a personas mucho mas jo-
venes, a partir de 18 afios, y con un limite superior de 71 afios) y sélo para
la dependencia considerada globalmente, es decir, sin particularizar por
grados; con lo cual la interseccion sélo abarca desde los 65 hasta los 70 o
71 afios.

(b) Para pasar de los datos agregados de dependencia que aparecen en las
tablas de Pociello y en las de Artis a los datos de dependencia segun el
grado, se ha seguido el siguiente método: Se ha distribuido la probabilidad
total de dependencia entre los distintos grados, en funcion de la propor-
cién que cada grado tiene sobre la “esperanza de vida restante” respecto
de la total. Los datos de esperanza de vida restante en cada estado se
han obtenido de Alcafiiz et al. (2011). Esta proporcion se ha asignado de
tal manera que se ha repartido la probabilidad de dependencia total de Ar-
tis y Pociello a los distintos grados de dependencia. A las tablas asi obte-
nidas las denominaremos, respectivamente, Artis-Alcafiiz y Pociello-
Alcafiiz®. La férmula de asignacion aplicada es la siguiente:

e
gad2 — gad X (3)

X X d
e

donde, e,, es la esperanza de vida restante en el grado de dependencia
correspondiente. Asi, d indica dependencia total (conjunta para los tres

8 Es una rentabilidad analoga a la financiera, si bien, en la actuarial tenemos que tener en cuenta las
distintas probabilidades que aparecen en la operacion. También se puede definir como el tipo de inte-
rés que, aplicado a la operacién con una de las tablas de mortalidad permite obtener la misma prima
que con las tablas de mortalidad de referencia. Véase a este respecto Devesa (2013).

® Todas las tablas que se comentan estan a disposicién de los que las soliciten.
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grados) y d,, dependencia severa. Ademas, como los datos de la espe-
ranza de vida restante son quinquenales, hemos utilizado una aproxima-
cién lineal para obtener los valores intermedios.

(c) Se ha supuesto que la mortalidad de los dependientes es igual a la de la
poblacién general. Como se comenta en Alcafiz et al. (2011), en Espafa
no existen estudios especificos que justifiguen que la probabilidad de
muerte es mayor para los dependientes™. Esta hipétesis también ha sido
establecida en el denominado “Modelo Danés” por Haberman y Pitacco
(1999), para el caso de los discapacitados™. Por lo tanto, para la mortali-
dad de activos y dependientes se han utilizado las tablas unisex del INE
(2012) para el afio 2011.

(d) Se ha utilizado un tipo de interés del 3%"* para Agrupaci6, mientras que
para Axa se ha aplicado el 0% porque es el que figura en su nota técnica.

5.1. El seguro de dependencia comercializado por Axa

En primer lugar vamos a comparar las primas proporcionadas por Axa con las que
obtenemos al aplicar las probabilidades de dependencia de las Tablas Pociello-
Alcafiiz y Artis-Alcafiiz.

Como se puede ver en el Grafico 1 para el caso de dependencia severa, existe
bastante diferencia entre las primas calculadas con los tres métodos, siendo los
valores mas préximos a los de Axa, los que hemos construido con el nombre de
Paciello-Alcafiiz. Para el caso de Gran Dependencia, Grafico 2, ocurre algo similar:
las tablas de Pociello-Alcafiz se aproximan mas a las de Axa pero siguen estando
lejos, excepto en las Ultimas edades de la comparacién. Esta diferencia entre las
primas calculadas por Axa y las obtenidas con las tablas que hemos construido no
nos permite obtener una razonable rentabilidad actuarial para la operacion™®.

La conclusién es que la aseguradora no ha tenido en cuenta las tablas de depen-
dencia que existen en la literatura académica. Dando por supuesto que las tablas
iniciales de Pociello y las de Artis estan bien construidas y aunque puede haber
diferencias en cuanto a la definicion de lo que es dependiente en cada pais, pen-
samos que tampoco parece probable que hayan utilizado tablas de dependencia
de otros paises por la gran diferencia entre las primas. La tercera posibilidad es

)5 explicacion de este hecho se basa en la mayor atencion, control médico, cuidados generales y
especificos que reciben.

" Esta hipétesis también se ha utilizado, entre otros, en: Albarran et al. (2005) y Crimmins et al. (1994).
12 Es un tipo de interés conservador y que no supera el maximo permitido por la Direccién General de
Seguros y Fondos de Pensiones para el célculo de la provision de los Seguros de Vida, para el afio
2013, que fue de 3,34%.

3 En la mayoria de los casos se han obtenido valores muy altos, que no sirven para comparar con
otros productos.
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gue “vendan” un producto a un precio inferior al de mercado para fidelizar a sus
propios clientes que estan demandando un seguro de dependencia.

Prima Dependencia Severa Axa - Pociello y Artis (con Alcafiiz) Prima Gran dependencia Axa - Pociello y Artis (con Alcafiiz)
1200 2500
1000 v
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Q
> 80 8
g =ty g 1500 ]
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i |
a

Gréfico 1 Gréfico 2

(Fuente: Elaboracion propia)

A la vista de todo lo anterior, pensamos que también puede ser interesante la utili-
zacion de unas tablas obtenidas a partir de las primas ofrecidas por Axa, para
poder compararlas con el resto de seguros de dependencia. Sin embargo, como,
para poder llevar a cabo la comparacion con los seguros comercializados por
Agrupacié, necesitamos tener todas las probabilidades hasta los 100 afios, no se
ha podido llevar a cabo este andlisis, si bien consideramos que puede ser intere-
sante en un futuro ampliar las tablas de Axa hasta los 100 afios de edad.

5.2. El seguro de dependencia comercializado por Agrupacié

Compararemos en primer lugar las primas proporcionadas por Agrupacio con las
gue obtenemos al aplicar las probabilidades de dependencia de las Tablas Pocie-
llo-Alcafiiz y Artis-Alcafiiz.

5.2.1. Seguro de Renta Vitalicia

Como se puede ver en el Grafico 3, existe bastante diferencia entre las primas
calculadas con las dos tablas, siendo la mas préxima y por debajo de las de Agru-
pacid, la que hemos construido con la de Pociello-Alcafiiz, mientras que la calcula-
da con la de Artis-Alcafiiz estd muy por encima de las otras dos. Concretamente la
de Pociello-Alcafiiz tiene una prima ligeramente decreciente, lo cual es factible
teniendo en cuenta que la prima es vitalicia™.

 Vicente et al. (2007) también obtienen primas vitalicias casi constantes para las diferentes edades.
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Grafico 3
(Fuente: Elaboracion propia)

Esta diferencia entre las primas calculadas por Agrupacid y las obtenidas con las
tablas que hemos construido sélo nos permite obtener unos valores razonables
para la rentabilidad actuarial en el caso de comparar las primas de Agrupacié con
las de Pociello-Alcafiiz; en concreto, la rentabilidad actuarial varia entre 0,6% para
la edad de 65 afios y —4,27% para la de 71.

Sin embargo, para un tipo de interés del 13,75% las curvas que representan las
primas de Agrupacio y Artis-Alcafiiz, practicamente se superponen, como se puede
ver en el Grafico 4. Es decir, con las tablas de Artis-Alcafiiz y un tipo de interés téc-
nico del 13,75%, se obtiene el mismo resultado que el calculado por Agrupacié. En
definitiva, las dos curvas tienen la misma forma pero para igualarlas hay que aumen-
tar mucho el tipo de interés o, la interpretacion mas plausible, se han utilizado pro-
babilidades mas bajas que las de Artis-Alcafiiz. Asi, en el Gréafico 5 se puede obser-
var que multiplicando las probabilidades de Artis-Alcafiiz por un coeficiente a =
0,435 se obtienen unas primas muy similares, para un tipo de interés del 3%.

Prima Agrupacid Renta - Pocielloy Artis(con Alcafiz) i=13,75%. Prima Agrupacid Renta- Pociello y Artis (con Alcafii], a=0,435.
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(Fuente: Elaboracion propia)
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5.2.2. Seguro de Capital

Veamoslo ahora para el seguro de capital en caso de dependencia. La prima calcu-
lada con Artis-Alcafiiz es mas cercana a la proporcionada por Agrupacio, quedando
mucho mas alejada la de Pociello-Alcafiz, como se puede ver en el Grafico 6.

Prima Agrupacid Capital - Pociello y Artis (con Alcaiiiz), i=3%.
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Gréfico 6
(Fuente: Elaboracion propia)

Esta diferencia entre las primas calculadas por Agrupacio y las obtenidas con las tablas
gue hemos construido sélo nos permite obtener unos valores razonables para la rentabi-
lidad actuarial en el caso de comparar las primas de Agrupacié con las de Artis-Alcafiiz;
en concreto varian entre —0,14% para la edad de 65 afios y —4,20% para la de 71 afios.

Por otro lado, para un tipo de interés del —2,40% (rentabilidad actuarial) las curvas que re-
presentan las primas de Agrupacio y Artis-Alcafiiz, son muy similares, como se puede ver
en el Gréfico 7. En definitiva, las dos curvas tienen una forma similar pero para igualarlas
hay que disminuir algo el tipo de interés o, nuevamente, la interpretacion mas plausible:
se han utilizado probabilidades més altas que las de Artis-Alcafiiz. Asi en el Grafico 8 se
puede observar que multiplicando las probabilidades de Artis-Alcafiz por un coeficiente
a = 1,26 se obtienen unas primas muy similares, para un tipo de interés del 3%.
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Si tenemos en cuenta los productos de Agrupacid, vemos que en uno de ellos,
Renta Vitalicia, necesitariamos unas primas de alrededor de un 60% inferiores a
las de Artis-Alcafiiz, mientras que en el Seguro de Capital, habria que multiplicar-
las por 1,26, lo cual nos lleva a afirmar que se han utilizado distintos criterios para
cada uno de los productos por parte de Agrupacio.

6. CONCLUSIONES

Los seguros de dependencia que se comercializan en Espafia estan muy lejos de
poder ofrecer una buena proteccién frente al riesgo de dependencia, ya que las
cuantias maximas de las rentas y de los capitales son muy bajas. Todo ello puede
explicarse por su reciente implantacion, por la falta de datos estadisticos para el
célculo de la prima y por ser considerado como un seguro complementario del
ofrecido por la prevision publica.

Ademas, en general, las aseguradoras no parecen estar interesadas en ofrecer
cobertura para la dependencia moderada, siendo éste el Unico grado cuya contra-
tacion no presenta ventajas fiscales.

En otros paises, como EE.UU., existen seguros mas sofisticados, principalmen-
te porque la experiencia es mayor (en EE.UU. desde 1974) y por el bajo nivel
de atencién publica a la dependencia. Por tanto, en el caso espafiol habra que ser
cautos y esperar unos afios para ver la evolucion de los seguros de dependencia,
en funcién de la linea que siga la cobertura publica, que previsiblemente va a ser a
la baja.

Cada aseguradora suele ofrecer productos diferentes para ocupar las oportunida-
des que van dejando el resto. Al parecer todas tienen como objetivo comin no
dejar escapar a sus propios clientes, ofreciéndoles un producto con ciertas singu-
laridades.

Otra medida para incentivar la demanda de seguros privados seria la de aproximar
el caso espafiol al alemén, es decir, excluir del sistema a aquellos dependientes
con una renta media-alta, obligdndoles a contratar un seguro privado de depen-
dencia.

En el presente trabajo se ha propuesto un nuevo método aproximado para calcular
las primas de los seguros en el caso de que exista franquicia. Hasta ahora, en los
trabajos anteriores se habia optado por mensualizar todos los datos, lo cual no
deja de ser una forma aproximada pero mucho mas compleja que la que se pro-
pone aqui.

Del analisis efectuado con las tablas que hemos tenido que elaborar para poder
obtener las primas de los productos comercializados por las dos Unicas compafiias
de las que se ha podido obtener informacion, se puede concluir lo siguiente:
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e En el caso de Axa las primas ofertadas por la compafiia tienen un compor-
tamiento irregular, ya que son constantes desde los 18 hasta los 55 afios y
luego crecen rapidamente. Parece desprenderse que la aseguradora no ha
tenido en cuenta las tablas de dependencia que existen en la literatura
académica, que consideramos que estan bien elaboradas. Por otro lado,
aunque puede haber diferencias en cuanto a la definiciéon de lo que es de-
pendiente en cada pais, pensamos que tampoco parece probable que ha-
yan utilizado tablas de dependencia de otros paises por la gran diferencia
entre las primas. La tercera posibilidad es que “vendan” un producto a un
precio inferior al de mercado para fidelizar a sus propios clientes, que estan
demandando un seguro de dependencia.

e En el caso de Agrupacié, podemos distinguir:

o0 Para el Seguro de Renta Vitalicia, se observa que las primas de Agru-
pacid y las calculadas con las tablas de Artis-Alcafiiz tienen la misma
forma pero para igualarlas hay que aumentar mucho el tipo de interés
0, la interpretacién mas plausible, se han utilizado probabilidades mas
bajas por parte de Agrupacio que las de Artis-Alcafiz. Asi, multiplican-
do las probabilidades de Artis-Alcafiz por un coeficiente a = 0,435 se
obtienen unas primas muy similares.

o0 Para el Seguro de Capital, se observa que para un tipo de interés del -
2,40% las curvas que representan las primas de Agrupacié y Artis-
Alcafiiz, son muy similares. En definitiva, las dos curvas tienen una
forma similar pero para igualarlas hay que disminuir algo el tipo de inte-
rés o, la interpretacion mas plausible, se han utilizado probabilidades
mas altas que las de Artis-Alcafiz. Asi, se puede observar que multipli-
cando las probabilidades de Artis-Alcaniz por un coeficiente a = 1,26 se
obtienen unas primas muy similares.

Todo lo anterior nos lleva a concluir que las primas de Agrupacio presentan unas
curvas similares a las que se deducen de las Tablas de Artis-Alcafiiz pero sus
probabilidades son muy diferentes, siendo menores las de Agrupacié en el caso
del seguro de renta vitalicia y mayores en el del seguro de capital, lo cual parece
indicar un cierto grado de incongruencia en el célculo de los precios de los segu-
ros de Agrupacio.

Otra de las principales aportaciones del trabajo ha sido la de construir dos tablas a
partir de informacion de tres trabajos diferentes, para poder concluir que las primas
de las dos aseguradoras que hemos utilizado en el estudio no parecen utilizar
ninguna de las tablas conocidas. Parece desprenderse de todo ello que no siguen
un criterio técnico sino de fidelizacién de los clientes. Incluso resulta curioso que
los dos productos de Agrupacio tienen probabilidades diferentes: para el caso del
seguro de renta vitalicia con probabilidades mucho mas bajas que las de Artis-
Alcafiiz, mientras que para el seguro de capital son algo mas elevadas.

Conviene destacar que todas estas conclusiones hay que tomarlas con cautela ya
gue hemos tenido que generar las tablas que utilizamos para la comparacién a
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partir de dos fuentes diferentes: las tablas de Pociello o de Artis, combinadas con
los datos de esperanza de vida restante de Alcafiiz et al. Ademas, s6lo ha sido
posible obtener informacion de primas de dos aseguradoras. En ningln momento
se ha pretendido elaborar unas tablas técnicamente buenas desde el punto de
vista estadistico, sino obtener unas tablas sencillas a partir de las que existian.

Un reto para futuras investigaciones es tratar de elaborar unas tablas de depen-
dencia para edades anteriores a los 65 afios (por ejemplo a partir de las primas de
Axa) porque estos individuos deberian ser el principal objetivo de las asegurado-
ras, como asi lo demuestra el abanico de edades para las que se comercializan
los distintos productos. También seria interesante ampliar el nUmero de asegura-
doras que den suficiente informacién para poder comparar sus precios con los
obtenidos a partir de las tablas que hemos construido.
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Ponencia 10

MODELOS ADITIVOS GENERALIZADOS APLICADOS AL
ANALISIS DE LA PROBABILIDAD DE SINIESTRO EN EL
SEGURO DEL AUTOMOVIL

Zuleyka Diaz Martinez, José Fernandez Menéndez, Antonio Heras
Martinez, Eva del Pozo Garcia y José Luis Vilar Zanén

RESUMEN

Desde los afios 90 del siglo pasado los Modelos Lineales Generalizados se han
convertido en la herramienta estadistica estandar para el andlisis de la tarificacién
en el sector del seguro no vida y, en particular, en el sector del automévil. De acuer-
do con esta metodologia las primas son calculadas tras un analisis de regresién en
el que se toman como variables dependientes una serie de ratios —como el numero
de siniestros por unidad de tiempo o el importe de las indemnizaciones por unidad
de tiempo de duracion de la pdliza— y se toman como variables explicativas una
serie de factores relacionados fundamentalmente con las caracteristicas del tomador
de la pdliza, las caracteristicas del objeto asegurado o factores geograficos. Estas
variables explicativas, aunque con frecuencia son continuas, se suelen discretizar
para convertirlas en categoricas. De este modo, se pueden tener en cuenta de forma
sencilla posibles efectos no lineales de las variables explicativas sobre las variables
dependientes, pero con algunos inconvenientes, como el de la arbitrariedad a la
hora de establecer las distintas categorias. En este trabajo se pretende mostrar co-
mo solventar alguno de estos problemas mediante el uso de Modelos Aditivos Gene-
ralizados. Se trata de modelos de regresion basados en polinomios continuos por
intervalos (splines) que proporcionan una potente alternativa a la discretizacion co-
mo herramienta para introducir variables explicativas continuas con efectos no linea-
les sobre la variable dependiente.

1. INTRODUCCION

Los Modelos Lineales Generalizados (GLM —Generalized Linear Models-), intro-
ducidos a comienzos de los afios 70 (Nelder y Wedderburn, 1972), sintetizan den-
tro de un marco homogéneo un conjunto muy amplio de métodos de regresién
(logistica, Poisson, gamma, etc.), previamente consideradas de forma indepen-
diente, y se han convertido en una de las principales herramientas de analisis es-
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tadistico en toda clase de areas. La utilizacién de un mismo enfoque general para
formular una serie de problemas en principio heterogéneos no solo resulta intere-
sante desde un punto de vista teorico, sino que permite trasladar con facilidad de
unos a otros de estos problemas algoritmos de estimacion, software y métodos de
calculo numérico, herramientas de diagndstico de los resultados, etc. Todo ello
explica la amplia difusién que han tenido los GLM hasta el punto de convertirse en
el enfoque estandar para abordar los métodos de regresion para los que resulta
aplicable, especialmente desde la aparicion de la obra de referencia sobre la ma-
teria, McCullagh y Nelder (1989), cuya primera edicién data de 1983. En el campo
de la Estadistica Actuarial el uso de GLM comenzé en los afios 90, a partir de
trabajos como los de Brockman y Wright (1992) o Haberman y Renshaw (1996) y
ha acabado convirtiéndose en una herramienta estandar para cuestiones como la
tarificacion (Guillén Estany et al., 2005; Ohlsson y Johansson, 2010).

Los GLM constituyen una generalizacién de los clasicos Modelos Lineales (LM -
Linear Models). En uno de estos LM se asume que el valor esperado de la variable
dependiente condicionado a los valores de las variables independientes se puede
expresar como una combinacion lineal de esos valores de las variables indepen-
dientes:

E(Y|Xi)=ZBiXi

La diferencia entre los valores observados de Y y los estimados por medio del
“predictor lineal” n= Z,Bixi seran unos términos de error € que siguen una distri-
i

bucién normal de media cero y varianza constante o’ El papel privilegiado que
juega en los LM el término de error se pierde en alguna medida en los GLM. Para
formular éstos se parte del hecho de que para un LM la variable dependiente,
condicionada a los valores de las x;, sigue una distribucion de probabilidad normal
de media dada por el predictor lineal y varianza o*:

Y|, ~N(n=izﬁixi,oz)

Un GLM generaliza la expresion anterior en tres sentidos. Por una parte, la distri-
bucién de la variable dependiente condicionada a los valores de las independien-
tes ya no tiene que ser normal, sino que puede ser cualquiera perteneciente a la
familia exponencial, que incluye no solo a la normal, sino a muchas otras de las
mas usadas en las aplicaciones, como la binomial, Poisson, gamma, etc.

Por otra parte, la esperanza de la variable dependiente, u = E(Y|xi ) ya no viene

dada directamente por el valor del predictor lineal n, sino que la relaciéon entre
ambas cantidades viene dada por una “funcion de enlace” (link function) “I" de

forma que se tiene que n=1/(u).
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Por ultimo, la varianza de Y | x, deja de ser una constante o” y se convierte en
una funcion de u: var (Y |, )= ¢-V (u), donde ¢ es un parametro de “dispersion” y
V(u) es la funcién de varianza.

Este planteamiento es, como se puede ver, mucho mas amplio y general que el de los
modelos LM, pero también, como cabe esperar, complica la estimacion de los modelos,
gue ya no puede hacerse por minimos cuadrados, sino que requiere de una estimacion
por maxima verosimilitud a través de un procedimiento iterativo de tipo Newton-Raphson
denominado lteratively Reweighted Least Squares (McCullagh y Nelder, 1989).

Una exposicion detallada pero muy accesible de todo lo anterior puede verse en
Dobson (2002).

Pese a su notable generalidad los GLM no estan exentos de limitaciones. Una de
las mas relevantes deriva de su caracter de modelos “lineales”. Las variables ex-
plicativas x; entran en el modelo a través del predictor lineal n que no es méas que
una combinacion lineal de esas variables explicativas: n = Z,Bixi . Una forma de

I

introducir efectos no lineales en el modelo es discretizando las variables x;, como
se hace con las tariff cells: las variables independientes, aunque con frecuencia
son continuas, como por ejemplo la edad del conductor de un vehiculo, se suelen
discretizar para convertirlas en categoricas. Las combinaciones de los distintos
niveles de las variables explicativas utilizadas dan lugar a “celdas” para cada una
de las cuales se calcula la prima adecuada que permite cubrir los costes derivados
de las reclamaciones esperadas para las polizas pertenecientes a cada celda. La
discretizacién o categorizacion de las variables explicativas permite tener en cuen-
ta de forma sencilla, aunque no muy precisa, posibles efectos no lineales de las
variables explicativas sobre las variables dependientes (por ejemplo, el riesgo
puede ser mayor tanto para conductores noveles como para los muy veteranos),
pero tiene inconvenientes como la pérdida de informacién, una cierta -como mini-
mo- arbitrariedad a la hora de establecer los limites que determinan cada una de
las celdas, la aparicién de celdas con muy pocas observaciones para las que re-
sulta dificil obtener estimaciones precisas, etc. Una alternativa més satisfactoria y
elaborada viene dada por los Modelos Aditivos Generalizados (Generalized Additi-
ve Models —GAM-) introducidos por Hastie y Tibshirani (1990).

Los GAM son una generalizacion de los GLM de los que se diferencian Gnicamen-
te porque el predictor lineal ya no es simplemente una combinacion lineal de las
variables explicativas, sino que es una combinacion lineal de funciones de dichas
variables explicativas, lo que permite introducir en el modelo todo tipo de efectos y
relaciones no lineales entre variables:

n= Zﬁlfl. (Xi)

Como funciones f; se pueden usar funciones suficientemente suaves de las x;
gue cumplan algunos requisitos de continuidad, derivabilidad, etc. La opcién mas
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frecuente consiste en utilizar splines (Wood, 2006), pero no es la Unica. Las ca-
racteristicas concretas de las funciones f; deben ser calculadas como parte
del proceso de estimacion del modelo. Con esto el modelo pierde su caracter
puramente paramétrico (ya no solo es necesario estimar los parametros f3), con
lo que es frecuente referirse a los GAM como modelos “semiparamétricos” (Wang,
2011), y suponen un buen compromiso entre los modelos lineales puramente
paramétricos (faciles de construir e interpretar, pero poco flexibles) y modelos
totalmente no-paramétricos en los que las f; serian completamente arbitrarias, lo
gue supondria modelos muy flexibles, pero dificiles de estimar y de interpretar
(Faraway, 2006).

El objetivo de este trabajo es mostrar un ejemplo de aplicacién de GAM al calculo
de la probabilidad de siniestro para una amplia muestra de una cartera de pdélizas
del sector del automévil. Para hacer los célculos se utilizara el paquete “mgcv” de
R, paquete descrito en Wood (2006).

2. MODELOS ADITIVOS GENERALIZADOS

Los Modelos Aditivos Generalizados son modelos de regresion similares a los
GLM pero en los que Y | x, sigue una distribucion de la familia exponencial en la

gue la media viene dada por y= I’l(Z,Bifi (x; )) . Las fi son funciones suaves que

permiten reflejar efectos no lineales de las variables x; sobre la variable Y. Una
solucién sencilla para tener en cuenta estos efectos no lineales hubiese sido in-
corporar en el predictor lineal términos cuadraticos, cubicos, etc., de las variables
explicativas (es decir, términos de la forma X2, X, etc.) de forma que el predictor
deje de ser lineal y se convierta en un polinomio de las variables explicativas. Sin
embargo, esta solucion plantea problemas bien conocidos derivados del hecho de
gue los polinomios son funciones de soporte no acotado (su dominio se extiende
sobre todo el eje real), de manera que, en general, cualquier intento de mejorar su
ajuste en un punto determinado se consigue a expensas de empeorarlo en otros
puntos muy alejados. Esto supone que los polinomios pueden proporcionar una
solucién adecuada cuando se busca un buen ajuste en el entorno de un punto
concreto, pero no sobre todo un intervalo.

Una alternativa ampliamente utilizada consiste en emplear splines. Los splines son
polinomios definidos sobre intervalos y que toman valor nulo fuera de esos interva-
los. Con esto se consigue graduar el ajuste de la regresién de forma que los cam-
bios que se produzcan para mejorar ese ajuste tengan un efecto local y no se ex-
tiendan mas alla de los intervalos en los que estan definidos los splines
involucrados en cada caso. En las dos figuras siguientes se pueden observar un
spline y un conjunto de ellos:
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Los intervalos sobre los que se definen los splines vienen determinados por un conjun-
to de puntos denominados knots. Un conjunto de g -2 knots determinan q -1 inter-

valos, que pueden estar contenidos dentro de un intervalo acotado [a, b] o extenderse
hasta - y +w. Habitualmente se utilizan splines cubicos, que son polinomios de
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grado 3, con lo que cada uno de ellos queda determinado por 4 parametros. En con-
secuencia el espacio vectorial de los splines formados por combinaciones lineales de
polinomios cubicos definidos sobre cada uno de los q —1 intervalos determinados por

g -2 knots y nulos en el resto de intervalos, es un espacio de dimension 4(q—1) . Sin
embargo, se introducen una serie de restricciones que reducen la dimensién de este

espacio. Estas restricciones consisten en que se exige que los splines y sus primeras
y segundas derivadas sean continuas en los g -2 knots. Son entonces 3(q —2) con-

diciones que hacen que la dimension del espacio vectorial de los splines cubicos defi-
nidos sobre el intervalo [a, b] sea 4(g-1)-3(g-2)=q+ 2. Para los splines denomi-

nados “naturales” también es habitual exigir que su derivada segunda se anule en los
extremos del intervalo [a, b], lo que da lugar a otras dos restricciones adicionales que
hacen que finalmente la dimension del espacio vectorial de los splines naturales cibi-
cos definidos por q -2 knots sea q.

Existen muchas formas distintas de expresar una base de tal espacio vectorial.
Una es, por ejemplo, la denominada base de potencias truncadas (Hastie et al.,
2008), que se obtiene a partir de potencias de funciones “parte positiva” de la for-

ma (X -¢; )+, en donde ¢&; es un knot, y que se definen como 0 si su argumento

es negativo y como si este argumento es positivo.

En cualquier caso, si denominamos sy a las funciones de la base del espacio de
los splines cubicos naturales definidos en un determinado intervalo, tendremos
que cualquier funcion suave definida sobre ese intervalo se puede aproximar con
una combinacion lineal de las sy. De acuerdo con esto, las funciones f; del predic-
tor lineal de los modelos GAM se podran expresar como combinaciones lineales
de las funciones sy, y la estimacion del predictor lineal se reduce a la estimacion
de los coeficientes de las combinaciones lineales de las funciones sy. Esto equi-

, .. . . 2 7
valdria a minimizar la cantidad |Y — Xg|", donde los valores de X serén los que
adopten las funciones sy en las observaciones disponibles.

Planteada de esta manera la estimacién de un GAM seria esencialmente idéntica
a la estimacion de un GLM. Sin embargo, existe una complicacién adicional deri-
vada de la mayor o menor “suavidad” (o “rugosidad”) exigida a las funciones que
se estiman. Esta rugosidad depende fundamentalmente del nimero de knots que
se utilicen, pues cuanto mayor sea este nimero mayor la rugosidad de las funcio-
nes estimadas, y un nimero de knots elevado conducira a un sobreajuste.

Considerando que una medida global de la rugosidad de una curva viene dada por
., 2 . . . . .z
la expresion j[f ”(x)] dx, conviene introducir en el proceso de estimacién una

penalizacion de esta rugosidad para evitar el sobreajuste. El objetivo del proceso
de estimacion sera entonces minimizar la cantidad siguiente:

IY = xB| + A j [F"(0)] dx
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El parametro A se denomina parametro de alisado y controla el grado de alisado (o
de rugosidad) de la funcién estimada. Un valor bajo de A hace que la rugosidad
penalice poco, lo que conducira a un sobreajuste (se ajusta el ruido ademas de la
sefial), mientras que un valor alto de A hara que se penalice mucho esa rugosidad,
con lo que se estimara una linea recta. El valor adecuado para este parametro se
suele seleccionar recurriendo a alguna variante de cross-validation, es decir, se
van extrayendo observaciones de una en una, se ajusta el modelo para las obser-
vaciones restantes, se predice la respuesta correspondiente a la observacion eli-
minada y se compara con el valor real omitido. Combinando los resultados para
todas las observaciones se obtiene una medida global de ajuste del modelo. Fi-
nalmente se selecciona el valor de A para el cual ese ajuste es mejor. En la practi-
ca se suelen usar como medidas de ajuste las cantidades denominadas UBRE
(Un-Biased Risk Estimator) o GCV (Generalized Cross Validation), segun que el
parametro de dispersién sea conocido o estimado, respectivamente (Wood, 2006).

Por otra parte se puede ver con facilidad que la rugosidad global puede ser expre-
sada como una forma cuadrética de los pardmetros S: I[f ”(x)]z dx = B'SB, con lo
gue el estimador de estos parametros se puede expresar como:

B=(X'X+28) XY

y la hat matrix A que permite obtener los valores estimados a partir de los obser-
vados (1= AY) serda A= XB.

Al igual que en un modelo lineal convencional la hat matrix es una matriz de pro-
yeccion cuya traza proporciona la dimension del espacio sobre el que se proyecta,
y por lo tanto el nUmero de grados de libertad del modelo, se definen en los GAM
los grados de libertad del modelo como tr(A). El nimero de grados de libertad sera
una medida de la complejidad (y rugosidad) del modelo. Un modelo con muchos
grados de libertad sera un modelo muy complejo, con muchos parametros y so-
breajustado, mientras que uno con pocos grados de libertad probablemente deje
sin ajustar aspectos relevantes de las observaciones. Conviene resaltar también
gue esos grados de libertad totales se pueden descomponer como suma de gra-
dos de libertad correspondientes a cada una de las variables del modelo, o con
mayor precision, a cada una de las funciones f; que aparecen en el predictor lineal.

3. DATOS

Para la realizacién del presente estudio hemos utilizado una muestra de 94.385
poélizas de seguros de automovil de una compafiia espafiola correspondientes al
aflo 2007, descritas por 7 factores de riesgo, que son: antigiiedad de la péliza,
edad del conductor, afios de carné, tipo de vehiculo, uso al que esta destinado,
potencia y naturaleza. Todas las pdlizas son anteriores al 1 de enero de 2007 v,
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por tanto, han estado expuestas al riesgo durante todo este afio. De entre las
94.385 pdlizas, 43.878 han tenido algun tipo de siniestro y las 50.507 restantes no.
Es importante sefialar que la propia compafiia ha seleccionado esta muestra de su
cartera y se trata de lo que se denomina un unmatched case-control study (Hos-
mer y Lemeshow, 2000; Vittinghoff et al., 2005), es decir, no se ha seguido ningin
criterio de emparejamiento para obtener un nimero de pélizas sin siniestro similar
al de pdlizas con siniestro.

4. APLICACION DE GAM AL CALCULO DE PROBABILIDADES DE SINIESTRO

Como se ha indicado, la muestra de la que se dispone corresponde a un unmat-
ched case-control study, en donde el nUmero de pdlizas no siniestradas se ha
seleccionado para ser similar al de las siniestradas. En una situaciébn como ésta,
no tiene sentido analizar la distribucion marginal del nUmero de pélizas siniestra-
das (ya que la proporcion entre siniestradas y no siniestradas es 1 a 1 por cons-
truccion de la muestra), ni la distribucién condicionada a las categorias definidas
por los distintos valores de las variables explicativas (Vittinghoff et al., 2005). Sin
embargo, si resulta perfectamente posible analizar los odds-ratios para las proba-
bilidades de siniestro segln los diferentes valores de las variables explicativas
(Agresti, 2007). Como los coeficientes del predictor lineal de una regresion logisti-
ca estan directamente relacionados con los odds-ratios lo que se va a hacer es
modelizar las probabilidades de siniestro por medio de una regresion logistica
realizada con GAM, para tener en cuenta posibles efectos no lineales de las varia-
bles. La posibilidad de hacer esto en los case-control studies es precisamente una
de las grandes ventajas de la regresién logistica (que no comparte con ningan otro
tipo de regresion binaria) y explica en buena medida su amplia utilizacién (Hosmer
y Lemeshow, 2000; Vittinghoff et al., 2005). La Unica precaucién que es necesario
adoptar es la de no prestar atencién al valor estimado para el intercepto 3, del
predictor lineal, ya que constituye un nivel de base que depende de la proporcion
entre siniestradas y no siniestradas, que en nuestro caso es completamente arbi-
traria. El resto de coeficientes 8; retienen su interpretacion habitual como logarit-
mos de los odds-ratios para la probabilidad de siniestro ante un cambio unitario de
la correspondiente variable explicativa.

Comenzamos analizando el efecto que tendrian sobre la probabilidad de siniestro
la edad del conductor y la potencia del vehiculo. Se plantea entonces una regre-
sion logistica en la que la variable dependiente es si la pdliza es siniestrada o no.
Para detectar posibles efectos no lineales por parte de las variables edad del con-
ductor (“edad”) y potencia del vehiculo (“cv”), estas variables se introducen no
directamente sino por medio de splines. Se tratara entonces de un modelo GAM.

El resultado de la regresién aparece a continuacion:

Formula:

siniestrada ~ s(edad) + s(cv)
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Coeficientes:

Estimacion Error estandar valor de z Pr(>|z|)
(Intercepto) —0.141447 0.006542 —21.62 <2e-16 ***

Significatividad aproximada de los splines:

edf Ref.df Chi.cuadrado p-valor
s(edad) 6.015 6.962 156.9 < 2e—16 ***
s(cv) 3.182 4.022 253.7 <2e-16 ***

Valor de UBRE = 0.37662 Parametro de escala = 1 n = 94385

Los términos s(edad) y s(cv) se refieren a los splines construidos con las variables
“edad” y “cv”, respectivamente. En el resultado aparece su significatividad (ambos son
muy significativos) y también se recoge otra informacién, como los grados de libertad
asociados a cada uno de ellos, indicados como “edf’ (estimated degrees of freedom).
Unos grados de libertad muy proximos a 1 indicarian que el spline al que se refieren
es una linea recta, con lo que la variable correspondiente podria ser introducida en la
regresion directamente, de la forma usual, sin necesidad de usar splines.

Ademas, al tratarse de una regresion logistica, como es bien sabido, el parametro
de escala o de dispersion se toma con valor 1, y como medida de ajuste para de-
terminar el valor de A se usa UBRE (en lugar de GCV).

Con un modelo GAM no tiene en general demasiado sentido buscar la expresién
analitica de los splines estimados, sino que para ver el efecto, eventualmente no
lineal, de cada variable explicativa sobre la respuesta lo mas conveniente es re-
presentar graficamente dichos splines estimados.

Si se hace esto para el modelo anterior se obtienen las siguientes figuras, en don-

de las lineas discontinuas indican un intervalo de confianza del 95% en torno a los
valores estimados:

Efecto de la edad Efecto de la potencia

00 05 1.0
00 05 1.0

=Y @
© e
E =
3 = ¥ @
I -
< <
o 7 o 7
4 mmsemes——— L——any
0 20 40 60 8O 100 0 100 300 500
edad oV

153



Estas imagenes ponen claramente de manifiesto la existencia de efectos no linea-
les de la edad del conductor y la potencia del vehiculo sobre la probabilidad de
siniestro. Analizandolo con un cierto detalle se puede ver que el efecto de la edad
sobre la probabilidad de siniestro es maximo a los 21 afios y presenta un minimo
local a los 44 y un méaximo local a los 48, momento en el que empieza a decaer de
forma lineal. En cuanto al efecto de la potencia del vehiculo, resulta ser maximo
para 277 cv.

Se puede sospechar la existencia de una interaccién entre edad del conductor y
potencia del vehiculo, de forma que el efecto conjunto de ambas variables para
edades bajas y potencias altas sea superior al que existiria si edad y potencia
fuesen independientes. Para comprobarlo se construye un modelo con un spline
dependiente de estas dos variables de forma conjunta (ya no sera una suma de
splines univariantes). El resultado de este modelo es el siguiente:

Formula:

siniestrada ~ s(edad, cv)

Coeficientes:

Estimacion Error estandar Valor de z Pr(>|z|)
(Intercepto) -0.141563 0.006543 -21.64 < 2e-16 ***

Significatividad aproximada de los splines:

Edf Ref.df Chi.cuadrado p-valor
s(edad,cv) 20.72 24.86 473.6 < 2e-16 ***

Valor de UBRE = 0.37659 Parametro de escala =1 n = 94385

Como se puede observar, el nuevo spline bivariante resulta ser significativo y con una
estructura mas compleja (Iégicamente) que los splines univariantes del modelo ante-
rior (su numero de grados de libertad es bastante mayor). Para comprobar si efecti-
vamente el modelo con interaccién es superior al modelo sin ella se debe tener en
cuenta que se trata de modelos anidados (el modelo sin interacciones es un caso
particular del otro), con lo que se puede construir una tabla ANOVA con ambos mode-
los para contrastar la hip6tesis nula de que el modelo mas sencillo sin interaccién es
valido, o si por el contrario debe ser descartado en beneficio del modelo mas comple-
jo. Para contrastar esta hipétesis se usa un test Chi-cuadrado aproximado (en lugar de
un test F, al tratarse de una distribucién binomial) basado en un cociente de verosimili-
tudes entre los dos modelos (Wood, 2006). El resultado es el siguiente:

Andlisis de latabla de desviacién:

Modelo 1: siniestrada ~ s(edad) + s(cv)

Modelo 2: siniestrada ~ s(edad, cv)
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Resid. Df Resid. Desv Df Desviacion Pr(>Chi)
1 94375 129912
2 94363 129886 11.524 25.863 0.008896 **
Codigos de significatividad: 0 “****' 0.001 “*** 0.01 *' 0.05‘.’0.1‘'1

Se puede ver que efectivamente el modelo con interaccién es preferible al modelo
mas sencillo sin ella (se descarta la hipétesis nula).

La representacion gréfica bidimensional del efecto conjunto de las variables “edad”
y “cv” puede verse en la imagen siguiente, que muestra claramente la existencia
de una interaccion puesta de manifiesto por un “pico” por encima de lo esperado
en la probabilidad de siniestro para edades bajas y potencias del vehiculo en el
entorno de los 230 caballos:

Interaccion edad x potencia

\\
//

En esta imagen el eje z esta en la escala de la variable respuesta (probabilidad) y
no en la del predictor lineal. Debido a la construccion de la muestra, y como se ha
indicado previamente, esta probabilidad no debe ser interpretada literalmente (ya
gue en la muestra las pdélizas siniestradas y no siniestradas se reparten al 50%
aproximadamente), pero permite hacerse una idea de como varia la probabilidad
de siniestro con la edad y la potencia.
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En cuanto al resto de variables explicativas disponibles en los datos, tras un estu-
dio preliminar se ha optado por descartar la variable “naturaleza”, por no tener ésta
un efecto significativo, y se han agrupado algunas categorias con muy pocas ob-
servaciones de las variables “uso” y “tipo”. Si ahora se introducen en el modelo el
resto de variables explicativas, es decir, los afios de carné (“carne”), la antigiiedad
de la pdliza (“fecha.poliza”), el tipo de vehiculo (“tipo”) y el uso del vehiculo
(“usol”), se obtienen los siguientes resultados:

Férmula:
Siniestrada ~usol + tipo+ s(edad, cv) + s(carne) + s(as.numeric(fecha.poliza))

Coeficientes:

Estimacion Error estandar Valor de z Pr(>|z|)
(Intercepto) -0.19429 0.18562 -1.047 0.29524
UsolPARTICULAR -0.08749 0.09201 -0.951 0.34170
Uso1lTRANSPORTE 0.27654 0.11762 2.351 0.01872 *

usolUTILIZACION EM-

PRESA 0.11502 0.11574 0.994 0.32030
tipoCAMION 0.42734 0.19600 2.1800.02923 *

tipoFURGONETA 0.46126 0.16732 2.757 0.00584 **
tipoTODO TERRENO 0.07455 0.17129 0.435 0.66340
tipoTURISMO 0.07027 0.16691 0.421 0.67377

Significatividad aproximada de los splines:

Edf Ref.df Chi.cuadrado p-valor
s(edad,cv) 17.088 21.568 189.7 < 2e-16 ***
s(carne) 2.858 3.641 38.1 1.11e-07 ***
s(as.numeric(fecha.poliza)) 4.702 5.746 537.9 < 2e-16 ***

Caodigos de significatividad: 0 “****' 0.001 “**' 0.01 *’ 0.05‘."0.1 ‘"1

Valor de UBRE = 0.36293 Parametro de escala = 1 n = 94385

El efecto de los afios de carné se refleja en la siguiente imagen:
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Efecto de los afios de carné
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Mientras que el efecto de la antigliedad de la pdliza es el siguiente (debe tenerse en
cuenta que la antigliedad de la pdliza se mide por los dias transcurridos desde el 1
de enero de 1970 hasta la fecha de formalizacién de la pdliza, con lo que valores
mas grandes corresponderan a polizas mas recientes, mas proximas en el tiempo):

Efecto de la antigliedad de la pdliza
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5. CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo se han descrito las caracteristicas fundamentales de los
Modelos Aditivos Generalizados, se ha mostrado como la teoria que los funda-
menta se integra de forma sencilla y natural dentro de la de los modelos estadisti-
cos convencionales, y se ha presentado un ejemplo de aplicacion al campo de las
Ciencias Actuariales con una amplia muestra de datos reales de seguros de auto-
movil. Esta aplicacion se ve facilitada enormemente por la existencia de software
disponible de gran calidad, como es el caso del paquete mgcv de R, que es el que
aqui se ha utilizado. Este paquete implementa una gran cantidad de herramientas
gue facilitan considerablemente la aplicacion de los GAM y que convierten esta
aplicacién en una tarea apenas mas compleja que la que supone la aplicacion de
un GLM, pero que proporciona unos resultados y unas conclusiones mucho mas
ricos y con mayor capacidad de incorporar en el modelo realidades mas complejas
qgue las que pueden reflejar los GLM. Con la realizacion de este trabajo, por lo
tanto, creemos haber puesto de manifiesto la sencillez y la conveniencia del uso
de los GAM en el campo de la estadistica actuarial.
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Ponencia 11

ALGUNAS REFLEXIONES SOBRE LOS PROBLEMAS
DE ASIGNACION DE CAPITAL Y LA APLICACION DE CIERTAS
MEDIDAS DE RIESGO

Jaume Belles-Sampera y Miguel Santolino

RESUMEN

En este articulo introducimos algunas reflexiones relacionadas con el alcance del
marco teorico propuesto en Dhaene et al. (“Optimal capital allocation principles”
Journal of Risk and Insurance, 2012, 79(1), 1-28) para describir los problemas de
asignacion de capital y sus soluciones, haciendo especial énfasis en las medidas de
riesgo contempladas. Por una parte, ponemos de manifiesto la enorme versatilidad
de la propuesta realizada y, por otra, sugerimos relajar algunas de las hip6tesis
asumidas por los autores. El objetivo principal es englobar en el marco teérico algu-
nas tipologias basicas de asignacion de capital que, sin relajar las hip6tesis, quedan
excluidas. Las mejoras que se derivan de la flexibilizacion permiten generar nuevos
tipos de asignaciones de capital que encajan en el modelo. El atractivo de estas
propuestas radica en las familias de medidas de riesgo consideradas.

1. INTRODUCCION

Los problemas de asignacién de capital en el sector asegurador y financiero apa-
recen cuando alguna unidad responsable de gestion debe encargarse de distribuir
una determinada cuantia entre distintas lineas o unidades de negocio. Esta cuan-
tia puede ser el total de costes o gastos de la compafiia, el capital de solvencia
total requerido para la compaiiia o el monto total disponible en la compafiia para
retribucién variable, por poner algunos ejemplos. Este tipo de problemas emergen
en multiples situaciones. Si la entidad considera que el reparto debe realizarse en
funcion de la exposicién al riesgo (individual o conjunta) de las unidades de nego-
cio, estamos frente a un tipo de problemas especialmente relevantes en la practica
del Enterprise Risk Management (ERM). En numerosas ocasiones la asignacion
de capital es meramente nocional, es decir, no termina repartiéndose una cuantia
fisica a cada unidad de negocio. Pero esta peculiaridad no le resta importancia al
estudio de este tipo de problemas, puesto que la asignacion es Util en varios tipos
de andlisis del negocio de la compafiia desde un enfoque de gestién del riesgo.
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La literatura relacionada con los problemas de asignacion de capital es extensa y
los campos en los que se presentan problemas de asignacion de capital entre
diferentes agentes son muy diversos. Algunos de los puntos de vista desde los
que se han abordado los problemas de asignacion de capital son el econdémico
(Tasche, 2004; Buch et al., 2011), el de la teoria de juegos (Denault, 2001) o el
axiomatico (Kalkbrener, 2005), por mencionar unos pocos. Remitimos al lector
interesado a las revisiones que se realizan en Trigo et al. (2011) y en la introduc-
cion de van Gulick et al. (2012) sobre los distintos principios de asignacion existen-
tes en la literatura académica.

Dhaene et al. (2012) proponen un marco tedrico en el que se unifican gran parte
de dichos principios de asignacién de capital. En este marco teérico, una vez fijado
el capital a repartir, se requieren tres elementos para poder describir cualquier
problema de asignacién del capital entre distintas unidades de negocio: un conjun-
to de pesos para las unidades de negocio, una funcién norma y un conjunto de
variables aleatorias auxiliares.

Las reflexiones que plasmamos en este articulo hacen referencia al alcance del
marco tedrico anteriormente mencionado’. Por una parte, destacamos la gran
versatilidad de este modelo para describir numerosos problemas de asignacién de
capital y sus soluciones. Por otra parte, dos cuestiones particulares motivan nues-
tros comentarios adicionales. La primera de ellas es la siguiente: imaginemos que
debemos repartir un capital K entre distintas unidades de negocio, tomando en
cuenta de algin modo el riesgo de pérdida en cada una de ellas. Imaginemos
también que medimos el riesgo de las pérdidas asociadas a cada unidad de nego-
cio mediante una medida de riesgo o funcién similar. Un criterio aparentemente
facil de reparto seria asignar a la unidad de negocio i-ésima el capital K multiplica-
do por el cociente entre el riesgo de pérdida de la unidad i-ésima y la suma de los
riesgos de pérdida de todas las unidades. Un principio de asignacién que siga este
criterio se conoce en la literatura como Proportional Allocation Principle, y queda
perfectamente explicado por el MTR. A pesar de ello, en el caso en que para todas
las unidades de negocio se esté usando como medida de riesgo el p-cuantil de
cada unidad de negocio (es decir, el Value-at-Risk al nivel de confianza p), los
autores sefialan que no han conseguido conciliar en su modelo este tipo de repar-
to proporcional, conocido en la literatura como Haircut Allocation Principle (Dhaene
et al., 2012, pag.10). La sorpresa que produce encontrar este fleco en el marco
tedrico propuesto, que por otra parte cubre un vasto abanico de principios de asig-
nacién de capital, nos hizo reflexionar sobre si algunas de las hipétesis del modelo
podian relajarse con el fin de abarcar también dicho principio. En este articulo
proponemos encuadrar el principio de asignacién de capital Haircut Allocation
Principle mediante una modificacion menor de las hipétesis del modelo.

La segunda cuestion de interés en este articulo, estrechamente conectada con la
primera, es la introduccion de medidas de riesgo poco habituales en los esquemas

! En adelante, emplearemos la nomenclatura MTR (Marco Tedrico de Referencia en este articulo) para
hacer referencia al marco tedrico propuesto por Dhaene et al. (2012).
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de asignacion de capital. Se persigue explotar la flexibilidad que el MTR propor-
ciona, incorporando el uso de dos familias de medidas de riesgo en los Proportio-
nal Allocation Principles. Ambas tipologias de medidas de riesgo incorporan mayor
grado de subjetividad del decisor que el habitual en otras medidas de riesgo. Por
una parte, las GlueVaR (Belles-Sampera et al., 2013) pueden entenderse como
medidas en las que tres escenarios de riesgo son ponderados, con el fin de obte-
ner una imagen del riesgo incurrido acorde al apetito o aversion al riesgo del deci-
sor. Asimismo, las medidas de riesgo propuestas en van der Hoek y Sherris (2001)
permiten al decisor fijar un umbral de pérdidas que separa dos perspectivas distin-
tas de aversion al riesgo, identificadas mediante funciones de distorsiéon similares
a las de las medidas de riesgo de distorsion de Wang (1995; 1996).

Dedicamos la seccion 2 a presentar el MTR. En la seccién 3 sugerimos relajar
algunas de las hipétesis del anterior modelo para conseguir encuadrar en él el
Haircut Allocation Principle. La seccién 4 esta dedicada a presentar brevemente
las dos familias de medidas de riesgo que se consideraran en la seccioén 5, en la
gue se proponen nuevos principios de asignacion de capital de tipo proporcional
basados en dichas medidas de riesgo. Cerramos el articulo con una discusioén final
acerca de las aportaciones realizadas.

2. PROBLEMAS DE ASIGNACION DE CAPITAL

El punto de partida es el siguiente: quiere distribuirse un capital K >0 entre n>1
unidades de negocio, y la asignacion debe ser completa (es decir, si K, denota la
cuantia asignada a la i-ésima unidad de negocio, entonces debe cumplirse que

n

ZKi =K ). Ademas, se supone que esta distribucion se enmarca en un contexto
i=1
de gestién cuantitativa de riesgos, por lo que debe realizarse teniendo en cuenta el
riesgo en el que incurren las unidades de negocio.

Desde nuestro punto de vista, en un problema de asignacion de capital pueden
distinguirse los siguientes elementos:

e El capital a repartir.
e Los agentes entre los que repartir dicho capital.

e Las variables aleatorias, asociadas a cada agente, que se tendran en conside-
racion para el reparto (en el caso de la gestion cuantitativa de riesgos, las pér-
didas de cada unidad de negocio).

e Una coleccion de funciones que dependen de las variables aleatorias anterio-
res, también asociadas a cada agente, que sirven para simplificar la informa-
cion proporcionada por dichas variables aleatorias (en el caso de la gestion
cuantitativa de riesgos, las medidas de riesgo empleadas para las pérdidas de
cada unidad de negocio).
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e El criterio de reparto.

e La solucion final al problema de asignacién o, dicho de otro modo, la asigna-
cion final de capital a cada agente. Usaremos también la denominacién ‘prin-
cipio de asignacion’ para referirnos a dicha solucién.

2.1. Marco teérico

El modelo que proponen Dhaene et al. (2012) para unificar los problemas de asig-
nacion de capital consiste en interpretar cualquiera de estos problemas como un
problema de optimizacion, cuya forma general puede expresarse como

i N xi — Ki
KI,E:,I.QKn;Vi -E ;i-D(—Vi J

) )
s.a. ZKi =K

siendo K el capital total a asignar; v, >0, i=1,...,n es el peso de la i-ésima unidad de
n

negocio® tal que Zvi =1; K,,i=1, .., nes el capital a asignar a la i-ésima unidad de
i=1

negocio; X, i=1, .., nes la variable asociada a las pérdidas aleatorias de la i-ésima
unidad de negocio; D: R — R es una funcién que cuantifica las desviaciones que su-
fren las pérdidas aleatorias X, respecto del capital K; a asignar a la unidad de negocio
i-ésima (lo habitual es considerar la funcion D como una normay); y, finalmente, las ¢, , i
=1,..,n son variables aleatorias auxiliares® no negativas cuyo papel consiste en ponde-

) ) X, =K, L
rar ciertos eventos aleatorios al calcular las esperanzas de D{; . Una condicioén
V.
I

que deben cumplir las variables aleatorias ¢; es que tengan esperanza igual a 1.

Cuando las variables aleatorias ¢, son funciones no negativas y no decrecientes

de las pérdidas X, para todo i, entonces a los principios de asignacion se les de-
nomina Business Unit Driven Allocations. Si, en cambio, las ¢ son funciones no

n
negativas y no decrecientes de la suma de las pérdidas S = ZXi , entonces se
i=1
refieren a dichos principios de asignacion como pertenecientes a los Aggregate
Portfolio Driven Allocations. Y, por Ultimo, si las ¢, dependen de caracteristicas o

% Estos pesos pueden estar ligados a valores financieros, contables, de volumen de las unidades de
negocio o no estar relacionados con ninguno de estos conceptos. Una posible interpretacion de estos
pesos es que permiten establecer el grado de relevancia de cada una de las unidades de negocio.

® Podria pensarse que estas variables aleatorias auxiliares ayudan a focalizar el interés en eventos aleatorios
particulares o en rangos de pérdidas especificos para el problema de asignacion que estemos planteando.
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condiciones del mercado, entonces estamos ante principios de asignacion del tipo
Market Driven Allocations. En este trabajo nos centramos en los principios de
asignacion proporcionales que puedan representarse eligiendo como funcién D la
norma euclidea. De ahora en adelante, supondremos que el capital total a repartir
K esta fijado de antemano. Remitimos a aquellos lectores interesados en un ma-
yor detalle sobre las particularidades del modelo a Dhaene et al. (2012).

2.1.1. Proportional Allocation Principles

En el ambito de las entidades aseguradoras y financieras los principios de asigna-
cion de capital proporcionales estan basados en un sencillo criterio de reparto: cal-
cular el riesgo de pérdida de cada unidad de negocio, sumar estos valores vy, final-
mente, asignar a la unidad i-ésima el capital K multiplicado por el riesgo de pérdida
de la unidad dividido entre la suma de los riesgos de pérdida de todas las unidades.

Mateméticamente, denotando por X, las pérdidas de la unidad de negocio i-ésima y
por p, la medida de riesgo elegida para dicha unidad, i = 1, ..., n, entonces:

/T i=1..,n (2)

A pesar de su simplicidad, un gran ndmero de los principios de asignacion de capi-
tal que pueden encontrarse en la literatura estan basados en este criterio. Por
ejemplo, siguiendo la notacion y la denominacién usada en MRT, cuando se tiene
en consideracién la misma medida de riesgo para todas las unidades de negocio
(i,e., p =p,i=1,..,n)se cuentan entre los Proportional Allocation Principles los

siguientes principios de asignacion:

e Haircut Allocation Principle: p(X;)=F,'(p), con pe(0,1) un nivel de con-
. o . Fo(p)
fianza. La asignacion final es la siguiente: K; =K| — .
Fe(p)

j=1
. . S ) . c
e Quantile Allocation Principle: p(X;)=Fy (FSC(K)), siendo S° la suma
comonotonica de las pérdidas X, i=1,..,ny a tal que K = F’cl(“)(F (K))

s¢

La asignacion resultante es: K, =K - {Fxl(“ ZF " ( . (K ))}

 Covariance Allocation Principle: p(X;)=Cov[X;,S], siendo S=)X;.

Con lo que el reparto final queda K, =K -[Cov[Xi,S]/Var [S]] :
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e Conditional Tail Expectation (CTE) Allocation Principle:
p(X)= E[Xi |S > Fs’l(p)], siendo S=) X, y pe(0,1) un nivel de con-
i=1

fianza. El reparto resultante es el siguiente:
K, =K-[E[X |S>F(p)]/TvVar(S)].

A la vista de la lista anterior, podemos pensar que el grado de “sofisticacion” de las
asignaciones de capital, en estos casos, depende mas de la medida de riesgo
seleccionada que del criterio de reparto subyacente.

2.1.2. Criterio de optimizacién cuadratico

Si de los tres elementos caracterizadores (pesos Vv, , funcion D vy variables auxilia-

res ¢ ) se fija la funcién D igual a la norma euclidea (D(x)- x?), entonces estos

principios de asignacién son denominados principios de asignacion basados en el
criterio de optimizacion cuadratico. En tales situaciones, la expresion (1) se trans-
forma en:

| ®3)

Las soluciones a este tipo de problemas de optimizacion pueden escribirse, en
forma general, como

K. =E[§i-xi]+vi-[K—ZE[gj.xj]j Li=1,...,0. (4)

Si adicionalmente se fija el conjunto de pesos Vv, (es decir, la importancia relativa
E [gi'xi]
2E[¢X]

iz

de las unidades de negocio) tal que v, = para todo i, las soluciones

(4) quedan simplificadas en

K =K|—="2 1 =1, ..n (5)



Comparando las expresiones (2) y (5), si existen medidas de riesgo p, tales que
p (X,)=E[{-X;] para ciertas variables aleatorias ¢; i =1, ..., n, queda claro que

el MTR recoge el Proportional Allocation Principle asociado a dicho conjunto de
medidas de riesgo. Es mas, tenemos un argumento adicional para afirmar que la
“sofistificacién” de determinados principios de asignacion proviene mayoritaria-
mente del conjunto de medidas de riesgo contempladas y no tanto del criterio de
reparto asumido. Los autores proporcionan una extensa lista de principios de
asignacion de capital que son resumidos en la Tabla 1. N6tese que al criterio de
asignacion proporcional presentado en esta forma puede afiadirsele un matiz: si
tiene o no tiene en consideracién posibles efectos producidos por la diversificacién
de riesgos en cartera. El principio de asignacion tendra en cuenta los posibles
efectos de diversificacion mediante las variables aleatorias auxiliares ¢ : si de-

I
penden solo de X; no se tendra en cuenta este efecto, mientras que si dependen
de S si.

De la Tabla 1 se deduce la diversidad de medidas de riesgo p tales que su valor
para un riesgo X puede escribirse como p(X) = E[g’ . X]. Por otro lado, se obser-

va que los principios de asignacion proporcional Quantile Allocation Principle y
Haircut Allocation Principle no pueden explicarse en el MRT de la misma forma
qgue el resto de principios que aparecen en la Tabla 1. Los autores encajan el
Quantile Allocation Principle en su modelo eligiendo como funcién D la norma 1

(D(x):|x|), todas las variables aleatorias auxiliares no negativas ¢, igual a 1
(; =1, para todo i = 1,.., n) y limitando los posibles valores de K
(FX(0)<K < Fs’f(l)). En cambio, para el caso del Haircut Allocation Principle, los

autores no concilian este principio de asignacién con en su modelo.
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3. PROPUESTA DE MODIFICACION EN LAS HIPOTESIS DEL MODELO

En esta seccién exponemos como conciliar el Haircut Allocation Principle en el
modelo mediante la relajacion de las hipotesis sobre ¢ relativas a ser no negati-

I
vas y con esperanza igual a 1. En concreto, permitimos que ¢, tome valores nega-
tivos y Unicamente requerimos que tengan esperanza finita E[gi ] < 400 para todo

i=1,..., n. Una vez flexibilizadas las hipétesis, los tres elementos que caracteriza-
ran a este principio de asignacion son:

¢ Conjunto de pesos. La importancia relativa de las unidades de negocio esta
marcada por el cociente entre el riesgo individual y la suma de los riesgos

E[gi'xi]
ZE[Q'X]]

individuales de la cartera (v, = =1, .., n)

e Funcién norma. La norma euclidea (D(x) = x?).

e Conjunto de variables aleatorias auxiliares. Para cada pérdida aleatoria X,
i=1,.,n, sea d >1 el primer entero para el que el momento de orden d,

de X, es finito y distinto de cero (d, =min{d >1|0< |Md [Xi]| < +oo}). En-

tonces, la variable aleatoria auxiliar asociada a la i-ésima unidad de nego-
cio debe ser

=—5tw7 Fx (P) (6)

Observemos  que, con esta  parametrizacion, se cumple que

X . .
E[¢ X ]= E{W-Fﬁ(p)} =F.'(p) para todo i=1,..., n y que el reparto tiene
la forma expresada en (5), por lo que el criterio de asignacion representado es, de
hecho, el Haircut Allocation Principle (tal y como pretendiamos):

Ji=1,.,n @)

Asi pues, relajando las condiciones sobre el conjunto de variables aleatorias auxi-
liares conseguimos incluir en el MTR uno de los principios de asignacion que pa-
recen mas sencillos de antemano, el que combina un criterio de asignacion simple
(el proporcional), con una de las medidas de riesgo mas populares en el sector (el
Value-at-Risk). Nétese que el disefio de la variable aleatoria auxiliar £, es tal que
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puede ser adaptado para representar cualquier medida de riesgo como E[§i . Xi] ,
si existe al menos un momento finito no nulo de X,. No obstante, mediante este
disefio, la interpretacion sobre la transformacion que ejerce ¢, en X, no es trivial.

|
Sugerimos, por tanto, que este disefio de la variable auxiliar sea utilizado cuando
no se disponga de una alternativa interpretable.

4. OTRAS MEDIDAS DE RIESGO A CONSIDERAR

El MTR descrito ofrece una gran flexibilidad para generar principios de asignacion
de tipo proporcional. Esta flexibilidad radica en el juego que ofrecen las variables
aleatorias auxiliares o, dicho de otro modo, en el tipo de funciones de reduccién de
la informacién que queramos usar. Mas concretamente, en el ambito de la gestion
cuantitativa de riesgos en los sectores asegurador y financiero, en las medidas de
riesgo que se consideren en el problema de asignacion. Para ilustrar esta flexibili-
dad, analizamos dos familias de medidas de riesgo que pueden emplearse para
generar nuevos principios de asignacion de tipo proporcional. Ambas familias de
riesgo incorporan un elevado nivel de subjetividad.

4.1. Medidas de riesgo GlueVaR

En Belles-Sampera et al. (2013) se introduce una nueva familia de medidas de
riesgo denominada GlueVaR. Las principales caracteristicas de estas medidas son
gue generalizan el Value-at-Risk y el Tail Value-at-Risk, su calculo no requiere
complicaciones adicionales al calculo del VaR y el TVaR y, algunas de ellas, satis-
facen la propiedad que los autores denominan “subaditividad en colas”. Pertene-
cen a la clase de las medidas de riesgo de distorsion (Wang 1995; 1996) y pueden
entenderse como medidas de riesgo en las que tres escenarios adversos son
ponderados, tal y como muestran las siguientes expresiones"’:

h,—h
C‘)l:hl_((;_pl)'<l_ )
(hz_hl)
w, = (1-p
= aep)
w,=1-0, -0, =1-h,

GlueVaRy " (X) =, - TVaR, (X)+w, - TVaR, (X)+w,-VaR,(X).  (7)

* Una medida de riesgo GlueVaR depende de cuatro pardmetros: dos niveles de confianza (p y q con
p<q)ydosalturas (h, y h,, con 0<h, <h, <1) que representan la distorsion en las probabilidades

de supervivencia 1-q y 1- p, respectivamente.
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La dltima expresion permite interpretar las medidas de riesgo GlueVaR como unas
herramientas mas flexibles que el VaR o el TVaR para incorporar la subjetividad
del gestor de riesgos en lo que se refiere a la medicién de dichos riesgos.

4.2. Medidas de riesgo de van der Hoek y Sherris

Las medidas de riesgo propuestas en van der Hoek y Sherris (2001) son otro ejem-
plo de herramientas de medicién de riesgo que habilitan un mayor grado de subjeti-
vidad del decisor. La perspectiva habitual es considerar que las variables aleatorias
X representan pérdidas, mientras que en este trabajo la perspectiva de los autores
es el andlisis de beneficios. Para definirlas, es necesario fijar un umbral de pérdidas

(a £0) y dos funciones g y h no decrecientes definidas en el intervalo [0,1] , conca-
va la primera y convexa la segunda, que ademas satisfagan que g(0)=h(0)=0,

9(1)=h(1)=1. En tal caso, la expresion general de una medida de riesgo pertene-
ciente a esta familia es la siguiente:

Hoon (X)=a [0 F, (0=, (1) ®)

Se ha empleado la notacién a* =max{a, 0} . Sin entrar en detalles, el umbral de
pérdidas « separa dos actitudes distintas hacia el riesgo incurrido, determinadas
por las funciones de distorsion g y h.

Teniendo en cuenta que si t>0 entonces F(x,ay(t):':x(“”) y

'E(a_x)* (t)=F, (a—t), la expresién (8) puede reescribirse como

H,on(X) :a+J:wh[IEX (t) ot —f;g[FX (t) Jt 9)

Esta Ultima representacion de las medidas de riesgo de van der Hoek y Sherris sera
especialmente Util en la siguiente seccién puesto que, conjuntamente con las siguien-
tes equivalencias obtenidas mediante el Teorema de Fubini, permitiran obtener nue-
vos principios de asignacion proporcional basados en las medidas de riesgo H,

+o0 —

[Tt [F (V)] (t)-dF (t) =a-h[F (a)]+ [ "h[F (t)] dt (10)

5. NUEVOS PRINCIPIOS DE ASIGNACION DE TIPO PROPORCIONAL

Tras todo lo expuesto, estamos en disposicién de proponer nuevos principios de
asignacion de tipo proporcional.
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5.1. Principio de asignacion proporcional basado en las GlueVaR sin efecto
diversificacion

Tomando como conjunto de variables aleatorias auxiliares el siguiente,

¢ :a)l.i.E[xi | X, ZFXTl(C])]-i—a)Z -%-E[Xi | X; ZFil(p)]Jr

1-¢ -
X_d|’1 (11)
+ @y - —

MEX,]

para todo i=1,...,n, donde los pesos @ son como en (7), obtenemos un nuevo princi-

pio de asignacion proporcional que esta basado en las medidas de riesgo GlueVaR y
gue no tiene en consideracién posibles efectos de diversificacion en la cartera gestio-

nada. Puede comprobarse que E[¢; - X; | = GlueVaR}:" (X;) paratodoi=1, ..., n.

5.2. Principio de asignacion proporcional inspirado en las GlueVaR con efec-
to diversificacion

Supongamos que existe un nivel de confianza pg < (0,1) asociado a otro nivel de

confianza p e (O,l) y a la suma S de riesgos de todas las unidades de negocio, tal

que se cumple que F;*(p)=) F;’(ps). Entonces, tomando como conjunto de
i=1

variables aleatorias auxiliares el siguiente,

1 1 1 1
c =w1'r'E[Xi 1S>F(a)]+a, .1_.E[xi IS >F*(p) ]+

q
Xdi’]- (12)
i -1
ey B Pe)
para todo i = 1, ..., n, obtenemos un nuevo principio de asignacién proporcional

gue tiene en cuenta posibles efectos de diversificacion en la cartera gestionada.
Queremos remarcar gue, en esta situacion,

ZH:E [ - X]=@-TVaR,(S)+w, - TVaR (S)+a, -VaR, (S)=GluevaR (S).
i=1
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5.3. Principio de asignaciéon proporcional basado en las medidas de riesgo
de van der Hoek y Sherris sin efecto diversificacion

Tomando como conjunto de variables aleatorias auxiliares el siguiente,

)(.dI -1

+

¢ =a(1-h[F (a)]-g[F ()]): K] -
R F (X0 ] e (X) + 0[P (X)) 3, (X))

para todo i = 1,..., n, obtenemos un nuevo principio de asignacién proporcional que
esta basado en las medidas H,_ , Yy que no tiene en consideracion posibles efec-

tos de diversificacion. Puede comprobarse que E[;i -Xi]: H,on (X;) para todo i,
puesto que se cumple que

+

E[h’[lfxl (X)] Yy (X)) xi]= [Ttn R (0] (0)-dF (1)

La deduccidn final es directa combinando las expresiones (10) y (13).

5.4. Principio de asignacién proporcional basado en las medidas de riesgo
de van der Hoek y Sherris con efecto diversificacién

Tomando como conjunto de variables aleatorias auxiliares el siguiente,

-1

6 = a(1-h[F (@)]-0[F (@)]) p st

MA[X ] (14)

+ h'[ﬁs (S)J L) (S)"'g'[Fs (S)] 1y (S)

para todo i = 1,...,n, obtenemos un nuevo principio de asignacion proporcional que
esta basado en las medidas H, , y que tiene en consideracion posibles efectos

de diversificacion entre los riesgos de las unidades de negocio.

Como comentario final, destacar que si mantenemos como funcién D la norma
euclidea pero no imponemos restricciones a los pesos v, , los principios de asig-
nacién de tipo proporcional anteriores pueden considerarse casos particulares de
unos mas generales, aquellos cuyo reparto responde a la expresion (4) pero con-
siderando las variables aleatorias £; propuestas en esta seccion.
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6. CONCLUSIONES

En este articulo demostramos que al relajar las condiciones requeridas para uno
de los conjuntos de elementos que Dhaene et al. (2012) proponen para describir
cualquier tipo de problema de asignacion de capital, es posible incluir en su mode-
lo el Haircut Allocation Principle. Aprovechando la flexibilidad inherente al modelo,
proponemos nuevos principios de asignacion de capital. Todos ellos siguen un
criterio de reparto proporcional, por lo que su novedad reside primordialmente en
las medidas de riesgo subyacentes. Consideramos que pueden ser principios de
asignacion de utilidad en los programas de ERM de las compariias del sector fi-
nanciero y asegurador, porque permiten contemplar un diverso abanico de actitu-
des frente al riesgo de los encargados de la toma de decisiones, facilitando la in-
clusién cuantitativa de un mayor grado de subjetividad en el proceso.
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Ponencia 12

CONSTRUCCION DE TABLAS DE MORTALIDAD RECARGADAS.
INTRODUCCION DE LA INCERTIDUMBRE DE LA EXPERIENCIA
ADQUIRIDA VIA SIMULACION

Jose M. Pavia, Francisco G. Morillas y Juan Carlos Bosch Rodriguez

RESUMEN

Este trabajo presenta un proceso de elaboracion de tablas de mortalidad recargadas
incorporando la incertidumbre de la experiencia adquirida, de modo que al recargo
sobre la cartera que se viene realizando tradicionalmente se sume esta otra fuente de
variacion habitualmente ignorada. A través de un ejemplo se muestra el proceso de
elaboracién de unas tablas de mortalidad recargadas que incorporan las dos potencia-
les fuentes de incertidumbre. De esta forma, se consigue que la entidad aseguradora
pueda mostrarse mas segura y solvente para afrontar sus compromisos y las posibles
desviaciones adversas de la siniestralidad que se puedan producir en su cartera.

Palabras clave: Tablas de mortalidad, Recargo de seguridad, Graduacion, Simulacion.

1. INTRODUCCION

Una entidad aseguradora debe obtener suficientes ingresos por primas como para
cubrir las indemnizaciones de los siniestros que se produzcan en el futuro. En el
caso de los seguros de vida, la capacidad de prediccion de la mortalidad de la
cartera por parte del asegurador es fundamental para la sostenibilidad financiera
de la entidad a largo plazo.

Tradicionalmente, el actuario calcula la prima a partir de unas tablas de mortalidad
recargadas, donde las probabilidades de la tabla base (o estandarizada) son re-
cargadas debido a la incertidumbre existente en el nimero de fallecimien-
tos/supervivientes en cada edad (Prieto y Fernandez, 1994). Esta estrategia tiene
por objeto proteger a la compafiia de las posibles fluctuaciones adversas que se
puedan producir en el nivel de siniestralidad de la cartera.’

! Alternativamente, la prima de riesgo puede ser calculada de unas tablas estandarizadas para, a conti-
nuacioén, aplicar un recargo de seguridad a dicha prima (American Academy of Actuaries, 2002).
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La prediccion adecuada de las probabilidades de fallecimiento, asi como el recar-
go de seguridad aplicado, constituyen, por tanto, uno de los ejes centrales de la
reduccion del riesgo que se asume. Una estrategia tipica podria consistir en (i) la
obtencion, a partir de la experiencia de siniestralidad observada en la compaiiia,
de unas estimaciones iniciales de las probabilidades de fallecimiento en cada edad
(Forfar, McCutcheon y Wilkie, 1988), (i) la graduacion de esas probabilidades
(extrapolandolas temporalmente si es preceptivo) a fin de lograr unas estimaciones
finales con un perfil de cambio entre edades mas suave y teéricamente mas razo-
nable (Ayuso et al., 2007) y (iii) la elaboracion, a partir de las probabilidades obte-
nidas en (i), de unas tablas de recargadas para salvaguardar a la compafia de
fluctuaciones adversas (Pavia y Escuder, 2003).

El mecanismo anterior, sin embargo, trata las probabilidades iniciales como valo-
res fijos, obviando el hecho de que son valores estimados sujetos a error e incerti-
dumbre. Las probabilidades de fallecimiento observadas (estimadas) a partir de la
experiencia no necesariamente han de coincidir con las probabilidades reales a las
gue estan expuestos los asegurados. Estas estimaciones son obtenidas a partir de
una realizacidon del proceso aleatorio subyacente, el cual por azar podria haber
producido un namero de fallecidos diferente al efectivamente observado y, conse-
cuentemente, haber dado lugar a una estimacion inicial distinta.

El objetivo de este trabajo es introducir la incertidumbre anterior en el proceso de
construccion de tablas recargadas y estudiar su posible impacto. Para ello, y tomando
como base la experiencia observada de la compafiia, se propone simular S escenarios
de fallecimiento alternativos, a partir de los cuales se puedan elaborar S tablas recar-
gadas, siguiendo la estrategia en tres etapas descrita anteriormente, de modo que se
acabe disponiendo de una estimacién empirica de la distribucién de las tablas recar-
gadas que incluya la incertidumbre asociada a la experiencia de la compafiia.

En concreto, y a fin de ilustrar el proceso, se considera la cartera clasica de segu-
ros de vida de hombres del Reino Unido disponible en Forfar, McCutcheon y Wilkie
(1988, pp. 116-7), se fija en S =10 000 el nimero de escenarios a simular y se
visualiza utilizando diferentes aproximaciones las consecuencias de incorporar la
incertidumbre asociada a la experiencia.

El resto del documento esta estructurado como sigue. La seccién segunda esta
dedicada a cuestiones metodolégicas, donde se explicitan los procedimientos con-
cretos seguidos para dar respuesta al problema planteado. La seccién tercera
muestra los principales resultados para la cartera analizada. Las conclusiones
cierran el documento. Un anexo gréafico y otro numérico completan el trabajo.

2. METODOLOGIA
La implementacién del proceso descrito en la introduccién para la simulacion de

experiencias de mortalidad y la construccion de las correspondientes tablas recar-
gadas requiere fijar los procedimientos especificos que se van a seguir, decidiendo
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entre posibles alternativas. La primera cuestion a responder es cémo simular los
escenarios de mortalidad a partir de la experiencia observada.

Para ello, se parte de considerar que en la cartera el nimero de fallecidos a cada
edad x, F,, se distribuye de acuerdo a un modelo Binomial con parametros, r,, €l
ndmero de expuestos al riesgo a la edad x y q,, la probabilidad de fallecimiento a
la edad x, Fy ~ Bi(r,,q,).”

El nimero de expuestos al riesgo (0 expuestos iniciales al riesgo) con edad x en la
cartera, ry, no suele plantear especiales dificultades de calculo. El problema reside
en que g, es desconocido, por lo que para poder generar realizaciones aleatorias
de F, es preciso disponer de una estimacion del mismo. Para ello, y a fin de garan-
tizar que los escenarios simulados constituyan desviaciones verosimiles de la
experiencia observada se ha tomado como estimador de g, para generar las simu-
laciones el cociente entre el nimero de fallecidos observados con edad x durante
el periodo de estudio en la cartera, f, (la realizacion disponible de la variable alea-
toria F,), y los expuestos al riesgo, r,. El estimador seleccionado tiene la caracte-
ristica de ser insesgado como estimador g, y su eleccion garantiza que la media
de las realizaciones simuladas coincida con la experiencia observada.

Una vez obtenidas las realizaciones aleatorias y calculadas para cada escenario las
estimaciones iniciales de las probabilidades de fallecimiento a cada edad x, se aborda la
siguiente etapa: la de graduacion; que tiene como finalidad reducir las fluctuaciones
aleatorias de las estimaciones iniciales. En efecto, las probabilidades brutas que se ob-
tienen de la experiencia constituyen estimadores insesgados pero altamente variables
de los verdaderos riesgos g, de fallecimiento, por lo que a fin de reducir su error cuadra-
tico medio global (a costa quizas de introducir algo de sesgo) estas probabilidades son
suavizadas/ajustadas utilizando algin procedimiento paramétrico 0 no paramétrico.

De acuerdo con Debén (2003), las técnicas de graduacion paramétrica tienen co-
mo principal ventaja las posibilidades predictivas que ofrecen al permitir modelizar
el comportamiento de la cartera. Como contrapartida, conllevan para el actuario la
necesidad de asumir que las observaciones se distribuyen segin un determinado
modelo tedrico de supervivencia.

En este sentido, y siguiendo el trabajo de Forfar, McCutcheon y Wilkie (1988), la gradua-
cién de las probabilidades de fallecimiento se ha realizado mediante la utilizacién del
modelo de Gompertz-Makeham, GM;S(X); el cual asume que el tanto instantaneo de
fallecimiento, u(x), se puede aproximar mediante la suma de un polinomio en x de orden
r(grador
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De suerte que, dado que bajo hipétesis de uniformidad de fallecimientos el tanto
instantaneo de mortalidad a edad x puede ser aproximado a través de la expresion,

q a,

=X
p, 1 a,

Hy

se tiene que el modelo de Gompertz-Makeham permite establecer que la probabi-
lidad de fallecimiento a edad x, q,, se puede estimar a través de lo que se conoce

como la férmula Logit Gompertz-Makeham de tipo (r, s), LGM;;’S(X)Z

_ GMg'()

~— "~ = | GM®(x
qx 1+GM;§S(X) B ( )

Por ejemplo, con esta terminologia la segunda ley de Makeham quedaria:
~ 3 — X_ _ 2,2
pX~E—A+Hx+BC =B, +B, x+ePs PaX=G Mg (x).

Una vez decida la familia funcional a la cual ajustar los datos, para la seleccion de
los érdenes (r, s) concretos de la funcién GM se ha utilizado el criterio de informa-
cion de Akaike, AIC, (e.g., Sakamoto, Ishiguro y Kitagawa, 1986), buscando entre
un conjunto de modelos suficientemente parsimoniosos que verificaban:
rH+s<6, 0<sr<2y2<sc<4

La seleccion de los 6rdenes del modelo se ha realizado a partir de la experiencia
realmente observada, no aplicAndose la busqueda de los mejores érdenes a cada
escenario simulado. Para cada simulacién concreta los parametros g del modelo
se estiman condicionando a que los 6rdenes del modelo coinciden con los del
modelo derivado de la experiencia. La estimacién de los parametros se realiza por
maxima verosimilitud bajo la hipétesis de que los fallecidos a cada edad x siguen
un modelo binomial y son independientes. Es decir, denotando por n y m, respecti-
vamente, a las edades minima y maxima para la que se dispone de informacion, la
estimacion de los parametros se obtiene maximizando la funcién de verosimilitud,

m 0
L@ = | [la.®]" 2

X=n
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A partir del modelo estimado, se obtienen las probabilidades graduadas qX(B) =0q,. Y

de ahi las tablas recargadas. En concreto, en este trabajo, las probabilidades recar-
gadas se han calculado siguiendo la estrategia Il propuesta en Pavia y Escuder
(2003), que para un nivel de recargo (o probabilidad) 1 a, se obtienen a partir de:®

Py Zay/ Py (1-p, )/l 1)
1'20\/ (1'px_1)/|x ,

P, +Zay/ Py (1-p, )/l 0)
1+Za\/ (1'px_1)/|x ,

donde g, y p; representan, respectivamente, las probabilidades recargadas de
fallecimiento y de supervivencia, p,=1 q,, z, es el percentil de orden 1 a en una
normal tipificada, y I, es el nimero de supervivientes que alcanzan la edad x en la
tabla de mortalidad de un colectivo inicial de tamafio .

q,=min (1—

p;=max<

3. RESULTADOS

A fin de ilustrar el impacto de la incorporacion de la incertidumbre asociada a la
experiencia en la construccion de las tablas recargadas, los pasos metodolégicos
descritos en el apartado anterior han sido aplicados a la cartera de seguros de
vida de hombres con duracion cero del Reino Unido disponible en Forfar, McCut-
cheon y Wilkie (1988, pp. 116-7). Los célculos y andlisis se han circunscrito al
rango de edades de 10 a 88 afios, ya que la cartera solo dispone de expuestos al
riesgo para tales edades; si bien como se observa en la Figura 1 con una distribu-
cion muy desigual. De hecho, y aunque obviamente los riesgos de fallecimiento no
son nulos ninguna edad, no se contabilizo ningun fallecido en la cartera en los
rangos de edad de 10-14 y de 79-88 afios debido al escaso niumero de expuestos
al riesgo de tales edades en la cartera. Esta circunstancia provoca que las estima-
ciones brutas que se derivan directamente de la experiencia en esos rangos sean
nulas. Por lo que, a fin de evitar lo que hubiesen supuesto simulaciones degene-
radas (sistematicamente valores nulos) para tales edades, se estimaron en esos
rangos unas probabilidades brutas iniciales utilizando de manera secuencial el
modelo propuesto en Helligman y Pollard (1980), y haciendo uso de un operador
de shrinkage.

® Esta estrategia genera, para un mismo nivel de recargo, menores recargos que la propuesta de Prieto
y Fernandez (1994).
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Figura 1
Nimero de expuestos al riesgo por edad en la cartera analizada

Un resumen grafico de las distribuciones de las probabilidades brutas obtenidas
en las simulaciones se ofrece en el anexo grafico, donde se observa claramente
gue, como era de esperar, la variabilidad asociada a las estimaciones de las pro-
babilidades brutas es mayor cuanto menor es el tamafio de la poblacién expuesta
al riesgo a esa edad.

Una vez se dispone de las simulaciones de las probabilidades de fallecimiento,
comienza la fase de graduacion de las mismas, para lo cual previamente es preci-
so determinar los 6rdenes (r, s) la funcién GM que seran utilizados. Las probabili-
dades iniciales que sirvieron de base para la simulacion (observadas y estimadas),
junto a todos los modelos GM;S(X) ajustados para esos datos, empleando todas
las posibles combinaciones de (r, s) que cumplian las restricciones sefialadas en la
seccién 2, se muestran (en escala logaritmica) en la Figura 2. Mientras que las
estimaciones de los parametros obtenidos en los ajustes realizados se ofrecen en
la Tabla 1 donde para facilitar la interpretacién de los coeficientes se emplean
las expresiones r; para la parte polinomica y s; para la exponencial.
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Tabla 1l

Estimaciones de los parametros, graduaciones Gompertz-Makeham

Modelo ro+rx exp(S,+S1X+Sx%+53X3)

fo r So S1 S, S3
GM(0,2) - - -9.742564 | 0.073978 - -
GM(0,3) - - -9.833606 | 0.073816 | 0.000047 -
GM(0,4) - - -8.881307 | 0.058989 | -0.000784 | 0.000013
GM(1,2) 0.000286 - -11.057930 | 0.095702 - -
GM(1,3) 0.000259 - -11.080240 | 0.095697 | 0.000019 -
GM(1,4) 0.000311 - -11.066280 | 0.091537 | -0.000103 | 0.000003
GM(2,1) | -0.677044 | 0.000042 | -0.3906320 - - -
GM(2,2) 0.001112 | -0.000035 | -10.619600 | 0.095173 - -
GM(2,3) 0.001155 | -0.000037 | -10.610560 | 0.095172 | 0.000002 -
GM(2,4) 0.001345 | -0.000047 | -10.536590 | 0.099254 | 0.000013 | -0.000001

Fuente: Elaboracién propia. Célculos realizados usando la versién 2.15.2 (2012-10-26) de R
(R Core Team, 2012).
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Figura 2

Graduaciones Gomperz-Makeham y experiencia observada

80

La bondad de ajuste, medida a través del coeficiente AIC, de los modelos conside-
rados se muestra en la Tabla 2, donde se han sombreado las celdas correspondien-

tes a los tres mejores modelos

GM(2,2), GM(2,3) y GM(2,4). Como era de espe-

rar, dado los desiguales tamafios de las poblaciones expuestas al riesgo a cada
edad (ver Figura 1), las modelos GM con mejores AIC (Figura 2 derecha) prestan
mas atencién al rango de edades donde los tamafios poblacionales son sensible-
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mente mayores: no se ajustan especialmente bien en las edades extremas (donde la

experiencia es escasa) y presentan un mejor ajuste en las edades centrales.

Bondad del ajuste de las graduaciones de los datos observados medidas a través de la

Tabla 2

informacion de Akaike, AIC = =2 logL(B) + 2 (r + s).

(r.s) 1 2 3 4
0 - 27128.28 27125.16 27031.58
1 - 27000.94 26999.96 26986.04
2 27693.4 26913.58 26915.44 26910.62

Fuente: Elaboracién propia. Célculos realizados usando la version 2.15.2 (2012-10-26)
de R (R Core Team, 2012).

A fin de no sobrecargar la exposicién, en lo que resta, nos centraremos en los
resultados logrados con el modelo GM(4, 4) dado que es el modelo que mejor se
adapta a la experiencia observada y a que, ademas, para las 10000 experiencias
de mortalidad simuladas fue el que mostrd, en media, también los mejores ajustes
en términos de AIC (con un valor medio en las 10000 simulaciones de 27279.45).

0.015 0.020 0025
1

Probabilidad de fallecimiento
0.010
|

log (Probabilidad de fallecimienta)

7
|
0.005
|

8

|
0.000

|

20 40 60 80 10 20 30 40 50 60 70
Edad Edad
Figura 3
Proyecciones en el plano de las distribuciones de las probabilidades de fallecimiento
graduadas con GM(2,4). La linea negra corresponde a la graduacién de los datos realmente
observados, la banda azul contiene el 50% de las graduaciones centrales (entre percentiles
25y 75), los limites de la banda amarilla marcan las probabilidades graduadas que se
encuentran entre los percentiles 5y 95 a cada edad y la zona verde sefiala los limites maximo
y minimo. En la figura de la izquierda se representa (en escala logaritmica) el rango completo
(de 10 a 89). En la figura derecha se presenta (en escala normal) el rango de 10 a 72 afios.
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La Figura 3 muestra las proyecciones en el plano de las distribuciones de las proba-
bilidades de fallecimiento graduadas. Comparando las proyecciones de las distribu-
ciones de las probabilidades graduadas con las de las probabilidades brutas (Figu-
ras Al y A2) se observa un suavizado considerable de las probabilidades brutas,
reduciéndose significativamente la varianza de las estimaciones iniciales. Asimismo,
como era de esperar, para los rangos de edades extremas, donde la cantidad de
informacion es sensiblemente menor, las bandas de variaciéon de las probabilidades
graduadas son notablemente mayores. Es mas, son mas amplias para las edades
mas avanzadas donde el nimero de expuestos al riesgo es claramente menor y las
probabilidades de fallecimiento/supervivencia menos extremas.

-0.05

10

5
|
log (Probabilidad de supervivencia)
-0

log (Probabilidad de fallecimienta)

7
|
015

20 40 60 80 20 40 60 80
Edad Edad

Figura 4
Proyecciones de las distribuciones de las probabilidades de fallecimiento (izquierda) y
supervivencia (derecha) recargadas a cada edad con 1 a=0.95y l;5 = 100000. Las lineas
negras corresponden a las probabilidades que se logran recargando las probabilidades
graduadas de los datos realmente observados, la banda azul contiene el 50% de los
valores centrales (entre percentiles 25 y 75), los limites de la banda amarilla marcan las
probabilidades recargadas que se encuentran entre los percentiles 5y 95 y la zona verde
sefiala los limites maximo y minimo. En la figura de la izquierda se representa (en escala
logaritmica) las probabilidades de fallecimiento. En la figura derecha se presenta
(en escala logaritmica) las de supervivencia.

Finalmente, y a partir de cada uno de los 10000 conjuntos de probabilidades gra-
duadas, se calcularon las correspondientes tablas de probabilidades recargadas
empleando la estrategia Il de Pavia y Escuder (2003) para un recargo 1 a=0.95
y un tamafio de poblacion en riesgo inicial 1,i=100000. La Figura 4 muestra de
manera esquematica para todas las edades las proyecciones de las distribuciones
de las probabilidades de fallecimiento y supervivencia recargadas. Comparando
los paneles izquierdos de las Figuras 3 y 4 se observa que ambas figuras son muy
similares, con las probabilidades recargadas de los datos observados situandose
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en el rango inferior de las distribuciones para las edades bajas y en los rangos
superiores para las edades avanzadas.

Figura 5
Ejemplos de distribuciones de probabilidades de fallecimiento recargadas para algunas
edades. De izquierda a derecha y de arriba abajo, para 10, 26, 42, 58, 74 y 88 afios. Mar-
cado con una linea vertical discontinua el percentil 95 de la distribucién y con pequefio
segmento la probabilidad recargada que se obtiene a partir de la experiencia observada.

La incertidumbre asociada a cada probabilidad recargada se observa mas clara-
mente a partir de representaciones como las que aparecen en la Figura 5, donde
para una seleccién de edades se ofrecen las estimaciones nicleo de las funciones
de densidad para algunas probabilidades recargadas. En las graficas se ha inclui-
do ademas, a través de una linea vertical, el percentil 95 de la distribucién y, con
pequefio segmento, el valor de la probabilidad recargada que se deriva de la expe-
riencia observada.

Para esta cartera concreta y con la estrategia de suavizado y recargo considerada,
se podria inferir de los resultados obtenidos que en edades tempranas la compa-
fifa estaria infravalorando las probabilidades de fallecimiento, mientras que se
podria afirmar que, en general, estaria sobreestimado ligeramente las probabilida-
des para las edades mas avanzadas. En el Anexo numérico se pueden consultar
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(en tanto por mil) las probabilidades recargadas que se derivan de la experiencia
observada y las que se obtendrian tomando el percentil 95 de las distribuciones de
probabilidades recargadas, donde el patron comentado es claramente observable.

Con la metodologia empleada en el rango de edad de 10 a 40 afios las probabili-
dades recargadas que se derivan de la experiencia serian por término medio un
12.96% inferiores a aquellas que se obtendrian incluyendo la incertidumbre aso-
ciada a la experiencia; mientras que para el rango de 55 a 85 afios la inclusion de
esta incertidumbre reduciria por término medio las probabilidades recargadas en
un escaso 2.98%.

4. CONCLUSIONES

Las probabilidades brutas de fallecimiento, que se obtienen de la experiencia, son
el germen a partir del cual las cual las compafiias de seguros fijan sus primas en
seguros de vida. Este trabajo aboga por la introduccion, en el calculo de las tablas
recargadas, de la incertidumbre asociada a su estimacion. A la luz de los resulta-
dos obtenidos en el ejemplo desarrollado, se puede afirmar que la introduccion de
la incertidumbre de la experiencia adquirida puede tener un efecto significativo
sobre el recargo de seguridad que una compafiia aseguradora aplica a sus primas
para prevenir desviaciones adversas en la siniestralidad.

Con la aplicacion de esta técnica una entidad aseguradora podria descubrir que
esta sobrevalorando las probabilidades de fallecimiento y, por tanto, decidir reducir
sus primas haciéndolas mas competitivas o, por el contrario, podria percatarse de
gue esta asumiendo un riesgo mas elevado del esperado y, como consecuencia,
tomar la decisién de elevar sus primas a fin de garantizar la solvencia de la entidad
a largo plazo.

Finalmente, aunque no presentado en este trabajo, es preciso notar que para el
ejemplo desarrollado se ha observado que a medida que aumentaba la bondad del
ajuste de la formula Gomperz-Makeham, mayores han sido las diferencias obser-
vadas entre el recargo de seguridad aplicado teniendo en cuenta solamente la
experiencia observada y el recargo medio obtenido mediante simulaciéon, una
cuestion que mereceria ser explorada en mayor profundidad a fin de discernir si
este resultado se repetiria para otras carteras o de tratar de descubrir sus posibles
fundamentos teodricos.
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Ponencia 13

ESTIMACION NUCLEO TRANSFORMADA CORREGIDA: DOBLE
TRANSFORMACION VERSUS NUCLEOS ASIMETRICOS
EN LA ESTIMACION DEL RIESGO DE PERDIDA

Zuhair Bahraoui, Catalina Bolancé y Ramon Alemany

RESUMEN

En este trabajo introducimos un nuevo estimador de la funcién de distribucion y de
los cuantiles, en el que se combina el estimador nuicleo doble transformado propues-
to por Alemany et al. (2013) y la correccién en muestra finita propuesta por Kim et al.
(2006). Este estimador se compara con uno de los estimadores analizados en Char-
pentier y Oulidi (2010).

1. INTRODUCCION

La evaluacion del riesgo en el campo financiero y actuarial esta relacionada con el
analisis del comportamiento estocastico de los valores extremos, lo que implica
modelizar la forma de la distribucion de pérdidas. En un conjunto de pérdidas ob-
servadas, expresadas en cantidades positivas, estos valores extremos se sitian
en lo que se denomina “la cola derecha de la distribucion”. En funcién de la forma
de la distribucién y de su dominio, dicha cola es mas o0 menos pesada o mas o
menos larga. El ajuste de la distribucion con tal comportamiento juega un papel
decisivo en la estimacion del riesgo de pérdida.

Una medida de riesgo ampliamente utilizada es el valor en riesgo (VaR, Value-at-
Risk). Para una variable aleatoria X cuya funcién de distribucion es Fy(x), el

valor en riesgo a un nivel de confianza o equivale a:
VaR, (X)=inf{x|Fy (x)21-a} . (1)

En este trabajo proponemos un nuevo estimador nicleo de Fy(x) a partir del cual

estimamos el VaR con mayor eficiencia que la que se obtiene con estimadores
nucleo alternativos.
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Aun disponiendo de un elevado niimero de pérdidas en la muestra, el nUmero de
observaciones que podrian situarse en la cola de la distribucién y, por tanto, ser
consideradas valores extremos, es reducido. En muchos casos esto se debe a que
no se dispone del suficiente periodo de observacién o, incluso, en contextos como
el del riesgo operacional, es dificil detectar ciertos errores que pueden llegar a
provocar grandes pérdidas (Bolancé, et al., 2013). Por todo ello, el ajuste de la
cola de la distribucion de las pérdidas supone un reto para los estadisticos, que se
encuentran con dos dificultades fundamentales: por un lado, determinar una forma
de la cola que se ajuste a la distribucion de los pocos datos disponibles y, por otro,
establecer como es el comportamiento de la distribucién por encima del maximo
muestral, es decir, ,coOmo extrapolamos el comportamiento de la cola cuando ya
no disponemos de informacién muestral sin necesidad de imponer una forma pa-
ramétrica?. La estimacion nucleo transformada, la cual puede considerarse una
estimacion semiparamétrica, permite ajustar la cola de la distribucién y extrapolar
su comportamiento por encima del méximo observado en la muestra, todo ello sin
imponer un modelo paramétrico determinado y con mayor eficiencia que otras
alternativas no paramétricas como la estimacion nucleo clasica.

Alemany et al. (2013) proponen la estimaciéon nucleo doble transformada y demues-
tran que este método de estimacién tiene un error cuadratico medio menor que otros
métodos no parameétricos alternativos cuando el tamafio de muestra es grande (Ale-
many et al., 2013 presentan los resultados de un ejercicio de simulacién con tamafios
de muestra 500 y 5000), incluso en la estimacion de cuantiles muy extremos.

En este trabajos analizamos las propiedades de la estimacion nicleo doble transfor-
mado incorporando la correccion en muestra finita propuesta por Kim et al. (2006), a la
gue denominamos estimacién nucleo doble transformado corregido (ENDTC). Compa-
ramos nuestro nuevo método de estimacién con alguno de los propuestos en Char-
pentier y Oulidi (2010), en los que se utilizan nlcleos asimétricos.

Finalmente, mostramos los resultados de la estimacion del Valor en Riesgo (VaR,
value-at-risk) en una muestra de costes de los siniestros en una cartera de autos.

2 ESTIMACION NUCLEO TRANSFORMADA CON NUCLEOS ASIMETRICOS

Sea X, i=1...n una muestra de observaciones independientes e igualmente dis-

tribuidas generadas por una variable aleatoria X definida en [0,), la estimacion
nucleo clasica de la funcién de distribucién Fy es:

F-a ik (250 @

donde K(u)=£J k(t)dt, siendo k(-) el ndcleo de la estimacién, que se corres-

ponde con una funcién de densidad simétrica, acotada y centrada en el cero (ver
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Silverman, 1986); b es el parametro de alisamiento el cual debemos calcular utili-
zando un criterio de optimalidad (Azzalini, 1981).

Chen (1999), para una variable aleatoria Y definida en el intervalo [0,1], propone
utilizar nicleos asimétricos en la estimacion definida en (2), concretamente la fun-

cién de densidad de una Beta con pardmetros a=%+1 y le_Ty+1, modificada
para corregir el sesgo en las cotas:
kll;y(u) y €[2b,1-2b]
b’ b
Kg(u,b,y)=1 Kk (U 0,2b

s(u.by) pb(y)’lTy( ) Yel ] , 3)

u 1-2b,1

Loy V(720

donde pb(y)=2b2+2.5—\/4b4+6b2+2.25—y2—%.

Partiendo de la estimacién nlcleo propuesta por Chen (1999), posteriormente
Charpentier y Oulidi (2010) analizan una estimacién ndcleo basada en la transfor-
macion propuesta por Buch-Larsen et. al. (2005). Esta transformacion equivale a la
funcion de distribucién de la Champernowne modificada:

(x+c)6—05
X)= 5 5 , x>0, M,6>0 y c¢=0
(x+c)’+(M+c)’ —2c®

Tal y como describen Charpentier y Oulidi (2010), el método consiste en transformar
los datos originales Y; =T(Xi) , 1=1...,n, de modo que, dado que la transformacién

utilizada equivale a una funcion de distribucion, los datos transformados proceden
de una Uniforme(0,1). Por lo tanto, puede utilizarse el estimador de Chen (1999) en

los datos transformados, corregido para que tome valores entre O y 1.

n oy
ﬁwrigkb%mm @)
Y I:fy (t)dt

o 1
donde f,(y) = HZkﬂ(Yi,b,y) .
i=1

Al estimador definido en (4) lo denominamos Beta transformado (BT).
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Para estimar el VaR con un nivel de confianza o a partir de (4) se utiliza el método
de Newton-Raphson para calcular la inversa R, *(a), y al resultado se le aplica la

inversa de la transformacion para volver a la escala original. EI parametro de ali-
samiento de esta estimacion es el propuesto por Harrel y Davis (1982):

a(l-a)
"\ n+1

3 ESTIMADOR NUCLEO DOBLE TRANSFORMADO CORREGIDO

Partiendo del estimador nucleo doble transformado de F, propuesto por Alemany

et al. (2013), en esta seccién proponemos un nuevo estimador basado en la co-
rreccion propuesta por Kim et al. (2006). La idea basica consiste es buscar una
relacion de convexidad entre dos puntos cercanos al punto X, donde se pretende
estimar la funcion de distribucion:

IEY (y) — )\'lFl(y );li(]{r);j\'ZFZ (y) — 'EX (X) (5)

donde A4, y 4, >0 son pesos. Entonces el estimador nucleo doble transformado
(ENDT) propuesto por Alemany et al. (2013) es:

-S| T 1 )

Fy (H(T () =F (H (T (x)))+1,bf (H (T () +1;b), =12

siendo f(y)zlf'(y) la funcién de densidad y 1,<0 y 1,>0 son constantes a de-
terminar.

En este caso como segunda transformacién H™ utilizamos la inversa de la fun-
cion de distribucion de una Beta(5, 5) gue minimiza el funcional I( ) dt y, por

tanto, minimiza el error al cuadrado integrado medio del estimador definido en (5)
(ver Alemany et al. 2013).

H(t) === (35t ~175t> +345t2 325t+128)(t+1)

256
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Dado que los datos transformados estan generados por una distribucion Beta(5,5),
podemos calcular de forma exacta el parametro de alisamiento que minimiza el error

cuadrético medio de F, (y):

1
MsE _ n%l h(y)V(4) 7
’ h'(y)Y(  3@+6)m’ )|’
576 |* 22

donde h es la funcién de densidad de la Beta(5,5). Siendo A=A, =k, y —|,=I,=I
, V(L) es una funcion que depende del nicleo y alcanza el minimo cuando utili-
zamos el nucleo de Epachnikov (ver Kim et al. 2006).

A partir de dos muestra de 500 observaciones procedentes de una distribucién Log-
Normal y una Pareto, en las figuras 1y 2 representamos F(x) (Ftildx) y lo compa-

ramos con la propuesta de Alemany et al. (2013) y la distribucion empirica. Obser-
vamos que para la distribucion Log-Normal (Figura 2) los tres estimadores son casi

idénticos, sin embargo, para la distribucion Pareto (Figura 1) F(x) es el mejor.
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Ajuste para la distribucion de Pareto
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Ajuste para la distribuciéon Log-Normal

4 APLICACION

Analizamos una base de datos que se corresponde con una muestra de 5.122 cos-
tes de siniestros de automdviles. Los datos originales se dividen en dos grupos: las
reclamaciones de los asegurados que tenian menos de 30 afios de edad (los asegu-
rados mas jovenes) y las reclamaciones de los asegurados con 30 afios 0 mas (los
asegurados mayores). El primer grupo esta formado por 1.061 observaciones en el
intervalo de costes entre 1 a 126.000 y el segundo grupo esta formado por 4.061
observaciones en el intervalo que va desde 1 a 17.000. Los costes se expresan en
unidades monetarias. En la Tabla 1 se presentan algunos estadisticos descriptivos.
Las distribuciones de pérdidas tanto de los asegurados mas jovenes como de los
mayores presentan asimetria hacia la derecha y, ademas, la distribucion asociada a
las pérdidas de los asegurados mas jovenes presenta una cola mas pesada que la
asociada a los asegurados mayores (ver Bolancé et al. 2003).

Tabla 1l
Estadisticos descriptivos
n Media Mediana Desgiztflon \%??Jé?@i
Todos 5.122 276,1497 67 1.905,5420 690,0394
<30 1.061 402,7012 66 3.952,2661 981,4388
>30 4.061 243,0862 68 704,6205 289,8644
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En las tablas 2 y 3 se muestran los resultados del VaR estimado, con distintos
niveles de confianza, a partir de la distribucion empirica y con distintos tipos de
estimacion nudcleo transformada: la estimacion nucleo doble transformada (ENDT),
la estimacion Beta transformada (BT) y la nueva propuesta denominada estima-
cién ndcleo doble transformada corregida (ENDTC). En todos los casos los valores
estimados con las estimaciones nucleo analizadas se sitian por encima del em-
pirico, cosa que no sucede si utilizamos la estimacion ndcleo clasica.

Los resultados muestran como para los individuos con 30 afios o0 mas (Tabla 3) las
tres estimaciones nucleo transformadas proporcionan riesgos similares. Sin em-
bargo, para los asegurados mas jovenes, cuya distribucién de pérdidas posee una
cola mas pesada, existen algunas diferencias, sobre todo en el cuantil mas extre-
mo (0.999), donde con el método ENDT se obtiene un riesgo mayor.

Tabla 2
VaR para asegurados menores de 30 afios
a 0.95 0.99 0.995 0.999
Empirica 1.104,000 4.283,200 5.311,800 15.823,920
ENDT 1.252,472 4,951,788 7.526,730 33.616,140
ENDTC 1.266,923 4.815,579 6.052,271 19.005,040
BT 1.242,471 4.887,536 7.099,085 19.109,380
Tabla 3.
VaR para asegurados con 30 afios 0 mas
a 0.95 0.99 0.995 0.999
Empirica 1.000,000 3.000.000 3.974,200 8.343,120
ENDT 1.005,931 3.073,633 4.424,620 1.0481,480
ENDTC 1.020,422 3.101,456 4.443,068 9.653,891
BT 1.014,708 3.137,364 4.501,455 10.333,250

5. CONCLUSIONES

En este trabajo describimos un nuevo estimador nicleo que resulta de combinar el
estimador nucleo doble transformado propuesto por Alemany et al. (2013) con la
correccién propuesta por Kim et al. (2006), con el objetivo de que el nuevo estima-
dor posea mejores propiedades en muestra finita para la estimacién del riesgo de
pérdida. Es importante destacar que el andlisis de nuevos estimadores no paramé-
tricos 0 semiparamétricos que mejoren la eficiencia de los mas clasicos es funda-
mental, ya que permiten obtener estimaciones que dan mas peso, del que dan las
estimaciones estrictamente paramétricas, a la escasa informacion muestral dispo-
nible en la cola derecha de la distribucién.
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Ponencia 14

ON THE USE OF THE DISCRETE LOMAX DISTRIBUTION
IN ACTUARIAL ANALYSIS

Emilio Gbmez-Déniz, Faustino Prieto y José Maria Sarabia

ABSTRACT

In this paper, a new discrete probability function is introduced by discretizing the
continuous Pareto type Il distribution, also known as Lomax distribution. The model
obtained results suitable for actuarial discrete data where the unimodality property is
generally present. The new distribution depends on two parameters and estimation
for these is provided by the maximum likelihood method. Later we concentrate on the
one parameter discrete distribution which is obtained from the last by assuming that
one of the parameters is equal to one. This discrete distribution is also unimodal and
infinitely divisible. Some methods of estimations are also provided and applications in
traffic accidents show that the new distribution proposed here is a candidate to fit
these kind of data.

Key Words: Collective Risk Model, Discretizing, Estimation, Lomax Distribution.

1. INTRODUCTION

The Lomax distribution, also known as Pareto type Il distribution, is a particular
case of the generalized Pareto distribution and has been used in statistical litera-
ture in a variety of surveys. For instance, it has been used as a heavy tailed distri-
bution comparing with the exponential distribution (Bryson, 1974); it has been ex-
tensively used for reliability modelling and life testing (Balkema and de Haan,
1974); it also has been studied, from a Bayesian point of view, by many authors
(Arnold et al., 1998; Mohie et al., 2013; among others); finally, the Lomax distribu-
tion has applications in economics, actuarial modelling, queuing problems and
biological sciences, for details we refer to Johnson et al. (1994).

The probability density function of the Lomax distribution is given by

C )

S (1)
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where and . Here a and 4 are the shape and the scale parameters, re-
spectively. The survival function associated to Eq. (1) is given by

) — . v
This work is concerned with the discretization of the Lomax distribution. It is well
known (see for example: Gémez-Déniz, 2010; Krishna and Singh, 2009) that a
continuous failure time model can be used to generate a discrete model by intro-
ducing a grouping on the time axis. If the underlying continuous failure time has
the survival function () , the probability mass function of the discrete
random variable associated with that continuous distribution can be written as

r¢ ) O ) @)

This method, applied to generate new discrete distribution, has received attention
in the past and a lot of attention again in the last years. Thus, Nakagawa and Osaki
(1975) obtained the discrete Weibull distribution; Roy (2004) analysed the discrete
Rayleigh distribution; Kemp (2008) examined the discrete half-normal distribution;
Krishna and Singh (2009) obtained the Burr discrete and the Pareto discrete distri-
bution as a particular case of the former; Gémez—Déniz (2010) obtained a general-
ization of the geometric distribution and Gémez—-Déniz and Calderin-Ojeda (2011)
the discrete Lindley distribution.

After obtaining the quantiles and the median of the new distribution we demon-
strate the unimodality property of the distribution with a zero vertex. Later, our at-
tention will be concentrated specifically in the discrete Lomax distribution when the
parameter a takes the value 1. We study some of the most important properties of
this distribution and investigate the question of parameter estimation. The new
(one-parameter) distribution is infinitely divisible and has decreasing failure rate for
all the values of the parameter

The paper is organized as follows: in Section 2, we present the discrete Lomax
distribution. An empirical application to mortality data in road networks is included
in Section 3. Some final comments are given in Section 4.

2. THE DISCRETE LOMAX DISTRIBUTION

When Eq. (3) is applied to Eq. (2) we obtain directly the probability mass function of
the discrete Lomax distribution, given by

rc )« ) ) (4)
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The cumulative distribution function of the discrete Lomax distribution with probabil-
ity mass function in Eq. (4) is given by
@) S (5)

while the survival function of the discrete version of the Lomax distribution coin-
cides, obviously, with Eq. (2).

From Eq. (5) we can obtain the quantiles, , given by

[% ] (6)

where [ - ] denotes the integer part. In particular, the median is given by

K

The rth moment around the origin is

() ¢ »NO.

In particular, the mean and the 2nd order moment about the origin are given by

() @) ¥ —= (8)
()2 — (9)

The series (8) is convergent if and the series (9) is convergent when
It is a simple exercise to verifythat ( )/ and ( )/ and there-

fore the mean decreases with both, and

In order to study the behavior of the distribution for different values of and , the
ratio between mean and the variance has been computed. These values are
shown in Table 1. As it can be observed, this ratio seems always be larger than 1
and therefore the distribution seems overdispersed.

It is well-known that the unimodality property is a significant feature in many statis-

tical distributions. The following result shows that the new discrete distribution is
unimodal with a zero vertex.

199



Table 1
Ratio between variance and mean of discrete Lomax distribution
for different values of and

0.1 16.47 7.70 5.04 3.79 3.08 2.63 2.31 2.08

0.2 9.05 4.40 2.99 2.33 1.96 1.72 1.56 1.44

0.3 6.58 3.31 2.32 1.86 1.60 1.44 1.33 1.25

0.4 5.36 2.77 1.99 1.63 1.43 1.30 1.22 1.16

0.5 4.63 2.45 1.80 1.49 1.33 1.23 1.16 1.1

0.6 4.14 2.24 1.67 1.41 1.26 1.18 1.12 1.08

0.7 3.79 2.09 1.58 1.34 1.22 1.14 1.09 1.06

0.8 3.54 1.98 1.51 1.30 1.19 1.12 1.08 1.05

0.9 3.34 1.89 1.46 1.26 1.16 1.10 1.06 1.04

1.0 3.18 1.82 1.42 1.24 1.14 1.09 1.05 1.03

2.0 2.45 1.51 1.24 1.12 1.06 1.03 1.02 1.01

3.0 2.21 1.41 1.18 1.09 1.04 1.02 1.01 1.00

4.0 2.09 1.36 1.156 1.07 1.03 1.02 1.01 1.00

5.0 2.02 1.33 1.14 1.06 1.03 1.01 1.00 1.00

6.0 1.97 1.31 1.13 1.06 1.03 1.01 1.00 1.00
7.0 1.94 1.29 1.12 1.05 1.02 1.01 1.00 1.00
8.0 1.91 1.28 1.12 1.05 1.02 1.01 1.00 1.00
9.0 1.89 1.28 1.11 1.05 1.02 1.01 1.00 1.00

10.0 1.87 1.27 1.11 1.05 1.02 1.01 1.00 1.00

Proposition 1: The probability mass function given in Eq. (4) is unimodal with a
modal value at

Proof: Letting Eq. (4) define r for non-integer values of x, then we obtain
that for

( ( ) ( )

which clearly is negative. Hence, r is decreasing and the result is proven. =

The failure or hazard rate can be obtained easily from Eq. (4) and Eq. (2).
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Finally, the probabilities for different values of x were calculated and graphs were
plotted for various values of the two parameters. These are shown in Figure 1.

Figure 1
Some examples of probability mass functions of Eq. (4) for selected values
of the parameters a and

2.1. The one-parameter case

We concentrate now our attention to the one-parameter discrete Lomax distribution
obtained from Eq. (4) and by taking . Although the mean of this distribution
does not exist we will see some interesting properties of this distribution can be
obtained easily. To the best of our knowledge, the discrete distribution presented
here has not been previously addressed in statistical literature.

In this case after straightforward computation we get the probability mass function
of this simple distribution given by

r¢ ) (10)

C Y

The quantiles and the median are obtained from Eq. (6) and Eq. (7) after putting
. The hazard function (failure rate) r(x) is given by

C )

) -
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from which it is easy to see that the distribution is monotonically decreasing failure
rate (DFR) for all A > 0.

Some computations provide the probability generating function of a discrete ran-
dom variable following the pmf (10), which is given by

GO-t C >y /o 1l (11)

where ( ) is the Hurwitz-Lerch transcendent function given by

C Yy )

In the other hand it is verified that

( ) ( (/) )

where () / is the digamma function and y is uler's constant with ap-
proximate numerical value 0.577216.

It must be reported that the Hurwitz-Lerch transcendent function and the digamma
function are available in the Mathematica package (Wolfram, 2003).

From Eq. (10) we have
r¢c ) — (12)

and the remaining probabilities can be calculated recursively using Eq. (12) togeth-
er with

r( ) ——— r( )

Let us prove that the new discrete distribution presented in this paper is infinitely
divisible (log-convex) for

Theorem 1: The pmf given in Eq. (10) is infinitely divisible.

Proof: Firstly, we have that r ( ) r . Then, we must prove that
r( )/ r( ) forms a monotone increasing sequence. If we
define r ( ) also for non—integer values of x, we have that for
( )
( ) ( )

from which the result follows by applying Theorem . inWarde and Katti 97 .-
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Moreover, as any infinitely divisible distribution defined on nonnegative integers is a
compound Poisson distribution (see Proposition 9 in Karlis and Xekalaki, 2005), we
conclude that the new pmf given in Eq. (10) is a compound Poisson distribution. Fur-
thermore, when a distribution G is infinitely divisible then for any integer then

exists a distribution  such that G is the x-fold convolution of namely,

Since the new distribution is infinitely divisible, an upper bound for the variance can

be obtained when (see Johnson and Kotz, 1982, p. 75), which is given by
rC )
var
© T

2.3. Estimation of parameters

In this section, different methods of estimation of the parameters are given.

2.3.2. The general case

In this case, the log-likelihood function is as follows,

og () £ [c > C ] (14)

from which we have that the normal equations are given by

Z ( ) Z C )
( ) ) C )
which should be solve to obtain the maximum likelihood estimators.

2.3.1. The one parameter case

Here we give an alternative to the method of moments based on the zeros fre-
quency. The zero proportion method tends to work well only when the mode of the
distribution is at zero and its proportion of zeros is relatively high (Alanko and
Duffy, 1996). In the one parameter case, we will need only one equation in order to
estimate the parameter. It is a simple exercise to see that, in this case, the moment
estimator based on the proportion of zeros observed, say ™ , is given by
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In the other hand the inverse moment provided above can be used to obtain also
an estimator of the parameter. The maximum likelihood estimators can be obtained
by using equations above after putting a

3. EMPIRICAL APPLICATION TO MORTALITY DATA IN ROAD NETWORKS

Road networks constitute one of the key ingredients in the socio-economic devel-
opment of any country — on the one hand, they are an important determinant of
transport costs (Limao and Venables, 2001), they help to achieve an efficient dis-
tribution of people and income (Queioz and Gautam, 1992; Shenggen and Chan-
Kang, 2005); on the other hand, they have different negative consequences for the
environment (Liu et al., 2008; Julia et al., 2000).

From the risk analysis point of view, road networks have been studied widely: the
transport of hazardous substances (Bagheri et al., 2013; Leonelli ef al. 2000); the
road traffic accidents (Phillips and Sagberg, 2013; Fort et al., 2010), are two exam-
ples of that. In particular, the mortality due to road accidents has attracted the in-
terest of many risk researchers — road traffic accidents were the 10™ cause of
death in the world in 2008 and caused 1.21 million of deaths, the 2.1% of deaths of
that year (World Health Organization, 2011).

In this paper, we focus on black spots (spatial concentrations of road accidents)
and on the mortality on these dangerous sites. Previous works related have been
devoted to the identification of black spots (Geurts et al. 2004) or to the develop-
ment of techniques for modelling their accident frequency and accident severity
(see Guerts and Wets, 2003, for a extense review of them), among many others.
This paper categorizes the black spots by their number of deaths occurred each
year and models them by the discrete Lomax distribution.

3.1. The Data

We considered mortality data due to road traffic accidents on Spanish black spots,
from Spanish General Directorate of Traffic (D.G.T, 2003-2007). Note that, alt-
hough the internationally commonly adopted definition of road traffic fatality (Con-
vention on Road Traffic, Vienna, 1968) includes to any person who dies within 30
days as a result of an road accident, D.G.T considers only a period of 24 hours
instead of that 30 days period. Additionally, there is no a consensus about the defi-
nition and identification of a black spot — D.G.T. considers a black spot as a road
section of 100 meters where three or more traffic accident has occurred in one year
(D.G.T, Instruction 01/TV-29).

The database includes 4029 observations on the following selected variable: yearly

number of deaths due to road traffic accidents on each Spanish black spot from
2003 to 2007.
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Table 4 shows the number of black-spots and the number of deaths occurred each
year in them, in the period considered.

Table 4

Number of black spots in Spain and their number of deaths (24 hours), from 2003 to 2007.

(Source: D.G.T.)

hours)

Year
2003 2004 2005 2006 2007
Number of black
spots in Spain 959 780 739 749 802
Number of deaths (24 220 191 180 171 134

Table 5 shows the number of black-spots ordered by their number of deaths in the

period considered.

Table 5

Number of black spots in Spain ordered by their number of deaths (24 hours),

from 2003 to 2007. (Source: D.G.T.)

Number of black Year
spots with number
of deaths (24 hours) 2003 2004 2005 2006 2007
equals to
0 798 636 612 633 693
1 126 108 95 84 92
2 19 27 23 19 12
3 12 7 3 9 4
4 2 2 3 1 0
5 0 0 1 1 0
6 2 0 1 1 1
7 0 0 1 1 0
Total 959 780 739 749 802
3.2. Results

First, we fitted the Discrete Lomax model, defined in Egs. (4,5) and described in

section 2, by maximum likelihood.

Table 6 shows the parameter estimates and their standard errors (in parenthesis)
obtained from the Discrete Loma distribution a and
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black-spots mortatility data (see table 5) in Spain from 2003 to 2007, by maximum
likelihood.

Table 6
Parameter estimates obtained from the fitting of the discrete Lomax model (a, parameters)
to the black-spots mortality data in Spain by maximum likelihood.

Parameter esti- Year
mates 2003 2004 2005 2006 2007
R 6.5461 13.8596 5.5713 4.3352 10.8251
(2.0601) | (9.8951) | (1.7194) | (1.1547) | (5.8841)
~ 0.3148 0.1285 0.3733 0.5366 0.2039
b (0.1182) | (0.0999) | (0.1412) | (0.1860) | (0.1245)

Then, and as a measure of how close the observed values (see table 5) are to the
expected values given by the fitted discrete model (see table 6), we took in consider-
ation the Chi-Square goodness-of-fit test, with the chi-square test statistics given by

PRV

where is the observed frequency for bin i and E; is the expected frequency for
that bin (with bins combined if the expected frequency is less than 5, and k as the
resulting number of bins); with the null hypothesis

H,: the data follow the discrete Lomax model;

with the selected level of significance:
be rejected at that level of significance if

; and where the null hypothesis can

where _ is the chi-square critical value with k-3 degrees of freedom, consider-

ing that Discrete Lomax distribution has 2 parameters. Additionally, the corre-
sponding p-values can be obtained, and the null hypothesis can be rejected if p-
values < 0.05.

Table 7 shows the values of the chi-square test statistic obtained in each year of
the period considered, and the corresponding degrees of freedom and chi-square
critical values. In all the five years considered, chi-square test statistics is smaller
than the chi-square critical value. For that, the discrete Lomax distribution cannot
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be rejected at 0.05 level of significance for Spanish black spots mortality data in the
period considered.

Table 7
Chi-square goodness-of-fit test statistics values, obtained for discrete Lomax distribution
fitted to Spanish black-spots mortality data in the period 2003-07.

Year
Parameter estimates
2003 2004 2005 2006 2007
Chi-square test statistics 3.6340 0.5897 0.5463 0.2021 0.9180
Chi-square critical value 3.841 3.841 3.841 3.841 3.841

Table 8 shows the one-tailed (right-tail) probability value (p-value) for the chi-
square test corresponding to each year from 2003 to 2007. The p-value obtained
confirms that the null hypothesis (the data follow the discrete Lomax model) cannot
be rejected at 0.05 level of significance in any year.

Table 8
p-value for the chi-square test, corresponding to each year from 2003 to 2007, from fitting
the discrete Lomax model to Spanish black-spots mortality.

Year

Parameter estimates
2003 2004 2005 2006 2007

p-value for the chi-square test | 0.0566 0.4425 0.4598 0.6530 0.3380

4. FINAL COMMENTS

This paper offers a new two-parameter family of univariate discrete distributions as
a possible alternative to the negative binomial and the Poisson—inverse Gaussian
distributions which are usually used in actuarial statistics for modeling discrete
data. We have studied properties of the distribution and the particular case of being
a 1. The new distribution has proved to be very useful for modelling count data
which present inflated—zero and long tailed count data.
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Ponencia 15

COTAS PARA DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS
BAJO DEPENDENCIA POSITIVA: UNA APLICACION

Miguel A. Sordo, Alfonso Suérez-Lloréns y Alfonso J. Bello

RESUMEN

Recientemente, Sordo, Suarez-Lloréns y Bello (2013) han obtenido cotas estocas-
ticas para las distribuciones de los riesgos individuales de una cartera cuando es-
tos se condicionan a que el riesgo agregado de cartera supera su valor en riesgo.
Las esperanzas de estas distribuciones condicionadas pueden ser interpretadas
como las contribuciones marginales al riesgo agregado. En este trabajo se ilustran
estos resultados mediante una aplicacion con datos reales del sector asegurador
espafiol.

1. INTRODUCCION

Durante el proceso de gestion de riesgos de una cartera de seguros, las entidades
asignan un capital de riesgo a cada uno de sus departamentos o lineas de nego-
cio. Este proceso requiere descomponer el riesgo global de la cartera en las distin-
tas contribuciones individuales o marginales. Cada contribucién marginal describe
la parte de riesgo de una determinada linea de negocio y posteriormente estas
contribuciones determinan la asignacion de capital. Cummins (2000) proporciona
una recopilacion de las diversas técnicas de asignacién de capital que han sido
propuestas en la literatura actuarial.

Consideremos una cartera compuesta por n riesgos individuales Xj,...,X, y lla-
memos S=X,+...+ X, al riesgo agregado de la cartera. Supongamos que la posi-
ble dependencia entre los riesgos individuales viene modelada por la cépula del
vector aleatorio X =(X,,...,X,). Sea F, la funcién de distribucién de X; y sea F!

su correspondiente funcién cuantil, definida por

F(p)=inf{x:F(x)=p}, O0<p<il.
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Denotemos por Fg la funcién de distribucion de S y sea Fg la correspondiente
funcion cuantil. Una de las medidas habitualmente empleadas para evaluar el
riesgo agregado es la esperanza condicionada en la cola, denotada TCE (tail con-
dicional expectation), que para la variable S se define:

TCES(D)zE[S|S>F§1(p)J, 0<p<l. 1)

El TCE, que para distribuciones continuas coincide con el denominado TVaR (tail
value at risk, ver Seccion 2.4 en Denuit et al., 2005) es una medida de riesgo
coherente (en el sentido de Artzner et al., 1999) que representa el riesgo esperado
en el caso de que el riesgo global exceda el cuantil p .Teniendo en cuenta que

n

TCEs (p)= E[ Xi[s>F¢(p)], )

cada esperanza condicionada

E[xi s >Fsl(p)], 3)

constituye una medida natural de la contribucion marginal del riesgo i-ésimo al
riesgo agregado (cuando éste se evalla por medio de (1)). Mediante esta expre-
sion, la entidad gestiona el capital de forma sencilla: el capital requerido para la
linea de negocio i-ésima es la contribucion esperada al riesgo agregado cuando
este excede, para cierto pe(o, 1) determinado de antemano, su valor en riesgo.

Las contribuciones de la forma de (3) se denominan contribuciones de Euler (ver
Tasche, 1999, y Overbeck, 2000); son aditivas y verifican propiedades muy conve-
nientes desde el punto de vista econémico. Algunas referencias sobre este tipo de
contribuciones son Venter (2004), Kalkbrener (2005), Dhaene et al. (2011) y Asimit
et al. (2011).

Algunos autores, incluidos Panjer (2002), Landsman y Valdez (2003), Cai y Li
(2005), Chiragiev y Landsman (2007), Furman y Landsman (2005, 2008, 2010) y
Furman y Zitikis (2008), han obtenido la expresion explicita de (3) bajo diferentes
modelos paramétricos. Obviamente, el calculo preciso de (3) necesita el conoci-
miento exacto de la distribucion conjunta del vector X: En muchos casos, desafor-

tunadamente, la estructura de dependencia del vector (Xl,...,Xn) es desconocida

0 bien se conoce sélo parcialmente. En la practica, cuando sélo se conocen las
distribuciones marginales, la desigualdad (Aubin, 1981)

E[xi |S>Fs’1(p)J$TCEX‘ (p) paratodo i=1...,n, (4)
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nos lleva a tomar TCEy, (p) como una medida de la contribucion marginal (3),

tomada en el peor de los escenarios posibles. La desigualdad (4) motiva la si-
guiente cuestion mas general ¢podemos acotar estocasticamente, tanto superior
como inferiormente, las distribuciones de probabilidad condicionadas de la forma

{Xi|S>F§1(p)}, i=1..n, (5)

cuando sélo se conocen las funciones de distribucion marginales? Recientemente,
Sordo, Suéarez-Lloréns y Bello (2013) estudian este problema y prueban que, para
pe(0,1) e i=1...,n, se verifica

{Xi |Xi >Fi71(1_p)}£st {Xi |S >F§1(p)}gst {Xi |Xi >Fifl(p)} (6)

donde < indica el orden estocastico usual. La desigualdad (6) presenta las si-
guientes ventajas frente a la desigualdad (4): (1) Como el orden estocastico impli-
ca la ordenacién entre las esperanzas, la segunda desigualdad de (6) claramente
es mas fuerte y contiene mas informacion que (4); (2) en particular, (6) acota los
VaRs de las variables aleatorias (5), para cualquier nivel p de probabilidad; (3) el
hecho de que (6) suministre una cota inferior para (5) permite controlar el error al
aproximar la contribucién del riesgo marginal de X; por el TCE.

Sordo, Suarez-Lloréns y Bello (2013) demuestran que la cota superior se alcanza
en vectores comonotonos. Es de sobra conocido que el concepto de comonotonia
juega un importante papel en la teoria actuarial (ver Dhaene et al., 2002ab). Un
vector aleatorio (xl,...,xn) se dice que es comonatono si existe una variable alea-

toria Z y funciones no decrecientes f,,....f, en R tales que

(Xppeee X )=t (f1(2) o180 (2)) .

La comonotonia es usada para modelar situaciones donde los riesgos individuales
estan generados por un mecanismo externo comun. En particular, en el citado
articulo se demuestra que el vector X es comon6tono si y soélo si

{Xi |S>F§1(p)}zst {Xi |X; >Fi’1(p)} , para todo pe(0,1). )

Obsérvese que cuando p esta proximo a 1 (lo cual es habitual en la practica) la
cota inferior en (6) no aporta mucha informacién. La intuicién de que (3) pudiese
ser mayor bajo dependencia positiva de X que bajo independencia, sugiere consi-
derar la estructura de dependencia del vector para refinar dicha cota. Sordo, Sua-
rez-Lloréns y Bello (2013) formalizan la idea de dependencia positiva consideran-
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do el concepto de “crecimiento condicional” (Cl) de vectores aleatorios introducido
por Muller y Scarsini (2001), que esta relacionada con la nocién CIS introducida

por Lehmann (1966). Recordemos que un vector aleatorio (Xl,...,Xn) es condicio-
nalmente creciente en secuencia (CIS) si

{Xi|Xl=Xl""'Xi—l=Xi—l}ESt {Xi|X1=X£1---!Xi-1=Xi'-1}
siempre y cuando x; <xj, j=L...,i-1.

La nocion CIS ha sido estudiada, entre otros autores, por Lehmann (1966) y Bar-
low y Proschan (1975). Miiller y Scarsini (2001) consideraron una nocion de de-
pendencia positiva mas fuerte, denominada Cl. Un vector es Cl si al permutar sus
componentes tenemos una estructura CIS, cualquiera que sea la permutacion.

Formalmente, el vector aleatorio (xl,...,xn) es condicionalmente creciente (ClI) si
el vector aleatorio

X =Xy X))
es CIS para toda permutacion nell,,.

Hay muchos ejemplos de distribuciones CI en Karlin y Rinott (1980), Sarkar y
Chang (1997) y Shaked y Spizzichino (1998). Entre los ejemplos mas destacados
incluimos el caso de riesgos independientes y la distribucién normal multivariante
con correlaciones no negativas (ver, para detalles, Miller y Scarsini, 2005). Para
aplicaciones recientes de vectores Cl en un entorno actuarial, consultar Ba-
lakrishnan et al. (2012), Belzunce, Suarez-Lloréns y Sordo (2012), Cai y Wei
(2012a,b) y Lu et al. (2012).

Para vectores con estructura de dependencia Cl, Sordo, Suarez-Lloréns y Bello
(2013) prueban que

X, <q {Xi Is >F§l(p)} ,para i=1...,n, paratodo pe(0,1), (8)

obteniendo asi una cota inferior para (5) que mejora sustancialmente la cota infe-
rior dada en (6). Esta desigualdad formaliza la idea intuitiva de que X; necesitara

una asignacion de capital mayor en el caso de que X; forme parte de un vector

aleatorio con crecimiento condicional que en el caso de formar parte de un vector
de componentes independientes.

El objetivo del presente trabajo es ilustrar, con una aplicacion basada en datos

reales del sector asegurador espafiol, los resultados del trabajo Sordo, Suérez-
Lloréns y Bello (2013) que han sido recopilados en esta introduccién.
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2. UNA ILUSTRACION

Al objeto de ilustrar graficamente los resultados, hemos realizado un estudio a
partir de datos reales extraidos de la base de datos suministrada por la Direccion
General de Seguros y Fondos de Pensiones’, organo administrativo dependiente
del Ministerio de Economia y Competitividad del Gobierno de Espafia. Los datos
se han extraido de la cuenta técnica del seguro no vida, considerada para el total
del sector (entidades aseguradoras espafiolas), perteneciente a la cuenta de pér-
didas y ganancias de cada boletin trimestral. Nuestro propdsito es estudiar la con-
tribucion de cada uno de los ramos del sector multirriesgo al riesgo total del sector,
cuando éste se evalla mediante el TCE de las primas agregadas para cierto cuan-
til. La tabla 1 contiene las primas devengadas (expresadas en miles de euros) de
cada uno de los ramos para los 31 trimestres comprendidos entre el primer trimes-
tre de 2005 y el tercer trimestre del 2012.

Tabla 1l

Denotamos por (Rl,...,Rs) a la cartera con los 5 ramos del sector multirriesgo y

5
por S:ZRi al riesgo agregado. Comenzamos estudiando la dependencia entre
i=1

! http://www.dgsfp.mineco.es/

215



los distintos ramos. Haciendo uso del paquete “copula” del software estadistico R
obtenemos la matriz de correlaciones que se muestra en la tabla 2.

Tabla 2
Comercio Comunid. Hogar Industria Otros
Comercio 1.0000000 0.9616665 0.9673242 0.9678848 0.9468435
Comunid. 0.9616665 1.0000000 0.9990166 0.9909416 0.8410998
Hogar 0.9673242 0.9990166 1.0000000 0.9917267 0.8525066
Industria 0.9678848 0.9909416 0.9917267 1.0000000 0.8670767
Otros 0.9468435 0.8410998 0.8525066 0.8670767 1.0000000

La elevada correlaciéon evidencia una fuerte estructura de dependencia entre los
distintos ramos. Por otra parte, el test de Kolmogorov-Smirnoff sugiere la normali-
dad de cada uno de los ramos (la tabla 3 muestra los correspondientes p-valores).

Tabla 3

Comercio (p-valor) =0.7123,
Comunidades (p-valor) = 0.7193,
Hogar (p-valor) = 0.7123,
Industria (p-valor) = 0.7553,
Otros (p-valor) = 0.8022.

Para ajustar la estructura de dependencia hemos realizado un test de bondad de
ajuste basado en la comparacién de la copula empirica y una estimacion paramé-
trica de una copula gaussiana. Los parametros de ajuste de la copula (las correla-
ciones entre los 5 componentes del vector) asi como los errores de muestreo se
muestran en la tabla 4. El p-valor obtenido, 0.4181, nos permite admitir razona-
blemente que el vector en estudio sigue una distribucién Normal Multivariante.

Tabla 4
Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
rho.1 0.9454378 0.022305936 42.38503
rho.2 0.9985361 0.001443062 691.95645
rho.3 0.9888079 0.007177038 137.77382
rho.4 0.7926101 0.036287414 21.84256
rho.5 0.9363206 0.023949915 39.09494
rho.6 0.9721593 0.015183118 64.02896
rho.7 0.9434842 0.018891274 49.94286
rho.8 0.9864811 0.007236143 136.32693
rho.9 0.7758805 0.039312241 19.73636
rho.10 0.8539483 0.036543621 23.36792




Es conocido que la cépula gausiana multivariante con correlaciones no negativas
verifica la propiedad ClI (ver, por ejemplo, Muller y Scarsini, 2005). Por tanto, (6) y

(8) nos aseguran que para i=1,...,5 y para cada pe(o,l) se tiene
Ri < {Ri ‘S >F§1(p)} st {Ri ‘Ri >Fi_l(p)}

La expresion anterior nos dice que la distribucion condicionada que describe la
contribucién de cada ramo al riesgo total esta comprendida entre la distribucién
marginal del ramo y su truncamiento en el p-cuantil. Dado que las cotas soélo re-
quieren la distribucién marginal, su tratamiento es mucho méas simple que la distri-
bucion condicionada que se acota.

Es interesante observar que la funcion de supervivencia de la variable
(Ris>Fs'(p)}

estard mas cerca de una cota u otra en funcion del grado de dependencia de las
componentes del vector. Al objeto de ilustrar esta afirmacion, hemos simulado, a
partir de una muestra de 50000 observaciones del vector, dicha funcién de distri-
bucion cuando R, describe las reclamaciones del ramo HOGAR. La figura 1 des-

cribe las cotas inferior y superior asi como dicha funcion de distribucion simulada.

, , \
~2510% 2% 10% 4x107 §x10%

Figura 1
En linea gruesa se representa la funcion de supervivencia simulada de la variable aleatoria

{Ri ‘S > FS’1(0.99)} , cuando R, describe el ramo HOGAR. En lineas mas finas,

se representan las cotas inferior y superior, donde se ha tenido en cuenta que el vector
bajo estudio tiene una estructura Cl.
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Como se observa en la figura 1, la funcion de distribucién simulada esta muy proé-
xima a la cota superior. Esto se debe a la fuerte relacion de dependencia entre los
distintos ramos, préxima a la relacién de comonotonia, situacion en la que, segun
(7) se alcanza la cota superior. Por tanto, para evaluar probabilidades referentes a
la contribucién marginal de cada ramo con respecto al sector multirriesgo global es
suficiente considerar las probabilidades marginales de dichos ramos.
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Ponencia 16

UNA DISTRIBUCION DE BOREL-TANNER
MODIFICADA'Y APLICACIONES

Emilio Gomez-Déniz, Francisco J. Vazquez—Polo y Victoriano J. Garcia

RESUMEN

En este trabajo se estudia una familia uniparamétrica de distribuciones de probabili-
dad discretas que presenta algunas ventajas al compararla con la distribucién de
Poisson para describir datos relativos a seguros. La distribucién estudiada tiene un
rango de valores no negativos, con un peso notable en la probabilidad del valor cero,
y es sobre-dispersa. En consecuencia, puede ser adecuada para modelar datos con
alta frecuencia de ceros y mostrando alta dispersion. La distribucion se obtiene a
partir de una sencilla modificacion de la distribucion de Borel-Tanner, practicamente
no utilizada por la comunidad cientifica de estadisticos hasta el momento.

Key Words: Distribucion Borel-Tanner, Modelo de Riesgo Colectivo, Covariable,
Estimacion, Seguro sanitario.

1. INTRODUCCION

La distribucién de Borel-Tanner es un modelo probabilistico discreto, propuesto
hace mas de medio siglo y que, hasta donde los autores conocemos, no ha recibi-
do atencién en la comunidad estadistica. La funcién de masa de probabilidad de
esta distribucion aparece en Haight and Breuer (1960), definida por:

1)

donde a > 0 y r es un entero positivo, y donde

Por otro lado, Haight (1961) propone una funciéon de probabilidad anéloga a la
Borel-Tanner, definida como:
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)

donde

En el presente trabajo, centraremos nuestra atencidon en la distribucién con la
f.m.p. definida en (2). Propondremos una version modificada de esta distribucién,
con soporte en los enteros no negativos, adecuada para modelar datos relativos a
seguros. Se puede probar empiricamente que, por ejemplo, en seguros de res-
ponsabilidad civil de automdviles, el valor cero es extremadamente frecuente, es
decir, se observa una clara unimodalidad en el valor cero. Esto ocurre igualmente
en otros tipos de seguros, como los de salud, de los que es también una caracte-
ristica habitual la sobre-dispersion, i.e. la varianza es mayor que la media de los
datos. Estas dos caracteristicas estan presentes en el modelo que proponemos, lo
gue nos lleva a considerarlo adecuado para este y otros tipos de datos relativos a
seguros. Para conocer mas detalles acerca de la importancia del vértice cero y la
sobre-dispersion, ver Klugman et al. (1998), Meng et al. (1999), Kokonendji and
Khoudar (2004) y Gbmez--Déniz et al. (2008, 2011), entre otros.

Ponemos de manifiesto la aplicabilidad del modelo aqui propuesto mediante un
ejemplo practico. Realizamos un ajuste al nimero de ingresos hospitalarios en
Estados Unidos entre la poblacion de 65 afios o mas de edad, usando distintas
variables exploratorias y datos reales usados en Deb and Trivedi (1997). En este
ejemplo real se comprueba el buen funcionamiento del modelo en comparacion
con el méas habitual, de Poisson, ajustados mediante el método de méaxima log-
verosimilitud.

El resto de contenidos del trabajo se estructura como sigue: en la Seccion 2 pre-
sentamos la version modificada de la distribucion Borel-Tanner que proponemos, y
mostramos algunas de sus propiedades, incluyendo algunos resultados importan-
tes relacionados con su aplicacién a modelos de seguros. En la Seccién 3 mos-
tramos métodos de estimacion de pardmetros. En la Seccién 4 mostramos un
ejemplo con datos reales, y concluimos con una seccién final de conclusiones.

2. VERSION MODIFICADA DE LA DISTRIBUCION DE BOREL-TANNER

En esta seccién proponemos una version modificada de la distribucién de Borel-
Tanner definida en (2), trasladando su conjunto soporte a los enteros no negati-
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vos. Se obtiene facilmente que la funcién de masa de probabilidad resultante pue-
de escribirse en la forma:

©))
siendo 0 <a < 1.

En adelante, denotaremos que una variable aleatoria X sigue la funcién de proba-
bilidad (3) por X~MBT, recordando que se trata de una version modificada de la
distribucion de Borel-Tanner.

La media y la varianza de esta variable aleatoria son:

(4)

(®)

Puesto que

podemos afirmar que la distribucién es sobre-dispersa.

Adicionalmente, obtenemos una expresion de su funcién generatriz de probabili-
dad:

La funcién de distribucion de esta variable aleatoria también puede expresarse de
forma explicita. Dado que

la FDD de una variable MBT se puede escribir como:

(6)
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donde

es la funcion hipergeométrica, y

es el simbolo de Pochhammer.

Para la computacién de las probabilidades de esta distribucién puede ser de ayu-
da la siguiente formula recursiva:

siendo Pr(X = 0) = 1/(1+a).

Al verificarse la relaciéon

se puede afirmar que la distribucion MBT es log-convexa (infinitamente divisible) y
que tiene razon de fallo decreciente (DFR). Para mas detalles sobre estas propie-
dades, ver Gupta et al. (1997) y Warde and Katti (1971). El hecho de que la raz6n
de probabilidades Pr(X = j)/Pr(X = j - 1), j = 1,2,... forme una secuencia monotona
creciente implica que Pr(X = x) sea a su vez una secuencia decreciente (ver John-
son and Kotz, 1982: 75). De esta forma, se obtiene que las distribucién es unimo-
dal, con moda en el valor X = 0.

Por otra parte, segun la Proposicion 9 de Karlis and Xekalaki (2005), cualquier
distribucion infinitamente divisible se puede obtener como un modelo de Poisson
compuesto, por lo que concluimos que la f.m.p. definida en (3) puede obtenerse
como modelo de Poisson compuesto.

Ademaés, las distribuciones infinitamente divisibles juegan un importante papel en
muchas areas de la estadistica como, por ejemplo, los procesos estocasticos y la
estadistica actuarial. Cuando una distribucion G es infinitamente divisible para
cualquier entero x = 2, entonces existe una distribucién G, tal que G es la x-veces

convolucion de G,, lo que se denota por & =G
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Desde el momento en que la nueva distribucién MBT es infinitamente divisible, el
valor de su varianza se acota superiormente por el valor correspondiente a a = 1
(ver Johnson and Kotz, 1982, p. 75), es decir:

3. ESTIMACION

En esta seccion estudiamos diferentes métodos de estimacion del parametro a de
la distribucion MBT.

Usando (4), es inmediato que un estimador insesgado de a es el estadistico

(7)
donde T esla media muestral.

La alta frecuencia esperada del valor cero lleva a considerar un método alternativo
de estimacién. El método de la proporcion de ceros, comentado a continuacion,
funciona asintéticamente bien cuando la frecuencia relativa del valor cero es relati-
vamente alta (ver Alanko and Duffy, 1996). En el caso uniparamétrico es necesario
tan so6lo resolver una ecuacion para obtener la estimacion del parametro.

Denotando por P0 |a proporciéon muestral de ceros, la estimacién del parametro
viene dada por

L —pg

o=

Po

Consideremos una muestra X = (X3, Xz,..., X,) del modelo (3). A partir de ella, la
funcion de log-verosimilitud es proporcional a la expresion

(8)

De esta expresion (8) se deduce la ecuacion normal:

a partir de la cual se obtiene el EMV de a, que coincide con el obtenido en (7). De
este modo, al igual que ocurre en la distribuciéon de Poisson, el estimador por el
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método de los momentos y el de méaxima verosimilitud son coincidentes, para
cualquier tamafio de muestra, n.

La derivada parcial de segundo orden evaluada sobre (7) es igual a

lo que nos asegura que en el estimador ayy del parametro a se alcanza el maximo
de verosimilitud.

Proposicién 1. El Gnico estimador de maxima verosimilitud, ayy, del parametro a
es consistente y asintéticamente normal, de modo que

donde I(a) es la Informacion de Fisher sobre el parametro a.

Demostracion:

La distribucion de probabilidad discreta con f.m.p. (2) verifica las condiciones de
regularidad (ver Lehmann and Casella, 1998, p. 449) bajo las cuales el Unico esti-

mador de méxima verosimilitud & de a, es consistente y asintéticamente normal.
La comprobacion de las condiciones de regularidad es la siguiente. Primero, el
parametro a esta en un subconjunto de la recta real y el rango de la variable es
independiente del valor de a. A partir de (logl), se comprueba que E(dlogPr(X =

x;a)/(6a)) = 0. Como d*(a)/(6a?)|(a = & ) <0, la Informacién de Fisher es positiva.
Finalmente, tomando la funcién M(x) = 2x/a®, obtenemos que

donde E(M(x)) = 2/(a(1-a)) < «. Con lo que concluye la demostracion.

Utilizando el Corolario 3.11 de Lehmann and Casella (1998, p. 450), concluimos
que el estimador de maxima verosimilitud de a es asintéticamente eficiente.

4. APLICACION NUMERICA

En esta seccién examinamos una aplicaciéon del modelo propuesto para la des-
cripcion del nimero de ingresos hospitalarios, en Estados Unidos, de personas
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mayores (con 65 0 mas afios). Estas hospitalizaciones suponen una parte impor-
tante del gasto anual en atencion hospitalaria del sector publico dado que, en los
programas de seguros del gobierno estadounidense, se destina el mayor porcen-
taje de costes de atencion sanitaria a esta poblacion, cuyo peso poblacional se
prevé aumentara en un futuro préximo.

Los datos analizados proceden de los archivos de datos de la revista Journal of
Applied Econometrics, 1997, y fueron empleados originalmente en Deb and Trivedi
(1997) para analizar varias medidas del uso de atenciones sanitarias, a partir de
una muestra de 4406 hogares unipersonales en 1987. En el presente estudio,
utilizaremos el niumero de ingresos hospitalarios (HOSP) como variable depen-
diente. Esta variable presenta dos caracteristicas interesantes: la sobre-dispersién
y la existencia de un elevado niumero de no-usuarios (80,36%). La media muestral
es 0,30 y la desviacién tipica es 0,75. Las variables explicativas son: (1) una varia-
ble dicotomica (EXCLHLTH) a la que se asigna el valor 1 cuando la auto-
percepcion de salud es excelente; (2) una variable dicotomica (POORHLTH) a la
gue se asigna valor 1 si dicha percepcion es mala; (3) una variable (NUMCHRON)
con el recuento de enfermedades cronicas y condiciones (cancer, ataques cardia-
cos, etc.); (4) Edad (AGE) dividida por 10; (5) una variable dicotomica (MALE)
asignando el valor 1 a los varones; (6) una variable dicotdmica (MARRIED) para el
estado civil; (7) ingresos familiares (FAMINC) en decenas de miles de délares; (8)
una variable dicotomica (EMPLOYED) a la que se asigna el valor 1 si el paciente
tiene contrato laboral; y (9) una variable dicotémica (PRIVINS) a la que se asigna
el valor 1 si el paciente tiene un seguro sanitario privado. Ver Deb and Trivedi
(1997) para mas detalles sobre la definicion de estas variables y el resumen esta-
distico de los mismos. Medicaid es el programa estadounidense de asistencia
sanitaria para personas con pocos ingresos o recursos, fundado conjuntamente
por el gobierno federal y los estados, administrado por éstos Ultimos.

Dado que la variable dependiente es sobre-dispersa, el modelo de Poisson puede
resultar inadecuado para la estimacién as partir de estos datos. En Table 1 mos-
tramos los valores de ajuste usando la distribucién de Poisson con pardmetro
a > 0y la distribucion MBT. Se detecta en los datos un repunte excesivo de ceros
(representando la no hospitalizacion de personas mayores) respecto del valor
predicho por la distribucion de Poisson. Ademas, la distribucion MBT produce cla-
ramente un mejor ajuste global, evaluado tanto mediante la funciéon de log-
verosimilitud como mediante el test x2.
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Table 1
Valores de ajuste para el nimero de estancias hospitalarias in Deb and Trivedi (1997)

Sin embargo, la linea de trabajo en los servicios sanitarios es que la variable de-
pendiente es una variable de recuento, y que el método apropiado de analisis re-
quiere tener en cuenta las covariables. Para mas informacion sobre este detalle,
ver por ejemplo Duan et al. (1983), Christenses et al. (1987), Cameron et al.
(1988), Cartwright et al. (1992) y Deb and Trivedi (1997), entre otros.

Siguiendo esta premisa, se puede realizar una reparametrizacion de la funcion de
probabilidad (3) a partir de (4), asumiendo a = 6/(1+6), 8 > 0, donde 6 es el valor
de la media de la distribucion. Esta modificacion facilita el uso de las covariables,
como explicamos a continuacion. La f.m.p. (nd) se re-escribe ahora en la forma

9)

parax=0,1,...,y06>0.
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El modelo a priori mas habitual es el Exponencial, asegurando la no negatividad
del mismo. Esto es:

(10)
obteniendo el convencional modelo log-lineal de modo que E(X) = exp{p'x}, donde
X es el vector de covariables y B = (By,..., Bq)t es el vector de coeficientes de regre-
sion, desconocido.

Denotemos ahora por (y;, X;) los datos de una muestra aleatoria de tamafio n con

variable de recuento y;, y vector de covariables x;, con i = 1,2,..., n. Entonces, la
funcion de log-verosimilitud, supuesto el modelo (9) y (10), viene dada por

Las ecuaciones normales que se obtienen son

Las derivadas parciales de segundo orden que se obtienen son

paraj=1,2,....q9,yj#1
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Table 2
Estimaciones de la distribucion de Borel-Tanner modificada y la distribucion de Poisson
(in paréntesis)

En la Tabla 2 se recogen las estimaciones de maxima verosimilitud de los modelos
de regresion con la distribucion de Poisson y de MBT. Todos ellos, con las excep-
ciones de MARRIED, FAMINC, EMPLOYED, PRIVINS y MEDICAID, son significa-
tivos al 5%. Empleamos el valor de la funcion de log-verosimilitud y el Criterio de
Informacién de Akaike (AIC) (ver Akaike, 1973) para comparar los modelos esti-
mados. El modelo con menor valor de AIC es el preferible, segun este criterio. En
la Tabla 2 se muestra que la distribucién propuesta en este trabajo mejora los
resultados usando el modelo con la distribucion de Poisson segin ambos criterios
de comparacion.

5. COMENTARIOS FINALES

En este trabajo se ha presentado una versién modificada de la distribucion de
Borel-Tanner. La modificacién consiste en permitir que el conjunto soporte de la
nueva distribucion sean los enteros no negativos, es decir, incluido el valor cero. El
conjunto soporte de la distribucén de Borel-Tanner original se limita a valores ente-
ros positivos.
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Debido a esto se obtiene una distribucién uniparamétrica sobre-dispersa (con la
varianza mayor que la media) y unimodal, con un vértice en el valor cero. Ademas,
la distribucion es infinitamente divisible (log-convexa) y, por lo tanto, se puede
obtener como modelo de Poisson compuesto. También se verifican Algunas otras
propiedades basadas en los resultados en Bardwell (1960).

Ademas, una simple modificacién sobre la funcién de probabilidad permite incorpo-
rar covariables al modelo de manera sencilla. En la aplicacion numérica presenta-
da en este trabajo se comparan los resultados obtenidos utilizando el modelo de
Poisson y el aqui propuesto, mostrando que la utilizacién de la distribucion Borel-
Tanner modificada aqui se propuesta no sélo produce una mejoria significativa
con respecto a la distribucion de Poisson, sino también una mayor flexibilidad,
debido a sus principales propiedades, como la sobre-dispersion.
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Ponencia 17

EL MODELO DE BOREL-TANNER COMO DISTRIBUCION
PRIMARIA EN MODELOS DE RIESGO COLECTIVO

Emilio Gémez-Déniz, Francisco J. Vazquez-Polo y Victoriano J. Garcia

RESUMEN

Consideramos una distribucién uni-paramétrica discreta como distribucién primaria
en modelos de riesgo colectivo cuando la distribucién secundaria es la Exponencial.
El modelo que proponemos presenta algunas ventajas respecto al modelo de Pois-
son compuesto, habitual en la literatura actuarial. La distribucién de probabilidad
propuesta se obtiene a partir de la Borel-Tanner, distribucion discreta propuesta
hace varias décadas, pero nunca antes utilizada para estadistica actuarial. Mostra-
mos, en unos ejemplos, como el modelo propuesto resulta mas apropiado que el
habitual de Poisson compuesto para la evaluacion de probabilidades acumuladas
para valores extremos superiores en las reclamaciones agregadas.

Keywords: Distribuciéon Borel-Tanner, Modelo de Riesgo colectivo, Distribucion de
Poisson compuesta.

1. INTRODUCCION

Entre las ventajas de esta distribucidon de probabilidad discreta resaltamos que, al
contrario que la distribucién de Poisson, la de Borel-Tanner es sobre-dispersa, es
decir, tiene un valor mayor para la varianza que para la media, y que muestra ma-
yor flexibilidad que aquélla para modelar datos actuariales, que habitualmente
incluyen caracteristicas sobre-dispersas.

La aplicabilidad del modelo se pone en evidencia en este trabajo mediante la mo-
delizacién de datos empiricos correspondientes a frecuencia de reclamaciones en
seguros automovilisticos, lo que nos sitia en el campo de modelos de riesgo co-
lectivo. El par de datos (X, Y) representa las dos variables aleatorias de interés. La
variable X, de recuento, representa el niumero de reclamaciones, mientras que Y
es la suma total de los importes de las reclamaciones (aggregate claim size). Para
conocer mas detalles sobre modelos de riesgo colectivo, ver Klugman et al.
(2008), Rolski et al. (1999) y Sarabia and Guillén (2008). El principal resultado de
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este trabajo es la obtencién de la funcién de densidad de la variable aleatoria im-
porte total de reclamacién en una expresiéon cerrada. Esta formulaciéon puede con-
siderarse como una alternativa al modelo de Poisson compuesto, en el que el im-
porte de una reclamacion individual se describe mediante una distribucién
Exponencial, y el nimero de reclamaciones mediante una distribucién de Poisson.

Las restantes secciones de este trabajo se organizan como sigue: en la Seccién 2
mostramos algunas propiedades de la distribucion de Borel-Tanner modificada. En
la Seccibn 3, presentamos un modelo de riesgo colectivo utilizando la citada distri-
bucién de Borel-Tanner modificada como distribucién primaria, con la Exponencial
como distribucion secundaria. Mostramos, en la Seccién 4, un analisis comparativo
de este modelo con el modelo de Poisson compuesto. Finalmente, afiadimos unos
breves comentarios en la Ultima Seccion 5.

2. LA DISTRIBUCION PRIMARIA

En Haight (1961) puede encontrarse la funcion de masas de probabilidad de la
distribucion de Borel-Tanner, dada por

1)

donde

Proponemos ahora una version modificada de esta distribucion, cuyo soporte es el
conjunto de los enteros no negativos (i.e., incluyendo el cero). La funcién de pro-
babilidad propuesta se define como

)

con 0 < a < 1. Alternativamente, se puede escribir en la forma

donde C, son los nimeros de Catalan. Ver Johnson et al. (2005, p. 13).
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La media y varianza de una variable aleatoria con esta distribucién (2) vienen da-
das por las expresiones:

®3)

(4)

Comprobando que

se concluye que la distribucion es sobre-dispersa. La funcion de distribucion de
una v.a. con f.m.p. (2) puede escribirse como sigue:

®)

donde ,Fi(a,b;c;z) es la funcién hipergeométrica. Las probabilidades de esta dis-
tribucion verifican la siguiente propiedad recursiva:

siendo Pr(X = 0) = 1/(1+q).

Comprobamos también que la distribucién es log-convexa o infinitamente divisible.
Basta, para ello, tener en cuenta que:

Como consecuencia de esta Ultima propiedad, podemos decir que esta distribucién es
unimodal, con moda en el valor cero. Utilizando el hecho de que toda distribucion infini-
tamente divisible definida en los enteros no negativos se puede obtener como un mode-
lo de Poisson compuesto (ver Proposition 9 en Karlis and Xekalaki, 2005), podemos
decir que el modelo propuesto en (2) es una distribucién de Poisson compuesta.

Ademas, la propiedad de ser infinitamente divisible tiene otras implicaciones en
diversas areas de la Estadistica como, por ejemplo, los modelos estocasticos y la
Estadistica actuarial. Cuando una distribucion G es infinitamente divisible, enton-
ces, para cualquier entero x mayor que 1, existe una distribucién Gy tal que G se
obtiene como la convolucion, x veces, de G, . Esto se denota como G = G, *
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Es sencillo comprobar que la distribucion de Borel-Tanner modificada pertenece a
la familia exponencial, lo cual implica algunas propiedades interesantes de cara a
la estimacion, como la certeza de existencia de una distribuciéon conjugada a priori
para el parametro a.

3 LA DISTRIBUCION DE LA RECLAMACION TOTAL

En la Teoria de riesgo colectivo, la principal variable a considerar es el montante
global de reclamacion, definido como

donde Y; representa el coste de la i-ésima reclamacion, mientras que la variable X
representa el nimero de reclamaciones. Se asume que los costes de cada recla-
macién individual son independientes e idénticamente distribuidos, y a su vez in-
dependientes del nimero de reclamaciones, X. Es sencillo obtener la funcién de
densidad de probabilidad de la variable Y (ver Nadarajah and Kotz (2006a, 2006b),
Klugman et al. (2008) y Rolski et al. (1999), entre otros), cuya expresion es la si-
guiente:

donde representa la convolucién x veces de la densidad de la distribucién
secundaria.

La evaluacion numérica de distribuciones compuestas es una de las tareas mas
importantes en las matematicas de este campo. Entre los métodos mas importan-
tes para llevarla a cabo podemos mencionar la recursién de Panjer y los métodos
de transformacién. Sobre éste Ultimo, varios autores han indicado que los errores
de redondeo conducen a la necesidad de considerar la distribucion completa, lo
cual supone un inconveniente potencial en el caso concreto de las distribuciones
de colas pesadas.

Las reclamaciones de gran tamafio son, como es natural, un tema de capital im-
portancia, sobre todo al asociarlo con los reaseguros. En la estadistica actuarial,
es un hecho completamente asumido que la extrapolacion a la cola superior de la
distribucion ajustada al global de los datos, para la estimacion de la probabilidad
de un valor extremadamente alto de reclamacion puede conducir a la sobrevalora-
cion de ésta. Este hecho tiene un efecto notable al aplicarlo sobre las primas de
reaseguros. En esta situacion, el reasegurador necesita asegurarse de que la dis-
tribucion empleada no tiene una cola cuyo peso decrece a cero demasiado rapi-
damente. Por este motivo, en la computacién de primas de reaseguros se han
venido usando habitualmente las distribuciones de Pareto y Log-normal. No obs-
tante, cuando el tamafio de la reclamacioén individual se ha descrito mediante un
modelo exponencial, se ha usado habitualmente el modelo de Poisson compuesto,
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principalmente por su mayor simplicidad de evaluacién. En esta seccidn, conside-
ramos el modelo discreto alternativo definido en (2).

Teorema 1: Si consideramos (1) como distribucion primaria y la Exponencial como
distribucion secundaria, obtenemos que la funcion de densidad de probabilidad de
la variable aleatoria Y, definida anteriormente, puede escribirse en la forma:

(6)

mientras que fs(0) = 1/(1+a), siendo

es decir, la funcion de Bessel modificada de primera clase.

Para probar este resultado, basta utilizar resultados sobre la convolucién x- veces
contenidos en Klugman et al. (2008) y Rolski et al. (1999), y una serie de tediosos
calculos.

Notese que la densidad asi obtenida tiene una discontinuidad de salto en el ori-
gen.

Proposicién 1: La media y la varianza de una v.a. con la densidad definida en el
Teorema 1 se pueden expresar en la forma:

respectivamente.

Para probar estas expresiones, usamos los siguientes resultados probados en
Rolski et al. (1999):

E(Y) = E(X) E(Y4),
var(Y) = E(X) var(Y,) + E3(Y) var(X),

y tenemos en cuenta los valores de la media y varianza de la distribucién expo-
nencial de parametro o > 0, que son, respectivamente, 1/c y 1/02.
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4. EJEMPLO NUMERICO

El modelo mas habitual para la reclamacion global asume las distribuciones de
Poisson y Exponencial como primaria y secundaria, respectivamente, de modo
gue se obtiene (ver Rolski et al. (1999), entre otros), como funcién de densidad
para la reclamacion global Y, la siguiente:

(8)

En este modelo, los parametros a > 0 y ¢ > 0 se corresponden, respectivamente, a
los parametros de la distribucion de Poisson y de la Exponencial, mientras que I,(-)
es la funcion de Bessel modificada de primera clase.

Realizamos un estudio comparativo entre este modelo y el aqui propuesto de la
distribucion Borel-Tanner modificada (Secciones 2 y 3) ajustando unos datos pro-
cedentes de un protfolio de seguro automovilistico en Bélgica, del afio 1958. Estos
datos aparecen, entre otras referencias, en Gossiaux and Lemaire (1981) y en
Willmot (1987). Hemos reproducido los datos, cuyas frecuencias son {7840, 1317,
239, 42, 14, 4, 4, 1}. En ellos, se observa sobre-dispersion, dado que la media es
0.2144, para una varianza de 0.2889. A partir de este hecho, el modelo de Borel-
Tanner modificada parece mas apropiado para el ajuste. Noétese, igualmente, la
alta proporcién de ceros en los datos.

Figura 1
Diferences between observed and expected frequencies (errors of estimation)
for data in example

Para la estimacion del pardmetro a en ambos modelos (Borel-Tanner modificada y
Poisson), emplearemos el método de méaxima verosimilitud. Las estimaciones
obtenidas son 0.176 y 0.214, respectivamente. Los errores estandar computados
son, también respectivamente, 0.0042 y 0.0047.
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Table 1
Right—tail cumulative probability of the aggregate claim distribution
for the set of data considered

Table 2
Right—tail cumulative probability of the aggregate claim distribution
for the set of data considered
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Para la comparacién de los ajustes empleamos el criterio de la Log-verosimilitud.
Esto nos indica que el modelo de la Borel-Tanner modificada (Log-verosimilitud:
-5403.79) obtiene mejor resultado que el modelo de Poisson (Log-verosimilitud:
-5490.78). Particularmente, el ajuste de ésta Ultima es peor en la cola superior de
la distribucion. En Fig. 1 se representan las distancias entre datos y frecuencias
esperadas en ambos modelos, ilustrando el comportamiento de los ajustes.

Para ilustrar la mejora del modelo propuesto en las probabilidades para la cola
superior, afladimos las Tablas 1 y 2, donde se registran estos valores para diver-
sos valores de los parametros y distintas amplitudes de las colas. Obsérvese cémo
el nuevo modelo propuesto obtiene valores sensiblemente superiores.

5 COMENTARIOS FINALES

En este trabajo hemos utilizado la distribuciéon de Borel-Tanner modificada actuan-
do como distribucion primaria en el modelo de riesgo colectivo con la Exponencial
como distribuciéon secundaria. Se ha obtenido una expresién cerrada de la distri-
bucion de la reclamacion total, utilizando la funcion de Bessel modificada de prime-
ra clase.

Hemos usado la citada distribucion en un estudio de reclamaciones a datos de una
compafiia de seguros automovilisticos, como alternativa al modelo clasico mas
utilizado, el de Poisson compuesto. Se comprueba de este modo que el nuevo
modelo resulta competitivo frente al clasico, tradicionalmente utilizado en Estadis-
tica actuarial, cuando las variables "niUmero de reclamaciones" y "coste de una
reclamacion individual" son analizadas en el contexto de modelos de riesgo colec-
tivo.
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