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PRESENTACION

Desde 1975, FUNDACION MAPFRE desarrolla actividades de interés general para la
sociedad en distintos &mbitos profesionales y culturales, asi como acciones desti-
nadas a la mejora de las condiciones econémicas y sociales de las personas y sec-
tores menos favorecidos de la sociedad. En este marco, el Area de Seguroy Previsién
Social de FUNDACION MAPFRE promueve y desarrolla actividades educativas y de
investigacion en los campos del seguro y de la prevision social.

En el &mbito educativo, su actuacion abarca la formacion académica de postgradoy
especializacion, desarrollada en colaboracion con la Universidad Pontificia de
Salamanca, asi como cursos y seminarios para profesionales, impartidos en Espana
e Iberoamérica. Estas tareas se extienden hacia otros ambitos geograficos median-
te la colaboracion con instituciones espanolas e internacionales, asi como a través
de un programa de formacion en Internet.

Esta area promueve ayudas a la investigacion en las areas cientificas del riesgo y del
seguro y mantiene un Centro de Documentacion especializado en seguros y geren-
cia de riesgos, que da soporte a sus actividades.

Dentro de estas actividades se encuadra la publicacion de este libro, resultado de la
“Ayuda a la Investigacion en Seguros” que concedié FUNDACION MAPFRE a los au-
tores Pablo Duran Santomil y Luis A. Otero Gonzalez en la convocatoria de 2010. El
trabajo fue tutorizado por Luigi Lubelli, Subdirector General de Riesgos y Mercados
de Capitales de MAPFRE, S.A.y por Juan José Zahonero, Subdirector de Cuantificacion de
Riesgos de MAPFRE, S.A.

Desde hace unos anos, Internet es el medio por el que se desarrollan mayoritaria-
mente nuestras actividades, ofreciendo a los usuarios de todo el mundo la posibili-
dad de acceder a las mismas de una manera rapiday eficaz mediante soportes Web
de Ultima generacidn a través de www.fundacionmapfre.org.
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INTRODUCCION

La Directiva 2012/23 del Parlamento Europeo y del Consejo de 12 de septiembre de
2012 modifica la Directiva 2009/138/CE (Solvencia Il) por lo que se refiere a la fecha
de transposicion, la fecha de aplicacion y la fecha de derogacién de determinadas
Directivas. La Directiva 2009/138/CE establecia el 31 de octubre de 2012 como fecha
de transposiciony el 1 de noviembre de 2012 como fecha de aplicacion de Solvencia
I, por lo que esa seria la fecha de derogacion de las Directivas de seguros y de rea-
seguros en vigor (Solvencia 1]. EL 19 de enero de 2011, la Comisién adopté la
denominada propuesta Omnibus Il de modificacién, entre otras, de la Directiva de
Solvencia ll, a fin de tener en cuenta la nueva estructura de supervision para el se-
guro, concretamente, la creacion de la Autoridad Europea de Supervision (EIOPA).
Habida cuenta de la complejidad de la propuesta Omnibus II, la Directiva 2012/23
decide posponer la fecha de entrada en vigor del 31 de octubre de 2012 al 30 de junio
de 2013y la aplicaciéon de Solvencia Il a partir del 1 de enero de 2014, fecha en la que
quedaria derogada Solvencia I. La entrada en vigor de la Directiva de Solvencia Il
sufrird un nuevo retraso como consecuencia de la falta de acuerdo para la aproba-
cién de la Directiva Omnibus Il y las divergencias en el sector sobre el tratamiento
de determinados riesgos, especialmente los productos con garantias a largo plazo.

En julio de 2012 el Parlamento Europeo, el Consejo y la Comision Europea reco-
miendan resolver las discrepancias respecto al tratamiento de los productos con
garantias a largo plazo. El resultado de estas discusiones es el estudio que tiene por
titulo “"Analisis de las garantias a largo plazo” (Long Term Guarantees Assessment,
LTGA) que se completa con la participacion de un gran nimero de las empresas
europeas durante 2013 y cuyos resultados son presentados en junio. Dado que las
negociaciones legislativas estan todavia en curso, siendo muy poco probable que las
negociaciones sobre Omnibus Il se concluyan y se publique la Directiva en el Diario
Oficial antes de la fecha de aplicaciéon de la Directiva 2012/23/EU, la Comisidn el
2 de octubre 2013 presenté una propuesta de Directiva que aplaza la fecha de apli-
cacion de la Directiva de Solvencia Il al 1 de enero de 2016.



Solvencia Il supone la revision de las normas de evaluacion de la situacion financie-
ra con el objetivo de mejorar la medicidn y el control del riesgo. Se pretende que las
companias de seguros dispongan de un nivel de recursos propios, denominado
Solvency Capital Requirement (SCR)', ajustado al riesgo realmente asumido. El cal-
culo de las necesidades de capital podra realizarse a través de una formula estan-
dar o, alternativamente, mediante modelos internos aprobados por el organismo
regulador. En cuanto a la segunda opcion, se permitira la implantacion de modelos
parciales que no incluyan todos los riesgos a los que hace frente un asegurador. En
ambos casos, la cuantia obtenida debera corresponderse con el capital econémico
que han de poseer las companias aseguradoras para limitar la probabilidad de rui-
na al 0,5% a un horizonte de un afo (1 ruina cada 200 anos). O dicho en términos
financieros, una cantidad equivalente al valor en riesgo (VaR) con un nivel de con-
fianza del 99,5%. La EIOPA, que ha sustituido a partir del 1 de enero de 2011 al
CEIOPS?, es el actual encargado de desarrollar el modelo estandar. Para realizar
dicha tarea se proponen férmulas de célculo del capital para los diferentes riesgos
y se realizan estudios de impacto cuantitativo, los denominados Quantitative Impact
Studies (QIS), sobre las companias aseguradoras europeas que sirven para ver en
que media la calibracion del modelo estandar es adecuada.

Este trabajo tiene por objeto establecer distintas alternativas para la generacion de
escenarios econémicos para varios riesgos de mercado mediante modelos internos
y la validacion de los mismos a través de diversas técnicas de backtesting. En los
primeros dos capitulos se abordan los posibles modelos a emplear, tanto para se-
ries univariantes como para series multivariantes. Mediante los modelos anali-
zados podremos proyectar escenarios econdémicos hacia el futuro obteniendo su

! Solvencia Il establecera dos cantidades de capital: el capital econémico (SCR) que es la cantidad
asociada al riesgo realmente soportado por el aseguradory el capital legal o minimo (MCR) que es
la cantidad minima que la compania debe disponer en cada momento.

2 |aEIOPA es parte del Sistema Europeo de Supervisores Financieros que se encuentra conforma-
do por tres Autoridades Europeas de Supervision (ESA), divididas por sector: sector bancario (EU
Banking Authority - EBA), sector del mercado de valores (EU Securities and Markets Authority -
ESMA] y sector de seguros y pensiones de jubilacion (EU Insurance and Occupational Pensions
Authority-EIOPA). La EIOPA ha sido creado a partir de las reformas que se dieron sobre la supervi-
sion del sector financiero en lo que respecta a la UE, viéndose ayudadas estas por la crisis financie-
ra que comenzd en 2007. ELl denominado Comité de Supervisores Europeos de Seguros y Planes de
Pensiones (Committee of European Insurance and Occupational Pensions Supervisors - CEIOPS)
fue un organismo creado en el ano 2003 por la Comisidon Europea para gestionar el Proyecto
Solvencia Il.
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distribucidn total a partir de la cual se podrian calcular las cargas de capital de los
activos y pasivos vinculados a esos factores de riesgo. Los escenarios simulados
deben ser generados a partir de modelos y parametros calibrados para intentar
recoger las regularidades estadisticas en los datos histéricos.

En el capitulo 3 se aborda el backtesting, que es una técnica de validacion que per-
mite evaluar las discrepancias entre los modelos y las realizaciones reales. Desde
un punto de vista regulador, la validacion de los modelos es necesaria ya que en
caso contrario las empresas aseguradoras podrian estar trabajando con modelos
internos inadecuadamente calibrados. De esta forma la validacidon de un modelo es
importante, ya que demuestra que funciona segun lo previsto. El backtesting inten-
ta mejorar la calidad de un modelo interno, mediante la identificacion y analisis de
las razones de las desviaciones entre los valores reales y los previstos por un mo-
delo. Hemos detectado que pueden existir dificultades para llevar a cabo el back-
testing de los modelos desarrollados por las entidades aseguradoras, que surgen
principalmente debido al horizonte de tiempo considerado en Solvencia Il y la falta
de datos adecuados. Finalmente, el capitulo 4 estd destinado a analizar distintas
técnicas y herramientas para la simulacién de escenarios econémicos, con el obje-
tivo de medir las cargas de capital necesarias para el riesgo de renta variable, ries-
go de spreads, riesgo de inmuebles y riesgo de tipos de cambio de una compania
aseguradora en Solvencia Il.

Finalmente queremos agradecer la ayuda recibida de la FUNDACION MAPFRE para
la elaboracidon de este trabajo de investigacion, y en especial a Juan José Zahonero,
Jaimie Villanueva y Luigi Lubelli por la atencion prestada. No obstante, todos los
errores o fallos que pudiera contener son responsabilidad Unica de los autores.
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CAPITULO 1. MODELOS DE SERIES TEMPORALES UNIVARIANTES

El objetivo general de este trabajo de investigacion, consiste en analizar el proceso
de construccion de modelos internos de medicion de riesgos de mercado mediante
el andlisis de series temporales. En concreto, una parte fundamental de este trabajo
se destina a describiry analizar los modelos adecuados para representar el compor-
tamiento de los diversos riesgos financieros. En este sentido se abordan diferentes
alternativas que intentan recoger las distintas caracteristicas empiricas observadas
en las series analizadas. Entre ellos destacamos los modelos autorregresivos, mo-
delos de heterocedasticidad condicional y modelos de cambio de régimen, tanto en
sus versiones univariantes como multivariantes. Dada la dificultad y relativa nove-
dad de estos modelos en el ambito actuarial se pretende elaborar una guia de la
metodologia adecuada para su implantacion en Solvencia Il. El enfoque de este tra-
bajo combina la descripcion tedrica detallada de los modelos con un enfoque
practico empleando diverso software disponible en el mercado (Eviews, TSM, R]. A
efectos de facilitar el aprendizaje y la comprension de dicho proceso se emplean
diversos ejemplos que pueden ser facilmente implantados en una hoja de calculo
como Excel.

En este primer apartado del trabajo estableceremos los principales modelos de se-
ries temporales univariantes que se aplicaran posteriormente a la medicion del ries-
go de renta variable, inmuebles, tipos de cambio y spreads. Sin embargo, antes de
describir tales modelos resulta interesante comenzar realizando una introduccion a
las series de rendimientos financieros univariantes.

1.1. INTRODUCCION A LAS SERIES UNIVARIANTES DE RENDIMIENTOS

En este apartado realizaremos una introduccion de las caracteristicas de las series
de rendimientos financieros. En este sentido este primer epigrafe se divide en los
siguientes dos sub apartados. El primero establece la forma de célculo, estadisticas
y principales caracteristicas de los rendimientos financieros de un activo. El segundo
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establece conceptos previos necesarios para el analisis de las series temporales de
rendimientos.

1.1.1. Rendimientos financieros de un activo y caracteristicas de los mismos

Una serie temporal financiera univariante estd compuesta por una serie de sucesi-
vas observaciones del valor de un indice bursatil, cotizacién de una accion, tipo de
cambio, etc. a lo largo de un horizonte temporal. Generalmente, en el campo finan-
ciero en vez de operar con los valores de la serie originales se emplean los rendi-
mientos para obtener una serie estacionaria. Sea el precio de un activo en los mo-
mentos ¢y t— I respectivamente P,y P, ,, se define el rendimiento aritmético como:

P—Pi_ PR

R —
P

El rendimiento logaritmico vendra dado por la siguiente ecuacion:

P

. =1In =nP—InP_4

t—1

El rendimiento suele ser expresado frecuentemente en tanto por ciento, por lo que
los rendimientos logaritmicos que emplearemos posteriormente para la modeliza-
cion de las series financieras vendran dados en general por la siguiente expresion:

P
. =100 % In P

t—1

=100% [InP, -InP,_4]

La diferencia entre las tasas de rendimiento aritmético y logaritmico es normal-
mente pequena. La relacion existente entre ambas viene dada por:

e =In(1+ Ry)
R,=et—1

Las anteriores formulas posibilitan el calculo de la rentabilidad de un periodo ¢. Para
el célculo de la rentabilidad de un activo a lo largo de varios periodos o rentabilidad
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multi-periodo se emplea la agregacion temporal de los rendimientos. Dicha agregacion
es Util cuando por ejemplo tenemos rendimientos mensuales y queremos calcular
el rendimiento anual. En el caso de emplear rendimientos aritméticos se define el
rendimiento multi-periodo aritmético como:

Re(k) =(1+R)(1+Re—q) (1 +Rpgy1) — 1

En el caso de emplear rendimientos logaritmicos se obtiene la siguiente expresion:

(k) =1+ 1+t g

Ejemplo. Considérese la siguiente senda para el precio de un activo a lo largo de 5 perio-

dos temporales

Tiempo (1 | 1 I E | 4 e
Precio (P) 100 103 105 104 105

Los rendimientos simples y compuestos de dicho activo seran:

Tiempo (1 1 | 2 | 3 | 4 | s
R, 3.00% | 1.94% | -095% | 0.96%
", 296% | 192% | -09% | 096%

De esta forma podemos afirmar que el rendimiento aritmético entre el momento tempo-
ral 1y 2 es de 0,03 0 3,00%, calculado mediante R,= 103/100 -1. El rendimiento logaritmi-
co para dicho periodo es de 2,96%, calculado como (n(103/100).

Podemos calcular también a partir de la anterior senda de precios cualquier rendimien-
to multi-periodo. Por ejemplo, el rendimiento aritmético entre el momento temporal 1y
5 es de 0,05 o -5,00%. Se puede obtener como 105/100-1 o aplicando la férmula de la
agregacion temporal de rendimientos como (1+R,)(1+ R;)(1+ R,)(1+ R5)-1. EL rendimiento
logaritmico entre el momento temporal 1y 5 es de 4,88%. Las alternativas para su célcu-

lo son [n(105])-ln(100) o de forma alternativa como r+ ry+ r+ 7s.




Ademas de la agregacion de los rendimientos a través del tiempo también debemos
establecer la denominada agregacion de los rendimientos en una cartera.
Consideremos una cartera formada por activos donde el peso o ponderacion del
activo en la cartera es de w; (i=1,... ,n). Si representamos por R;y r; el rendimiento
aritmético y logaritmico de cada activo , si el valor inicial de la cartera es P, el valor
de la cartera un periodo después con rendimientos logaritmicos es:

n
j— Ti
P1 = Z Wipoe t
i=1

Por ejemplo, en el caso de 3 activos obtenemos:

P1 = Wlpoerl + WzPOerz + W3P0€r3

Por lo que el rendimiento logaritmico de la carterar, =In (P, /P,) P, viene dado por:

7. = In(wye™ + wye™ + wie™)
Mediante los rendimientos aritméticos se establece la igualdad:

n
Pr= ) wiPo(1+R)
i=1

Por ejemplo, en el caso de 3 activos:

P1 = W1P0(1 + Rl) + W2P0(1 + Rz) + W3P0(1 + R3)

Por lo que el rendimiento aritmético de la cartera R, = (P, - P,) P, viene dado por:

R; = wiR{ + wR, + w3R;

16



Ejemplo. Considérese la siguiente senda para el precio de dos activos a lo largo de 5
periodos temporales. Suponemos que tenemos una cartera formada al 50% por cada uno

de dichos activos (w,; = w, =0,5).

Tiempo (1 | 1 | 2 K | 4 | 5
Activo 1 (P,) 100 103 105 104 105
Activo 2 (P,) 100 998 97 95 98

Los rendimientos simples y compuestos de dicho activo seran:

Tiempo (1 | v | 2 | 3 | 4 | s
R, 300% | 1.94% | -095% | 096%
R, -2,00% | -102% | -2,06% | 316%
R, 050% | 0.46% | -151% | 2.06%

Por ejemplo, para el Activo 2 el rendimientos en el periodo 2 viene dado por R,,=98/100-1.
El rendimiento para la cartera en el periodo 2 viene dado por R.,=w;R ,+w,r»=0,5 * 3,00%
+ 0,5« (-2,00%) = 0,50%.

Los rendimientos logaritmicos de dichos activos y de la cartera seran:

Tiempo (4 | 1 ] 2 | 3 | 4 | s
" 296% | 192% | -096% | 0,96%
" -2,02% | -1.03% | -2.08% | 3.11%
" 050% | 046% | -152% | 2,04%

Por ejemplo, para el Activo 2 el rendimientos en el periodo 2 viene dado por r,, = In
(98/100]. El rendimiento para la cartera en el periodo 2 viene dado por 7., = In(w,e"? +
w,e22 =1n (0,5 exp(2,96%) + 0,5 exp(—2,02%)) = 0,50%. Se puede comprobar como r, = w,r;.
+wyry; =0,5-2,96% + 0,5 - (—2,02%) = 0,47%. Sin embargo, a veces se asume que el rendi-

miento de la cartera es la media ponderada de los rendimientos logaritmicos®.

3 Por ejemplo, esta hipdtesis es empleada por Riskmetrics (1996).



Los precios de la hipotética cartera se pueden calcular mediante tres procedimientos. El
primero consistiria en ponderar el precio de cada activo por su peso. A modo de ejemplo
P,,=0,5-103+0,5-98 =100,50.

El segundo método consiste en emplear los rendimientos aritméticos, por ejemplo, P,, =
0,5-100(1 + 3,00%) + 0,5 - 100(1 — 2,00%) = 100,50.

Finalmente, se pueden emplear los rendimientos logaritmicos, por ejemplo, P,,=0,5 -
100 exp(2,96%) + 0,5 - 100 exp(—2,02%) = 100,50.

Tiempo (2)

Cartera (P,,) 100,00 100,50 101,00 99,50 101,50

Para la agregacion temporal es mas conveniente trabajar con rendimientos logarit-
micos mientras que para la agregacion de los rendimientos de la cartera los rendi-
mientos aritméticos ofrecen una expresion mas sencilla.

Momentos de los rendimientos

Dada una serie temporal de rendimientos {r,,r,,...r;} donde T es el nUmero de ob-
servaciones de la serie podemos definir los momentos de los rendimientos. La me-
dia muestral o primer momento se define como:

T
R 1
Hr = FZ Tt
t=1
La varianza muestral vendra dada por:
T
1
6F = mzm - i)?
t=1

De esta forma si la mayoria de los valores r, estan préximos a la media muestral £,
la varianza muestral 62 resultante serad pequena. La desviacion tipica muestral se
obtiene como 6, =+/67, siendo una medida de dispersién que muestra la ventaja
que su resultado se encuentra expresado en las mismas unidades de la variable
que se examina, y no en valores elevados al cuadrado como lo hace la varianza.
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La asimetria o grado de sesgo se calcula generalmente mediante la siguiente féormula:

PR S e
T_(T_l)&;?t_l rt :ur

El sesgo o coeficiente de asimetria S, es una medida de la simetria de una serie
sobre su media. De esta forma si el coeficiente tiene un valor positivo (negativo) se
dice que la distribucion de los rendimientos es sesgada a derecha (izquierda) o que
tiene sesgo positivo (negativo) Si el coeficiente de asimetria tiene un valor 0 se dice
que la distribucion es simétrica o que tiene sesgo nulo.

El coeficiente de curtosis muestral es una medida del apuntamiento o achatamien-
to de una distribucion. Se calcula como:

T
1
= — — )%
K, (T — 164 Z(Tt fir)

El valor del coeficiente de curtosis* de la distribucién normal es 3. Si K, excede del
valor de 3 se dice que la distribucion es leptocurtica o relativamente elevada respec-
to a la normal, lo que implicara una mayor probabilidad de que la variable analizada
tome valores extremos. Si el coeficiente de curtosis es menor a 3 se dice que la
distribucion es platicurtica. Finalmente si el coeficiente de curtosis es igual a 3 se
dice que la distribucion es mesocurtica.

Bajo la hipodtesis de que los rendimientos estan distribuidos normalmente y para sufi-
cientemente grande S~M0; 6/T) y K,— 3~N(0; 24/T). De esta forma es facil establecer los
siguientes test sobre los rendimientos: simetria, curtosis y normalidad de Jarque-Bera.

e Test de simetria. Tomando las propiedades expuestas anteriormente, se define
el estadistico S como 5=% ~N(0;1) bajo la hipdtesis nula de normalidad. La
regla de decision es rechazar la hipétesis nula H, de distribucion simétrica si
ISI >Z,, o de forma analoga si el p-valor es menor que a.

4 También es comun restarle a la formula anterior el valor 3y afirmar que la curtosis de la normal
es cero. De esta forma si supera el valor de cero la distribucién sera leptocurtica.
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R,—3

Test de curtosis. Se define el estadistico S como X =77 ~N(O:1) bajo la hipéte-
sis nula de normalidad. La regla de decision es rechazar la hipdtesis nula H, de
distribucion con colas normales si IS >Z,, o de forma analoga si el p-valor es
menor que o.

Test de Jarque-Bera (Jarque y Bera, 1980, 1987) emplea el coeficiente de simetria S
y curtosis K de una serie para verificar su normalidad: q=k?+s?=2(3,* + &%),
Bajo la hipdtesis de que los rendimientos son normales el estadistico Q tiene
una distribucién % con dos grados de libertad. La regla de decision es rechazar
la hipdtesis nula H, de distribucion normal si 1@1 > %(a) o de forma anéloga si el
p-valor es menor que a.

Ejemplo. Dada la siguiente serie de precios, calculense los estadisticos descriptivos de

los rendimientos aritméticos y logaritmicos.

t ‘ Precio ‘ R, ‘ 7

1 100

2 102 2,00% 1,98%
3 103 0,98% 0,98%
4 105 1,94% 1,92%
5 106 0,95% 0,95%
6 104 -1,89% -1,90%
7 105 0,96% 0,96%
8 106 0,95% 0,95%
9 105 -0,94% -0,95%
10 108 2,86% 2,82%
11 106 -1,85% -1,87%
12 109 2,83% 2,79%

Los estadisticos descriptivos para los rendimientos aritméticos y logaritmicos y los test

de normalidad anteriormente descritos se muestran a continuacion®:

5 En Excel se calcula el coeficiente de asimetria mediante =COEFICIENTE.ASIMETRIA(), la curtosis
como =CURTOSIS(). Para calcular el p-valor del test de asimetria y curtosis se emplea la funcién
=2*DISTR.NORM.ESTAND(Test asimetria) y =2*DISTR.NORM.ESTAND(Test curtosis), mientras que
para el p-valor del test de JB se emplea =DISTR.CHI(Test JB;2)
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‘ R, ‘ 7

T " 11

Media 0,0080 0,0078
Varianza 0,0003 0,0003
Asimetria -0,5842 -0,6057
Curtosis -0,7923 -0,7780
Test asimetria -0,7910 -0,8201
p-valor 0,4290 0,4122
Test curtosis® -0,5364 -0,5267
p-valor 0,5917 0,5984
Test JB 0,9134 0,9500
p-valor 0,6334 0,6219

Para un nivel de significatividad o de 0,05 o nivel de confianza del 95% se acepta la hipotesis
nula H, de que la distribuciéon de los rendimientos aritméticos y logaritmicos es simétrica y

con colas normales, y mediante el test conjunto de Jarque Bera la hipdtesis de normalidad.

En general, se observa que las series financieras temporales presentan caracteris-
ticas relevantes, como son:

e Exceso de curtosis (excess kurtosis) o colas gordas (fat tails). Por tanto la distri-
bucidn de probabilidad de los rendimientos financieros posee colas gordas mayo-
res que la normal o gaussiana (distribuciones leptocurticas). Esta caracteristica,
es mencionada por primera vez por Mandebrolt (1963) y Fama (1963, 1965).

e Los rendimientos suelen tener una distribucién de rendimientos bastante si-
meétrica, pero frecuentemente se obtienen distribuciones ligeramente asimé-
tricas negativas.

e En caso de analizar series financieras de baja frecuencia (por ejemplo diarias)
existe una correlacion de los rendimientos a lo largo del tiempo (autocorrelacion
serial). Sin embargo en las series financieras de alta frecuencia (por ejemplo

¢ Debe advertirse que la formula CURTOSIS() de Excel devuelve la curtosis de un conjunto de datos
comparada con la distribucion normal a la que proporciona un valor de 0.
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mensuales) se suele encontrar una ausencia o reducida estructura regular di-
namica en la media. Los modelos de series temporales ARMA que veremos
posteriormente modelizan de forma adecuada la posible dependencia en la
media de los rendimientos.

e Existencia de periodos de agrupamiento, persistencia o conglomerados de vo-
latilidad (volatility clusters o persistence), lo cual se reflejara en las funciones
de autocorrelacion de los cuadrados de la serie. Si la volatilidad es elevada
(baja) en un periodo, tiende a seguir siendo elevada (baja) en los periodos siguien-
tes (Engle, 1982, por lo que los efectos de un shock tardan en desaparecer.
Distintos modelos de series temporales son capaces de reproducir este feno-
meno, destacando los modelos tipo GARCH.

e De manera ocasional se pueden producir valores muy altos de volatilidad en de-
terminados momentos, lo que se conoce como saltos discontinuos en los precios
de los indices (Figlewski, 1997). Esto motivaria la introduccién de modelos no li-
neales, como por ejemplo los modelos de cambio de régimen de Markov.

e Comportamiento asimétrico de las series temporales o efecto apalancamiento.
Puede suceder que el comportamiento de las series de volatilidades es diferen-
te segun lleguen al mercado buenas o malas noticias (Campbell y Hentschel,
1992). Dado que las noticias no tienen el mismo impacto en el mercado se jus-
tifica el empleo de modelos asimétricos de volatilidad. Los modelos GARCH
asimétricos, entre otros, son capaces de recoger esta propiedad.

e Movimientos conjuntos de volatilidad entre mercados. Los movimientos brus-
cos entre distintos mercados estan fuertemente relacionados, lo que justifica la
utilidad de los modelos multivariantes para series temporales, pues permiten
analizar estas relaciones cruzadas. Entre los tipos de modelos multivariantes
mas empleados destacan los modelos GARCH multivariantes.

1.1.2. Conceptos previos para el analisis de series temporales

En este apartado del trabajo se introducen algunos conceptos claves en el analisis
de las series temporales como son el proceso estocastico estacionario, el proceso

22



de ruido blanco, el paseo aleatorio, las funciones de autocovarianzas y autocorrela-
ciones y la funcion de maxima verosimilitud.

Proceso estocastico estacionario

Un proceso estocastico es un conjunto o sucesion de variables aleatorias {r,} donde
el subindice toma valores en un cierto conjunto que se corresponde a los instantes
temporales de observacion (dias, meses, etc.). De esta forma podemos definir una
serie temporal como una realizacion de un proceso estocastico. Por tanto, una serie
de T'datos (7,r,...r7) €S una muestra de tamano uno del vector de Tvariables alea-
torias ordenadas en el tiempo en los momentos #=1,2,...,T'y la serie observada se
considera una realizacion o trayectoria del proceso estocastico.

Se dice que un proceso es estricta o fuertemente estacionario (strict o strong sta-
cionarity) si la distribucion de probabilidad de cualquier subconjunto de variables
del mismo es constante en el tiempo. Formalmente equivale a decir que para cual-
quier nimero entero positivo k, para los k puntos temporales ¢,,...,z, y el retardo
temporal 4, los vectores (7,7 oy 7w) Y (FsmPosm--Tasn) tienen la misma distribucion
conjunta’.

La estacionariedad en sentido estricto es una condicién muy fuerte, por lo que en la
practica se emplea la definicion de estacionariedad en sentido débil®. Se dice que un
proceso es débilmente estacionario o estacionario en sentido amplio (weak, wide-
sense o second-order stacionarity) si todas las varianzas del proceso son finitas y la
media y las covarianzas son independientes de t. Esto implica la estabilidad de la
media, la varianzay la estructura de covarianzas a lo largo del tiempo’. En términos

7 Que la distribucién conjunta de cualquier conjunto de variables no se modifica si transladamos
las variables en el tiempo implica dos condiciones. La primera que las distribuciones marginales de
todas las variables son idénticas, lo que establece que la media y la varianza y también los coefi-
cientes de curtosis y asimetria) para todas las variables son las mismas, ya que las distribuciones
son las mismas para todos los retardos. La segunda, que las distribuciones finito-dimensionales de
cualquier conjunto de variables sélo dependen de los retardos entre ellas, lo que impone que la
dependencia entre las variables sélo depende de sus retardos.

8 Un proceso estacionario en sentido estricto es también un proceso estacionario en sentido débil,
pero lo inverso no es cierto.

 Lamedia de un proceso estocastico es el valor constante en el tiempo que mide el nivel alrededor
del cual evoluciona dicho proceso. La varianza es el valor que mide la dispersion o la variabilidad de
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practicos, que el proceso sea estacionario en sentido débil implica que la mediay la
varianza son constantes y las covarianzas entre dos variables sélo depende de su
separacion o retardo entre las observaciones.

Para analizar si un proceso es o no es estacionario, debemos observar que una ca-
racteristica basica de un proceso no estacionario es que su grafico de evolucion
temporal no cruza su valor medio muestral con frecuencia, es decir, existen tenden-
cias (crecientes o decrecientes), y tiene una varianza que generalmente aumenta al
transcurrir el tiempo'. Por contra, un proceso estacionario tiene un grafico de evo-
lucién temporal que cruza su valor medio muestral y tiene una varianza finita''.

Para ilustrar las propiedades de una serie no estacionaria empleamos el modelo de
paseo aleatorio para simular 100 periodos. El modelo empleado es P.=u+P, ;+o¢, con
P,=0,u=0,01y o=1. El gréfico inferior representa una simulacién de dicho proceso en
donde se observa que el proceso no fluctta alrededor de su media sino que tiene un
comportamiento explosivo. Por contra el modelo P,=u+0,5P, ;+o¢, con P,=0,u=0,01y o
=1 representado en el grafico de la derecha si que es estacionario fluctuando en torno
a un valor medio, por lo que se dice que son procesos que revierten a la media.
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la evolucion temporal de un proceso estocastico alrededor de su media. Las autocorrelaciones son
los valores que miden el grado de asociacién o dependencia lineal entre cada par de componentes
de un proceso estocastico estacionario separados por distintos intervalos temporales o retardos.

10 Ademds, como veremos posteriormente, su funcién de autocorrelacion simple no tiende a cero
rapidamente, lo que es contrario a lo que ocurre con un proceso estacionario.

" Ademas sus funciones de autocorrelacion simple y parcial tienden a cero réapidamente.
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En la practica se necesita que los procesos estocasticos sean estacionarios para
una adecuada modelizacion. Para transformar un proceso no estacionario en esta-
cionario se aplican transformaciones sobre la serie original. Por eso es comun el
analisis de los rendimientos logaritmicos r, de la serie en vez de emplear los valores
de la serie originaria (indices, cotizaciones, tipos de cambio, etc.). Esto es debido a
que en teoria, aplicando una diferencia sobre la serie y posteriormente tomando
logaritmos, logramos eliminar la tendencia de la serie'? y reducir su variabilidad'.

A modo de ejemplo se muestra la serie temporal originada por el indice Ibex 35 con
frecuencia mensual desde el 2 de enero de 1992 al 31 de diciembre de 2008, lo que
proporciona 205 observaciones de rendimientos (206 del indice). Como se aprecia
en el gréfico inferior izquierdo la serie es claramente no estacionaria, por lo que se
procede a calcular los rendimientos logaritmicos (grafico derecha).
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Los rendimientos logaritmicos son estacionarios en media, pero se observa que han
existido periodos en los que la dispersion de los rendimientos o volatilidad es mayor
(véase los rendimientos entorno a 1999) y otros en los que la dispersién es menor.

12 | as tendencias o cambios de nivel de las series financieras, que provocan que estas no sean
estacionarias, implica que sea necesario aplicar diferencias para convertirlas en estacionarias.

13 Al analizar series financieras reales es comUn que la variabilidad sea mayor cuando la serie
toma valores altos que cuando toma valores bajos. En estos caso se transforma la serie original
aplicando logartimos para conseguir una serie con variabilidad constante. Ademas existen series
heterocedasticas donde la varianza cambia sin relacion con el nivel. Este comportamiento es trata-
do en los modelos tipo GARCH o los de volatilidad estocastica (SV).
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De aqui en adelante y como es habitual en los manuales, se empleara la expresion
proceso estacionario para referirnos a un proceso estacionario en sentido débil.

Proceso ruido blanco

Un proceso estacionario muy importante es el proceso ruido blanco (white noise).
Un ruido blanco es una sucesion de variables aleatorias independientes en el tiem-
po definido por las siguientes tres condiciones’:

e Laesperanzaesigual a cero.
e Lavarianza es constante.

e Las covarianzas para cualquier retardo son cero, lo que implica que las varia-
bles del proceso estan incorrelacionadas para todos los retardos.

Se dice que una serie temporal sigue un modelo de ruido blanco si es una secuencia
de variables aleatorias iid con media 0y varianza constante. Un proceso ruido blan-
co normal o gaussiano resulta cuando ademas las variables tienen distribucidon nor-
mal'®. Siguiendo esta nomenclatura, el modelo de precios lognormal o modelo nor-
mal de rendimientos es simplemente la suma de una constante (rentabilidad media)
a un proceso ruido blanco normal. Es decir, el rendimiento logaritmico se puede
simular en cada periodo mediante la siguiente ecuacion:

n=utz

Donde Z,~ N (0,0) y u es la rentabilidad media.

4 Un proceso ruido blanco no es necesariamente estacionario en sentido estricto ya que la defini-
cion dada solo exige la incorrelacion. Sin embargo, si lo serd en el caso de que imponemos la con-
dicién adicional de que las variables del proceso son independientes.

5 El proceso ruido blanco normal si es estacionario en sentido estricto. Sin embargo, se pueden
tener procesos de ruido blanco estricto con variables que tienen distribuciones no normales [t de
Student, normal asimétrica, etc.). Para una serie de ruido blanco, toda la funcién de autocorrelacién
deben mostrar valores (aproximadamente] iguales a cero.
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El paseo aleatorio

Anteriormente hemos introducido ya este concepto por lo que ahora pasaremos a

definirlo formalmente. Un paseo o camino aleatorio (random walk]'® es un proceso

estocastico cuyas primeras diferencias constituyen un ruido blanco. Por lo tanto

puede escribirse como: x, - ¢, +x,.;+¢, donde ¢, es una constante y ¢, es un proceso

ruido blanco de media cero y con desviacion tipica o, constante. En términos econé-

micos, que una variable siga un paseo aleatorio indica que los cambios discretos en

dicha variable estan normalmente distribuidos, es decir xx, ~(N ¢,, ¢,).

Ejemplo. Simular a lo largo de un horizonte temporal de 12 periodos un paseo aleatorio sin

deriva (¢, = 0) y con deriva (¢, = 0,2), con un valor inicial x,=100 y con desviacion tipica =1.

Se ha empleado la misma simulacién del proceso ruido blanco en los dos casos. La re-

presentacion grafica del proceso con deriva viene dada por la linea gris y la del camino

sin deriva por la linea negra. Obsérvese como la deriva aumenta la diferencia entre las

dos series a medida que nos desplazamos en el tiempo.

Xi1 Xy Xi1 X

0 100 100
1 -2,98 100,00 97,02 100,00 97,22
2 0,92 97,02 97,94 97,22 98,34
3 1,72 97,94 99,66 98,34 100,26
4 -0,35 99,66 99,31 100,26 100,11
5 -0,44 99,31 98,87 100,11 99,87
6 0,51 98,87 99,38 99,87 100,58
7 -0,05 99,38 99,33 100,58 100,73
8 1,53 99,33 100,86 100,73 102,46
9 -0,17 100,86 100,69 102,46 102,49
10 1,62 100,69 102,31 102,49 104,31
1" 1,81 102,31 104,12 104,31 106,32
12 1,33 104,12 105,45 106,32 107,85

¢ Un paseo aleatorio es un modelo AR(1) con ¢=1, es decir, un modelo AR(1) no estacionario

(I¢1 < 1) pero tampoco explosivo (Il < 1) .Y por tanto, Vx, — X, ,— ¢, t¢,
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Las funciones de autocorrelacion

Las funciones de autocorrelacién simple (FAS o ACF) y la funcién de autocorrelacion
parcial (FAP o PACF) son muy Utiles para identificar el tipo de proceso que sigue una
serie temporal. Por lo tanto es necesario introducir estos conceptos, ademas de la
funcion de autocovarianzas de la que proviene la ACF.

Funcion de autocovarianzas
La informacidn sobre la dependencia lineal entre las variables de una serie tempo-
ral generada por un proceso estacionario se encuentra en la funcién de autocova-
rianzas. Se denomina vy, a la covarianza entre observaciones separadas por perio-
dos o autocovarianza de orden k (lag-k autocovariance) Es decir:

Yk = cov(re, Te—)
Funcion de autocorrelacion simple [FAS o ACF)
Las autocorrelaciones contienen la misma informacién que las autocovarianzas,

con la ventaja de que no dependen de las unidades de medida. Por tanto, se dice que
la funcién de autocorrelacion (autocorrelation function o ACF) mide la dependencia
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lineal o correlacidn existente entre los periodos de un proceso. La funcién de auto-
correlacion simple viene dada por:

cov (7, 1e—r) Yk

Jvar(ro)var(re_x) B Jvar () Jvar(re_x)

pr = corr(ry, 1e_y) =

Por lo que una serie no estara correlacionada si los valores de su funcion ACF es
igual o cercana a 0. Es comUn realizar dos test, uno individual y otro conjunto, para
ver si las correlaciones seriales son estadisticamente distintas de cero:

Para realizar un test individual sobre p, se define el estadistico ¢ para un coeficiente
de autocorrelacion simple p, como:

Pk

VT

t= = ppVT~N(0; 1)

Bajo la hipdtesis nula de p,=0. La regla de decision es rechazar la hipdtesis nula H,
de p;=0siltI>Z,, o de forma analoga si el p-valor es menor que a. Esta hipotesis se
suele testar de forma visual en el correlograma (grafico ACF) en el que ademas de
representarse los coeficientes estimados p, se muestran dos lineas paralelas al eje
x alaalturade +1,96/VT, 0 a veces por simplificar se emplea +2/VT . De esta forma
los coeficientes significativos seran los que sobrepasen dichos limites. Debe adver-
tirse que dichas bandas recogen un intervalo del 95% de probabilidad donde debe-
rian estar los coeficientes muestrales, de forma que es de esperar que de cada 100
coeficientes 5 salgan fuera de las bandas. En el grafico inferior se muestra la fun-
cion de autocorrelacion simple de una serie ruido blanco simulada. En el eje de las
x se muestran los retardos ky en el eje de las y el valor de p,. Se observa como
ningun p, resulta significativo al no sobrepasar las bandas paralelas (exceptuando
obviamente p,=1).

Un test conjunto frecuentemente empleado es la Q de Ljung y Box (1979). La hipéte-
sis nula del test para el retardo k es que no existe autocorrelacién para drdenes no
superiores am, es decir la hipotesis nula Hy: p,=p,=... p,=0. El estadistico se define
como:
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Q estd asintoticamente distribuido como una y? con grados de libertad igual al nu-
mero de autocorrelaciones m. Otro test similar al anterior es el test de Box-Pierce
(1970) basado en el siguiente estadistico: @(m) =T¥},5;. Si el modelo ajustado es
correcto la O~

Funcion de autocorrelacion parcial (FAP)

La funcion de autocorrelacion parcial es una funcién que para cada nimero entero
toma un valor igual a la correlacion entre x, y x,, corregida del efecto comun de los
retardos intermedios x,_;, X, 5,--., X,,;- Formalmente el coeficiente de autocorrelacion
parcial de orden £, pf, es el coeficiente de correlacion entre observaciones separadas
k periodos, cuando eliminamos de la relacion entre las dos variables la dependencia
lineal debida a los valores intermedios. Por lo tanto, la funcién de autocorrelacion
parcial (partial autocorrelation function o PACF) es la representacion gréafica de los
coeficientes de autocorrelacion parcial en funcion de los distintos retardos.
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Funcidon de maxima verosimilitud de los rendimientos r,

Sean x e y dos variables aleatorias continuas. Su funcién de densidad conjunta es el
producto de su funcién de densidad condicional por su funcién de densidad margi-
nal (funcién de probabilidad de cada variable), es decir:

fOoy) = fxIfy)

Lo anterior sigue siendo cierto si todas las funciones de densidad van condicionadas
a otravariable Z:

fxylz) = f(xly, 2)f(yl|z)

Sea r, el rendimiento logaritmico del mes , para dos rendimientos consecutivos r, y r,:

fry,r) = f(ralr)f(r)

En el caso de tres rendimientos 7}, r5,..., r;3:
(s, rp,11) = f(r3lry, r)f(ry, 1) = f(rslry, r) f (rzlr)f(ry)
En el caso general de r, para 1, 2,..., T:

T
fCrrr_g, w12, 1) = fOrrlrr_g, v, )f(epog, 1) = - = [l—lf(rt|rt—1: ---:7"1)] f(r)
t=2

Sir, | r,,,..., r; es normal con media u, y varianza o , la funcién de verosimilitud es:

T 1 <_(rt—lizr)2>
(rp, Tp—q, s Ty 1) = 1_[ e 20¢ f(r
f T 'T-1 271 L ] o_tm (1)

Para simplificar se ignora f(r;) o funcidn de verosimilitud marginal, por lo que la
funcion de verosimilitud se convierte en lo que se denomina funcién de verosimili-
tud condicional:

T 1 <_(rt_l‘zt)2>
(rp, 7p— ,...,r,r)=1_[ e\ 20
flrrrry 211 G

t=2
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En la practica se suele emplear la funcion logaritmo de la funcidn de verosimilitud
condicional, dicha funcién viene dada por:

_('ft _u[)z
e 20}

(re - 1e)?
5z

T
Inf(re,rr_q, o, T2, 1) = nln

Ut

[y

T
-3 Zz: [ln(ZH) +In(a?) +

En el caso de la distribucion normal la media Ky la varianza o7son constantes a lo
largo del tiempo, por lo que pueden ser representadas como u y o2 obteniendo final-
mente:

T
InfQre,Tr—q, v, Ty 1) = —% Z [ln(ZH) +In(o?) + —— (r #)
t=2

Que es la funcion de log-verosimilitud de los rendimientos bajo la hipdtesis de nor-
malidad. Sin embargo, como veremos posteriormente, en los modelos de series
temporales se establecen distintas funciones para la ecuacion de la media g,y de la
varianza ¢?de forma que pueden variar a lo largo del tiempo.

El método de estimacion de méaxima verosimilitud (EMV) puede emplearse en si-
tuaciones donde existen varios pardmetros desconocidos que es necesario esti-
mar. En dicho caso, la funcién de verosimilitud es una funcién de los parametros
desconocidos y se denominan estimadores de maxima verosimilitud a los para-
metros que maximizan dicha funcion. En ocasiones basta con igualar a cero las
derivadas parciales de la funcion con respecto a cada parametro, pero en otras es
necesario emplear un procedimiento iterativo de optimizacion.

Tedricamente para encontrar el maximo de la funciéon de verosimilitud, deberia-
mos derivar la funcidn de verosimilitud o su logaritmo respecto a cada uno de los
parametros del modelo e igualar a cero cada una de dichas derivadas (condicio-
nes de primer orden), obteniendo valores numéricos para cada parametro. Si se
cumplen las condiciones de segundo orden (hessiano del logaritmo de la funcién
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de verosimilitud definido positivo) podriamos afirmar que hemos hallado un
maximo local, debiendo verificar que la funcidn de verosimilitud es globalmente
cOncava para asegurar la existencia de un maximo global. Sin embargo en los
modelos mas complejos el sistema de condiciones de primer orden no tiene so-
lucion analitica, haciendo imprescindible el empleo de un algoritmo numérico de
optimizacion.

La maximizacion de la funcion de log-verosimilitud de los modelos mas complejos
se suele realizar por un procedimiento iterativo, en el cual es importante comenzar
de buenas condiciones iniciales (valores a priori de los parametros). Cuando el al-
goritmo iterativo ha convergido se detiene el procedimiento de estimacion propor-
cionandose los valores de los parametros alcanzados. Normalmente el algoritmo
se detiene cuando el valor numérico de la funcidn de verosimilitud o la variacion en
el vector de parametros estimados es inferior a cierto limite establecido previamen-
te, o de forma alternativa se ha alcanzado el nUmero maximo de iteraciones esta-
blecidas.

El procedimiento iterativo para la estimacion de parametros puede ser problema-
tica dado que la funcidn de maxima verosimilitud puede tener multitud de maxi-
mos locales que alcanzan un valor cercano al maximo global. Esto tiene como
consecuencia que la funcién tome valores muy préximos para distintos conjuntos
de parametros, muchos de los cuales pueden ser muy diferentes. Por ello es ne-
cesario repetir la estimacién a partir de distintas condiciones iniciales (valor de
los pardmetros) con el objetivo de analizar si se produce la convergencia de la
funcidn para el mismo valor. Este problema aparece con frecuencia en la estima-
cion de los modelos méas complejos [modelos univariantes de cambio de régimen
tipo GARCH y modelos multivariantes GARCH, entre otros).

Ejemplo. La EMV consiste en obtener el vector de parametros tal que maximicen la
funcién de log-verosimilitud. A continuacién exponemos el proceso de estimacion por
maxima verosimilitud en el caso de asumir un comportamiento normal de los rendi-
mientos logaritmicos. Supéngase una senda dada de precios (columna segunda) a

partir de la cual calculamos sus rendimientos logaritmicos (columna tercera).
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t log-verosimilitud
1 100
2 102 1,98% 2,936
3 103 0,98% 3,207
4 105 1,92% 2,961
5 106 0,95% 3,209
6 104 -1,90% 1,809
7 105 0,96% 3,208
8 106 0,95% 3,209
9 105 -0,95% 2,631
10 108 2,82% 2,410
11 106 -1,87% 1,846
12 109 2,79% 2,430
Total 29,855

En la cuarta columna se calcula la funcion de log-verosimilitud para cada valor de r, en
funcién de los parametros u y g, que son las variables a determinar. Dado que a priori des-
conocemos los valores que optimizan el valor de la funcidn, partiremos de unos valores ini-
ciales cualquiera. La busqueda del valor de los pardmetros se puede realizar mediante la
herramienta Solver de Excel. Se trata de maximizar el valor de la funcién cambiando las dos

celdas en las que tenemos nuestros pardmetros ® = {u, o}, sujeto a la restriccion o > 0.

En este ejemplo, si tomamos como valores de partida la media y la desviacion tipica de los
rendimientos (u =0,783% y o= 1,603%), que son los estimadores por el método de los momen-
tos y maximo-verosimiles, Solver devuelve esos mismos valores como los que maximizan la
funcion. El valor de la funcion de log-verosimilitud para la observacion ¢ =2 toma el valor:

(1,98% -0,783%)"

1 (-] _ 1
-3 [ln(ZH) +In(o?) + zd—z] =-3 [ln(ZH) +1In(1,603%°) + ~— o

=2,936

De forma alternativa en Excel podemos emplear la funcién =LN(DISTR.NORM (1,98%;
0,783%; 1,603%;0)).

El valor de la funcién de log-verosimilitud sera la suma del valor de funcién en cada
punto (29,855), que se calcula como —%Zfzz In(20) + In(a?) + _(’ta‘z“)z en nuestro ejemplo
2,936+3,207 +...+1,846+2,430.
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El método de EMV para la distribucion 7 de Student estandarizada consiste en estimar
los grados de libertad. Para ello se estandariza la serie de rendimientos substrayén-
dole a cada observacion la media muestral y dividiéndose por su desviacién estandar,
es decir 7 = ”;‘7 de forma que #~¢,(0,1) - El procedimiento de maxima verosimilitud

consiste en obtener el valor de v que maximiza la funcion de verosimilitud:

v+1 ot}

_ ) RRE
= 1_[ n(v_ (”(v—Z))

Resultante mas manejable maximizar la funcion de log-verosimilitud:

lnf(v)=Z(lnl“<vzi)—ln[‘(g)—vzlln<l (”2)> %ln(n(v—D))

t

En Excel para obtener la EMV de la distribucion t de Student estandarizada introduciria-

mos la funcidn de log-verosimilitud de cada observaciéon como:

=GAMMA LN((v+1)/2)-GAMMA LN(v52)-(( v+1)/2)*LN(1+72/( v-2))-
0,5*LN(pi()*(v -2))

Posteriormente sumariamos todas las observaciones en una celda y maximizariamos
su valor sujeto a la restriccion de que v> 2. Generalmente se le pone un limite superior
aventorno a 50, ya que para elevado la t de Student converge a la distribucién normal.

La mixtura de distribuciones es una alternativa propuesta para captar la mayor cur-
tosis observada en los rendimientos de los activos financieros, siendo la mas habi-
tual la combinacién de dos normales. El empleo de la mixtura de dos normales
supone que los rendimientos se comportan con una probabilidad p como una distri-
bucién normal de parametros u, y o2 y con una probabilidad (1-p) como otra distribu-
cion de parametros u, y o2, es decir:

1e~pN(uy,01) + (1 = p)N (2, 02)

Por lo tanto para simular los rendimientos a partir del anterior modelo se emplearia
la ecuacion:

1 =p(y + 01Z1) + (1 —p)(uz + 02Z3¢)
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Ademas, se permite la mixtura de normales con la misma desviacion tipica y media
distinta o misma media y desviacion tipica distinta, es decir:

re~pN(y, 01) + (1 —p)N(w, 05)
1e~pN(uy,0) + (1 — p)N(yz, 0)

El procedimiento de maxima verosimilitud consiste en obtener el valor de los para-
metros (p, u;, 0, 1, 0,) que maximizan la funcion de log-verosimilitud:

_(re-p2)?
e 2022

1 (_(Tt‘l‘-zl)2>
e\ 2 /+(1-p)

T
1
In f(re, Tr—q, ., T, T =lnz
frr,rr—q 2 7T1) Z [Pal P % o

Ejemplo. A continuacion exponemos el proceso de estimacion por maxima verosimilitud
en el caso de asumir que los rendimientos logaritmicos se modelizan mediante una mix-

tura de normales”. En la columna segunda se muestran los rendimientos logaritmicos ;.

La columna tercera (A) calcula la funcidn de verosimilitud de cada observacion bajo la

N(u;, o;), mientras que la columna cuarta calcula su valor bajo la N(u,, 6,). Es decir la

2
verosimilitud para cada observacion se calcula como e(-%) para la columna Ay
(S o
como _, (-<#-) para la columna B.
—_— 92

aV2m

La quinta columna (C) pondera para cada observacién la funcién de verosimilitud por la

probabilidad (p), es decir , ;2_6('(”2:?) ). De forma analoga, la sexta columna (D) pondera

para cada observacion la funcion de verosimilitud por la probabilidad (7-p), es decir
_(re-pz)

(A-pmsmet /. La columna E es la suma de las dos anteriores (C+D), formal-

mente . (_(rr -uzl)z) : (_(Tr-ﬂzz)z)
— 20! - 20! .
Pome T+ p)azme 2

7 Para estimar los parametros de la mixtura de normales la maximizacién de la funcién de verosi-
militud conduce a problemas de inestabilidad y no convergencia. El empleo del método de los mo-
mentos se vuelve inmanejable para mixturas de mas de dos normales, ademas incluso en el caso
de dos normales se necesitan estimar cinco pardmetros por lo que se necesitan las ecuaciones de
los primeros cinco momentos dificultandose también la obtencion de una solucidn. Por ello, la es-
timacién de mixturas de normales se puede realizar por maximo verosimilitud empleando el algo-
ritmo EM (Dempster, Laird, y Rubin 1977). Véase McLachlan y Krishnan (1997) y McLachlan y Peel
(2000) para una revisién de dicho algoritmo. Para la estimacién de una mixtura de normales se re-
comienda emplear el paquete de R mixtools, que contiene por ejemplo para la estimacién de una
mixtura de dos normales univariantes la formula normalmixEM2compl).
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Las columnas Fy G calculan probabilidades posteriores de las observaciones. La colum-

na F sera resultado de dividir C entre E, es decir

1
[p PG

(ot

|

[p vz

2
_(re-ma)
207

)+(1—p)—azjﬁ

De forma analoga, la columna G resulta de dividir D entre E.

Finalmente en la Ultima columna (H) se calcula la funcién de log-verosimilitud para cada

(_(Tr -u2)’
2
e

>|

observacion, es decir el logaritmo neperiano de la columna E o mediante la formula

In lp

2
_(re-m1)
1 e 267
a2

)+(1—p)

i
21

o2

1
2 0,02 0,00 | 47,09 0,00 | 34,32 | 34,32 | 0,00 1,00 3,54
3 0,01 0,00 | 34,71 0,00 25,2 | 25,29 | 0,00 1,00 3,23
4 0,02 0,00 | 48,39 0,00 | 35,26 | 3526 | 0,00 1,00 3,56
5 0,01 0,00 | 33,62 0,00 | 24,50 | 24,50 | 0,00 1,00 3,20
6 -0,02 6,58 0,00 | 18,61 0,00 | 18,61 1,00 0,00 2,92
7 0,01 0,00 | 33,98 0,00 | 24,76 | 24,76 | 0,00 1,00 3,21
8 0,01 0,00 | 33,62 0,00 | 24,50 | 24,50 | 0,00 1,00 3,20
9 -0,01 | 32,75 0,19 8,89 0,14 9,02 | 0,98 0,02 2,20
10 0,03 0,00 | 17,09 0,00 | 12,45 | 12,45 | 0,00 1,00 2,52
" -0,02 | 72,57 0,00 | 19,69 0,00 | 19,69 | 1,00 0,00 2,98
12 0,03 0,00 | 17,95 0,00 | 13,08 | 13,08 | 0,00 1,00 2,57

Total | 33,13

A partir de unos valores iniciales para los parametros @ = {u;, g;, U, 0,} sujeto a las
restricciones a;, 6, > 0 se trata de maximizar el valor de la funcion cambiando dichos
parametros. Los valores que maximizan la funcién son u;, = -1,58%, g; = 0,44%, u, =

1,66% y 0, =0,78% y p toma el valor de 0,73. El valor de la funcion de log-verosimilitud

serd la suma del valor de funcién en cada punto (33,132).
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1.2. MODELOS INCONDICIONALES PARA LOS RENDIMIENTOS UNIVARIANTES

En la literatura econémica se han propuesto distintas distribuciones para modelizar
los rendimientos. Una hipdtesis frecuente sobre los rendimientos aritméticos de un
activo R, es suponer que estos se distribuyen normalmente. Formalmente equivale
a decir que el precio de un activo sigue lo que se denomina un camino aleatorio:

Pr =P+ (u+oe)

Por lo que:

Pe—P_1=pu+og

Donde ¢, estd independiente e idénticamente distribuida (iid) como una normal estandar.
Sin embargo esta hipdtesis presenta tres inconvenientes. En primer lugar, el limite in-
ferior del rendimiento aritmético'® es de -1, sin embargo la distribucién normal puede
tomar cualquier valor entre los nimeros reales lo que puede provocar que el precio de
los activos pudiera llegar ser negativo. En segundo lugar, que R, esté normalmente
distribuido provoca que el rendimiento multi-periodo R, (k) no lo esté, al ser el producto
de los rendimientos de cada periodo. Finalmente, diversos trabajos proporcionan evi-
dencia de que la distribucién empirica de los rendimientos aritméticos no es normal.

Una hipdtesis sobre los rendimientos logaritmicos r, es que estén iid como una nor-
mal con media u y varianza . Formalmente:

Py = Pi_qexp (4 +0&p)

Dado que P,y exp (u + o¢,) nunca seran negativos el modelo garantiza la no nega-
tividad de los precios. Ademas dado que ¢, estad distribuido normalmente P, esta
lognormalmente distribuido.

De esta forma los rendimientos aritméticos estarian distribuidos lognormalmente
con media y varianza dados por (véase Tsay, 2005):

z

E(R,) = exp (/1 +J7 -1
Var(R,) = exp(2u + 02) [exp (62) — 1]

8 En términos del rendimiento el precio evolucionara de acuerdo con la siguiente ecuacién
P, (I+R,), de modo que para valores inferiores a -1, el precio seria inferior a cero.
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De forma inversa si R, es lognormal con media u, y varianza 2 entonces el rendi-
miento », es normal con media y varianza:

1+np
E(ry) =1In 4
9y

(1+ uy)z

2
Oy

1+ uy)z

1+

Var(ry) =In[ 1+

Una ventaja de suponer que los rendimientos logaritmicos r, distribuidos normal-
mente proviene de que el rendimiento logaritmico multi-periodo r, (k) también esta
normalmente distribuido. Ademas, no hay limite inferior para r, pero se satisface el
limite de -1 para R, ya que R, _ ¢ -1, lo que provoca que el precio de un activo no
pueda ser negativo.

Una propiedad muy importante del modelo lognormal de precios es la invarianza
ante cambios de escala que implica que si ln:;:~1v(u;a2) para t=2,..12 entonces

P
In=2
Py

Por ejemplo, en el modelo lognormal independiente el (i) se distribuye como

~N(12p;126%) lo que convierte el modelo en muy manejable matematicamente.

una normal con media nu y desviacion tipica vno, podemos afirmar que el valor en
riesgo o VaR(99,5%) para la distribucion normal se calcula mediante el inverso de la
distribucidn lognormal con una probabilidad del 0,5% y la media y desviacion espe-
cificadas. Por lo que el VaR analitico toma el siguiente valor e®+*™"@Vio) _ 1 donde
®'es la inversa de la normal con probabilidad a y media cero. Sin embargo la dis-
tribucién normal para los rendimientos logaritmicos r, tampoco satisface algunas
de las caracteristicas historicas de los rendimientos.
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Ejemplo. Supdngase que el rendimiento logaritmico mensual de un activo esta distri-
buido normalmente con =0,04 y =0,06. Calcllese la media y varianza del rendimiento

simple, el rendimiento esperado a un afio (12 meses) y el VaR (99,5%) del activo a un afo

E(R) = exp (0,04 + ) — 1=0,041
Var(R,) = exp(2(0,04) + 0,062) [exp (0,062) — 1]=0,063
12
E(R;7) = exp[12 (0,04 + "‘;—62)] —1=exp(0,04+ ‘“;—"2) — 1=65,14%

VaR(99,5%) = £(12:4%+07"(0,05)(VIZ-6%) _ 1=-539% "

Dado que la distribucion normal puede no ser adecuada para modelizar los rendi-
mientos de algunos activos, los investigadores han propuesto otras funciones de
distribucién. En general estos modelos optan por utilizar funciones de distribucion
con colas mas pesadas para incorporar movimientos mas extremos que no son
capturados por la distribucién normal.

Es decir, dado que son numerosos los estudios que advierten que la distribucion
empirica de los rendimientos suele tener una mayor curtosis que la proporcionada
por la distribucion normal, surgen nuevas propuestas que optan por el uso de dis-
tribuciones alternativas. Entre otros destacan los trabajos de Mandelbrot (1963) y
Fama (1963, 1965), quienes consideraron la familia de distribuciones estables y la
distribucion ¢ de Student, propuesta por Praetz (1972) y Blattberg y Gonedes (1974).
Posteriormente, Smith (1981) sugirié la distribucion logistica, Gray y French (1990)
la distribucién de error generalizada (generalized error distribution o GED) y
Eberleiny Keller (1995] la distribucién hiperbélica (hyperbolic distribution). También
se ha recurrido a la mixtura de distribuciones, donde el modelo mas empleado es la
mixtura discreta de dos distribuciones normales (Bally Torous, 1983)%. A continua-
cion nos centraremos en la distribucion ¢ de Student y la mixtura de normales por
ser generalmente las mas empleadas.

% En Excel podriamos emplear para el célculo del VaR(99,5%) la funcién =DISTR.LOG.INV(0,005;
nu;RAIZ(n)* 6)-1 o alternativamente =EXP(nu+DISTR.NORM.INV(0,005;0; *RAIZ(n)))-1.

20 Otra familia popular de distribuciones son las distribuciones provenientes de la teoria de valor
extremo: la distribucion generalizada de Pareto y la distribucion generalizada de valor extremo. La
principal diferencia de las distribuciones de valor extremo respecto a las anteriores, es que las
primeras sélo emplean para su ajuste un conjunto limitado de datos que son los maximos de bloque
o los valores que superen un determinado umbral.
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La funcidon de densidad de la distribucion de Student viene dada por:

r(%3-)
f(x) = v+1
vl (%) (1 4 ﬁ)(T)
v

Donde I es la funcion Gamma. La media de la anterior funcidn es cero y tiene como
varianza — . La distribucién  de Student estandarizada (varianza unitaria) viene

v-2
dada por:
v+1
1 J%r)(f) T
2 (1 +o 2) ’

El empleo de la mixtura de dos normales supone que los rendimientos se compor-
tan con una probabilidad p como una distribucion normal de determinados parame-
tros u; y of y con una probabilidad (1-p) mediante otra distribucién normal de para-
metros u,y ¢%. Formalmente:

2

207 ) —
G TP

(_(x—ul)z (_(x—uz)z)
e e 203

f)=p

En los casos limites en que p=0 6 p=1 (valores extremos) o cuando coinciden espe-
ranzas y varianzas (u, = u,y of = o) se obtiene la distribucion normal. Ademas el
modelo de mixturas de dos normales es bastante flexible siendo capaz de propor-
cionar distribuciones simétricas (cuando las esperanzas son iguales u; = u, 0 Si
p =5y ademas of = 6}), asimétricas, unimodales o bimodales. La media y la varian-
za de la mixtura de la distribucion son:

Um =i + (1 —pu,
op = pl(y = wm)? + o1+ (1 = p)[(12 — pm)* + 03
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1.3. MODELOS DE SERIES TEMPORALES PARA LA DISTRIBUCION CONDICIONAL
DE LOS RENDIMIENTOS UNIVARIANTES

Los modelos para la distribucién incondicional de los rendimientos suponen que
estos son independientes del tiempo, es decir estan idénticamente distribuidos
mientras que los modelos para la distribucién condicional de los rendimientos su-
ponen que estos son dependientes del tiempo. El modelo de rendimientos logarit-
micos normales es un modelo independiente del tiempo, ya que el cambio en pre-
cios tiene una media y una varianza constante o invariable respecto al tiempo,
recordemos que P,=P, ; exp (u + o). Los modelos de series temporales que analiza-
mos en este apartado relajan esta hipdtesis que no se cumple empiricamente. De
esta forma se puede permitir que la mediay la varianza varie con el tiempo a través
de un modelo del tipo P=P, ; exp (u, + c,¢,).

Los modelos empleados para la distribucion condicional de los rendimientos,
surgen de la evidencia de rechazar la hipdtesis de que los rendimientos estan
idéntica e independientemente distribuidos. Dentro de este grupo destacan, en-
tre otros, los modelos GARCH que tratan la volatilidad ¢, como una funcién del
tiempo.

El anélisis de las series temporales es la parte de la estadistica donde las ob-
servaciones son recogidas secuencialmente en el tiempo y trata de analizar y
entender las relaciones de dependencia entre dichas observaciones. Si una se-
rie temporal es el resultado de observar los valores de una variable a lo largo del
tiempo en intervalos regulares (dias, semanas, meses, etc.), el anélisis de se-
ries temporales trata de encontrar un modelo matematico que describa la de-
pendencia temporal de dichos datos. Una vez ajustado el modelo, éste se em-
plea para la prediccidn o simulacidon de los siguientes valores. En el contexto de
la gestion y medicion del riesgo de una entidad aseguradora, estos modelos son
Gtiles para simular posibles sendas de las series objeto de interés, de forma que
obtengamos una distribucion de sus valores futuros que servira para tomar de-
cisiones como la determinacion y asignacidon de capital, entre otras. Es decir, los
modelos de series temporales que describiremos pueden valer, por ejemplo,
para construir modelos internos y determinar el riesgo de renta variable, spreads,
tipos de cambio e inmuebles bajo Solvencia Il.
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De forma genérica se establece que los modelos para analizar las series tempora-
les se pueden clasificar en tres grandes clases (Pefa, 2005):

e Modelos univariantes: representan la evolucion temporal de una serie en fun-
cion de sus propios valores pasados para predecir su comportamiento futuro.

¢ Modelos multivariantes: representan conjuntamente la evolucion temporal de
una serie temporal multivariante en funcion de sus propios valores pasados
para predecir su comportamiento futuro de forma simultanea.

e Modelos de regresion dindmica o modelos econométricos dindmicos: repre-
sentan la evolucién temporal de una serie en funcién de sus propios valores
pasados y de la relacion de dependencia dindmica entre dichos valores y un
grupo de variables explicativas.

Estos tres tipos de modelos pueden ser empleados en la modelizacion de los ries-
gos a los que se enfrenta una compania aseguradora. En este apartado se estable-
cen los principales modelos univariantes. En el capitulo 2 se estableceran los mo-
delos multivariantes.

La finalidad de los modelos univariantes de series temporales es analizar una serie
temporal univariante para prever o simular su evolucién futura utilizando tan sélo in-
formacion sobre sus valores pasados. Por lo tanto los objetivos son dos: elaborar un
modelo estadistico que describa el comportamiento de la serie temporal e inferir su
comportamiento futuro. Los principales modelos univariantes que analizaremos en
este trabajo son: los modelos ARMA, los modelos tipo GARCH, los modelos de volatili-
dad estocastica o SV, modelos de cambio de régimen de Markov y otros modelos no
lineales (TAR, SETAR, etc.)

Dada una serie temporal de rendimientos queremos establecer un modelo que esta-
blezca el valor del rendimiento en el momento ¢, es decir, 7,. De esta forma podemos
decir que {r;,»,,...,r.;}=F,; es la informacion disponible en el momento y que el rendi-
miento se va a descomponer en dos partes: parte predecible (z,) que sera una funcion
de los elementos de F,; y una parte impredecible o shock (a,). De esta forma:

T = pe + ap = E(rlFi—q) + op&¢
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Donde g, es la media condicional de r,, a, es el shock o innovacion en el momento ¢,
¢, s una serie de variables independientes e idénticamente distribuidas con media
cero y varianza unoy o, es la desviacion tipica condicional o volatilidad.

Los modelos univariantes para las series temporales se podrian dividir en dos gran-
des clases?": modelos para la media condicional u, o ecuacién de la media, como
por ejemplo los modelos ARMA, y modelos para la desviacion tipica condicional g, 0
ecuacion de la volatilidad o varianza, como por ejemplo los modelos GARCH.

Los modelos también se pueden clasificar en modelos lineales y modelos no linea-
les. Se dice que un modelo es lineal si cumple dos condiciones:

e Que la parte predecible sea una funcion de la informacidn contenida hasta ese
momento {r;,7,,....7,;}= F,;.

e El conjunto de innovaciones o shocks {a,} sea una secuencia de variables iid
con media cero y distribucion bien definida.

Si la relacion entre los rendimientos financieros en dos periodos es distinta cuando
los rendimientos son altos que cuando los rendimientos son bajos un modelo no li-
neal podria mejorar los resultados. Otro ejemplo seria que la variabilidad o volatili-
dad de los rendimientos financieros en un instante dependiera de la volatilidad de
los periodos anteriores. De esta forma puede haber modelos lineales o no lineales
en media o en varianza. Para analizar la linealidad o no de una serie de rendimien-
tos existen distintas pruebas. Si P; denota la autocorrelacion de orden 7 de la serie
de rendimientos al cuadrado r¢ yr, es un proceso lineal se puede demostrar que
pE = (pk)Z (Maravall, 1983), por lo que se puede emplear la ACF de r? como contras-
te de linealidad. En este sentido, si las distintas observaciones de la serie son inde-
pendientes entre si debiéramos encontrar que p; = 0 parak>1. El test propuesto
por Mc Leod y Li (1983) prueba que el estadistico de Box-Ljung de orden m para las
autocorrelaciones muestrales de rZ, Q(m), se distribuye como una 2 con grados de
libertad igual al nUmero de autocorrelaciones m.

21 Recuérdese que la distribucion normal de rendimientos suponia que u, = u y o, = o.
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La identificacion de la no linealidad de la serie se realiza mediante diversos test
parametricos y no paramétricos. El test mas frecuentemente empleado es el test
BDS (Brock et al., 1996) que es un contraste no paramétrico que se basa en la rela-
cion no lineal de los residuos provenientes de una ajuste lineal. Otros test emplea-
dos son el test de rachas [runs test), el RESET test, etc??. Sin embargo, como la no
linealidad puede ocurrir de diversas formas no existe un test que domine a los de-
mas recomendandose el empleo de varios test. Una revision de distintos test de li-
nealidad es efectuada en Granger y Teré&svirta (1992). Caoy Tsay (1992) y Franses y
van Dijk (2000) muestran que las volatilidades de las series de rendimientos no son
lineales. En general se observa en las series de rendimientos que los valores extre-
mos no suelen ser independientes sino que tienden a ocurrir en grupos. Lo anterior
implica que las series de volatilidad evolucionan de forma no lineal ya que los perio-
dos de rendimientos negativos son seguidos por periodos de volatilidad elevada.

1.3.1. Modelos ARMA

Los modelos ARMA son el primer tipo de modelos univariantes que vamos a consi-
derar. Por lo tanto, los modelos ARMA representan mediante una Unica ecuacion la
evolucion dindmica de una variable r, en cada momento de tiempo. Los factores
explicativos del valor de la variable de rendimientos r, seran: sus propios valores
pasados [r, k>1),y los valores actual y pasados de su innovacion (g,)%. Los modelos
ARMA engloban los modelos AR o autorregresivos y los modelos MA o de medias
moavil, siendo modelos lineales empleados para modelizar la ecuacion de la media
de los rendimientos.

Como ya hemos mencionado en el estudio de las series temporales a menudo nos
encontramos con procesos no estacionarios. Los procesos no estacionarios mas
relevantes son los procesos integrados ARIMA (p, d, g), que tienen la propiedad de
que al diferenciarlos se obtienen procesos estacionarios. La mayoria de las series
financieras (indices bursatiles, cotizaciones de divisas, etc.] no son estacionarias
presentando tendencias. Sin embargo, en general, es suficiente con tomar la pri-
mera diferencia en logaritmos, para volver una serie en estacionaria. Es decir, basta

22 El paquete fNonlinear de R contiene cuatro test de no linealidad.

2 Las variables ¢, se conocen como innovaciones, ya que representan la nueva informacién que se
le anade al proceso en cada instante temporal.
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con tomar los rendimientos continuos de la serie y no la serie de precios o cotizacio-
nes para tener una serie estacionaria. En este caso se dice que la serie original es
integrada de orden uno, ya que hace falta una diferencia para obtener un proceso
estacionario. Formalmente, se dice que un proceso es integrado de orden 4, I(h),
cuando al diferenciarlo /& veces se obtiene un proceso estacionario. Por tanto, los
rendimientos de las series financieras suelen ser estacionarias y buscaremos un
modelo ARMA en dicha diferencia de la serie original, constituyendo los denomina-
dos modelos ARIMA [Autorregressive Integrated Moving Average models).

1.3.1.1. Procesos autorregresivos (AR)

Los modelos mas simples de los procesos estacionarios para representar la depen-
dencia de los valores de una serie temporal en funcion de los valores pasados son
los modelos autorregresivos. Los modelos autorregresivos o modelos AR presupo-
nen una regresion lineal de la variable r, sobre los valores que dicha variable tomé
en los p periodos anteriores. Empezaremos introduciendo el proceso autorregresivo
de primer orden o AR(1) que regresa la dependencia lineal entre la variable r, con su
valor precendente r;.

El proceso autorregresivo de primer orden AR(1)

Se dice que una serie sigue un proceso autorregresivo de primer orden o un AR(1) si
ha sido generada por la siguiente ecuacion:

e = o+ P11+ &

Donde ¢, es el término independiente de la regresidny -1 < ¢, < 1 % son las cons-
tantes a determinar?, y ¢, es un proceso ruido blanco de media cero y con varianza
constante. A continuacion describiremos la esperanza y varianza de este procesoy
cémo son sus funciones de autocorrelacion simple y parcial tedricas (ACF y PACF),
ya que nos ayudarad a la identificacion de este proceso cuando nos enfrentemos a
datos reales de mercado.

% Cuando-1 < ¢,< 1 elvalorder,, es util para modelar el valor de r,. Si ¢, = 0 la serie de datos es
ruido blanco mientras que si ¢, = 1 es un camino o paseo aleatorio.

% Elvalor de ¢, representa el valor del incremento/decremento medio mientras que la restriccion
-1 <¢,<1 es necesaria para que el proceso sea estacionario.
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Esperanzay varianza

Tomando esperanzas enr, = ¢, + ¢, 1., + &, y dado que -1 < ¢, < 1 de manera que E
[r]=E[r.,]=u se obtiene que: u = ¢, + ¢, u. Por lo que:

$o

W=
1-¢

Esto implica que la media de r, existe si ¢, %0y que la media es cero siy sélo si ¢,=0.
Si substituimos ¢, por su equivalente u (1 - ¢,), el proceso AR(1] puede escribirse en
desviaciones respecto a su media: r,- u = ¢,(r.; -u) + ¢,

Por lo que llamando a 7, =, — E[r;] =1, —p se obtiene la siguiente expresion del
proceso AR(1), muy empleada en la practica:

Ty = ¢1fp1 + &

La varianza del proceso se obtiene mediante la siguiente formula?:

oz

2=—
1-¢f

Or

De esta forma se aprecia que para un valor dado de la varianza de la innovacion, la
varianza del proceso es mayor cuanto mayor sea ¢? .

% La varianza se obtiene elevando al cuadrado la expresion anterior y tomando esperanzas, es

decir:
E(i?) = ¢TE(F2y) + 201 E(Feor8r) + E(ef)

Llamando ¢ a la varianza del proceso estacionario E(72),y oZ, a la varianza de la innovacién E(g?),

por lo que obtenemos ,aplicando que el valor de 2¢,E(7;_1&;) es igual a cero ya que 7t-1 ¥ & son
independientes, y por tanto la esperanza de su producto es el producto de las esperanzas que en
ambos casos es nulo, por lo que: o? = ¢?c? + 62 . Finalmente, obtenemos que la varianza del proce-
a2

so estacionario fes: 62 = e
—P1
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Funcién de autocovarianzas
En un AR(1) las autocovarianzas vienen dadas por:
o

T1-¢7
Yk = G1¥i-1, k=12,...

— 42
Yo = Or

Estas formulas indican que la dependencia entre observaciones se amortigua expo-
nencialmente al aumentar el retardo.

Funcién de autocorrelacién simple (ACF)

Sea p, la correlacion entre las observaciones separadas por & periodos o autocorre-
lacién de orden £, definida por:

Pk =Yr/Yo

Empleando que y, - ¢,v,.; obtenemos que p, - @ Vi1 /Yi= @1 pr1- Y COMO p;— P, Se obtie-
ne finalmente que: A« = ¢1, por lo que a medida que k es grande p, tiende a cero. La
expresion px = ¢f muestra que la funcién de autocorrelacion simple de un proceso
AR(1) decrece geométricamente hacia cero.

Para un valor ¢, positivo el grafico de ACF muestra un decaimiento exponencial
hacia cero con todos los valores positivos, mientras que para un valor ¢, negativo el
grafico de ACF muestra un decaimiento exponencial con los valores que van alter-
nando de signo (la dependencia es positiva para los retardos pares y negativa para
los impares). A continuacion se muestra la ACF teérica para ¢,=0,7 (gréafico izquier-
daly ¢,=-0,7 (grafico derecha).
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Funcidn autocorrelacién parcial ([PACF]

La funcién de autocorrelacién parcial de un proceso AR(1) tiene un primer valor
igual a ¢, [y por tanto puede ser positivo o negativo), y todos los demas iguales a
cero. A continuacion se muestra la PACF tedrica para ¢,=0,7

1

1

1

1

1

PACF
-06 -04 -02 00 02 04 06

1

Simulacién del modelo

En el andlisis de series temporales suele hacerse referencia en el estudio de los
modelos a la prediccion (forecast] de los valores de los mismos. En este sentido
normalmente se distingue en primer lugar entre la prediccién a un periodo, a dos
periodos y multi-periodo. En segundo lugar también se distingue entre prediccion
puntual (un Gnico valor) o por intervalos. Finalmente también queremos distinguir
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entre lo que se denomina prediccion condicional, o aquella que no considera la in-
certidumbre asociada al valor de los parametros estimados, de la prediccion incon-
dicional. Sin embargo, en el campo que nos ocupa nos parece mas oportuno tratar
el tema de la simulacion de los rendimientos logaritmicos a partir de distintos mo-
delos para posteriormente poder calcular el valor en riesgo (VaR) al horizonte tem-
poral deseado de forma mas flexible.

La simulacion de un modelo AR(1) se realiza a partir de los parametros estimados
$o ¥1y 86, del modelo (se detalla posteriormente para el caso general de un AR de
orden p)y de la ultima observacién de rendimientos muestral. Es decir, suponemos
que hemos estimado un modelo que ajusta a los rendimientos r, para¢t=1,....,Ty el
origen de la simulacion es el primer periodo a partir del cual no tenemos datos
muestrales (T+1). Dado r, la simulacién o proyeccion de un posible valor parar+1 se
realiza como:

Pfre1 = Po + P17 + 141 = Po + Parr + 6:N(0,1)

En donde N(0,1) hace referencia a una muestra o simulacion de la normal estandar.
La simulacion para el periodo 2 se realiza a partir del valor simulado en el periodo
uno, es decir:

Pryz = d30 + ¢A’1fr+1 +ér4 = (]30 + 431fr+1 +6:N(0,1)

Por lo que podemos referirnos a la simulacion del valor en el periodo 4 u horizonte
de simulacién como:

Pron = Po + G1Pron—1 + Eren = Po + P1frin—1 + 6:N(0,1)
En el caso general de un modelo AR(p) la simulacién del valor en el periodo / (siem-

pre y cuando % > p, en caso contrario podrian intervenir los propios valores de la
serie) se realizaria a partir de los valores simulados en los periodos previos como:

Pran = Po + P1fran—1 + Pofrin—z + -+ Ppfrin—p + 6.N(0,1)
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Ejemplo. Calcular los momentos, la ACF, la PACF y realiza una simulacion para los
préximos 12 periodos del siguiente proceso AR(1): ¢, =0,05;4, =0,25y o, =0,1%".
Los momentos (media y varianza) del anterior proceso son:

_¢o 005
T 1-¢; 1-025

= 0,067

Por lo tanto este proceso puede ser expresado como: 7,= 0,05 + 0,25 r,; + &,0 de forma
alternativa como 7 = 0,25f;_; + & siendo # =1, — 0,067 . La varianza del proceso se

calcularia como:
) o? 0,12

= _ 0011
T T2 T 1-0,252

La ACF y PACF del proceso vienen dados por los siguientes valores:

k ‘ F. autocovarianzas ‘ ACF ‘ PACF
0 0,011

1 0,003 0,250 0,250
2 0,001 0,063 0,000
3 0,000 0,016 0,000
4 0,000 0,004 0,000
5 0,000 0,001 0,000

A modo de ejemplo las dos primeras autocovarianzas vienen dadas por: y, = ¢? =

0,011 e vy, - ¢y, = 0,25y, = 0,003. Las dos primeras autocorrelaciones se calcularian
p1 = b1 =v¥1/¥o = 0,003/0,011 = 0,25 y p, = Z—Z =222 = 0,063. En la ACF tendremos
() )

un primer coeficiente igual a p; = ¢,. Por lo que las representaciones graficas del

27 Este modelo podria ser simulado y visualizado en R mediante el siguiente cédigo:
n=12

et=rnorm(n)

r=double(n)

r[1]=0

for (i in 2:n)

{

rlil=0.05+0.25*r[i-11+0.1*et[i]
}

rt=ts(r[1:12])
ts.plot(rt)

51



correlograma son una ACF que decrece suavemente desde el valor ¢, y una PACF con un

nico valor en el primer retardo que es igual a ¢,.%8

Funcién autocorrelacién simple Funcién autocorrelacién
1,0 §
0,5
R E—
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
-0,5 1 -0,5 1
-1,0 - -1,0 -

Y los valores de la serie simulada a partir del valor 0 seran?:

0 0

1 0,025 0,05 0,00 0,075
2 0,103 0,05 0,02 0,172
3 -0,029 0,05 0,04 0,064
4 0,024 0,05 0,02 0,090
5 -0,200 0,05 0,02 -0,128
6 -0,095 0,05 -0,03 -0,077
7 -0,005 0,05 -0,02 0,026
8 -0,062 0,05 0,01 -0,005
9 0,047 0,05 0,00 0,096
10 0,069 0,05 0,02 0,143
11 0,044 0,05 0,04 0,130
12 -0,003 0,05 0,03 0,079

% EnR las funciones ACF y PACF empiricas se calculan, entre otras, con las funciones acf() y pacf()
del paquete stats, por ejemplo para una serie temporal y:

acfly)

pacfly)

Para calcular las funciones ACF y PACF tedricas se puede emplear el paquete fArma de Rmetrics,
por ejemplo para un modelo AR(1) cuyo parémetro ¢, toma el valor 0,25 hariamos:

model = list(ar = ¢(0.25))

armaTrueacf(model,type = c("correlation”),lag.max =5)

armaTrueacf(model,type = c("partial"],lag.max =5)

% En R se puede emplear, por ejemplo, la funcién armaSim() del paquete fArma.

%0 Se genera como una sucesién de N(0; ,) = N(0; 0,1).
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El proceso autorregresivo de seqgundo orden AR(2)*

La dependencia entre los valores presentes y pasados de una variable que es-
tablece el proceso AR(1) puede generalizarse permitiendo que r, dependa no
sélo de r,; sino también de 7, ,. De esta forma el proceso AR(2) viene dado por
la siguiente expresion:

Te = o+ 171 + ot + &

Donde ¢, ¢, y ¢, son constantesy ¢, es un proceso ruido blanco con varianza o?
constante. Como realizamos en el caso del AR(1) es til describir las expresio-
nes de la esperanza de este proceso y cdmo es su correlograma teorico.

Esperanza

Tomando esperanzas en la ecuacion del proceso resulta: E(r,) = u = ¢+ ¢, u+
é, 1. Lo que implica que®?:

e %o
1-¢1—¢

Si substituimos ¢, por su equivalente u (1-¢, + ¢, ), el proceso AR(2) puede

escribirse en desviaciones respecto a sumedia: r-u = @, (rp) - )+ ¢, (10~ 1)

+ ¢, Por lo que llamando a # =7 —E[r] =r.—u se obtiene la siguiente expre-

sién del proceso AR(2):

Te = Pafeoq + Pafez + &

31 Una caracteristica importante del proceso AR(2) es que puede generar ciclos si su pardme-
tro ¢, >0 (véase Tsay, 2005:37). Esta caracteristica de un proceso AR(2) puede ser empleada
para generar ciclos aseguradores en un contexto DFA.

32 Por lo que una condicion que tienen que verificar los pardmetros para que el proceso tenga
media finita, lo que es indispensable para que sea estacionario, es 1 - ¢, - ¢, # 0.
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Funcion de autocovarianzas

Se puede demostrar que la férmula para las autovarianzas para un AR(2) viene
dada por:

_ 1- ¢2)Uszz
T A+ )1+ ¢ — (A — Py — B2)
V= D170
TT1-¢,
Yk = $1Vi-1+ P2Vi—2 k=23, ...

Yo

Funcion de autocorrelacion simple

La relacion entre los coeficientes de autocorrelacion vienen dados por:

Pk = P1Pk—1 + $2Pk—2, k=23, ...

En el caso particular de k=0 p,=0, para k=1 se obtiene que: p; = 1¢; .
—P2
Y para k=2 se obtiene que: p, = 1¢i + ¢,
—¥2

A continuacién se muestra la ACF tedrica para un AR(2) con pardmetros ¢, =-0,3y ¢,
=0,2 (gréafico izquierda) y para ¢, =1,1y ¢,=-0,3 (grafico derecha). Se observa que los
coeficientes tedricos decaen exponencialmente hasta cero a medida que crece el
retardo. Los valores de los coeficientes pueden ser todos positivos, todos negativos
o ir alternando de signo.

ACF
0.0

ACF
0.0
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La funcién de autocorrelacién parcial

Un modelo AR(2) tiene Unicamente sus dos primeros valores no nulos, siendo el
primer coeficiente igual al de la ACF. El segundo coeficiente puede calcularse como
la division del determinante matricial de: |p11 22’33.

|1—p1
P11
A continuacién se muestra la ACF tedrica para un AR(2) con parametros ¢,=-0,3y ¢,=0,2

0.2

0.1

PACF
0.0

Ejemplo. Calcular la media, la funcion de autocovarianzas, la FAS, la FAP y realiza una
simulacién para los préoximos 12 periodos del siguiente proceso AR(2): ¢,=0,05; ¢, =0,1;
$,=0,06y0,=0,1

La media del proceso anterior es:

B ®o B 0,05
T1-¢p,—¢p, 1-0,1-0,06

u =0,06

33 Debemos advertir que en un AR(2) pueden ser los dos coeficientes positivos, negativos o que al-
ternen de signo.
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La funcion de autocovarianzas, FAS y FAP del proceso vienen dados por los siguientes

valores:

k ‘ F. autocovarianzas ‘ ACF ‘ PACF
0 0,010

1 0,001 0,106 0,106
2 0,001 0,071 0,060
3 0,000 0,013 0,000
4 0,000 0,006 0,000
5 0,000 0,001 0,000

A modo de ejemplo las dos primeras autocovarianzas vienen dadas por:

_ (1-0,06)0,1% _ 01y,
Yo T (1+0,06)(14+0,1-0,06)(1—-0,1-0,06) 0010e y, =y, = 1-0,06 0,001

. . , - P _ - —
Las dos primeras autocorrelaciones se calcularian P1 =1, =¥1/¥o =0,001/0,010 = 0,106

¥ _ 0,001

= = 0071. En la PACF tendremos dos coeficiente distintos de cero, el primer

P2 =

coeficiente seraigual a p; = 0,106 y el segundo se calcula como la division del determi-
1 0,106

nante matricial de: '“:“—:,’?;}: Por lo que las representaciones graficas del correlograma
o0s 1

son una FAS que decrece suavemente a partir del primer valor » =:%- hacia el valor cero

y una FAP con dos Unicos valores no nulos.

Funcién autocorrelacion simple Funcién autocorrelacion parcial

1,0 7

0,5 1 0,5 1

0,0 '% 0,0 1+ — T T 1
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Los valores de la serie simulada seran:

ET+h ‘ b, ‘ G- ‘ Porrin.2

0 0

1 -0,159 0,05 0,00 0,00 -0,109
2 0,073 0,05 -0,01 0,00 0,112
3 -0,072 0,05 0,01 -0,01 -0,017
4 0,093 0,05 0,00 0,01 0,148
5 0,064 0,05 0,01 0,00 0,128
6 0,058 0,05 0,01 0,01 0,130
7 0,137 0,05 0,01 0,01 0,208
8 -0,112 0,05 0,02 0,01 -0,034
9 -0,077 0,05 0,00 0,01 -0,018
10 0,108 0,05 0,00 0,00 0,154
11 0,087 0,05 0,02 0,00 0,151
12 -0,076 0,05 0,02 0,01 -0,002

El proceso autorregresivo de orden p, AR(p)

La dependencia entre los valores presentes y pasados de una variable puede gene-
ralizarse permitiendo que r, dependa de sus p valores pasados. De esta forma el
proceso AR(p) viene dado por la siguiente expresion:

T =¢o+ P1r—1 + Parip + o+ PpTip + &
Donde ¢, son constantes y ¢, es un proceso ruido blanco con varianza ¢ constante.
La funcién de autocorrelacion simple y parcial
Determinar el orden a partir de la funcién de autocorrelacion simple es dificil para
un proceso AR(p], por lo que se recurre a la funcidn de autocorrelacién parcial. Un
proceso AR(p) tendra los p primeros coeficientes de autocorrelacion parcial distin-

tos de cero. Por lo tanto, el nimero de coeficientes distintos de cero en la PACF in-
dica el orden del proceso AR.
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A continuacion se muestra la ACF tedrica (izquierda) y PACF teérica (derecha) para
un modelo AR(5) donde se aprecia que la PACF tiene 5 coeficientes distintos de
cero®,

1.0

ACF
0.0

-0.5
1
1

PACF
-0.06 -0.04 -0.02 0.00 002 004 0.06
|

-1.0

Estimacién de modelos AR(p)]

Existen dos principales métodos fundamentales para la estimacion de modelos
AR(p): el método de minimos cuadrados (MCOJ y el método de maxima verosimilitud
(EMV). Dado un modelo AR(p):

Te = ¢o+ P11+ Paria + o+ Pp1ipy + &
El método MCO realiza una regresion lineal empezando en la observacion (p+1), en

donde se denota la estimacion de los parametros ¢,,....4, por éu,...¢,. EL modelo
ajustado es:

Tt = Po+ P11e—1 + Pariz + o+ Pp1iy

Y los residuos asociados al modelo se calculan como:

g =1 — T

34| os parametros empleados del AR(5) en el grafico han sido AR(1)=0,06; AR(2)=-0,005; AR(3)=0,02;
AR(4)=-0,02 y AR(5)=0,02
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Por lo que a {g,} se le denomina serie de residuos a partir de la cual se obtiene la
varianza del error como:

52 = Ylps1 8
T T-2p—-1

El método de maxima verosimilitud (EMV) proporciona los parametros que maximi-
zan la funcion de verosimilitud condicional. Recuérdese que para una distribucion
normal:

N =

T
In f(rT,TT_l, ...,TZ,T1) = -
t

Z [ln(Zl’[) +1In(c?) +

=2

(r ‘#)2]
2

Si sustituimos en u la ecuacidn de la media para el modelo AR(p) AR®) &, + $17e-1
+ $arip + -+ $p1ip obtenemos la funcién de verosimilitud condicional de un AR(p)?®:

T
t=2

In(20) + In(a?) + >
o

N =

(Tt - [‘50 + Pareoq + Porep + -+ Q'Ep”r—p])z]

Ejemplo. Estimar los parametros del modelo AR(1) por MCO y EMV para la siguiente
serie de rendimientosr, .

La estimacion MCO consistiria en regresar la columna (A) como variable dependiente que
son los r, para t=2,...,11 frente a la variable independiente formada por la columna B

compuesta porr,; . La ecuacién del modelo estimada es:

o = o + P1re_1 = 0,010 — 0,6297,_,

% La funcidn de verosimilitud marginal para un modelo AR(1) viene dada por:
1 1 at 1-¢f [
'El“(zm'E'“<1—¢E>_ 207 (”'1—4:1)

Por lo tanto la funcidn de verosimilitud exacta para un AR(1) sera:

1 1 Z 1-¢% 1 N _)?
= 2inm - 2n (%) = 81 (1, - 122) — 1 5T, [In(2m) + In(op) + (tberdurall

1-¢1 20¢ 1-¢1
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En la columna C se calcula el valor de la funcion de log-verosimilitud para cada observa-

cion. Por ejemplo para t=2 obtenemos que:

(1, -0,010 — 0,6297,_,)?
0,0172

1
-3 In(211) + In(0,017%) + =290
Por lo tanto el valor de la funcién de log-verosimilitud del modelo es la suma del valor
para cada observacion 2,90+...+3,09=28,52. Puede comprobarse como la EMV que partiria

de unos valores iniciales de ¢, y ¢, alcanza los mismos parametros ¢, $; .

1,98%

0,98% 0,98% 1,98% 2,90 -0,22% 1,19% 0,01%
1,92% 1,92% 0,98% 2,76 0,42% 1,51% 0,02%
0,95% 0,95% 1,92% 2,93 -0,18% 1,13% 0,01%
-1,90% | -1,90% 0,95% 2,22 0,43% | -2,34% 0,05%
0,96% 0,96% | -1,90% 2,87 2,23% | -1,27% 0,02%
0,95% 0,95% 0,96% 3,10 0,43% 0,52% 0,00%
-0,95% | -0,95% 0,95% 2,82 0,43% | -1,38% 0,02%
2,82% 2,82% | -0,95% 2,90 1,63% 1,19% 0,01%
-1,87% | -1,87% 2,82% 2,93 -0,74% | -1,13% 0,01%
2,79% 2,79% | -1,87% 3,09 2,21% 0,58% 0,00%

Total 28,52

—|O| V0|0 (J ||| |WIN|[—

_ | =

En la columna D se calculan los valores estimados de 7. A modo de ejemplo para t=2
7y = o + P11y = 0,010 — 0,629 - 1,98% =-0,22%. Los residuos asociados al modelo (E) se

calculan como &, =r, — #, por ejemplo, &, = r, — 7, =0,98%-(-0,22%)=1,19%. En la ultima
columna (F) se calculan los errores al cuadrado del modelo & = (8)?. Por lo que
82 = (8,)?=0,01%. La varianza del error se obtiene como 42 = Efi’%?:o,oz% porlo que la
desviacion estandar de los errores es de 1,47%.

Modelos AR no lineales (TAR)
Los modelos ARMA son modelos lineales ya que se construyen mediante combi-

naciones lineales de los valores pasados de la serie de rendimientos y de sus
perturbaciones. En general suelen ser lo suficientemente flexibles como para
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modelizar las variables. Sin embargo, si la relacion entre el valor de la serie y su
pasado no es una funcion lineal dichos modelos no son adecuados. La ventaja de un
modelo no lineal es que permite capturar las asimetrias y saltos de nivel que son
caracteristicas en algunas series financieras temporales. En este sentido, Franses
y Van Dijk (2000) investigan la aplicacién de los modelos no lineales a las finanzas.

Los modelos autorregresivos por umbrales (Threshold AutoRegresive o TAR) son un
tipo de modelos no lineales que permiten simplificar/aproximar la estructura no
lineal que relaciona los valores presentes y pasados mediante funciones lineales
por tramos, es decir, establece regimenes lineales dependiendo del valor que toma
en el pasado una variable de estado respecto a un parametro umbral. Por lo tanto,
un modelo TAR® es un modelo lineal autorregresivo por tramos definido por una
determinada variable. Por ejemplo, un modelo AR(1) con un umbral se escribiria
mediante las siguientes dos ecuaciones:

T = [()1) + ¢£1)rt_1 + st(l) SiTp_q S Uy
T = éz) + (bfz)rt_l + et(z) SiTe_q > Uy

Donde ¢ para i=1,2 es un ruido blanco con distribucién N(0,62) y u; es el umbral.
Este modelo autorregresivo por umbrales equivale a una especificacion de un mo-
delo lineal distinto para distintos valores de la variable r,.;. El modelo TAR generali-
za el modelo anterior permitiendo £ estados donde para cada estado se establece
un modelo lineal autorregresivo, es decir:

1 1 1
= g0+ 32, 00+ e

T = 82) + f’ilqﬁi(z) Te—i + et(z) siug < Tpg > Uy

SiTi_g S Uy

K K K .
T = (() )+ fjld)i( drei +£t( ) si Uy < Trg

36 También existen modelos TARCH y TGARCH para recoger el distinto comportamiento de volatili-
dad de una serie en funcion del umbral o threshold.
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Donde k es el nUmero de régimenes del modelo, d es un nimero entero conocido
como el parametro de retardo, retardo del umbral o delay, p; es el orden autorregre-
sivo en el régimen i-ésimo del modelo. Ademas el conjunto de los parametros de
umbral (thresholds] deben satisfacer la restriccion —co<u,< u,<...< u, ;<oo. En cada
posible estado se tendran distintos parametros tanto para la constante ¢(§5), los
coeficientes del modelo AR ¢, como para la varianza ¢ de las innovaciones &
(sin embargo, en el caso de que se suponga homocedasticidad entre los regimenes
o4 = 0% = =0%). Ademas, dado que la variable de umbral que condiciona los dis-
tintos regimenes es la variable explicada r,, este modelo también se denomina
SETAR (Self-Exciting Threshold AutoRegresive). Estos modelos se suelen escribir
como SETAR [, p;, ps,....pd, de forma que para referirnos a un modelo SETAR con
dos regimenes donde el primero sigue un proceso AR(1) y el segundo un AR(2) equi-
vale a un SETAR(2,1,2)%7.

37Tong (1990) y Tsay (1989) propusieron alternativas para ajustar los datos provenientes de procesos
no lineales a modelos SETAR. Fundamentalmente tratan de localizar los umbrales para ajustar
modelos autorregresivos en cada régimen. En particular, Tsay (1989) propone la aplicacién de auto-
regresiones sobre los datos ordenados para localizar umbrales. Tong (1990) propone un método con-
sistente en tomar determinados cuantiles de la serie como candidatos a umbrales, Posteriormente
realiza un procedimiento iterativo alternando combinaciones de posibles umbrales y de ordenes
autorregresivos en cada uno de los regimenes, eligiendo el modelo que minimice el criterio de AIC
normalizado (NAIC).

La estimacion de un modelo TAR de dos regimenes en R se puede realizar mediante la funcién tar()
del paquete TSA que permite el método de minimizar el AIC “MAIC” y de minimos cuadrados con-
dicionales “CLS”. A modo de ejemplo podemos generar un proceso con la funcién tar.sim() y luego
ajustarlo con la funcidn tar() como se muestra a continuacién:

library(TSA)

y=tar.sim(n=10000,ntransient =0, Phi1=c(0.25,0.5), Phi2=c(0.1,-0.5), p=1, d=1, sigma1=0.5"0.5,
thd=1, sigma2=1 ,xstart=0)$y

tar(y, 1, 1, 1, is.constant1 = TRUE, is.constant2 = TRUE, estimate.thd = TRUE, method = c("MAIC"],
a=0.05, b=0.95, order.select = TRUE, print = TRUE)
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Ejemplo. Simular un modelo SETAR (2,1,1)3:

El régimen 1 viene dado por la siguiente ecuacion: 7 = 0,25 + 0,57,_; + et(l) sit,; <1don-

de o4 =0,5. EL régimen 2 viene dado por: 7 = 0,1 —0,57,_; + sfz) sir.;>1donded? = 1.

Elvalor que tome r,_; (el umbral toma el valor 1) determina el régimen en el que en cada
periodo nos encontramos, y por tanto los pardmetros del modelo AR(1) que empleare-
mos en la simulacién. Es decir, si r,_, toma valores inferiores o iguales a 1 se emplea la
expresion del régimen 1y cuando toma valores superiores utilizamos la expresion del
régimen 2. Posteriormente podriamos simular una uniforme entre 0y 1 la cual se em-
plea como la probabilidad de la inversa de la distribucion normal, con los parametros

correspondientes al régimen oportuno, para asi obtener las innovaciones. Una vez obte-

nido el valor de las innovaciones ya podemos calcular el valor der, .

t ‘ Ieq ‘ Régimen ‘ U(0;1)

0 0

1 0,00 1 0,699 0,370 0,620
2 0,62 1 0,878 0,823 1,383
3 1,38 2 0,595 0,239 -0,352
4 -0,35 1 0,791 0,573 0,647
5 0,65 1 0,723 0,418 0,991
6 0,99 1 0,851 0,736 1,481
7 1,48 2 0,62 0,324 -0,317
8 -0,32 1 0,514 0,025 0,117
9 0,12 1 0,388 -0,200 0,108
10 0,11 1 0,358 -0,257 0,047
1 0,05 1 0,920 0,993 1,266
12 1,27 2 0,618 0,301 -0,232

% Es por tanto un modelo de dos regimenes donde cada uno sigue un proceso AR(1), el umbral se
establece en el valor de 1, el retardo del umbral es tambiénigual a 1y se supone suponga heterocedas-
ticidad entre los regimenes. Un resultado similar, ya que habria que emplear los mismos nimeros
uniformes para que fuese idéntico mediante la funcién set.seed(), puede obtenerse usando el sotfware
R mediante el paquete TSA: x=tar.sim( n=12, ntransient =0, Phi1=c(0.25,0.5), Phi2=c(0.1,-0.5), p=1,
d=1, sigma1=0.5"0.5, thd=1, sigma2=1 ,xstart=0)

Y la representacién gréfica la realizaremos mediante: plot(y=x$y, x=1:12, type="1", xlab="t",
ylab=expression(x[t]))
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El modelo SETAR asume que los movimientos de r, entre un régimen y otro estan
controlados por un cambio o salto brusco, por lo que una critica que generalmente
reciben estos modelos es que la ecuacién de la media condicional no es continua.
En respuesta a esta critica se han propuesto otro tipo de modelos no lineales, los
STAR (Smooth Threshold AutoRegresive] (Chany Tong, 1986 y Terasvirta, 1994) que
permiten una transicién suave entre los regimenes, siendo por lo tanto una genera-
lizacion de los modelos TAR. Esta transicion suave se consigue remplazando la fun-
cion indicador o de distribucion, que tiene un salto al llegar al punto del umbral, por
una funcién continua suave que toma valores en [0,1], siendo muy empleada la fun-
cion logistica o exponencial.

1.3.1.2. Procesos de medias méviles (MA)

Hasta este momento hemos analizado el primer tipo de procesos ARMA, los
procesos autorregresivos o AR. El segundo tipo de procesos son los modelos de
media mavil que tratan de explicar el comportamiento de una variable no en
funcién de sus valores pasados (modelos AR), sino a través de los errores come-
tidos a la hora de estimar el valor de la variable en los periodos anteriores. Por
tanto, un proceso de medias maviles (moving average] o MA es una funcién de
un numero finito de las innovaciones pasadas. Se dice que los modelos MA tie-
nen memoria finita porque, por ejemplo, para un MA(1) no se recuerda lo que
sucedid dos periodos atras®.

El proceso de media mavil de orden uno MA(1)

El proceso de media moévil de orden uno es un proceso ruido blanco al que se le ha
anadido una dependencia del valor actual de la serie de la Ultima innovacién ocu-
rrida. Por lo tanto, el proceso MA(1) es una combinacién lineal de las dos uUltimas
innovaciones (innovacién actual ¢, y la del periodo previo ¢,,), por lo que se obtiene

37 Los procesos AR se caracterizan por tener una funcién de autocorrelacion simple (FAS) que de-
crece de forma lenta (tiene muchos coeficientes distintos de creo que decrecen con el retardo). Se
dice por tanto que los procesos autorregresivos tienen memoria relativamente larga, ya que el valor
actual esta correlacionada con todos los anteriores aunque con coeficientes decrecientes. Los pro-
cesos AR no pueden representar series de memoria muy corta en donde el valor de la serie sélo
esta correlacionado con un nimero pequeno de valores pasados, de forma que la FAS tan sélo
tenga unas pocas autocorrelaciones distintas de cero. Los procesos MA por el contrario tienen la
propiedad de memoria muy corta o finita.
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la siguiente expresion:

e =09+ & — 0164
Donde 6,y 0, son constantes y ¢, un ruido blanco con varianza o2 “0.
Esperanza y varianza
La esperanza de un MA(1) es: E(r)= 0,. Su varianza es: var(r,) = o2(1 + 62) .
La funcidn de covarianzas, autocorrelacion simple y autocorrelacion parcial

Las covarianzas de un proceso MA(1) vienen dadas por la siguiente expresion*':

Yo = (1+67)d?
Y1 = =602

Para el resto de covarianzas y;= 0, j >1%.

Dividiendo las autocovarianzas por la varianza del proceso se obtienen los coefi-
. .y Py -6,
cientes de autocorrelacion de un proceso MA(1), que verifican que: pPo =1.p1 = Hg}

y para k>1 p;, = 0. Asi se puede afirmar que la funcidn de autocorrelacion simple
de un MA(1) tendra un valor distinto de cero en el primer retardo siendo nulos el

“0 El proceso MA(1]) es la suma de dos procesos estacionarios ¢, y - 0, ¢,;, y por tanto, para cualquier
valor de 0, es estacionario. Sin embargo, normalmente se supone que la innovacion pasada tienen
menos peso que la presente, es decir, -1<6,<1. En este caso se dice que el proceso es invertible. La
invertibilidad de los procesos MA implica que, mediante sustitucidn reiterada, un modelo MA(1)
puede expresarse como un proceso AR de orden infinito, en el que los coeficientes no son sino las
potencias del parametro del modelo MA(1).

41 Las covarianzas de un proceso MA(1] se obtienen multiplicando la ecuacién del proceso
T = & — 6161 por 1 y tomando esperanzas, de esta forma:

V1 = E(fife—1) = E(&:Xe-1) — 01E (6r-17-1)

En la anterior expresion el primer término es cero ya que %, no depende de la innovacion &,. EL
segundo término se calcula a partir de E(Ee-17e-1) = E(era (601 = 012)) = 0f |

“2 Por ejemplo, la autocovarianza de orden dos es v, = E(#if,—,) = E(&,fi—3) — 0E(e,-17,—,) = 0, dado que
al estar la serie incorrelada con las innovaciones futuras los dos términos son cero.
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resto®. Este resultado muestra que la funcién de autocorrelacion simple de un pro-
ceso MA(1] tienen las mismas propiedades que la funcién de autocorrelacion parcial
de un proceso AR(1), es decir, existe un primer coeficiente distinto de cero siendo
todos los demas nulos. Al analizar la funcién de autocorrelacion parcial de un
MA(1)* se observa que tendra los coeficientes distintos de cero y que decrecen
geométricamente con el retardo . En el gréafico inferior se representa en la izquier-
da la ACF y en la derecha la PACF para un proceso MA(1) con 0, =0,5.
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De forma analoga, un proceso MA(2] tienen una FAS con las mismas propiedades que
la FAP de un proceso AR(2), es decir, existe dos coeficientes distintos de cero siendo
todos los demas nulos. Al analizar la FAP de un MA(2) se observa que tendra muchos
coeficientes distintos de ceroy que decrecen geométricamente con el retardo.

43 La explicacién es debido a la presencia comin enr, y enr_, del término ¢.,. Sin embargo, entre
r, ey para k> 1 no hay ninglin término comun. Ademas nétese que como si el proceso es inverti-
ble (-1<0,< 1] el valor del coeficiente de autocorrelacién en un MA(1] es siempre menor que 0,5 en
valor absoluto.

4 Los calculos de los coeficientes de la FAP de un proceso MA se realizan de la siguiente forma: el
primer coeficiente es igual al primer coeficiente de la FAS al igual que pasaba con el proceso MA(1),
y los siguientes coeficientes se obtienen por division del determinante de matrices. Por ejemplo, el

10 P2 p

1 p1 ; o »‘ LR
Lop pr L P2 o2 b2 oy pa
- R o
. P P 2 P "
segundo coeficiente se calcula como: b ‘|, el tercero como I ». i1, el cuarto como I & 2 %1, el

1o p2 b3 oy
b1 b2 b2l

,y asi sucesivamente.

Pl

quinto como
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Simulacion

La simulacién de un modelo MA(1) se realiza a partir de los pardmetros estimados
8y, 8, y 5, del modelo (se detalla posteriormente para el caso general de un MA de
orden q) y del error cometido por el modelo en la Gltima observacion de rendimien-
tos muestral ér. Es decir, suponemos que hemos estimado un modelo que ajusta a
los rendimientos r, para t= 1,...Ty el origen de la simulacidén es el primer periodo a
partir del cual no tenemos datos muestrales (T + 1). Dado el error cometido en la
estimacion del modelo para el Gltimo periodo muestral é7 la simulacién o proyeccion
de un posible valor para r,,; se realiza como:

fry1 = 0o + érpq — 0167

Donde ér+1 serd una muestra de una normal estandar multiplicada por s, . La si-
mulacion para el periodo 2 se realiza a partir del valor simulado en el periodo uno,
es decir:

Prio = Qo + Eryp — 018744

Por lo que podemos referirnos a la simulacion del valor en el periodo  u horizonte
de simulacién como:

Pron = Po + €ren — 0181401

En el caso general de un modelo MA(g) la simulacion del valor en el periodo &
(siempre y cuando & > ¢, en caso contrario podrian intervenir los valores de los
errores estimados en el periodo muestral] se realizaria a partir de los valores simu-
lados de las perturbaciones como:

Pron = @o + Eryn — O18ryp_1 + -+ O0gérin_q
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Ejemplo. Calcula los momentos, ACF, PACF, y realiza una simulacion para los préximos
12 periodos del siguiente proceso MA(1): 6,=0,05; 0, =-0,25y o2 =0,01.

La media es igual a: E(r,)= 0,=0,05

La varianza se calcula como: ¢2(1+ 6?) =0,011

La funcion de autocovarianzas, FAS y FAP del proceso vienen dados por los siguientes

valores:

Retardo F. autocovarianzas ACF PACF
0 0,011
1 0,003 0,235 0,235
2 0,000 0,000 -0,059
3 0,000 0,000 0,015
4 0,000 0,000 -0,004
5 0,000 0,000 0,001

A modo de ejemplo, las dos primeras autocovarianzas vienen dadas por:

Yo =(1+ 62)2 = (1 +0,052)0,011 e y; = —0,62 = —(—0,25)0,01 = 0,003

-6
La primera autocorrelacion se calcularia como P1 = 1+—9112 =¥1/Yo =0,003/0,011=0,235ya

que el resto toma el valor cero.

En la FAP tendremos que el primer coeficiente sera igual a p; = 0,235 y el segundo se
calcula como la division del determinante matricial de:

| 1 0,235

0,235 0

| 1 0,235|

0,235 1
Por lo que las representaciones gréficas del correlograma son una FAS que tiene un
Unico valor no nulo y la FAP decrece suavemente con coeficientes que alternan de signo

a partir de un primer valor que es igual a la FAS.
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La representacion grafica de la ACF y PACF viene dada por:

1,0

0,5

1,0

0,5

0,0

Funcion autocorrelacion simple Funcion autocorrelacion parcial

Los valores de la serie simulada seran:

Periodo

0 0

1 0,057 0,05 0,00 0,107
2 -0,062 0,05 -0,01 0,002
3 -0,080 0,05 0,02 -0,046
4 -0,021 0,05 0,02 0,009
5 0,050 0,05 0,01 0,095
6 -0,091 0,05 -0,01 -0,028
7 0,191 0,05 0,02 0,219
8 0,111 0,05 -0,05 0,209
9 0,158 0,05 -0,03 0,236
10 -0,048 0,05 -0,04 0,042
1" -0,039 0,05 0,01 -0,001
12 0,034 0,05 0,01 0,074
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El proceso de media mévil de orden g, MA(q)

Un proceso MA(qg) generaliza el proceso MA(1) de forma que el valor actual de la
serie depende no s6lo de la Ultima innovacion, sino de las ¢ anteriores. Por tanto, la
expresion de un proceso MA(q) viene dada por“®:

Te =0+ & — 0161 — 0605 — - — g8
Este proceso tiene las siguientes autocovarianzas:

Yo=(1+6++06%)2
Vie = (= 0 + 016k41 + -+ 04_10g)0? k=1,..,q
Ve=0 k>q

Los coeficientes de la FAS se obtienen dividiendo las covarianzas por y,, por lo que
se obtiene que p, =0 para k> ¢q. Por lo que la FAS de un MA(q) tendra g coeficientes
distintos de cero siendo los demas nulos. La FAP de un MA sera no nula para cual-
quier retardo, teniendo pues la misma estructura que la FAS de un proceso AR del
mismo orden. Por tanto se dice que existe una dualidad entre los procesos ARy MA,
de forma que la FAP de un MA(q) tiene la estructura de la FAS de un AR(q), y la FAS
de un MA(qg) tiene la estructura de la FAP de un AR(qg).

En el gréfico inferior se muestra la ACF(izquierda) y PACF(derecha) de un modelo
MA(5). Se observa que la ACF tiene 5 coeficientes distintos de cero (sin contar p, =1)
y en la PACF todos los coeficientes son distintos que cero.

1.0
1.0

0.6
1
0.6

ACF
04
PACF

0.4
!

0.2
L

0.0
. 0.0

5o queequivalea 7 =& —figg — - — Ogeeq.
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A continuacion se resumen las principales propiedades de los modelos AR y MA:

e Para los modelos MA(q) la ACF es (til en especificar el orden dado que tendra
q coeficientes distintos de cero.

e Para los modelos AR(p) la PACF es Util en especificar el orden dado que tendra
p coeficientes distintos de cero.

Estimacion de modelos MA

Para la estimacion de los parametros de un modelo MA se suele recurrir al método
de méaxima verosimilitud (EMV). Dado un modelo MA(q):

Te =& — 0161 — - — 0484
El método de méaxima verosimilitud (EMV) condicional proporciona los parame-

tros que maximizan la funcién de verosimilitud condicional. Si sustituimos en
la ecuacion de verosimilitud del modelo normal u, por la ecuacion de la media

@0 te&— él£t—1 - éZEt—Z — = éqst_q obtenemos:
1w (re - [Bo — Byee_s — Bre B,60-q))°
-5 Z[ln(zn)+1n(ag)+ R on TR 4€i-q ]
t=2 t

0O lo que es igual:
T
1 (é)?
_Z 2y 4 22
; Z [m(zn) +in(o?) + =3
t=2
Definiéndose nuevamente los residuos asociados al modelo como: &, =r,—# .
1.3.1.3. El proceso ARMA

Los procesos ARMA combinan las propiedades de los procesos autorregresivos (AR)
y de medias mdviles (MA)4¢.

4 Esto implica que sus funciones de autocorrelacién tienen unas caracteristicas relativamente
complejas, dificultando la identificacion de estos procesos.
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El proceso ARMA(1, 1)

El proceso ARMA mas simple es el ARMA(1, 1) cuya ecuacidn es la siguiente*’:
=06+ ¢ire-1 + & — 016

En donde & es una constante y es necesario que l¢,I< 1 para que el proceso sea
estacionario y 10,I< 1 para que sea invertible. Se puede demostrar que las autoco-
varianzas de este proceso son:
Yie = $1Vk-1, k> 1
Y1 = ¢1vo — 6107

2
o = o2 L2010 + 6
1-¢i

Los coeficientes de autocorrelacion de un proceso ARMA(1, 1) vienen dados por:

(1 —61)(1 — ¢16,)
1—2¢,6, + 67
Pr = P1Pr-1, k> 1

1=

Esto indica a partir coeficiente la FAS de un proceso ARMA(1, 1) tiene un decrecimiento
determinado por el pardmetro ¢, (parte AR del proceso). Al mismo tiempo, se puede
demostrar que la FAP de un proceso ARMA(1, 1) tendra un decrecimiento geométrico
a partir de un valor inicial“®. Por lo tanto, podemos concluir que un proceso ARMA(1, 1)
tanto la FAS como la FAP tienen una estructura similar dada por un valor inicial distin-
to de cero seguido de un decrecimiento lento. Se muestra en el grafico de la izquierda
la ACF de un proceso ARMA(1, 1) con coeficiente 0,5y -0,5 y en la derecha la PACF.

.
05

o ‘\\
3

ACF

PACF

0.0

0.
05

“TLo que equivale a 7, = ¢y7y_y + & — O1,_1.

“8 Sy célculo se realiza mediante la divisién del determinante matricial de forma analoga a la FAP
de un proceso MA.
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Ejemplo. Calcula la media, autocovarianzas, la FAS, la FAP, y realiza una simulacién
para los préximos 12 periodos del siguiente proceso ARMA(1,1): 1= 0,05 + 0,25 1,_;+ &, +
0,5 ¢, ; con 62 =0,01 (o, =0,1)

La media esiguala: E(r,) = %:0,067
—P1

La funcion de autocovarianzas, FAS y FAP del proceso vienen dados por los siguientes

valores:

Retardo ‘ F. autocovarianzas ‘ FAS ‘ FAP
0 0,016
1 0,009 0,563 0,563
2 0,002 0,141 -0,257
3 0,001 0,035 0,126
4 0,000 0,009 -0,063
5 0,000 0,002 0,031

Por lo que la representacion grafica del correlograma es:

Funcién autocorrelaciéon simple Funcién autocorrelacion parcial

1,0 7
0,5
0,0
1 2 3 4 5
-0,5 -0,5
10 - -1,0 -

Por lo que se aprecia que la FAS y la FAP tienen muchos coeficientes no nulos que decre-

cen con el retardo.
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Los valores de la serie simulada seran:

1 -0,142 0,05 0,00 0,00 -0,092
2 0,028 0,05 0,07 -0,02 -0,016
3 0,054 0,05 -0,01 0,00 0,114
4 0,152 0,05 -0,03 0,03 0,258
5 0,023 0,05 -0,08 0,06 0,213
6 0,090 0,05 -0,01 0,05 0,205
7 -0,035 0,05 -0,05 0,05 0,111
8 -0,201 0,05 0,02 0,03 -0,141
9 0,174 0,05 0,10 -0,04 0,088
10 0,001 0,05 -0,09 0,02 0,160
11 -0,120 0,05 0,00 0,04 -0,029
12 -0,091 0,05 0,06 -0,01 -0,108

Procesos ARMAI(p, q)

Un proceso ARMA(p, g) viene dado por la siguiente ecuacion:

To = Q1 + o+ Qpfepter — 0161 — =+ — O4&t¢

La ACF y la PACF de los procesos ARMA(p, q) es el resultado de la superposicion de
las propiedades de los procesos AR(p] y MA(q). Esta estructura compleja hace que
en la practica sea dificil identificar un proceso ARMA(p, q). Sin embargo, es frecuen-
te que las series temporales financieras tengan poca estructura en media pudiendo
generalmente ser bien ajustadas por procesos de bajo orden. Para la identificacion
de los modelos ARMA se emplean generalmente dos métodos:

e La seleccion automatica del orden p y ¢ empleando un criterio de seleccion de
modelos como el criterio AIC o BIC.

e El empleo de la funcién de autocorrelacion extendida (EACF) propuesto por
Tsay y Tiao (1984). El output de la EACF*’ es una tabla en la que las filas se

47 El paquete TSA de R contiene la funcién eacf() que calcula la tabla empirica.
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corresponden con el orden p AR y las columnas con el orden ¢ MA. La tabla
inferior muestra la versidn teérica EACF de un modelo ARMA(1,1) en donde se
aprecia que contiene un triangulo de O cuyo vértice superior izquierdo esta en
el orden (1,1). En general, para identificar un proceso ARMAI(p, q) se observara
el vértice superior izquierdo del triangulo de Oy ese sera el orden (p, g).

MA

AR

* X | X |oO

* [ X|O X |[—

* | X [O|O|X [N

*

* | X|O|O|O (X |w
X |O|O|0O|O|X |~
OO0 |O|O|X|u

En el cuadro inferior se resumen las principales caracteristicas de la FAS y la FAP
de los procesos AR(p), MA(qg) y ARMAI(p, q).

\ FAS \ FAP
AR(p) Muchos coeficientes no nulos Primeros p no nulos, resto 0
MA(q) Primeros g no nulos, resto 0 Muchos coeficientes no nulos
ARMAIp, q) Muchos coeficientes no nulos Muchos coeficientes no nulos

1.3.2. Modelos de heterocedasticidad condicional (GARCH y SV)

En un proceso ARMA tanto la varianza marginal o incondicional var (r,) como la va-
rianza condicional o condicionada var (r,| r.,,...) son constantes, lo que se conoce
como supuesto de homoscedasticidad®. Los modelos de heterocedasticidad condi-
cional son procesos estacionarios no lineales en la varianza, ya que su varianza
condicionada no es constante, aunque si lo es su varianza marginal, por lo que se
dice que son incondicionalmente homocedasticos. En el gréfico siguiente se recoge
la evolucidn de rendimientos logaritmicos mensuales del Ibex-35 para el periodo
Enero de 1992 a Diciembre de 2008. Los rendimientos son estacionarios en media,
pero presentan volatilidades que cambian con el tiempo y clusters o agrupamientos

%0 Es decir, igual (homos) dispersidn (cedasticidad).
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de volatilidad. Esta caracteristica también se aprecia en el grafico del cuadrado de
los rendimientos logaritmicos. La importancia de emplear un modelo que recoja el
comportamiento de la volatilidad es fundamental en la medicién del riesgo.

3 .06
.24 .05
A4 .04
.04 .034
-1 .02
-.24 .01
B s S A O RO A L il AT R R LALY &
1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008

Los modelos de heterocedasticidad condicional fueron propuestos para explicar
ciertas propiedades que no se podian explicar por lo modelos ARMAy que aparecen
con frecuencia en series temporales de rendimientos financieros, como son la
volatilidad no constante en el tiempo (heterocedasticidad), la persistencia o conglo-
merados de volatilidad y el exceso de curtosis de las series de rendimientos. Los
principales modelos de heterocedasticidad condicional son los modelos GARCH
(Generalized AutoRegressive Conditional Heteroscedasticity] y modelos de volatili-
dad estocastica (Stochastic Volatility o SV). Estos procesos modelizan de forma di-
namica la propia varianza condicional en funcion de los valores pasados de la propia
variable.

El modelo ARCH [AutoRegressive Conditional Heteroscedastic) fue el primer mode-
lo de heterocedasticidad condicional. Fue propuesto por Engle (1982) en un articulo
sobre la inflacion en el Reino Unido, y supone que la varianza condicional de una
serie temporal depende del pasado con una estructura autorregresiva. Los modelos
GARCH introducidos por Bollerslev (1986) generalizan a los anteriores al incorporar
en la dependencia de la varianza condicional en términos de media mévil. Los mo-
delos de volatilidad estocastica introducidos por Taylor (1986) suponen que la va-
rianza condicional depende de valores no observados y son por tanto mas flexibles.
Bollerslev et al. (1992) y Bera y Higgins (1993) revisan los modelos GARCH, mientras
que los modelos SV son revisados en Broto y Ruiz (2004) o Shephard (2005). Ruiz
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(1993) compara las propiedades de los modelos ARCH y los modelos SV. Todos estos
modelos suponen efectos simétricos, por tanto la dependencia de la varianza con-
dicional se establece en funcion de las magnitudes observadas pasadas pero no
dependen de su signo. En la practica los rendimientos de las series temporales fi-
nancieras pueden responder de diferente forma a cambios positivos o negativos,
por lo que posteriormente introduciremos otro tipo de modelos que no suponen
esta restriccion, los denominados GARCH asimétricos.

1.3.2.1. Modelos ARCH

Supongamos una serie r, al principio supondremos que la serie es un ruido blanco
pero como veremos en los modelos ARMA(p, q)-GARCHIr, s) pueden ser la serie de
residuos de un modelo ARMA. El modelo ARCH permite que tengamos procesos
ruidos blanco formados por variables dependientes.

Test para efectos ARCH

Sea ¢, =r,- u,los residuos de la ecuacion de la media de un modelo. Se emplea la
serie de los cuadrados €? para verificar si la serie es homocedastica.

e =ay+aet, + o+ ayel,
Existen dos test frecuentemente empleados:

e Aplicar el estadistico Q(m) a la serie & cuya hipétesis nula es que los primeros
m retardos de la funcion ACF de la serie €2 son cero.

e Eltest ARCH-LM cuya hipétesis nula es que o, = a, = ...= a,= 0. La regla de deci-
sidn es rechazar la hipétesis nula [no hay efectos ARCH ya que sélo @, puede
ser positivo) si el p-valor asociado al estadistico el menor que o

Modelo ARCH (1]

La idea basica del modelo ARCH(1) es que el shock ¢, del rendimiento de un activo
estd incorrelacionado serialmente pero que es dependiente, y dicha dependencia
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puede ser descrita mediante una funcion cuadratica de su valor retardado. El mo-
delo ARCH(1) supone que la varianza condicional del procesor, (67) no es constante,
sino que tiene una estructura similar a un AR(1), ya que depende sélo del Ultimo
valor observado mediante dos ecuaciones. La primera representa el modo en que la
esperanza condicional del proceso cambia en el tiempo, mientras que la segunda
muestra el comportamiento de la varianza condicional:

Tt =& j OtZt 5
E(eflee—1) = E(r¢|re—1) = 0f = ag + ay6f_y = ag + ay1éy = g + a1(0p-12¢-1)?

r, esta distribuido como una Normal(0, o,) ya que es frecuente asumir que z, est
distribuida como Normal(0,1)°', ademas a,> 0y @, >0 para asegurar que la varianza
condicional sea positiva. La ecuacion establece que si el valor de 721 es elevado, la
varianza ¢ de la siguiente observacion condicionada a este valor de rt1 serd
también elevada, lo que hace mas probable que el valor r? sea elevado. Ademas
puede demostrarse que para un ARCH (1] la varianza marginal o incondicional es

constante e igual a: g% = 121. Un modelo ARCH(1), con hipétesis de normalidad de
z,, conducira a distribuciones con colas pesadas ya que el coeficiente de curtosis

l—a%
1-3a% "
rior al de una distribucién normal (3).

viene dado por: 3 Dado que a;> 0 el coeficiente de curtosis es siempre supe-

Las ventajas de este modelo son su relativa sencillez al establecer una dependencia
de tipo AR(1) entre los cuadrados de las observaciones, y la capacidad de generar
clusters de volatilidad y distribuciones con colas gordas. Sin embargo las desventa-
jas son que es un modelo bastante restrictivo y que supone simetria entre los shocks
positivos y negativos de los rendimientos.

Las caracteristicas que se observan en una serie de rendimientos que sigue un pro-
ceso ARCH(1) son: en el grafico de evolucién temporal de los rendimientos deben
apreciarse periodos de alta volatilidad y otros de menor volatilidad, en el histograma
de los rendimientos se debe observar que la distribucion tenga una alta curtosis, la
ACF y la PACF de la serie de los rendimientos debe ser ruido blanco, finalmente,
la ACF y la PACF de los rendimientos al cuadrado debe mostrar el patrén de un AR(1).

" También es frecuente el empleo de la distribucién t de Student o la distribucién del error genera-
lizado (GED).
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Simulacion

La simulacion de un modelo ARCH (1) se realiza a partir de los pardmetros estima-
dos @ , @, y delerror cometido en la estimacion del modelo para el ultimo periodo
muestral €7, que dado que no tenemos modelo en la media coincide con r;. Es de-
cir, suponemos que hemos estimado un modelo que ajusta a los rendimientos r,
parat=1,..,Tyelorigen de la simulacién es el primer periodo a partir del cual no
tenemos datos muestrales (7 + 1). Dado el dltimo valor de los rendimientos de la
serie muestral r7, la simulacién o proyeccién de un posible valor parary,; se reali-
za como:

Pro1 = Zrpay @o + @4 (17)?

Donde Zr+1 serd una muestra de una normal estandar, u otra distribucién alterna-
tiva (t de Student, GED, etc.). La simulacidn para el periodo 2 se realiza a partir del
valor simulado en el periodo uno, es decir:

P —————
Proz = 242y Qo + Q1 (Pryq)

Por lo que podemos referirnos a la simulacion del valor en el periodo /4 u horizonte
de simulacién como:

W4 —— >
Pron = Zreny Qo + Q1 (Pryn—1)
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Ejemplo. Simular para los siguientes 12 periodos el siguiente modelo ARCH (1): ¢, = 0,001
y a;=0,05%.

N
Q

0 0
1 0,558 0,032 0,0176
2 -0,385 0,039 -0,0131
3 0,568 0,036 0,0187
4 -1,594 0,040 -0,0546
5 -0,79 0,078 -0,03%94
6 -1,269 0,059 -0,0535
7 0,986 0,076 0,0486
8 -1,368 0,068 -0,0639
9 -0,361 0,086 -0,0199
10 -0,156 0,039 -0,0054
11 0,161 0,032 0,0051
12 -0,935 0,032 -0,0298

Simulamos Z, que suponemos que es un ruido blanco normal estandarizado.
Posteriormente calculamos ¢, mediante la siguiente formula ¢ = /0,001 + 0,052, vy

posteriormente se obtiener,=¢,=o,.

A modo de ejemplo para t=1 o; =+/0,001 + 0,050 = 0,032 lo que multiplicada por la rea-
lizacion de la normal z, (0,558) proporciona un valor del rendimiento de », = 0,558 « 0,032
=0,0176.

52 | a simulacién de los modelos GARCH puede realizarse mediante R empleando, por ejemplo, el
paquete fGarch desarrollado por la Fundacion Rmetrics. De esta forma se puede realizar este
ejemplo mediante:

modelo = garchSpec(model = listlomega=0.001, alpha = ¢(0.05), beta = 0))

garchSim(modelo, n = 12,n.start =0,extended=TRUE)
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El modelo ARCH [r]

El modelo ARCH(r] generaliza el ARCH(1) para permitir una dependencia de la va-
rianza condicional con 7 retardos. De esta forma el proceso ARCH(r) vendra dado
por las siguientes dos ecuaciones®:

Tt = & = Z0y
ol =agt+agel +ragl =gt arig + o+ a i,

Este tipo de modelos establece una dependencia de tipo AR(r] entre los cuadrados
de las observaciones, y tiene las mismas ventajas y desventajas que el modelo
ARCH(1). Las caracteristicas que se observan en una serie de rendimientos que si-
gue un proceso ARCHI(r) son idénticas al caso del ARCH(1) excepto en que la ACFy
la PACF de los rendimientos al cuadrado debe mostrar el patrén de un AR(r). En las
series financieras es comun necesitar un modelo ARCH de orden elevado para ajus-
tar los datos, lo que ha llevado generalmente al empleo de los modelos GARCH.

El modelo ARMA(p, g]- ARCH(r)

El proceso ARCH(r] carece de autocorrelacion serial, caracteristica que puede ser en-
contrada en las series temporales financieras. Sin embargo, en caso de que se detecte
que los propios retardos de la variable 7, o de las innovaciones ¢, pueden explicar su
comportamiento deben ser incorporados a la ecuacion de la media. En este caso o7
pasa a ser la varianza condicional del término de error del modelo que explica el com-
portamiento de »%. Es decir, para un AR(1)-ARCH(1) tendremos tres ecuaciones, don-
de la primera modeliza la media del proceso », como un proceso autorregresivo de
primer orden:

% El modelo ARCH(1) supone que la ecuacién primera o de la media carece de autocorrelacion lo que
vendria dado por ejemplo por los modelos AR(r]- ARCH(1). Al mismo tiempo que supone la imposibilidad
de utilizar otras variables explicativas para su evolucién temporal como los denominados modelos ARCHX.

% Lo mismo ocurre en el caso de incorporar otras variables explicativas como regresores. En este caso
estariamos hablando de modelos de regresion dindmica lineal con efectos ARCH(m) para k regresores
(x;) que pueden incluir retardos de la variable dependiente [y, cuyas ecuaciones vendrian dadas por:
Ve = @g + @1 Xq + -+ Xt
€ = Zt0¢
0f = ag+ et + @yl + o+ ety
De esta forma se obtiene lo que se denomina un modelo ARMAX-ARCH.
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Tt = o+ P11y + &
&t = Zt0¢
of = ag + a;(g-1)*

Donde el supuesto de que I¢,I< 1 garantiza que el proceso es estacionario en me-
dia, mientras que su varianza condicional es positiva en todos los periodos median-
tea0> OyOCIEO .

Las caracteristicas que se observan en una serie de rendimientos que sigue un
proceso AR(1)-ARCH(1) son: en el gréafico de evolucion temporal de los rendimientos
deben apreciarse periodos de alta volatilidad y otros de menor volatilidad, en el
histograma de los rendimientos se debe observar que la distribucién tenga una alta
curtosis, la ACF y la PACF de la serie de los rendimientos debe corresponderse con
la de un AR(1), finalmente, la ACF y la PACF de los residuos al cuadrado del modelo
después del ajuste AR debe mostrar el patrén semejante al de un AR(1).

El anterior modelo puede generalizarse a cualquier modelo de la familia ARMA, de
forma que el modelo AR(p)-ARCHIr) vendria dado por:

=0+ P+ Pty T &
Et = Zt0¢
2=y +a.et + el + -+ apef
gt = o 1€t-1 2€t—2 ré€t-r

Ejemplo. Simular para los siguientes 12 periodos el siguiente modelo AR(1)-ARCH(1):
§=0,1;¢,=0,5; 0p="0,1y a,= 0,5%.

Simulamos z;que suponemos que es unruidoblanconormalestandarizado. Posteriormente
calculamos o, mediante la siguiente férmula oc = /0,1 + 0,5(0¢-12-1)* y posteriormente

se obtiener,=0,1+0,5r_,+¢,

A modo de ejemplo para t=1 o, =,/0,1+0,05-(0-0)2 = 0,316 lo que multiplicado por la reali-
zacion de la normal z, (-0,334) proporciona un valor del error de g, = 0,334 + 0,316 = -0,109.

Finalmente para calcular el rendimiento empleamos ;= 0,1+ 0,5 « 0 + (-0,109) = - 0,009.

% La simulacién de modelos ARMA-GARCH puede realizarse en R mediante la funcién garchSim
del paquete fGarch de Rmetrics.
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0
1 -0,344 0,316 -0,009
2 0,604 0,325 0,292
3 1,713 0,345 0,838
4 0,195 0,520 0,621
5 -0,495 0,324 0,250
6 1,177 0,336 0,620
7 0,531 0,422 0,634
8 0,744 0,354 0,680
9 0,822 0,367 0,742
10 -0,041 0,381 0,455
11 0,005 0,316 0,329
12 -0,415 0,316 0,133

1.3.2.2. El modelo GARCH

En las series financieras reales es frecuente que la especificacion ARCH precise de
un orden elevado para ajustar la estructura de autocorrelacion en la varianza. Para
evitar la estimacion de este alto nimero de coeficientes que pueden conducir a una
pérdida de precisidn, se ha propuesto el empleo de los modelos GARCH. Un modelo
GARCH o ARCH generalizado supone un proceso ARMA para los cuadrados de las
observaciones.

El modelo GARCH(1,1)

El modelo GARCH(1,1) establece una estructura de dependencia ARMA(1,1) entre
los cuadrados de las observaciones, y viene dado por dos ecuaciones. La primera
hace depender a la variable 7, del valor de su volatilidad multiplicada por un cierto
término aleatorio que es ruido blanco. La segunda, en donde ademas del término
constante ay, se hace depender el valor actual de la varianza en el periodo t (97) de
los valores que esta haya tenido en el momento anterior (t-1) (término GARCH] y
de la fluctuacion aleatoria (o rendimiento) en el momento anterior (t-1) (término
ARCH). Por tanto, el modelo ARCH(1], puede verse como una simplificacion del
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modelo GARCH, es decir, seria un GARCH(1,0)%. Formalmente las ecuaciones del
modelo GARCH(1,1] se escriben como:

Tt = & = Zt0
2 + 2 + :8 2 _ + 7‘2 + ﬁ 2
Of = Uy T A1&q 10t21 = Qo T A7 10t-1

Siendo ay, o,y B, coeficientes positivos y a,; + #;< 1. Debe apreciarse que en el caso
de que el ruido blanco sea normal Z,~ N (0,1) y r,~ N (0,0,). Esto es debido a que
puede demostrarse que para un GARCH(1,1) la varianza marginal o incondicional
es constante e igual a: ¢ =ﬁ . Lo que implica para que el proceso sea esta-
cionario que g, + 8,< 1, siendo comun para algunas series de rendimientos finan-
cieros que dicha suma denominada persistencia sea cercana a la unidad. En estas
circunstancias se puede establecer el modelo IGARCH(1,1) o GARCH(1,1) integra-
do en donde o, + ;=1 lo que hace que un shock de la varianza condicional sea
permanente.

El modelo GARCH(1,1) supone que un valor elevado de 72, da lugar a una mayor
varianza en el periodo siguiente y el término 8, implica que la varianza cambie con
cierta inercia, lo que produce rachas de mayor y menor variabilidad. Las ventajas
de este modelo son su relativa sencillez (establece una dependencia de tipo
ARMA(1,1) entre los cuadrados de las observaciones), y la capacidad de generar
clusters de volatilidad y distribuciones con colas gordas. El modelo GARCH(1,1)

conducira a distribuciones con colas pesadas ya que el coeficiente de curtosis
3(1=(a1+B1)?)

1=(az+B1)2-2af’
como desventaja que supone simetria entre los shocks positivos y negativos de los

viene dado por lo que da valores superiores a 3. Sin embargo, tiene

rendimientos.

Las caracteristicas que se observan en una serie de rendimientos que sigue un
proceso GARCH(1,1) son: en el grafico de evolucion temporal de los rendimientos
deben apreciarse periodos de alta volatilidad y otros de menor volatilidad, en el
histograma de los rendimientos se debe observar que la distribucién tenga una alta
curtosis, la ACF y la PACF de la serie de los rendimientos debe ser ruido blanco,

% En otros manuales se dice que es un GARCH(0,1). Aqui se emplea la notacién empleada en la
funcion garchFit() del paguete fGarch de R que actualmente emplea el término ARCH en primer
lugar, de forma que un ARCH(1) serd un GARCH(1,0).
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finalmente, la ACF y la PACF de los rendimientos al cuadrado debe mostrar el pa-
tron de un ARMA(1,1)57.

Simulacion

La simulacién de un modelo GARCH(1,1) se realiza a partir de los pardmetros esti-
mados @, @& y f: , del error cometido en la estimacién del modelo para el ultimo
periodo muestral &, que coincide con r, y de la volatilidad estimada por el modelo
6r. Es decir, suponemos que hemos estimado un modelo que ajusta a los rendi-
mientos r, parat=1,..., Ty el origen de la simulacién es el primer periodo a partir
del cual no tenemos datos muestrales (7 + 1). Dado el dltimo valor de los rendimien-
tos de la serie muestral r;,y de ér, la simulacién o proyeccién de un posible valor
para r;+ 1 se realiza como:

~ N A2 N A~ A~ 2 p A2
Tre1 = 2141 ’UT+1 = ZT+1J“0 + @, (rr)* + B167

Donde zr,; serd una muestra de una normal estandar, u otra distribucién alterna-
tiva (t de Student, GED, etc). La simulacion para el periodo 2 se realiza a partir del
valor simulado para el rendimiento y la volatilidad en el periodo uno, es decir:

Pryz = 2T+2\/&0 + a1 (Fre)* + 31612“

Por lo que podemos referirnos a la simulacion del valor en el periodo 4 u horizonte
de simulacién como:

N A a A A 2 A A2
Trin = ZT+h\/a0 + & (Fryn-1)? + +B165n-1

57 El modelo GARCH(1,1) puede escribirse como: 12 = ag + (ay + B)rE, — B2y — o) + i — o). Donde
los dos ultimos términos tienen esperanza condicional nula, por lo que este modelo es similar al
ARMA(1,1). Esto lleva sl hecho de identificar una estructura GARCH(1,1) es porque la ACF y la PACF

de los cuadrados de los rendimientos (¥} son las correspondientes a un proceso ARMA(1,1).
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Ejemplo. Simular para los siguientes 12 periodos el siguiente modelo GARCH(1,1):
ay=0,001; a,=0,5y B,=0,4.

Simulamos Z, que suponemos que es un ruido blanco normal estandarizado. Posterior-

mente calculamos ¢, mediante la siguienteférmula o, = /0,001 + 0,5(0,_,2z;_1)? + 0,402,

y posteriormente se obtiene r,=¢,Z, .

Amodo de ejemplo para t=1 g; =+/0,001+0,5-(0-0)2 +0,4-0 = 0,032 lo que multiplica-

da por la realizacion de la normal Z, (-0,801) proporciona un valor del rendimiento de r, =
-0,801 « 0,032 = -0,025.

t
0 0
1 -0,801 0,032 -0,025
2 0,568 0,041 0,024
3 -0,543 0,044 -0,024
4 1,000 0,046 0,046
5 -1,727 0,054 -0,092
6 0,479 0,080 0,038
7 0,501 0,066 0,033
8 0,516 0,057 0,029
9 0,281 0,052 0,010
10 -2,419 0,047 0,114
11 -0,036 0,091 -0,003
12 -1,335 0,066 -0,088

El modelo GARCHIr, s)

El modelo GARCHI(r, s) generaliza el modelo anterior estableciendo una estructura
de dependencia ARMA(r, s) en los cuadrados de las observaciones de la serie. Este
modelo viene dado por las siguientes dos ecuaciones:

Ty = & = Z;0¢
2 _ 2 2 2 2
of = ag+agri_q + -1- a i, + leat_l + -+ BsOfs

_ 2 2
=aq,+ Z ari; + Z Bjoi-j
i=1 =1
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Con las siguientes restricciones para que la varianza sea positiva ;> 0, ;> 0,
T (g, + B;) < 1. En la practica es dificil identificar estos procesos ya que la ACF
y la PACF de los residuos al cuadrado del modelo deben mostrar un patrén seme-
jante al de un ARMA(r, s). Sin embargo, es comun que en la practica un modelo de
bajo orden proporcione un buen ajuste.

Estimacion GARCHIr,s)

La estimacion de los modelos GARCH a una serie temporal univariante se realiza
maximizando la funcion de verosimilitud mediante un proceso iterativo. La estima-
cion de los modelos GARCH se realiza normalmente empleando el método de maxi-
ma verosimilitud condicional. Para ello se debe establecer un modelo para la media
condicional (constantes, ARMA, etc.) y una especificacion para la varianza. La fun-
cion de densidad de un modelo GARCH en funcidn del conjunto de parametros a
estimary bajo la hipétesis base de que Z, se distribuye normalmente, y dado que ¢,

=0,z, €s:
1 &2 1 z¢
f(@) = n—exP (——) = n—exp (——
Ay2ne? 20¢) 1 121102 2

Donde o7 se evalla recursivamente. Maximizar la funcion de verosimilitud es equi-
valente a maximizar su funcion logaritmica que vienen dada por:

Inf(6) = Z (—-m(zn) ~5In@?) - 1a ) Z(ln(ZH) +1n(o?) + 22)
t

Dado que el primer término no implica ningiin parametro a veces se maximiza la
funcion:

Inf(6) = —Z( “In(o?) + 1£t> Z(ln(ag) +22)

t

Donde 6 recoge a todos los parametros que deben ser estimados iterativamente y ¢
cada momento temporal. Normalmente se establecen como valores iniciales para
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empezar la estimacion los siguientes: ¢ como la varianza incondicional de la serie
de rendimientos y para un GARCH(1,1) &, en 0,1, 8,en 0,8y a; = 0¢(1 — a; — By).

Ejemplo. A continuacion se muestra un ejemplo de como se efectuaria la estimacion de
un modelo GARCHI(1,1) para una hipotética serie de precios de un indice representada
en la primera columna [A]. En la segunda [B] se calculan los rendimientos logaritmicos
1, a partir de la serie de precios, mientras que en la tercera [C] se elevan dichos rendi-
mientos al cuadrado, r? = ¢? . En la cuarta [D], se especifica la formula de la varianza
de un modelo GARCH(1,1), mientras que en la quinta [E] se establece el valor de In [(0)
para cada observacion.

El primer valor de la varianza de un modelo GARCH(1,1) 0,03% se establece generalmen-
te a partir de la varianza incondicional de ¢, (columna B). La EMV calcula los valores de
los parametros @, @1y B que maximizan la suma del valor de la columna E para todas
las observaciones muestrales. Las restricciones a imponer en la maximizacion son que
todos los parametros sean mayores que cero y que la persistencia del modelo inferior a
la unidad (a; + ;< 1). La estimacion del modelo IGARCH(1,1]) seria idéntica fijando como

restriccion o; + ;=1

w| ®B | [ | [D] | [E]
LN(A/A(-1)) B2 ay+ o, *C(-1)+ B,*D(-1) -0.5*%(LN(2*z)+LN(D})+C/D)
100
102 1,98% 0,04% 0,03% 2,47
103 0,98% 0,01% 0,03% 2,98
105 1,92% 0,04% 0,03% 2,52
106 0,95% 0,01% 0,03% 2,97
104 -1,90% 0,04% 0,03% 2,54
105 0,96% 0,01% 0,03% 2,94
106 0,95% 0,01% 0,04% 2,93
05 -0,95% 0,01% 0,04% 2,91
108 2,82% 0,08% 0,04% 1,97
106 -1,87% 0,03% 0,04% 2,56
109 2,79% 0,08% 0,04% 2,02
Total 28,82
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En aplicaciones practicas, puede ser mas apropiado asumir que Z, siga distribucio-
nes con colas mas pesadas que la distribucidon normal. De esta forma, es comun el
empleo de la distribucion estandarizada t de Student y la distribucién GED.

La distribucion t de Student puede ser obtenida por mixtura cuando la varianza de
la distribucién normal sigue una distribuciéon gamma invertida. Sea x, una distribu-
cion t de Student con v grados de libertad, también denominado pardmetro de for-
ma. De esta forma var (x,) =v/(v - 2) parav > 2 (necesario para que la distribucion
tenga media y desviacion estandar). La funcién de densidad de la distribucion t de
Student estandarizada para z = x,/y/v/(v —2) viene dada por®:

r(*3) 1
-2 () (Hiz)(’%l)

v—

f(z) =

Empleando que ¢, = o, z, obtenemos la distribucion condicional de ¢, como:

v+1 _(v+1
f(6)=1_[—nr( : ) 1 (1455 >(2)
t

w-or(y)e\  @-27

Finalmente se puede suponer que Z, sigue una distribucion GED cuya funcion de
densidad viene dada por:

_yxp (—2/wp(1)\ /2
f(x) =—Y ¢ 2|kV| con Ay = <#>

M2 1+1/v1~(%) F(;)

donde 0 <v < o0 es el denominado parametro de forma de la distribucion. La distri-
bucion GED se reduce a la distribucion de Laplace parav =1, parav = 2ala normal
y parav — o a la uniforme. En el caso de que v > 2 la distribucién GED tiene mayo-
res colas que la distribucién normal.

% Fijando el parametro de localizacién en 4 = Oy de escala o=v/(v—2) se obtiene la expresién
de la distribucién t de Student de un sélo pardmetro. En la actualidad también se emplea la distri-
bucidn t de Student asimétrica, que incorpora un pardmetro de asimetria.
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El modelo ARMAIp, q)- GARCHIr, s]

El proceso GARCH(r, s] carece de autocorrelacién serial. Sin embargo, en caso de
que se detecte que los propios retardos de la variable r, o de las innovaciones g,
pueden explicar su comportamiento deben ser incorporados a la ecuacion de la
media. En este caso of pasa a ser la varianza condicional del término de error del
modelo que explica el comportamiento de »,%. Es decir, para un AR(1)-GARCH(1,1)
tendremos tres ecuaciones, donde la primera modeliza la media del proceso r,
como un proceso autorregresivo de primer orden:

e =¢o+ 111 + &
& = Zzto-t 5
2 _
of = ag+ a&q + Pr0i

Las caracteristicas que se observan en una serie de rendimientos que sigue un
proceso AR(1)-GARCH(1,1) son: en el grafico de evolucion temporal de los rendi-
mientos deben apreciarse periodos de alta volatilidad y otros de menor volatilidad,
en el histograma de los rendimientos se debe observar que la distribucion tenga
una alta curtosis, la ACF y la PACF de la serie de los rendimientos debe ser un AR(1),
finalmente, la ACF y la PACF de los residuos al cuadrado del modelo después del
ajuste en media debe mostrar un patrén semejante al de un ARMA(1,1).

El anterior modelo puede generalizarse a cualquier modelo de la familia ARMAI(p, q)
Por ejemplo, el modelo AR(p)-GARCHIr, s) vendria dado por:

=60+ ¢re_q++ qbprt_p + &
2 2 2 T A% 2 2 2
of = o+ 1&g + g + o+ Qe+ Profg + o+ B0

57 Lo mismo ocurre en el caso de incorporar otras variables explicativas como regresores. En este
caso estariamos hablando de modelos de regresién dinamica lineal con efectos ARCH[m) para k

regresores (x; ) que pueden incluir retardos de la variable dependiente (y, ], cuyas ecuaciones ven-
drian dadas por:
Ve = Qg + a,xq + -+ akxk+£t

of = ag+ ayet g + ayel + o+ amet,

De esta forma se obtiene lo que se denomina un modelo ARMAX-ARCH.
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Ejemplo. Simular para los siguientes 12 periodos el siguiente modelo AR(1)-GARCH(1,1):
$=0,001; ¢, =0,5; a,=0,001,0,=0,5yf,=0,4.

Simulamos z, que suponemos que es un ruido blanco normal estandarizado. Posterior-

mente calculamos g, mediante la siguiente formula o, = /0,001 + 0,5(6,—12.1)? + 0,407,

y finalmente se obtiener;=0,001+0,5r_; + ¢,

A modo de ejemplo para t=1 gy =+/0,001 +0,05-(0-0)+0,4-0 = 0,032 lo que multiplicada

porlarealizacionde lanormalz; (1,181) proporcionaunvalorde ¢, = 0,038. Posteriormente
se obtiene el rendimiento mediante , = 0,001 + 0,05 - 0 + 0,038 = 0,038.

t

0 0

1 1,181 0,032 0,038
2 -2,173 0,046 -0,079
3 -0,997 0,082 -0,121
4 0,000 0,084 -0,059
5 0,026 0,062 -0,027
6 0,668 0,050 0,021
7 -0,480 0,051 -0,013
8 0,190 0,048 0,004
9 -0,401 0,044 -0,015
10 -0,329 0,044 -0,021
11 0,910 0,043 0,030
12 0,745 0,050 0,054

1.3.2.3. Modelos de volatilidad estocastica (SV)

Un procedimiento alternativo al de los modelos GARCH para modelizar la heteroce-
dasticidad es suponer que la varianza condicional depende de valores no observa-
dos, dando como resultado los modelos de volatilidad estocastica o SV [Stochastic
Volatility). Los modelos SV son modelos en los cuales hay un proceso no observado
conocido como volatilidad que influencia directamente a la varianza de las series
observadas. La ecuacion estructural o de la media de estos modelos es idéntica a
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los GARCH r, = ¢,= 0,z siendo z, los errores que se distribuyen iid como una normal
estandar. Sin embargo, a diferencia de los GARCH en donde la varianza depende de
factores observables en los modelos SV depende de valores no observados, siguien-
do habitualmente un proceso estocastico autorregresivo. En este sentido, en los
modelos SV autorregresivos se supone que los logaritmos de las varianzas condi-
cionadas siguen un proceso AR(p)¢:

p
Ino? = ay + Z a;In(o?,) +1n;
i=1

Donde el término de error en este modelo 7, es iid N(0,07) e independiente de Z,
siendo a, una constante®'. De esta forma el modelo SV(1) autorregresivo supone que
los logaritmos de las varianzas condicionadas siguen un proceso AR(1), es decir:

Ino? = ay + a; In(cZ,) + 1,

De esta forma, llamando h, =Ino? la dindmica del modelo puede ser escrita como:

1 = exp(hy/2)z;
hy = ag+ arhy_1 + 1,

Donde 4, esta normalmente distribuido (ya que si 7, es Normal expl#,) es lognormall
y en multiples aplicaciones empiricas se ha encontrado que «; esta proximo a 1. Se
puede demostrar que la curtosis de r, viene dada por 3exp o7 y como A, es un pro-
ceso AR(1), su media viene dada por a,/ (I-a;) y su varianza por of = %5’1)2 , por lo
que al igual que los modelos GARCH generan mayor curtosis que la distribucion
normal. La principal diferencia entre los modelos GARCH y SV es que los ultimos
tiene términos de error en la ecuacion de la mediay la varianza, z, y n,, lo cual impi-
de la observacion directa del proceso de varianza. Los modelos GARCH son deter-
ministas en el sentido de que la ecuacion de la media tiene un sélo término de
perturbaciény que su variacion se modeliza en forma condicional sobre la informa-
cion conocida en ¢-1, por lo que se puede observar en el tiempo .

¢0 Este es el tipo de modelos SV mas conocidos y que se denominan modelo SV lognormal.

¢ La Academia Americana de Actuarios (AAA, 2005) ha propuesto un modelo de volatilidad estocas-
tica lognormal (Stochastic Log-Volatility o SLV] para un determinar el capital basado en el riesgo de
las companias aseguradoras de vida.
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Estimacidn y simulaciéon modelos SV

La menor popularidad de los modelos SV respecto a los GARCH deriva de la dificultad
de estimacion de los parametros de estos modelos, dado que 7, depende no lineal-
mente de 4, Esto ocasiona que los modelos no puedan ser estimados por maxima
verosimilitud como los modelos GARCH sino que deben emplearse métodos como:
cuasi-maximo verosimilitud, maximo verosimilitud simulada, etc. Bos (2011) propor-
ciona una revision de los distintos métodos para la estimacion de los modelos SV.

Ejemplo. Simular el modelo SVARI(1) dado por los siguiente parametros ¢, =0,001; «,
=0,95y 07=0,05.

En primer lugar simulamos dos series de normales independientes donde z,es N(0,1) y

n,es N0, 7). Posteriormente se calcula 7, = ay+ a; b1 + 1, y finalmente r, = exp(h,/ 2)z,.

A modo de ejemplo para t =1y dadas las realizaciones de la normal z, (0,826) y 7, (0,025)
se calcula #; = 0,001 + 0,95 - 0 + 0,025=0,026, por lo que finalmente 7, = exp(0,026/2) -
0,826.

t exp(h/2)

0 0,000
1 0,826 0,025 0,026 1,013 0,837
2 -0,005 0,314 0,340 1,186 -0,006
3 -1,521 -0,006 0,319 1,173 -1,783
4 -0,216 -0,109 0,194 1,102 -0,238
5 -0,201 0,096 0,282 1,151 -0,232
6 1,528 0,119 0,388 1,214 1,855
7 1,417 0,189 0,559 1,322 1,873
8 0,827 -0,092 0,440 1,246 1,030
9 -0,559 -0,553 -0,134 0,935 -0,523
10 0,770 -0,219 -0,346 0,841 0,648
11 2,092 -0,301 -0,628 0,731 1,529
12 -0,561 0,303 -0,293 0,864 -0,485
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1.3.3.4. Otros modelos de heterocedasticidad condicional

Los modelos GARCH y SV recogen adecuadamente los agrupamientos de volatilida-
des y la curtosis de la distribucién de los rendimientos financieros, pero tienen
como desventaja que son simétricos. De esta forma la varianza condicional depende
del tamano de las innovaciones retardadas pero no de su signo. Para incorporar los
denominados efectos apalancamiento (leverage effect] observados en la series fi-
nancieras se han propuesto una amplia gama de modelos asimétricos. En este
apartado realizamos una revision de otros modelos de heterocedasticidad condicio-
nal entre los que se encuentran muchos modelos asimétricos. Una revision mas
exhaustiva es proporcionada por de Arce (2004).

Modelo ARCH en media o ARCH-M y modelos SV en media

Este modelo se plantea para comprobar si los rendimientos financieros dependen o
no de la varianza heterocedastica (o) ¢2, lo que sugeriria que la rentabilidad aumenta
con el nivel de riesgo. A modo de ejemplo, la ecuacidn para un GARCH(1,1)-M vendria
dada por:

7. = o + S0 + &

&t = Z¢0¢
of = ag + a15t2—1 + ﬁ10't2—1

Como se aprecia en la primera ecuacion anterior se incluye ¢ en la ecuacién de la
media como variable explicativa y se analiza si su pardmetro & es estadisticamente sig-
nificativo o no. En el caso de que sea significativo, la volatilidad condicionada del proceso
influye sobre los rendimientos. Los modelos ARCH en media pueden ser aplicados a
cualquier clase de modelos GARCH (simétricos y asimétricos). Koopman y Uspensky
(2002) proponen el modelo de volatilidad estocastica en media (SVM] que incorpora la
volatilidad inobservada como uno de los determinantes de la media, por lo que se con-
sidera como el modelo SV equivalente al modelo ARCH-M de Engle et al. (1987).

62 Se puede establecer que sea la varianza, la desviacién tipica o el logaritmo de la varianza las que
influyan sobre la media. En la expresion empleada en este texto hemos optado por la varianza.
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Modelo GARCH exponencial o EGARCH

El modelo EGARCH propuesto por Nelson (1991) es uno de los modelos de hetero-
cedasticidad condicional asimétricos mas empleado. En este modelo la varianza
condicional es una funcion asimétrica de las perturbaciones retardadas. A modo de
ejemplo, el modelo EGARCH (1,1) viene dado frecuentemente por la siguiente ex-
presion:

Tt = OtZt

z2 z2
Ino = ag + a4 (BM— E(M>> + BiInck,

Ot—1 Ot—1

El modelo general EGARCH(p, q) establece que el Ing? sigue un proceso ARMA
(p.g).

Modelo GJR-GARCH

El modelo GJR- GARCH (Glosten et al., 1993) implica:

Te = & = 0tZ
0 = o+ ar(|e—1| — vi&-1)? + P10,

Existe una amplia gama de modelos GARCH asimétricos como los modelos TS-
GARCH, NARCH o ARCH no lineal, AGARCH, QARCH o ARCH cuadratico, NAGARCH
0 GARCH no lineal asimétrico, TARCH o Threshold ARCH, GJR-GARCH o el APARCH
[Asymmetric Power Arch]. Ademas se han producido desarrollos en las mixturas de
modelos ARCH (MARCH] o en los modelos ARCH de cambio de régimen (Regimen
Switching ARCH o RS ARCH]) donde los parametros del modelo ARCH cambian a
partir de una matriz de “estado” o “régimen” de Markov.

Modelos tipo GARCH implantados en R, Eviews y TSM
El paquete egarch de R proporciona funciones para la estimacion y simulacién de

modelos EGARCHI(p, g) con distribuciones normal o GED para los errores. El pa-
quete fGarch de R desarrollado por Rmetrics incorpora los modelos APARCH. Los
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modelos APARCH, introducidos por Ding et al. (1993) generalizan o incluyen los
modelos ARCH y GARCH vy otras extensiones como casos especiales: el modelo
TS-GARCH de Taylor (1986) y Schwert (1989), el GJR-GARCH de Glosten et al.
(1993), el T-ARCH de Rabemananjara y Zakoran (1993), el N-ARCH de Higgins y
Bera (1992) y el modelo Log-ARCH de Geweke (1986) y Pentula (1986). Otro paque-
te recomendado el el rugarch.

El modelo APARCH anade flexibilidad de forma que permite variar el exponente
con un coeficiente asimétrico que considera el efecto apalancamiento:

Tt = & = O0tZ

p q
P
od=w+ Z a; (Ire—il —vire-D° + Zﬂjﬂt—j
=1 =

En el siguiente cuadro se recogen las simplificaciones realizadas por cada modelo
sobre el modelo APARCH y la forma de estimacion en R empleando el paquete
fGarch.

Se supone que ‘t” recoge nuestra serie de rendimientos r, = ¢,. Sin embargo, dicho
paquete permite realizar la estimacion de un modelo ARMA-APARCH. Por ejemplo,
en el caso de que 't sea nuestra serie de rendimientos para la estimacion de un

modelo ARMA(1,1)-GARCH(1,1) realizariamos simplemente:

garchFit( ~arma(1,1)+garch(1,1), r)
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Modelo ‘ 5 (delta) ‘ v;i [leverage] ‘ b ‘ R
ARCHI(p) 2 0 0 |garchFit( ~garch(p,0), r)
o bien
garchFit( ~aparch(p,0), r,delta = 2,
include.delta = FALSE, leverage =
FALSE)
GARCHIp, q) 2 0 garchFit( ~garch(p,g), r)
o bien

garchFit( ~aparch(p,q), r,delta =2,
include.delta = FALSE, leverage = F
LSE)

TS-GARCH(p, g} 1 0 garchFit( ~aparch(p,qg), r.delta =1,
include.delta = FALSE, leverage =
FALSE)

GJR-GARCH(p, q) 2 garchFit( ~aparchl(p,q), r,delta = 2,
include.delta = FALSE)

T-ARCHilp, q) 1 garchFit( ~aparch(p,q), r,delta=1,
include.delta = FALSE)

N-ARCH(p) 0 0 |garchFit( ~aparch(p,0), r, leverage =
FALSE])

Estas funciones permiten incorporar modelos ARMA en la media, pero no asi regre-
sores exodgenos. Ademas permite multiples funciones de distribucion para las per-
turbaciones (normal, t de Student, GED, etc.). Otro paquete Util para la estimacion
de este tipo de modelos es el rugarch.

El software Eviews permite actualmente la estimacion de modelos GARCH, TARCH,
PARCH y EGARCH con distribuciones para las perturbaciones normal, t de Student
y GED. El software TSM permite la estimacion de modelos GARCH, APARCH vy
EGARCH con distribuciones para las perturbaciones normal, t de Student (simétrica
y asimétrica) y GED.

A continuacidn analizaremos una serie temporal con distintos programas estadisti-
cos, para analizar las principales funcionalidades de los mismos.

97



Ejemplo del andlisis de series temporales en R

A continuacion se analiza la serie histérica diaria de los precios de cierre del IBEX35
desde 01/01/2001 a 30/06/2008 empleando el software estadistico R con fuente http://
es.finance.yahoo.com/. Esta base de datos ha sido empleada porque el paquete tseries
permite la descarga de datos a partir de la funcién get.hist.quote(). Es decir cargaremos

el pagquete en la consola de Ry llamaremos a dicha funcién:

library(tseries)
x <- get.hist.quote(instrument = “NBEX”, quote = c(“AdjClose”),compression="d”, start =
“2001-01-01", “2008-06-30")

Si quisiésemos emplear datos mensuales pondriamos compression="m". En caso de que-
rer cargar unos datos que tenemos en un fichero de texto, Excel, Access o similar, la tarea
se realiza facilmente con el R Commander mediante Datos- Importar Datos seleccionando
el tipo de archivo y su localizacion. A continuacidn realizamos un grafico de evolucion tem-

poral del indice:

plot(x,xlab=" " ylab=" ")

8000 10000 12000 14000 16000
1 1 L L L

6000
1

T T T T
2002 2004 2006 2008

Como la serie inicial no es estacionaria se procede a aplicar la primera diferencia del
logaritmo para conseguir los rendimientos logaritmicos 7, o aplicar la funcién returns(]

del paquete fSeries.
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r= diff{log(x))
plot(rxlab="",ylab=""t="1")

0.05
1

0.00
1

T T T T
2002 2004 2006 2008

Analizando la evolucion temporal del IBEX35 a lo largo de este periodo se observa que los
rendimientos son estacionarios en media, pero presentan clusters o agrupamientos de
volatilidad. Es decir, han existido periodos en los que la dispersion de los rendimientos o
volatilidad es mayor y otros en los que la dispersion es menor. Por esta razon, es impor-
tante determinar cual es el modelo que mejor se ajusta al comportamiento de la varian-
za a lo largo del tiempo. Las mismas conclusiones se obtienen del gréfico de los rendi-

mientos logaritmicos al cuadrado:

plot(r™2,t="1" xlab=""ylab="")

0.002 0.003 0.004 0.005 0.006

0.000 0.001

2002 2004 2006 2008
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Es util observar los principales estadisticos descriptivos de la serie para ello el paquete

fBasics contiene la basicStats|().

library(fBasics)
basicStats(r)
‘ AdjClose

nobs 1888.000000
NAs 0.000000
Minimum -0.078393
Maximum 0.067222
1, Quartile -0.006298
3, Quartile 0.006813
Mean 0.000150
Median 0.000749
Sum 0.282653
SE Mean 0.000299
LCL Mean -0.000437
UCL Mean 0.000736
Variance 0.000169
Stdev 0.013000
Skewness -0.101800
Kurtosis 3.060783

Como se observa el valor medio de la rentabilidad es de 0,01% diaria con una desvia-
cién tipica del 1,30%. Los rendimientos muestran una asimetria negativa (-0,102) y un
exceso de curtosis (3,061 frente al valor de 0 que asignaria esta funcién a la distribucion
normal). Podemos analizar la normalidad de los rendimientos mediante el test de

Jarque Bera.

JjarqueberaTest(r)
Test Results:
STATISTIC:
X-squared: 743.3441
P VALUE:
Asymptotic p Value: < 2.2e-16
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Debemos recordar que la regla de decision de dicho test es rechazar la hipétesis nula /, de
distribucion normal si |Q] > x3(«) o de forma anéloga si el p-valor es menor que a. Para un

nivel o de 0,05 o nivel de confianza del 95% se rechaza la hipétesis nula H, de normalidad.

El paquete fBasics proporciona un amplio conjunto de test para verificar la normalidad o
no de la serie. Dichas funciones y una breve explicacién de las mismas se proporciona en
la siguiente tabla:

ksnormTest Test de Kolmogorov-Smirnov
shapiroTest Test de Shapiro-Wilk
dagoTest Test de D’Agostino

adTest Test de Anderson-Darling
cvmTest Test de Cramer-von Mises
lillieTest Test de Lilliefors

pchiTest Test Chi cuadrado

sfTest Test de Shapiro-Francia

Una prueba visual para confirmar que los rendimientos no son normales podriamos ha-
cer el histograma de los rendimientos y el grafico de densidad.

r=ts(r)
hist(r,freq=FALSE,main="")
plot(density(r),main="")

Density
Density

r T 1 T T T
-0.05 0.00 0.05 -0.05 0.00 0.05

r N=1888 Bandwidth=0.001948
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La ACF y la PACF de los rendimientos muestra cierta estructura existiendo varios coefi-

cientes estadisticamente distintos de cero:

acf(rmain=""xlab=""k")

pacf(rmain="",ylab="PACF " xlab="k")

1.0

0.05
I

08

ACF
04
1
PACF

02

-0.05
L

0.0

La ACF y la PACF de los rendimientos al cuadrado muestran una fuerte estructura de

dependencia (muchos coeficientes distintos de cero)

acf(r"2,main="",xlab="k”)
pacf(r"2,main="",ylab="PACF " xlab="k”)

0.20
L

08
L
0.10 0.15
L L

ACF
PACF

0.05
1

el LT |||||,\ul

0.00

0.0

-0.05
I
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De este analisis grafico deducimos que:

e Losrendimientos logaritmicos son una serie estacionaria en media sin embargo, se
producen agrupamientos o concentraciones de volatilidad, es decir, momentos del

tiempo con alta volatilidad y otros donde la volatilidad es menor.

e EnlaACFyPACF de las rentabilidades se observa cierta estructura entre las obser-
vaciones de las rentabilidades del Ibex 35 en los diferentes desfases o retardos tem-

porales.

e  Observando las ACF y PACF de los cuadrados de las rentabilidades se aprecian va-

lores significativos, lo que implica dependencia en la varianza.

Los modelos de heterocedasticidad condicional GARCH suponen que, aunque la varianza
incondicional es constante, la varianza condicionada a los valores pasados de la serie no
es constante ya que depende de los valores previos. Dichos modelos son buenos candi-

datos para modelizar la anterior serie.

Podemos realizar el test ARCH-LM para detectar la posible presencia de procesos ARCH.

Para ello podemos emplear la funcién ArchTest () del paquete FinTS.

library(FinTS)
ArchTest (1)
ARCH LM-test; Null hypothesis: no ARCH effects
data: r

Chi-squared = 53.7158, df = 1, p-value = 2.317e-13

El test ARCH-LM para un retardo detecta la presencia de un proceso ARCH(1) ya que el
p-valor asociado al estadistico el menor que a. En caso de testar retardos mayores el test
también rechaza la hipdtesis nula, por lo que parece apropiado el ajuste de la serie un
modelo GARCH. En el cuadro inferior se muestran las formulas que emplea el paquete
fGarch para los modelos ARCH y GARCH.
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ARCH garchFit( ~garch(p,0), r)

garchFit( ~aparch(p,0), r,delta = 2, include.delta = FALSE, leverage = FALSE)
GARCH garchF?t[ ~garch(p,q), r) ‘

garchFit( ~aparch(p,q), r.delta = 2, include.delta = FALSE, leverage = FALSE)

Ademas se le pueden anadir efectos ARMA. A modo de ejemplo, ajustaremos un modelo

ARMA(1,1)-GARCH(1,1) a la serie de rendimientos del Ibex y realizaremos un diagndstico

del mismo empleando la funcién summary().

t value
1.648
9.296
-9.899
3.463
6.230
52.031

library(fGarch)
ecl=garchFit( ~arma(l,1)+garch(1,1), r)
summary(ecl)
Error Analysis:
Estimate Std. Error
Mu 1,20E-01 7,30E-02
arl 833E+02 8,96E+01
mal -8,49E+02 8,58E+01
Omega 2,12E-03 6,11E-04
alphal 9,81E+01 1,58E+01
betal 8,90E+02 1,71E+01
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Signif. codes: 0 “***70.001 “**’0.01 *’0.05
Log Likelihood:

Jarque-Bera Test
Shapiro-Wilk Test
Ljung-Box Test
Ljung-Box Test
Ljung-Box Test
Ljung-Box Test
Ljung-Box Test
Ljung-Box Test
LM ARCH Test

5840.644 normalized: 3.093561

Standardised Residuals Tests:

R Chir2
R w
R 0(10)
R Q5
R 0@V

R Q(10)

R Q(15)

RY?  0Q20)
R TR"2

Static
2.675.226
0.9849462
1.252.434
2.038.642
2.301.979
2.330.774
3.021.466
3.611.158
2.635.097

Pr(>)
0.099414
< 2e-16 ***
< 2e-16 ***
0.000534 ***
4.67¢-10 ***
< 2e-16 ***

0.1

p-Value
0
3,41E-07
0.2514948
0.1576049
0.2878241
0.009665931
0.01117055
0.01492306
0.009570725




Information Criterion Statistics:

AIC BIC SIC HQIC
-6.180767 -6.163151 -6.180787 -6.174280

La funcién summarylgarchFit) nos proporciona diversa informacion:

e Lasignificatividad de los pardmetros de la ecuacion a partir del estadistico ty el p-
valor asociado al mismo. Se aprecia como el término constante en la ecuacion de la

media (denominado por el programa Mu) no es significativo al 95% de confianza.

e  Elvalor de la funcién de log verosimilitud y su valor normalizado que se obtiene

dividiendo el anterior por el nimero de observaciones (en nuestro ejemplo 1.888).

e  Eltest de Jarque-Beray Shapiro-Wilk para verificar la normalidad de los residuos.
Ambos test rechazan la hipotesis nula de normalidad de los residuos por lo que el
modelo esta infra especificado. Las posibles soluciones serian probar con otras es-
pecificaciones del modelo o suponer que el ruido blanco del proceso no es normaly

ajustarlo por ejemplo a una distribucion GED.

e  Eltest Ljung-Box para verificar si los residuos y sus cuadrados tienen autocorrela-
ciones significativas o no. Se acepta la hipdtesis nula del test para los retardos 10,
15y 20 de que no existe autocorrelacion para érdenes no superiores a m en el caso
de los residuos, pero se rechaza para los residuos al cuadrado. Esto indicaria que no

se estan recogiendo bien los efectos en la varianza condicional.

e  Eltest ARCH-LM, que sirve para comprobar si los residuos tienen heterocedastici-

dad condicional o no, detecta la presencia de procesos ARCH en los residuos.
e  Los principales criterios de informaciéon basados en la funcion de verosimilitud.
Ademas se puede producir salidas graficas con la funcién plot(garchFit] que en funcién
del nimero que introduzcamos nos permite hacer diversos graficos: la ACF de los resi-

duos estandarizados y su cuadrado, o el grafico QQ de los residuos, entre otros.

plot(ecl)
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Ejemplo del analisis de series temporales en Eviews 6.0

Se analiza nuevamente la misma serie histérica diaria de los precios de cierre del IBEX35
desde 01/01/2001 a 30/06/2008. Para ello debemos crear un nuevo archivo (File-New-
Workfile] y seleccionaremos dentro del tipo de estructura del archivo (Undated) e intro-
duciremos las 1.888 observaciones que tiene la serie. De forma alternativa podriamos
especificar que es una serie temporal diaria con 5 observaciones semanales, pero poste-
riormente tendriamos que haber tratado los festivos.

Workfile structure type Data range

Unstructured /Undated v Observations: 1888]

Irregular Dated and Panel

workfiles may be made from

Unstructured workfiles by later

spedfying date and/or other

identifier series. Names (optional)
WF:

Coc ) (o] ™=

Posteriormente importamos los datos desde el tipo de extension en la que tengamos
guardado los datos (File-Import] especificando la ubicacién del archivo. A la serie de

precios le ponemos el nombre ibex, por lo tanto en el archivo debemos tener las siguien-
tes series: c, ibex y resid.

"D werkie unTITLED =it
e roc Obec) i sve e ] (o] FecSior oste o Sanve

Range: 11888 — 1888 obs Display Filter: *
Sample: 11888 — 1888 obs

Blc

M ibex

K resid

< +\_Untitled { New Page /
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Para obtener los rendimientos logaritmicos debemos ir a Genr e introducir la siguiente

ecuacion:

ribex=d(log(ibex))

Generate Series by Equation g

Enter equation

ribex=d(log(ibex))

Sample

11888

Apareciendo ahora en la pantalla del archivo la nueva serie de rendimientos logaritmi-
cos. Para hacer un gréfico temporal se realiza doble clic sobre la serie ribex y se selec-
ciona (View-Graf] con las opciones deseadas. Para realizar un gréafico de evolucion tem-
poral debe seleccionarse Line & Symbol (opcién marcada por defecto), pero pudiera

realizarse otro tipo de graficos como por ejemplo un grafico QQ (Quantile- Quantile).

RIBEX
.08

-.06

-.08

T T T T T T
ZéO 500 750 1000 1250 1500 1750

Para obtener el gréfico de los rendimientos logaritmicos al cuadrado es util generar,
como ya se explicé anteriormente con Genr, la serie ribex2=ribex"2. El grafico se obten-

dria nuevamente mediante View-Graf.
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RIBEX2

.007

.006 -

.005 -

.004

.003

T T ! D 1 y v
250 500 750 1000 1250 1500 1750

Los estadisticos descriptivos de la serie y el histograma se obtendrian seleccionando
la serie ribex (View-Descriptive Stats & Test-Histogram and Stats]. Los resultados se

muestran a continuacion:

500
Series: RIBEX
- Sample 1 1888
400 | Observations 1887
Mean 0.000152
300 Median 0.000750
Maximum 0.067222
Minimum -0.078393
200 Std. Dev. 0.013003
Skewness -0.102308
Kurtosis 6.064593
100
Jarque-Bera  741.7166
H Probability 0.000000
0075  0.050 -0.025 0000 0.025  0.050

Ademas pueden realizarse otros test para verificar la normalidad o no de la serie. Para
ello acudimos a View-Descriptive Stats & Test- Empirical Distribution Testy selecciona-
mos la distribucion Normal dejando en blanco los pardametros de media y desviacion que
son calculados automaticamente por el programa. Los test empleados son el Test de

Lilliefors, Cramer-von Mises, Watson y Anderson-Darling.
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Test Spedification imation Options

Distribution

e
f@|p, o) = T

exv(—z—;z(r = u)z)

Parameters
Enter number or
expression for
parameter, or
leave blank to
estimate value

La ACF y la PACF se obtiene para los rendimientos seleccionando la serie ribex (View-

Correlogram) seleccionandose la opcidn en niveles y el nimero de retardos deseados.

Correlogram of
Level

() 1st difference E]

() 2nd difference

Lags to indude

36

A continuacion se muestra la salida del programa, en donde se aprecia el valor de la ACF

y PACF, el valor del estadistico Q y su p-valor para cada uno de los retardos.
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[ Series orkfile: UNTITLED:Untitled F=3EcR ("3

Correlogram of RIBEX

Autocorrelation Partial Correlation AC  PAC Q-Stat Prob

-0.051 -0.051 5.0064 0.025
-0.002 -0.004 5.0118 0.082 o

-0.042 -0.042 82811 0.041

0.039 0035 11227 0.024

-0.019 -0.016 11.925 0.036

-0.013 -0.016 12.230 0.057

[ -0.005 -0.003 12272 0.092

[ 0.070 0.067 21546 0.006

[ -0.012 -0.005 21797 0.010

i L 10 -0.081 -0.081 34.134 0.000

[ 11 0.046 0043 38.087 0.000

d d 12 -0.018 -0.020 38.707 0.000

[ [ 13 0.043 0039 42291 0.000

! ! 14 -0.022 -0.008 43.254 0.000

[ [ 15 0.058 0.051 49.728 0.000

[0 n" 16 -0.003 0.001 49749 0.000

g d 17 -0.033 -0.037 51.874 0.000
d d 18 -0.058 -0.045 58.332 0.000 ~

COND O A WN

La ACF y la PACF de los rendimientos al cuadrado se obtiene seleccionando la serie

ribex2 (View-Correlogram].

(O series: RIBEX2 Workdile: UN =)
View|[Proc][Object][Properties) [Print|[Name [Freeze (sample [Genr [sheet](Graph|[stats ider
Correlogram of RIBEX2

Autocorrelation  Partial Correlation AC PAC QStat Prob

1 0.169 0.169 53745 0.000
2 0253 0231 17465 0.000
3 0253 0.197 296.02 0.000 i
4 0200 0106 371.88 0.000
5 0.142 0.020 41032 0.000
6 0256 0.154 53449 0.000
7 0184 0078 59895 0.000
8 0257 0144 72463 0.000
9 0.187 0.043 791.00 0.000
10 0.190 0.033 859.31 0.000
11 0215 0.078 946.93 0.000
12 0.124 -0.036 976.26 0.000
13 0.187 0.052 10425 0.000
14 0194 0050 11144 0.000
15 0.137 -0.004 1150.4 0.000
16 0215 0.078 12387 0.000
17 0.142 -0.019 12773 0.000

|
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
L 18 0.131 -0.009 1309.8 0.000 ~

Para la estimacion de cualquier modelo en Eviews debe seleccionarse Quick-Estimate
Equation. Nuevamente ajustaremos un modelo ARMA(1,1]-GARCH(1,1) a la serie de ren-
dimientos del Ibex. Para ello debemos seleccionar en método de estimacion la opcion

ARCH e introducir en la ecuacion de la media:

ribex ¢ ar(1) ma(l)

Donde ribex hace referencia a la serie que queremos estimar, c al término de constante

en el modelo y ar(1) mal(1) a que el modelo deseado es un ARMA(1,1).
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e R
Spedification | Options

Equation specification
Dependent variable followed by list of regressors induding ARMA
and PDL terms, OR an explicit equation ike Y=c(1) +c(2)™X.

Estimation settings
Method:

LS - Least Squares (NLS and ARMA)
Sample: Ts\s - Two-Stage Least Squares (TSNLS and ARMA)
GMM - Generalized Method of Moments
Conditional Heteroskedasticity

BINARY - Binary Choice (Logit, Probit, Extreme Value)
ORDERED - Ordered Choice

CENSORED - Censored or Truncated Data (induding Tobit)
COUNT - Integer Count Data

QREG - Quantie Regression (indluding LAD)

STEPLS - Stepwise Least Squares

Posteriormente se seleccionara el modelo para la varianza y el tipo de distribucion para
los términos de error (el modelo GARCH(1,1) y la hipdtesis de normalidad se muestran

por defecto).

Spedification | Options

Mean equation

Dependent followed by regressors and ARMA terms OR explicit equation:

o] _ARCHM:

Variance and distribution specification

Variance
Model: | GARCH/TARCH A
Order: o
ARCH: 1 Threshold order: 0 -

GARCH: 1 | Error distribution:
Restrictons: [None v [Nommal (Gaussian) -]

Estimation settings
Method: [ARCH - i i i )

Sample: 11888 =

Los resultados obtenidos se muestran a continuacién, siendo similares a la funcion
fGarch de R. La diferencia en la notacion es que R llama alphal a lo que Eviews llama

parametro asociado a GARCH(-1) y beta1 al parametro asociado a RESID(-1]"2.
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Variable Coefficient Std. Error z-Statistic
C 0.000722 0.000218 3.310646 0.000¢9
AR(1) 0.673021 0.283422 2.374623 0.0176
MA(1) -0.695331 0.274031 -2.537419 0.0112
Variance Equation

C 2.16E-06 4.60E-07 4.694330 0.0000
RESID(-1)"2 0.0993%4 0.010115 9.826085 0.0000
GARCH(-1) 0.888583 0.012225 72.68323 0.0000
R-squared 0.002756 Mean dependent var 0.000145
Adjusted R-squared 0.000104 S.D. dependent var 0.013003
S.E. of regression 0.013003 Akaike info criterion -6.181515
Sum squared resid 0.317849 Schwarz criterion -6.163883
Log likelihood 5835.169 Hannan-Quinn criter. -6.175022
F-statistic 1.039054 Durbin-Watson stat 2.058469
Prob(F-statistic) 0.392872

El diagndstico del modelo se realiza desde la propia ecuacion en la pestana View. En

donde realizar, entre otros:

Anélisis de los residuos en Actual, Fitted, Residual.

Gréficos de la varianza o volatilidad GARCH en cada periodo en GARCH Graf.

Test de los residuos en Residual Test (Correlograma de los residuos y de sus cua-

drados, histograma y normalidad de los mismos, test ARCH LM)]. En el gréfico infe-

rior se muestran estas cuatro opciones.

O Equation: UNTITLED Workfile: UNTITLED: Untitled\

e [eroc]

Variance

Correlogram Squared Residuals
Histogram - Normality Test
ARCHLM Test...

e=njEcE o]

c
RESID(-1y2
GARCH(-1)

216E-06  460E-07 4694330  0.0000
0099394 0010115 9826085  0.0000
0888583 0012225 7268323 00000

R-squared

0002756 Mean dependentvar

0000145

0000104 SD.
SE. of regression
Sum squared resid
Log likelihood
F-statistic

Prob(F-statistic) 0392872

rion
5835169 Hannan-Quinn criter
1.039054 Durbin-Watson stat

0013003
-6.181515
-6.163883
-6.175022

2058469
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Ejemplo del andlisis de series temporales en Time Series Modelling 4.32%

A continuacion se analiza la serie historica diaria de los precios de cierre del Ibex 35
desde 01/01/2001 a 30/06/2008 empleando el software Time Series Modelling 4.32. Para
cargar los datos debemos ir a la pestafia File- Data- Openy seleccionar la ubicacion del
archivo. Para mostrar el grafico de evolucion temporal debemos ir a la pestana Grafics-

Show Data Grafic, seleccionar la serie ibexy la opcién Series Plot.

[ Z8# Show Data Graphic

sample: 1-1889

Series Plot

[C] correlogram (944pt.)

[] Partial Correlogram

(] spectrum

[] Histogram/Density

[C] Normal Qa Plot

[] Scatter Plot (2 series)

[] Biv. Density (2 Series)
[] Detrend [] Difference

[ Multi-Series Plot

@ Line 1
Line 3
Line 5
Line 7

[] Scale on
[] centre

Line 2
Line 4
Line 6
Line 8

Right Axis

[ staize

16000
14000
12000

‘OOOUNHW

8000

W #‘u‘w X
f

6000

M »JN“( o

ibex

A
’/“mu T

A
'

4000 o
01/01/01  01/01/02  01/01/03 01/01/04 01/01/05 01/01/06 01/01/07 01/01/08

Para obtener los rendimientos logaritmicos r, debemos ir a Setup- Data Transformation

and Editing. Una vez seleccionada la serie ibex debe transformarse mediante Transform

y seleccionar Log-Difference, seleccionandole por defecto a la misma el nombre D1Log_

¢ Time Series Modelling (TSM] es un programa creado por James Davidson que funciona bajo un
entorno Ox. Véase http://www.timeseriesmodelling.com/
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ibex. Para hacer un gréfico temporal se realiza doble clic sobre la serie de rendimientos
acudimos nuevamente a Grafics-Show Data Grafic, seleccionar la serie D1Log_ibexy la

opcidn Series Plot.

D1log_ibex

-0.08
01/01/01  01/01/02  01/01/03 01/01/04 01/01/05 01/01/06  01/01/07  01/01/08

Para obtener el grafico de los rendimientos logaritmicos al cuadrado debemos ir a
Setup- Data Transformation and Editing. Una vez seleccionada la serie D1Log_ibex debe
transformarse mediante Transformy seleccionar Powerintroduciendo el valor 2. La nue-
va serie se denomina por defecto D1Log_ibex"2, el gréfico se obtendria nuevamente me-

diante View-Graf.

DiLog_ibex"2

0.003 ©

0.002 |

0.001

A bud LI

TR AVl \ btk ]
01/01/02 010103 01/01/04 01/01/05 O1/01/06 01/01/07 01/01/08

ik

o I
01/01/01

El histograma y la estimacion kernel se obtendrian seleccionando la opcién Histogram/

Density en View-Graf.
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D1log_ibex

Kemel Density
50
40 0
1
I
|
= lfttin
[
\
10 /' \
. R S
-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

Los estadisticos descriptivos de la serie de rendimientos se proporcionan en la pestana

Setup - Compute Summary Statics. Se le puede pedir que calcule la ACF tanto de la serie

original como de sus cuadrados (se selecciona la opcidn Correlogram con el nimero de

retardos seleccionados) o marcar la opcién de Partial Correlogram que calcula la PACF.

FSw Compute Summary Statistics

===

Sample: 1-1889
Data Correlations

[[] Detrend Series
[] Difference Series

Correlograms
Order:
12 <ln »

[[] Report Quantiles

Report I(0) Tests

] Reporti(1) Tests
Set Kernel/Bandwidth

in Options / Tests and
Diagnostics

D1Log_ibex

ibexnr2
D1Log_ibexr2

**% Summary Statistics for D1Log ibex ***
Using 1889 observations (1-1889(dates 2001-01-02 to 2008-06-30)

Minimum

-0.0783927 at obs. 1778

Maximum = 0.0672222 at obs. 1781
Mean = 0.000149631

Median = 0.000747907

Standard Deviation = 0.0129967
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Skewness = -0.10189
Kurtosis = 6.07042
Jarque-Bera statistic = 745.289

Partial Autocorrelations:

Order Series Squared Series
0 1 1
1 -0.051482 0.16869
2 -0.0040053 0.22947
3 -0.042184 0.19755
4 0.035446 0.10651
5 -0.015762 0.021059
6 -0.015769 0.15428
7 -0.0031522 0.078059
8 0.067225 0.14422
9 -0.0046538 0.043649
10 -0.081081 0.033349
11 0.043424 0.077319
12 -0.020435 -0.036114

En el caso de haber solicitado el calculo de la ACF, se calcula tanto para la serie como

para su cuadrado mostrandose por defecto el test de Box-Pierce.

Para la estimacion de cualquier modelo de series temporales en TSM debe seleccionarse
Model-Dynamic Equation. Nuevamente ajustaremos un modelo ARMA(1,1)-GARCH(1,1) a
la serie de rendimientos del Ibex. Para ello debemos seleccionar la serie de rendimientos
D1Log_ibex, el orden del proceso AR y MA, la distribucién deseada para el término de
error (Gaussian)y la constante en la media (Type 1 Intercept]. Posteriormente se selecciona

Conditional Variance Model.
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——— =%=)

T Dynamic Equation .
[ SelectEstimator 7] System of Equations [CE—
© Least Squares = D1Log ibex
e © Select Dependent Variable ey
DiLog_ibex'2

admum Likelinood —| AROrder 1 < [m] »
Gaussian MAOrder 1 « [m]

|| © sudenrs: Pl

O Skewen Suaercs [ unitRoot ] Nonlinear MA

General EorDistn. | oy
O Whittle (Spectral) || — =R [ Trend

[ Type 2 Intercept
© Probit/ Ordered Probit
SelectRegressors
) Logit/ Ordered Logit

Poisson (CountData) || | © P81 ©Tye2 ©Type3
© NegBin | (Count Data) Lags o «f
© NegBin ll Count Data)

Bilinear Order o « [ii] »

() [@ Conditional Variance Model [ 00conciuments

| B 5 Diagnostic Tests.
| Regime Switching
& I S sample... Options..
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Al seleccionar Conditional Variance Model se abre una nueva ventana donde se debe es-

pecificar el modelo seleccionado. En nuestro ejemplo GAR Order=1y GMA Order =1 para
estimar el modelo GARCH(1,1).

S Conditional Variance - (=]
— fibe>x N
GAR Order 1 < [i1 » I
GMAOrder 1 <« [m] » ibex~2
DiLog_ibex~2
© GARCH [C] FIGARCH
©) APARCH [C] HYGARCH

© EGARCH  [[] Asymmetry
[[] DCC Multivariate GARCH
BEKK Multivariate GARCH

Select Regressors

@ Type 1 © Type2 © Type3

Lags 0 <[ » [aAbs.
[l Sa

] GARCH-M —ngresscrwng_‘

variance @ 1 2 3
Std. Dev. 1 > 3

1 Actwe

Para que el programa comience a calcular el modelo debe volverse a la ventana de
Dynamic Equationy seleccionar Go. Se proporciona informacién sobre la significatividad
de los parametros, valor de la funcién de log-verosimilitud obtenido, los principales cri-
terios de informaciény un anélisis sobre los residuos (normalidad y estadistico Q para los

residuos y su cuadrado).

Para obtener unos parametros en una especificacion similar a la empleada en este ma-
nual, y semejante a Ry Eviews es necesario en la pestana Options seleccionar ML and

Dinamics. Alli se debe desmarcar las opciones:
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MAformis1-A4 1L-.-A qlL"q.
GARCH Coefficients in “ARMA in Squares” form.

Z51: ML and Dynamics Options T——— |
[=====Graphics ===== | [ === optimization === |
ML o
Root of ML Variance/GARCH Intercept (integer) EX
Root of Student's t degrees of freedom (integer) [z ]

[] Estimate Logarithm of Student t Skewness (ksi}

| Additional Cases in Ordered Probit/Logit (integer) [0 |
Dy Model a
Maximum ARMA/GARCH Order [10 |

[CIMAFormis (1~ A T L+ "+ A gl~g)(eise -7
[[] Restrict Pre-Sample Lags
fag Truncatont o | type | Fractional [0 |

[] Difference Specn for System Fl & ECM Parameters

GARCH ing
[] GARCH Coeflicients in "ARMA-in-Squares’ form
Specify Type 1° GARCH Intercept

# Gauss-Seidel Iterations to Compute GARCH_M
GARCH_M Trimming Factor

[s

[10 |

[] Compute EGARCH Likelihood by G-S Iteration
# Gauss-Seidel Its. to Compute EGARCH Lkihd.

[so |

Se observa que los parametros mostrados difieren levemente de los obtenidos por los

otros programas. En lo referente a la notacion TSM llama GARCH Betal a lo que en R se
llama alphaly en Eviews pardmetro asociado a GARCH(-1), GARCH Alphat a lo que en R

se denomina betaly en Eviews parametro asociado a RESID(-1)"2. Ademas, en vez de

calcular el valor de la constante del proceso de la varianza condicional proporciona su
raiz cuadrada (GARCH Intercept”(1/2)).

Intercept

ARI

MAI

GARCH Intercept’(1/2)
GARCH Alphal
GARCH Betal

Log Likelihood = 5821.19

Schwarz Criterion = 5798.56
Hannan-Quinn Criterion = 5809.07
Akaike Criterion = 5815.19

Sum of Squares = 0.3191
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Estimate
0.00078
0.29332
-0.31837
0.00519
0.11907

0.85911

Std. Err.
0.00022
0.42975
0.42323
0.0006
0.03239
0.03484

t Ratio
3.567
0.683
-0.752

p-Value

0.495
0.452



R-Squared = 0.0027

R-Bar-Squared = 0.0001

Residual SD = 0.013

Residual Skewness = -0.49

Residual Kurtosis = 5.1088

Jarque-Bera Test = 425.392 {0}

Ljung-Box (residuals): Q(10) = 14.2268 {0.163}
Ljung-Box (squared residuals): Q(12) = 16.7128 {0.161}

El diagndstico del modelo se realiza desde Grafics. En donde ahora aparecen activos
los gréficos para el anélisis de los residuos (correlogramas, histograma, grafico QQ,

etc.).
1.3.3. Modelos de cambio de régimen

Los modelos autorregresivos por umbrales (TAR] y sus variantes, que vimos ante-
riormente, eran un tipo de modelos no lineales que permitian aproximar la estruc-
tura no lineal que relaciona los valores presentes y pasados mediante funciones Lli-
neales por tramos. Otro método para conseguir la transicidon entre regimenes es, en
vez de emplear umbrales, mediante un enfoque probabilistico®*. El comportamiento
dindmico de una serie temporal depende del régimen existente en cada momento
de tiempo, lo que se conoce como “state-dependent dynamic behavior”, de forma
que ciertas caracteristicas de la serie (media, varianza, autocorrelacidn, etc.) son
diferentes en distintos regimenes. De esta forma la transicion entre los distintos
regimenes o estados de la economia pueden venir dados por una matriz de transi-
cion donde se establecen las probabilidades de continuar en el mismo estado o de
cambiar a otros estados.

Hamilton (1989) introduce los modelos autorregresivos de cambios de régimen de
Markov (Markov Switching AutoRegressive o MSA). LeBaron (1992) muestra que
las autocorrelaciones de los rendimientos de las acciones estan relacionadas a
la volatilidad de los rendimientos. El autor encuentra que las autocorrelaciones

¢ Por lo tanto, los modelos TAR, SETAR, STAR y modelos de cambio de régimen de Markov se eng-
loban, entre otros, en lo que se conoce como modelos de cambio de régimen (Regime Switching
Model o RSM].
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tienden a ser mayores durante periodos de baja volatilidad y menores durante
periodos de alta volatilidad. Los periodos de alta y baja volatilidad pueden ser
vistos como distintos regimenes. Hamilton y Susmel (1994)¢® analizan multiples
modelos de cambio de régimen en los que varian el nimero de regimenes y la
forma funcional del modelo en cada régimen. Harris (1997]% aplica los modelos
MSA mediante modelos de vectores autorregresivos o VAR con cambio de régimen,
lo que se conoce como modelo RS-VAR (Regime Switching Vector Autoregression).
De esta forma se establecen R regimenes discretos caracterizados por un sistema
distinto de parametros y estan sujetos a cambios discretos probabilisticos en los
parametros mediante un proceso de Markov que dicta las probabilidades de tran-
sicion entre los regimenes®”. Dentro de cada régimen el proceso del vector se
asume estable, y es por lo tanto linealmente estacionario. El efecto de los cambios
discretos de régimen es hacer el proceso total no linealmente estacionario.
Whitten y Thomas (1999) introducen la dependencia entre regimenes en el mode-
lo de Wilkie (1995).

La principal ventaja de los modelos de cambio de régimen es que describen el efec-
to en los datos de periodos con diferentes parametros. Ademas, de forma general,
mas que modelizar las colas gordas en los datos también modelizan la probabilidad
de que un evento de la cola pueda venir seguido por otro. Por lo tanto en un modelo
de cambio de régimen, en principio, es mas probable encontrarse con eventos ex-
tremos. Ademas proporcionan una manera sencilla de incorporar la volatilidad es-
tocastica al asumir que la volatilidad toma distintos valores, uno por cada uno de los
regimenes empleados.

¢ |os autores emplean esta técnica para modelar series temporales desde 1962 a 1987 de frecuen-
cia semanal. Asumiendo modelos tipo ARCH dentro de cada régimen encuentran evidencia de la
aplicacion de tres regimenes.

¢ Harris (1997) desarrolla un modelo de cambio de régimen multivariante autorregresivo (RSVAR)
para un uso actuarial ajustado a los datos cuatrimestrales financieros de Australia. El autor en-
cuentra dos regimenes bien diferenciados. El primero esta caracterizado por una inflacién y unos
tipos de interés estables, y un crecimiento estable en el precio de las acciones. El segundo régimen
estd caracterizado por una inflacion y tipos de interés volatiles, y un mercado de renta variable vo-
latil generalmente con rentabilidad negativa. El régimen de alta volatilidad es inestable y tiene una
duracion esperada de sdlo 6 meses. Este régimen de alta volatilidad es capaz de capturar los even-
tos extremos en los mercados que bajo otras técnicas podrian ser catalogados de outliers.

¢7 El estado inicial se puede representar como conocido en uno de los regimenes o mediante una
funcion de probabilidad.
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Un modelo sencillo pero a la vez capaz de capturar las principales caracteristicas
empiricas de las series de rendimientos es el modelo RSLN (Regime-Switching
Lognormal model), modelo de cambio de régimen de Markov lognormal en precios,
conocido en el ambito asegurador como modelo de Hardy. Hardy (1999, 2001, 2003)
propuso para modelizar el rendimiento de la renta variable para las compaiias ase-
guradoras un modelo de cambio de régimen con dos regimenes lognormales inde-
pendientes?®®. El modelo se caracteriza por una cadena de Markovp = {p,,t=1,2...}
que representa la evolucion del estado de la economia, que puede estar en ¢ posi-
bles estados denominados regimenes®’. En cada uno de los regimenes los rendi-
mientos siguen un modelo normal independiente donde los parametros son distin-
tos para cada régimen p,, es decir:

Ty = Up, +0p, 2y (e =12,..)

Donde Z,~ N (0,1) parat=1, 2, ... y p, representa cada uno de los estados, Hardy
(2001) considera adecuado en base a las series utilizadas del TSE 300 y del S&P 500
emplear 2 regimenes. Los regimenes se denominan de acuerdo a su varianza como
régimen 1 o de baja volatilidad y régimen 2 o de alta volatilidad. Los resultados al-
canzados por Hardy (2001) muestran que la deriva o rendimiento medio esperado en
el régimen 1 es positivo mientras que en el régimen de alta volatilidad es negativo.
En el gréfico inferior se representa la combinacion de las dos distribuciones ajusta-
das a la serie del indice Ibex 35 con frecuencia mensual desde el 2 de enero de 1992
al 31 de diciembre de 2008. Como podemos comprobar el mercado puede estar en
un régimen con un rendimiento esperado positivo y de baja volatilidad, o bien, en un
estado de mayor inestabilidad, con una media negativa y una volatilidad mayor.

¢8 Este modelo esta en la actualidad ampliamente difundido en Estados Unidos y Canadéa para de-
terminar el capital necesario por las companias de seguros, principalmente de vida. Esto es debido
a que el modelo semeja adecuado para horizontes temporales lejanos. Sin embargo, el modelo no
tiene reversion a la media por lo que a largo plazo puede conducir a cargas mas elevadas de capital
que modelos con esta hipotesis.

¢ De esta forma, si p, = 2 entonces la economia permanece en el régimen 2 durante elintervalo [#, ¢+ 1].
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La cadena de Markov se define en términos de la matriz de transicion P, la cual

(ar )

viene dada por:

Donde cada elemento de la matriz de transicién P, denominados probabilidades de
transicion o p,,, viene dado formalmente por p,, =p, [p, = bl p., =al parat=1,2, .. N.

La distribucién estacionaria de la cadena de Markov’® se obtiene resolviendo la si-
guiente ecuacion donde z es la distribucién invariante:

P11 P12
(M1 72) (Pz 1 P2 2) =0 ™)

Donde z, es la probabilidad estacionaria de estar en el regimen a. La solucién a zP
=TWeST P+ TPy =T YT P12+ Taps =, Porlo que dado quep; , + p;, =1 se

obtienen las siguientes soluciones: r, = pl,fi;z,l ym,=1—m = m":::m.

En el grafico siguiente podemos ver un esquema de la evolucion de un régimen a
otroy las probabilidades condicionadas al régimen del periodo anterior, estimadas
a partir de la serie del IBEX-35 mencionada anteriormente. Como se puede com-
probar, si el régimen en el que se encuentra la economia es el de baja volatilidad
(régimen 1), la probabilidad de que se mantenga dentro de ese nivel en el periodo
siguiente es del 96,31% y sdlo hay una probabilidad de un 3,6846% de cambiar al
régimen de alta volatilidad.

70 Esta distribucién es empleada para estimar los pardmetros cuando no se conoce las probabilida-
des del régimen actual.
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Probabilidades
estacionarias

Probabilidad condicionada

Py =09631

Régimen 1

P =09631

Régimen 1 ”1 = 0’4403
1> = 3,6846% Régimen 2
Régimen 1 B
ay = 0,04683 % -
Pra =3,6846% ALHEDE 7, =0,5596

Régimen 2

Pay = 09531
Régimen 2

Por tanto, en el ejemplo anterior, la probabilidad estacionaria de estar en el régi-
men de alta volatilidad, 55,96%, supera a la de estar en el régime de baja volatilidad.
Eso significa que si simulamos una secuencia de rendimientos para un nimero
suficientemente amplio de periodos encontrariamos que en un 44,03% de los casos
el régimen seria el 1y enun 55,96% el 2.

La distribucion incondicional de los rendimientos a un periodo pasa de ser una nor-
mal”' a convertirse en una mixtura de normales con proporciones ; y 7,, por lo que
tiene una funcion de densidad dada por:

(_(x—lh)z) 1 (_(X—llz)z)
e\ 20f ) 4mg,———e\ 203

fYt(x) =T O'lm o'zm

71 Recuérdese que la funcion de densidad de una distribucién normal viene dada por f(x):%ﬁe(—(x;z))

donde u y o2 son la media y la varianza de dicha distribucién.
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Ejemplo. Simular un modelo de cambio de régimen lognormal para 12 periodos para un
indice donde la rentabilidad en cada estado viene dada por:

Régimen inferioro 1: u; =0,01y o, =0,02.

Régimen intermedio o 2: u, =-0,01y 0, =0,04.

Y las probabilidades de transicion de un régimen a otro vienen dadas por p;; = 0,95y

P2..=0,9, por lo que se obtiene la siguiente matriz de transicion’?.

Régimen 1 Régimen 2
Régimen 1 95% 5%
Régimen 2 10% 90%

Supongamos que el régimen inicial (¢ = 0) es el régimen 1. Se debe simular una uniforme
para determinar el régimen en el que en cada periodo nos encontramos, de forma que si
la probabilidad acumulada de un régimen es menor que dicho valor de la uniforme en-
tonces se salta a ese estado. Posteriormente, se simula otra uniforme la cual se emplea
como la probabilidad de la inversa de la distribucién normal con los parametros corres-

pondientes a ese régimen.

A modo de ejemplo, partiendo de que en t=0 estamos en el régimen 1, la probabilidad de
que en t=1 se permanezca en el régimen 1 es de p; ; = 0,95. Si el valor de la uniforme es
mayor a 0,95 habremos saltado al régimen 2, en caso contrario permaneceremos en el
régimen 1. Dado que para t=1 el valor simulado de la uniforme es de 0,325 el régimen
aplicable es el 1, por lo que a partir de los parametros ¢; =0,01y o, = 0,02 calcularemos
el valor de la funcion normal inversa para una probabilidad dada por la simulacién de

otra uniforme (0,793).

72 Si denotamos por i a las filas de la matriz yj las columnas, cada celda de la matriz muestran la
probabilidad de estando en el régimen i pasar al régimen;.
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Probabilidades acumuladas

! ‘ ulo.1 ‘ de estar en el régimen ‘ Régimen

0 Régimen 1 Régimen 2 1

1 10,325 95,00% 100,00% 1 0,793 | 2,63%
2 | 0,490 95,00% 100,00% 1 0,496 | 0,98%
3 10,503 95,00% 100,00% 1 0,002 | -4,74%
4 10,627 95,00% 100,00% 1 0,981 5,14%
5 10,976 95,00% 100,00% 2 0,069 |-6,95%
6 |0,762 10,00% 100,00% 2 0,144 | -5,26%
7 10,400 10,00% 100,00% 2 0,381 |-2,21%
8 10,987 10,00% 100,00% 2 0,440 | -1,60%
9 10,225 10,00% 100,00% 2 0,329 | -2,77%
10 | 0,554 10,00% 100,00% 2 0,778 | 2,06%
11 10,593 10,00% 100,00% 2 0,248 | -3,72%
12 | 0,758 10,00% 100,00% 2 0,737 | 1,54%

El modelo RSLN3 supondria la existencia de 3 regimenes distintos en los cuales
dentro de cada uno la rentabilidad se comportaria como una normal. La media y
desviacion tipica entre los distintos regimenes puede ser distinta, por lo cual a prio-
ri se deben estimar 12 parametros: las tres medias u, u,, u;, la tres volatilidades o,
0,, 03y seis probabilidades de transicion entre regimenes, dado que las otras tres se
calculan a partir de las anteriores.

La distribucion estacionaria de la cadena de Markov se obtiene resolviendo la si-
guiente ecuacion donde x es la distribucidon invariante:

P11 P12 P13
(my mp m3) <P2,1 P22 P2,3>=(7T1 Ty T3)
P31 P32 P33
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Donde =, es la probabilidad estacionaria de estar en el regimen a. La solucién a la
ecuacion anterior 7 p = z proporciona las siguientes soluciones:

_ P21(1 —p33) + D23P31

st

a
_ P12(1 —p33) + P13P32
, =

a
_ P13(1 = Ppa2) + P12P23
T3 =

a
a=p1(1 = p33) + D23P31 + P12(1 = P33) + P13P32 + P13(1 — P22) + D12D23

De forma semejante al modelo RSLN2 la distribucion incondicional de los rendi-
mientos a un periodo se convierte en una mixtura de normales con proporciones z;,
7, y m; por lo que tiene una funcion de densidad dada por:

(_(x—ul)z) 1 <_(x—uz)2) 1 <_(x—u3)2)
e\ 20f )4, e\ 20i )4, e\ 293

oV2m o,V 21 o3V 21

fy[(x) =T

Ejemplo. Simular un modelo de cambio de régimen lognormal para 12 periodos para un
indice donde la rentabilidad en cada estado viene dada por:

Régimen inferioro 1 u; =0,05y0,=0,1.
Régimen intermedio 0 2 4, =0,08y g, =0,15.

Régimen superior o 3 u3=0,1y03=0,2.

Y las probabilidades de transiciéon de un régimen a otro vienen dadas por la siguiente

matriz de transicion’s.

Régimen 1 Régimen 2 Régimen 3
Régimen 1 80% 15% 5%
Régimen 2 10% 70% 20%
Régimen 3 10% 15% 75%

73 Si denotamos por i a las filas de la matriz yj las columnas, cada celda de la matriz muestran la
probabilidad de estando en el régimen i pasar al régimen;.
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Siendo el régimen inicial (t=0) el régimen 1.

Se debe simular una uniforme para determinar el régimen en el que en cada periodo nos
encontramos, de forma que si la probabilidad acumulada de un régimen es menor que
dicho valor de la uniforme entonces se salta a ese estado. Posteriormente se simula otra
uniforme la cual se emplea como la probabilidad de la inversa de la distribucién normal

con los parametros correspondientes a ese régimen.

Probabilidades acumuladas de estar

- Régimen | U(0;1) 7,
en el régimen

t U (0;1)

0 Régimen 1 | Régimen 2 | Régimen 3 1
1 0,806 80% 95% 100% 2 0,946 32,1%
2 0,117 10% 80% 100% 2 0,092 -11,9%
3 0,888 10% 80% 100% 3 0,056 -21,7%
4 0,112 10% 25% 100% 2 0,075 -13,6%
5 0,851 10% 80% 100% 3 0,651 17,7%
6 0,900 10% 25% 100% 3 0,238 4,2%
7 0,505 10% 25% 100% 3 0,542 12,1%
8 0,873 10% 25% 100% 3 0,477 8,8%
9 0,383 10% 25% 100% 3 0,430 6,5%
10 0,689 10% 25% 100% 3 0,068 -19,8%
11 0,075 10% 25% 100% 1 0,284 -0,7%
12 0,963 80% 95% 100% 3 0,248 -3,6%

Estimacion modelo RSLN

Hardy (2001) describe como ajustar los pardmetros del modelo RSLN2 mediante
méaximo verosimilitud (MLE). Sea r, el rendimiento logaritmico del mes ¢+ 1, la fun-
cion de verosimilitud de las observaciones r = (r,, r5,...r,) €s:

L(®) = f(r1|©)f (210,71 ... f (11O, 71, .., T1)

Donde f'es la funcion de probabilidad de r. De esta forma la contribucion de la ob-
servacion i-ésima a la funcion de log-verosimilitud viene dada por:

lnf(rilri—lfri—Zv T, ®)
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Por lo tanto, la funcion de maximo verosimilitud logaritmica viene dada por:
n
1©) = D In f(il 1o, Ti-zs 1 72,0)
i=1

La dependencia de un rendimiento en funcién de los anteriores viene dada por la
probabilidad de estar en el régimen 1 o 2. Existen cuatro posibles situaciones para
el régimen actual y previo derivados de las combinaciones entre p,=1,2yp,,=1,2.
Estas situaciones son estando en el régimen 1 permanecer en él, estando en el
régimen 1 moverse al 2, estando en el régimen 2 permanecer en él, o finalmente,
estando en el régimen 2 moverse al 1. Estas cuatro situaciones determinan la
funcion de densidad o probabilidad para un rendimiento observado, que viene
dada por:

2 2
f(rilri—ll T ®) = Zf(pl =a,Pi-1= b'rilri—ll ""rll®)
1b=1

a=

Donde la probabilidad de estar en el regimen p, ; en el periodo anterior y moverse a
(o permanecer en) p en el periodo actual para observar el rendimiento r; considerando
toda la informacion disponible (los rendimientos previos) viene dada por el producto
de cada componente: la probabilidad de estar en el regimen p, ; considerando toda la
informacion disponible, la probabilidad de transicion del régimen y la funcion de den-
sidad asociada con el rendimiento observado en un régimen especifico:

f@oPi-1,1ilTi—1, 0, 71, 0) = Pr(pi_qlri—y, ..., 71, @) Pr(pi—1|pi—1, ©) f (1:|p;, ®)

La probabilidad de estar en el régimen p, , considerando toda la informacidn dispo-
nible se obtiene recursivamente como:

Z§=1f(Pi—1;Pi_2 =a,1_1|Ti_g, ., 71, 0)
f@rilricq, 1, ©)

Pr(pi—1lri—1, ., 71,0) =
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Y la funciéon de densidad asociada con el rendimiento observado y un régimen espe-
cificado viene dado por:

f(rilp, ©) =
o

Dado que el régimen inicial es desconocido, las probabilidades estacionarias se
usan para establecer las probabilidades iniciales de estar en el régimen 1y 2, es
decir: Pr(p, = 11®) = z, y Prlp, = 21®) = x,. Por lo tanto mediante este procedimien-
to iterativo se estiman los seis parametros u;, u,, 6;, 65, p; 2, p2; del modelo RSLN.

Ejemplo. A continuacion se muestra como se calcula la funcion de verosimilitud para
cada observacion bajo el modelo RSLN274. Dicha funcién sera una funcién condicionada
a estar en un determinado régimen, por lo que habra que multiplicar el valor de la fun-
cién de verosimilitud de la distribucion normal, por la probabilidad de que en ese mo-

mento se esté en ese régimen:

L(®); = (pl,t—lpl,l + Pz,t—1p2,1)L(®)i,1 + (pl,t—lpl,z + Pz,t—lpz,z)l'(@)i,z

. R . o . )
Siendo L(®),; = e 27#I/970"2) |3 funcién de verosimilitud de un determinado rendi-

orven
miento en el régimen i. En este caso los calculos se realizan sobre la funcién de verosi-
militud y una vez que se dispone del valor en cada punto se calcula el logaritmo de la

suma, que sera el valor que se pretende maximizar.

En la columna primera [A] se muestra una hipotética serie de rendimientos. La co-
lumna [B] calcula el valor de la funcién de densidad de la distribuciéon normal supo-

niendo que el proceso esta en el régimen 1, es decir empleando x; (1,13%) y g, (2,06%)

. . .y (=0,35%—1,13%)2
obtendriamos para la primera observacion ;r (rosEei™ ):14 9 . La columna
2,06%21 ’

[C] realiza el mismo céalculo suponiendo que el proceso estd en el régimen 2, u,
(-0,52%) y 6, (5,17%).

74 Para cualquier modelo de cambio de régimen de Markov se procede de forma semejante reali-
zando los ajustes pertinentes en la funcion de verosimilitud concreta.
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La columna [D] pondera la columna [B] por lo probabilidad de que el proceso se encuen-
tre en el régimen 1. Es la funciéon de verosimilitud condicionada a estar en el régimen 1.
Dicha probabilidad viene dada por la suma de que el proceso esté en el régimen 1 en el
periodo anterior y permanezca en él mas la probabilidad de que esté en el régimen 2 en
el periodo anterior y cambie a 1. Es decir, para la primera observacién tenemos una
probabilidad de (z; p; ; + m, p,;) mientras que para el resto se emplea en vez de las
probabilidades incondicionales 7; y 7, las probabilidades condicionales de pertenecer a
cada régimen (columnas H e I). Para la primera observacién dados los valores 7; =
58,41%, m, = 41,79%, p; ; = 96,33% Yy p, ; = 5,12% obtenemos el primer valor de la colum-
na [D] como ((58,41% ¢ 96,33% + 41,79% * 5,12%) « 14,92 = 8,62). El segundo valor se ob-
tendria como (0,73 < 96,33% + 0,27 + 5,12%)- 0,28 = 0,20.

La columna [E] pondera la columna [C] por lo probabilidad de que el proceso se encuen-
tre en el régimen 2. Es la funcion de verosimilitud condicionada a estar en el régimen 2.
Es decir, para la primera observacién tenemos una probabilidad de (w7, p;, + 7, p;,)
mientras que para el resto se emplea en vez de las probabilidades incondicionales z; y 7,
las probabilidades condicionales de pertenecer a cada régimen (columnas H e ). Para la
primera observacion dados los valores p; , = 3,67% Yy p, , = 94,88% obtenemos el primer
valor de la columna [E] como ((58,41% «3,67% + 41,79% * 94,88%) + 7,72 = 3,23. El segun-
do valor se obtendria como (0,73 « 3,67%+ 0,27 * 94,88%) + 5,41 = 1,54.

W | m | @ | o | | ] W | e | m | m
-0,35% | 14,92 7,72 8,68 3,23 11,91 2,48 0,73 0,27
-4,88% 0,28 5,41 0,20 1,54 1,74 0,55 0,12 0,88
8,41% 0,04 1,74 0,01 1,46 1,47 0,39 0,00 1,00

2,00% 17,70 6,86 0,97 6,48 7,46 2,01 0,13 0,87

-7,13% 0,01 3,40 0,00 2,82 2,82 1,04 0,00 1,00
-4,94% 0,26 5,35 0,01 5,08 5,09 1,63 0,00 1,00

-3,69% 1,26 6,39 0,07 6,05 6,12 1,81 0,01 0,99
9,89% 0,00 1,01 0,00 0,95 0,95 | -0,05 0,00 1,00
4,06% 7,15 5,23 0,37 4,96 5,33 1,67 0,07 0,93

La columna [F] simplemente suma las dos anteriores ([D]+[E]). Es por tanto la funcién de
verosimilitud para cada observacién bajo el modelo RSLN. La columna [G] calcula el lo-

garitmo neperiano de la anterior, siendo esta la funcion de log-verosimilitud. La suma de
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esta columna sujeta a las restricciones oportunas sobre las desviaciones tipicas y proba-

bilidades es la que debemos maximizar.

Las columnas [H] e [I] representan las probabilidades condicionales de que el proceso
esté en cada momento en el régimen 1y 2 respectivamente. Sus valores vienen dados por
[DI/[F] para la primera y [E/[F].

Panneton (2003, 2005, 2006) ha propuesto una extensién del modelo lognormal de
cambio de régimen (RSLN] de Hardy para tener en cuenta las caracteristicas de
reversion a la media de los rendimientos, el denominado modelo RSDD (Regime-
Switching Draw-Down). Este modelo establece una reversion a la media basada en
la distancia entre la situacion del mercado actual y el Gltimo maximo alcanzado por
el mercado, lo que posibilita observar la curtosis de los rendimientos a corto plazo
pero que no lo extiende a los rendimientos a largo plazo.

De esta forma este modelo RSDD le anade al modelo de Hardy un término adicional,
que considera la reversién a la media en relacion a los rendimientos acumulados en
un periodo, mediante una autorregresion en funcién de una medida de la caida ex-
perimentada en el mercado (draw-down metric) desde el ultimo méaximo alcanzado
por el indice considerado. Por lo tanto, el modelo establece una mayor rentabilidad
esperada para el siguiente periodo en la medida en que el rendimiento de los perio-
dos anteriores hayan estado por debajo del rendimiento medio.

La medida de la caida experimentada se emplea para calcular la distancia entre el
altimo maximo del mercado y su nivel actual, de forma que representa el rendimiento
acumulado desde que se alcanzd el dltimo maximo. Formalmente viene dada por:

D¢y = min(0, Dy_q + 1)

De esta forma D, serad negativo o cero (en el caso de que el mercado esté en un
maximo o en el momento inicial]. Por tanto, el modelo de Panneton puede escribir-
se formalmente como:

Te = lp, + kp Dty + 0 Z¢ (pr =1,2)
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Donde es de esperar que los parametros k, sean negativos para que se produzca la
recuperacion del mercado.

En el cuadro siguiente se muestra una comparacion de las principales caracteristi-
cas de los modelos lognormal independiente (Independent Lognormal o ILN] la
mixtura de normales, el modelo RSLN de 2y 3 regimenes y el modelo RSDD.

Modelo ‘ Caracteristicas

- El rendimiento logaritmico en periodos de tiempo no coincidentes es
independiente y normalmente distribuido. Por lo tanto es un modelo donde
los rendimientos se generan de forma independiente a la senda seguida y al

ILN estado de la economia (path and state independent).

Es un modelo muy empleado debido a su sencillez y manejabilidad

(escalable) a pesar de sus limitaciones (no recoge la asimetria ni curtosis,

etc.).

El rendimiento logaritmico en periodos de tiempo no coincidentes es
independiente estando distribuido mediante una mixtura de normales, por
lo tanto los rendimientos se generan de forma independiente a la senda y al
Mixtura estado de la economia.

Es un modelo menos empleado al reducirse la sencillez, pero supera
algunas de las limitaciones del modelo de rendimientos normales
(especialmente recoge un mayor riesgo en la cola).

El rendimiento logaritmico estd normalmente distribuido. Por lo tanto es un
modelo donde los rendimientos se generan de forma independiente a la
RSLN senda sequida (path independent] pero no al estado de la economia (state
(2 dependent]ya que se basan en la matriz de probabilidades de transicién.
regimenes) | - Al existir dos regimenes (baja y alta volatilidad), se reduce la sencillez del
modelo pero es capaz de recoger volatilidades variantes a lo largo del
tiempo, superando a los modelos anteriores.

Al existir tres regimenes (baja, media y alta volatilidad), se reduce
enormemente la sencillez del modelo recogiendo volatilidades variantes a lo

RSLN .
(3 largo del tiempo.

, - Frecuentemente este modelo no supera (en base a los tradicionales
regimenes)

criterios de parsimonia) al modelo de dos regimenes para datos mensuales,
pero si en el caso de emplear datos diarios.

- Los rendimientos logaritmicos no son independientes a la senda seguida, la
razon es el componente autorregresivo del modelo. Al igual que el modelo
RLSN tampoco es independiente al estado de la economia [path and state

RSDD dependent).

(2 Al existir dos regimenes (baja y alta volatilidad) y un componente

regimenes) | autorregresivo, se reduce enormemente la simpleza del modelo. Sin

embargo, tiene la virtud de recoger volatilidades variantes a lo largo del
tiempo y reversion a la media cuando el indice objeto de estudio estd por
debajo de su ultimo valor maximo.
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Otros modelos de cambio de régimen de Markov

Los modelos de cambio de régimen de Markov proporcionan un marco flexible para
la modelizacion de los rendimientos al permitir comportamientos no lineales y cap-
turar caracteristicas de los datos financieros como las volatilidades variantes a lo
largo del tiempo, la asimetriay la curtosis. En la actualidad existe una amplia gama
de modelos de Markov en base a los modelos normal, autorregresivos y GARCH, por
lo que podriamos hablar de un modelo de cambio de régimen lognormal autorre-
gresivo o MS AR(1), un modelo de cambio de régimen GARCH o MSGARCH, etc.
Engel y Hamilton (1990) emplean modelos de cambio de régimen para los tipos de
cambio, Gray (1996) para los tipos de interés y Pagan y Schwert (1990) para la renta
variable.

A continuacidon estableceremos dos modelos de cambio de régimen de Markov para
dar una idea al lector del amplio abanico de modelos que pueden ser construidos
mediante esta metodologia: el modelo RSAR(1) y el modelo RSGARCH(1,1).

El modelo RSAR(1) es un modelo similar al modelo RSDD, sin embargo en vez de
regresar sobre el denominado draw down la regresion se establece sobre el valor
del rendimiento anterior. De esta forma el modelo de RSAR(1) puede escribirse for-
malmente como:

Tt = Up, + ¢Ptrf‘1 + Gpth

Donde ¢,, es el parametro autorregresivoy p,= 1,2 en el caso de que se establezcan
dos regimenes. De esta forma el modelo RSAR(1) con dos regimenes tiene 8 para-
metros a estimar, los seis parametros caracteristicos del modelo RSLN u;, u,, 7;,
03, P12 P2 Mas los pardmetros autorregresivos ¢, y ¢,.

El modelo RSGARCH(1,1) combina un modelo de cambio de régimen con una espe-

cificacion para la volatilidad GARCH(1,1). De esta forma el modelo puede escribirse
formalmente como:

Te = Up, + Ep, = Up, T apt,tZt

2 2 2
Opet = Aop; + A1pEppt-1 + Bl,pt,apr.t—l
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Este modelo proporciona en general un muy buen ajuste a las series financieras.
Sin embargo el problema reside en la estimacion debido al alto nimero de parame-
tros a estimar (10 en caso de dos regimenes u, (s, Gg 1, %2, @1 1y @120 B Bizs P12 oty
lo que provoca el problema ya mencionado de convergencia del algoritmo iterativo y
de los maximos locales.

Las posibilidades de los modelos de cambio de régimen de Markov se extienden a
cualquier modelo ARMA, GARCH simétrico o asimétrico o modelos de volatilidad
estocastica (SV) al mismo tiempo que permiten tanto distribuciones normales para
los términos de error como las ya mencionadas ¢ de Student, GED, etc.

Modelos de cambio de régimen en Time Series Modelling”®

Para estimar los modelos de cambio de régimen de Markov tenemos que ir a Model-
Dynamic Equationy seleccionar Regimen Switching.

Posteriormente debemos seleccionar el nimero de regimenes (de 2 a 4] y si se desea
que tanto las medias como varianzas sean distintas en cada régimen. Por ejemplo en
el grafico inferior se muestra cdmo se estimaria el modelo RSLN. Un modelo RSAR(1)
se estimaria seleccionando a mayores en el paso anterior AR Order 1, y el modelo
RSGARCH seleccionando los drdenes deseados en Conditional Variance Model.
Finalmente, en Maximum Likelihood podemos asumir en vez de un ruido blanco nor-
mal, una t de Student o GED.

T# Dynamic Equation T R e =
[ A
y DiLog_ibex
Ie i
‘6 ﬁ;i:':wes © Select Dependent Variable
(— Maximum Likelihood — | AROrder 0 < (g
© Gaussian MAOrder 0 <[m]
© Studentst [ ARFIMA
© Skawsd Sidont t [ UnitRoot [ Nonlinear MA
© General Error Distn.
o [ T
S ype 1 Intercept
O e Than Type 2intercept 1 TeNd
il o
||| © provitsordereaprobi .
© Logit/ Ordered Logit B -
© Poisson (CountData) || | © T¥Pe1 ©Type2 © Type3
W|| © NegBin1 (CountData) Lags o <« »
© NegBin Il Count Data)
BilnearOrder 0 < [
(@ [ Conditional Variance Model [y ooc o o
B 8c i :
Diagnostic Tests...
() [ Regime Switching
o8 Sample.. Options.
(&) [E) Parameter Constraints

75 A nuestro conocimiento, en la fecha de elaboracion de este trabajo R y Eviews carecen de estos
modelos de forma predeterminada teniendo que ser programados por el usuario.
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Bromwen TN &S

Number of Regimes: @2 ©3 4 fbex
@ Martow Swikhing  Explained Switching Probs pitog_bex
© Explained Switching © SelectRegime 1Variables
© Hamifton, Switching Select Regime 2 Variables
© Smooth Transttion Select Regime 3 Variables

— Switching Components — | - MerceP!
[] Regime 2 Dummy
£ ARA parameters ElRepine s bximes
LIARFIMAd [ ] Regime 4 Dummy
WL S [] Regime-Dependent Coeffs
- H int
[ Distribution parameters | — smooth Transition Function

NP St paramatece Select Switch Variable
[] FIGARCHHYGARCH
] GARCH Regressors [] Double Transition
] Asymmetry/APARCH [Jintercept1 []Intercept2
[] Coded function Select Explanatory Vars. 1
[ Equilibrium Relations Select Explanatory Vars. 2

ries Mean
fies Variance lag 0 <@

[] Estimate Regime Differences [ Active.

En este primer gran apartado del trabajo hemos analizados los principales modelos
de series univariantes, validos para explicary predecir los valores de una Unica serie de
rendimientos. A continuacién nos adentraremos en los modelos multivariantes.
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CAPITULO 2. MODELOS PARA LAS SERIES TEMPORALES
MULTIVARIANTES

En este apartado introduciremos los principales modelos aplicables para las series
temporales multivariantes. Asi, se describe desde las distribuciones multivariantes
mas sencillas como la normal, aquellas formadas mediante cépulas y modelos de
series temporales mas complejos como los modelos MGARCH. Antes de proceder a
describir tales modelos, y de forma analoga a como realizamos en el campo univa-
riante, resulta Gtil introducir unos conceptos clave.

2.1. INTRODUCCION A LAS SERIES MULTIVARIANTES

Los modelos multivariantes intentan mejorar el analisis de la relacion dinamica de
una serie multivariante y superar las predicciones. Una serie temporal multivarian-
te k-dimensional vienen dada por:

T1¢
11 > ir
_ e |Tet| _ | . :
=00 ond) = =] o
Tka = Tkr

Tkt

donde cada serie univariante es observada en momentos temporales igualmente
espaciados. En primer lugar extenderemos algunos de los conceptos basicos del
campo univariante al multivariante.

La estacionariedad se puede establecer al igual que en el caso univariante en sen-
tido débil y en sentido amplio. En sentido fuerte implica que las distribuciones sean
invariantes a lo largo del tiempo, mientras que en sentido débil que los primeros
dos momentos sean invariantes a lo largo del tiempo. En la practica el término es-
tacionario se emplea para describir una serie estacionaria en sentido débil, al igual
que en el caso univariante. De esta forma se dice que un proceso vectorial es esta-
cionario si el vector de medias es constante E(r,) = u, y su matriz de autocovarianzas
I, s6lo depende del retardo.
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Las herramientas aplicada en el caso univariante son extendidas al caso multivari-
ante. Para una serie estacionaria se puede definir su media como:

e =E(ry)

Por lo que dado un vector de k series temporales se define su esperanza como el
vector obtenido tomando las esperanzas en cada uno de sus componentes.

La matriz de autocovarianzas I'; de r, es una matriz cuadrada de orden £ compuesta
por los elementos v;(1), donde en la diagonal se encuentran las varianzas de orden
'y fuera de la diagonal, las covarianzas cruzadas de orden /. Formalmente:

I, = Cov (ry,r.) = E[(ry —pu) (e — )] = {ri;(D}

En donde I'jes la matriz de covarianzas de r, y se cumple que I', =T, el elemento
i, j de la matriz I';, y;;(1), denota la dependencia lineal incondicional de r; sobre r;, ; .

Las matrices de autocorrelaciones generalizan las autocorrelaciones al caso vecto-
rial y son matrices de orden &, formadas por los elementos:

Yij (D

pii(l) = =2
Y a0

Asi, la matriz de autocorrelaciones p(l) se define como p())=D"'T',D"! siendo D la
matriz diagonal formada por las desviaciones estandar de los componentes
de r, - p(l) o la matriz de correlaciones incondicional de la serie multivariante es
simétrica, pero en general p(l) no lo es para /= 0.

La linealidad de una serie multivariante implica que r, es una funcion lineal de vec-
tores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos.

o0
re=c+ Z‘I’ift—i
i=0

Donde ¢ es una constante, y,=1I (la matriz identidad), {¢;} es la secuencia de vecto-
res aleatorios iid con media cero y matriz de covarianzas definida positiva X..
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El proceso ruido blanco vectorial & es un proceso de media cero de variables in-
correladas con matriz de varianzas y covarianzas instantaneas definida positiva.
Ademas, como en el caso univariante, las variables pueden seguir una distribu-
cion normal (en este caso multivariante), por lo que tenemos un proceso ruido
blanco normal. Para analizar si un ruido blanco vectorial & sigue una distribucion
normal se puede aplicar, por ejemplo, el test de jarque bera en su versién multi-
variante.

Momentos muestrales

Dada una muestrar,= (r,,..., r,)' se define la media muestral y la matriz de cova-
rianza muestral como:

n
N 1

Hr = ;Z L
t=1

1
n—1

n
Bo=— > (e = B — )"
t=1

La matriz de covarianza muestral para el retardo / se define como:
n

PINCET SIS

t=1+1

Flz

n—1

Las matrices de autocorrelacion muestral del retardo / viene dada por p, = D~'f,p?,
PN | | . =0,5 .. ;- a
en donde D! = diag{Tys,, .., Torx} siendo Tou el elemento (i,i)-ésimo de Ty.

Para testar la hipdtesis nula de que p(1) =... =p(m)=0 frente a la hipdtesis alterna-
tiva de que p(i) # 0 para algun 1 <i <m, donde m es un nimero entero positivo, se
pueden emplear las matrices de autocorrelacion para generalizar el estadistico
Ljung-Box al campo multivariante [multivariate Portmanteau test):

m

1 ArA_1 A A
Qulm) =2 ) ——er(R{T; 'Rl )
=1
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Donde #r(4) es la suma de los elementos de la diagonal principal de una matriz
cuadrada A4 (traza de la matriz). Bajo la hipdtesis nula de que no existen correlacio-
nes seriales Q,(m) se distribuye como una Chi-cuadrdo con mk? grados de libertad,
es decir, Xmi? .

Los modelos multivariantes, aligual que en el caso univariante, se pueden clasificar
en modelos condicionales e incondicionales o aquellos que suponen que la serie de
rendimientos multivariante esta independiente e idénticamente distribuida, donde
nuevamente la hipétesis mas empleada es la de normalidad. Dentro de los modelos
condicionales nuevamente se diferencia entre modelos para la media y modelos
para las volatilidades. Dentro del primer tipo de modelos los modelos VARMA son la
extension al campo multivariante de los modelos ARMA. En los modelos de volatili-
dad los modelos GARCH, SVy de cambio de régimen de Markov también se extien-
den al campo multivariante dando lugar a los denominados MGARCH, MSV y los
modelos multivariante de cambio de régimen. Estos tres ultimos modelos especifi-
can la dinamica de covarianzas o correlaciones de una serie multivariante. Es por
eso, que estos modelos multivariantes estudian las relaciones entre las volatilida-
des y co-volatilidades entre distintos activos. Algunos de estos modelos también
pretenden analizar si las correlaciones entre los rendimientos de los activos cam-
bian con el tiempo. Los modelos multivariantes de volatilidad intentan dar respues-
ta a varias preguntas (Bauwens et al., 2006):

e ;Eslavolatilidad de un mercado la que lidera o conduce la volatilidad de otros
mercados?

e ;Se transmite la volatilidad de un activo a otros activos directamente (a través
de su varianza condicional) o indirectamente (a través de su covarianza condi-

cional)?

e ;Un shock en un mercado aumenta la volatilidad en otros mercados, y en qué
magnitud?

e ;Eselimpacto en lavolatilidad igual para los shocks negativos y positivos de la
misma amplitud?
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e ;Es mas alta la correlacion entre mercados durante los periodos de mayor vo-
latilidad (a veces asociados con crisis financieras)?

e ;Escadavez mayor la correlacion entre mercados, tal vez debido a la globaliza-
cion financiera?

Antes de introducir los modelos condicionales empezaremos con los modelos in-
condicionales o aquellos que suponen que la serie de rendimientos multivariante
estd independiente e idénticamente distribuida. La distribucién normal multivarian-
te es la extension al campo multivariante de la distribucion normal. Una distribucion
normal multivariante viene determinada por el vector de medias u y la matriz de
varianzas covarianzas X. A continuacion se muestra una serie temporal multiva-
riante compuesta por los precios de cierre diarios de los indices europeos DAX, SMI,
CACy FTSE®. En el grafico de la izquierda se representa cada serie de forma indivi-
dual. Las series tiene una tendencia creciente y parecen tener un comportamiento
muy similar. Este comportamiento se aprecia mejor en el grafico de la derecha don-
de las series se representan superpuestas.

76 La serie se encuentra en el paquete datasets de Ry es proporcionada por Erste Bank AG. Si re-
presentamos nuestra serie temporal multivariante de rendimientos en una matriz con & columnas
compuestas por lo distintos indices (DAX, SMI, CAC y FTSE) y T filas compuesta por las distintas
observaciones temporales (1.860 observaciones diarias) la estimacién de la distribucién normal
multivariante consistiria simplemente en la estimacién de la media por columnas (indices) y de la
matriz de varianzas-covarianzas entre las k series temporales. Por ejemplo, para la estimacion de
la distribucion normal multivariante y su posterior simulacién podemos efectuarla simplemente
mediante las funciones assetsFit() y assetsSim(] del paquete fAssets de Rmetrics:

library(fAssets)

data(EuStockMarkets)

x=returns(EuStockMarkets)

x=na.omit(x)

fit=print(assetsFit(x, method = c("norm")))

Para simular una posible senda a un ano:

y=assetsSim(n = 252, dim = 4, model = fit@model)
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Como se observa, los anteriores indices no son estacionarios por lo que calculamos
los rendimientos logaritimicos que se muestran en el grafico inferior. Los rendi-
mientos son estacionarios y parece que su comportamiento esta muy relacionado,
existiendo co-movimientos entre los distintos mercados.

DAX
10 -005 000

sMI
008 -004 000 008,

CAC
08 004 000 004

FTSE
004 000 0040

De esta forma podemos calcular la matriz #, formada por los coeficientes de corre-
laciéon incondicionales entre las series. En la tabla inferior se muestran dichos
coeficientes, la mayor relacion lineal se aprecia entre el indice CAC y el DAX mien-
tras que la menor entre el FTSE y el SMI.

\ DAX \ SMI \ CAC \ FTSE
DAX 1 0,703 0,734 0,639
SMI 0,703 1 0,616 0,585
CAC 0,734 0,616 1 0,649
FTSE 0,639 0,585 0,649 1
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En el caso univariante hemos analizado si las varianzas de los rendimientos varian
con el tiempo y estan autocorrelacionadas. En el campo multivariante se realiza el
estudio de las propiedades de correlacion entre las series, 0 mas precisamente, la
covarianza. Investigamos si las covarianzas varian con el tiempo y estan autocorre-
lacionadas. La covarianza entre dos rendimientos para la serie i y la serie j viene
dada por:

Oijt = E{[rit = E(ri)][rje — E(rjt)]} = E(rip, 1j0) — E(rioE(rj0)

La anterior ecuacion afirma que la covarianza entre dos rendimientos es la expec-
tativa de los productos cruzados menos el producto de las expectativas. Por lo que
si supusiéramos que la media de los rendimientos es cero para ambas series de

rendimientos tendiamos que 6,;, = E (1, 1;). De esta forma los productos cruzados

ij,t
de los rendimientos se pueden justificar como una aproximacion a las covarianzas.

El gréfico inferior izquierdo muestra la covarianza ¢;;, = E (1, 1;,) entre los rendi-

ijit
mientos para DAX'y SMI mientras que el derecho entre DAXy CAC. Se aprecia como
las anteriores covarianzas son positivas para casi todos los periodos de la muestra
y muestran un patrén de comportamiento muy similar. Dichos graficos nos ofrecen
una vision de la dinamica temporal de la correlacion y podria ser utilizado para de-

terminar la estabilidad de las correlaciones en el tiempo.
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Aligual que en una serie univariante se puede emplear el correlograma de los ren-
dimientos al cuadrado para analizar si la varianza de la misma esta autocorrelacio-
nada, en el campo multivariante se puede emplear el correlograma del producto
vectorial de los rendimientos de dos series para determinar si la covarianza de
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estas dos series esta autocorrelacionada. El gréafico inferior izquierdo muestra la
autocorrelacion de los productos cruzados de la covarianza entre los rendimientos
para DAX y SMI mientras que el derecho entre DAX y CAC. Se observan como los
primeros coeficientes son significativos y muestran nuevamente un patrén similar.
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Las anteriores apreciaciones pueden llevar a considerar modelos de volatilidad
para modelizar el comportamiento de las anteriores series. Sin embargo, antes de
introducir tales modelos continuemos suponiendo la hipotesis base de que los ren-
dimientos logaritmicos siguen una distribucién normal multivariante.

Mediante la distribucién normal multivariante ajustada a la serie histérica podemos
realizar una simulacion de los rendimientos de dichos indices a lo largo del proximo
ano. En el primero de los graficos se muestra una posible senda de los rendimien-
tos, mientras que en el segundo se muestra la evolucion de los rendimientos al
cuadrado.
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Como se observa en los anteriores graficos la simulacion de los rendimientos me-
diante la distribucion normal multivariante permite que los rendimientos estén co-
rrelacionados. De esta forma los valores maximos y minimos tienden a aparecer de
forma conjunta en todas las series. La distribucion normal multivariante no permite
ni que los rendimientos de cada serie se vean afectados por su comportamiento
pasado ni el de las otras series, ni en media ni en volatilidad.

La simulacion de los rendimientos de una cartera a través de la distribucion normal
multivariante la podemos realizar mediante el siguiente procedimiento’’:

e Generar una matriz de muestras de variables uniformes (0,1), cuyas dimensio-
nes son el nimero de indices que hay en la carteray el nimero de puntos tem-
porales que se desea efectuar (ejemplo 12 para datos mensuales y una simula-
cién a un ano)’. Mediante la inversa de la funcién de distribuciones normal
estandar obtener una matriz de muestras de la normal estandar.

e Correlacionar las normales estandar empleando la matriz de correlaciones
historica, por ejemplo empleando la descomposicion de Cholesky.

e A partir de la media y la desviacion estandar de cada indice calcular el rendi-
miento de cada indice”.

e Unavez obtenidos los rendimientos correlacionados de cada indice ponderar por el
peso que cada uno de ellos tiene en la cartera para obtener el rendimiento de ésta.

e  Este procedimiento obtiene una posible senda de rendimientos [y por lo tanto
de precios) para cada uno de los indices. Repetir los pasos anteriores el nime-
ro de veces deseada para obtener distintos caminos y asi poder elaborar un
grafico de evolucion temporal, calcular medidas de riesgo (VaR, TVaR, etc.).

77" La explicacion de este procedimiento ha sido pensada para un usuario que emplee Excel o R. En
el caso de emplear en Excel el complemento @risk dicho procedimiento se simplifica, de forma que
en vez de trabajar con matrices simplemente trabajaremos con vectores.

78 En el caso de emplear datos diarios es frecuente suponer 250, 252 0 260 dias de negociacién al afio.

77 Se obtiene simplemente como la media mas la multiplicacién de la desviacién estandar por la
normal estandar correlacionada para cada uno de los indices.
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Ejemplo. Dados los siguientes dados para la rentabilidad diaria de los indices DAX, SMI,
CAC y FTSE y sabiendo que las ponderaciones en la cartera son del 20%, 15%, 25% vy
40% realizar una simulacion de la rentabilidad de la cartera para los préximos 10 dias.

indice ‘ Pesos ‘ Rendimiento | Desviacion Matriz de correlaciones

DAX 20% 0,07% 0,81% 1 0,703 0,734 0,639
SMI 15% 0,08% 0,72% 0,703 1 0,616 0,585
CAC 25% 0,04% 0,90% 0,734 0,616 1 0,649
FTSE 40% 0,04% 0,67% 0,639 0,585 0,649 1

Una vez generados los rendimientos normales para cada indice y correlacionados calcu-
lamos la rentabilidad de la cartera mediante la ponderacion de las cuantias invertidas en

cada indice®?.

DAX \ SMI \ CAC \ FTSE | Cartera
-0,16% -0,32% -0,48% 0,17% -0,13%
-1,27% 0,32% -1,16% -0,02% -0,50%

0,45% 0,53% 0,41% 0,40% 0,43%

1,12% 0,64% 0.97% 0,75% 0,86%
-1,14% 0,24% -1,01% 0,19% -0,37%

0,09% -0,18% 0,32% -0,17% 0,00%
-1,30% -1,40% -1,65% 0,36% -0,74%

0,71% 0,01% 0,29% -0,17% 0,15%

0,59% 0,54% 1,18% 1,22% 0,99%

0,68% 1,10% -0,14% -0,16% 0,20%

0,41% -0,79% -0,44% 0,60% 0,09%

1,66% 1,16% 1.37% 0,16% 0,91%

80 El ejercicio se ha resuelto suponiendo rendimientos aritméticos. La inversion en una cartera
compuesta por varios indices proporciona una menor volatilidad en los rendimientos que la inver-
sion total en indices individuales.
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Con anterioridad hemos visto que en el caso univariante se han propuesto distribucio-
nes alternativas a la distribucion normal para recoger las caracteristicas empiricas
observadas en los rendimientos. De forma analoga, en el campo multivariante tam-
bién se extienden algunas de las distribuciones empleadas en el campo univariante
que ponen un mayor énfasis en las colas. La principal distribucion multivariante alter-
nativa a la distribucion normal, al igual que en el campo univariante, es la distribucion
t de Student, que proporciona mayores colas que las de la distribucion normal multi-
variante y la distribucién normal multivariante asimétrica (skew-Normal¥'. Otra po-
sibilidad es la mixtura de distribuciones, donde una vez mas la principal solucién
empleada es la mixtura discreta de dos distribuciones normales multivariantes. La
Ultima alternativa en el caso multivariante es recurrir a la teoria de copulas.

2.2. DISTRIBUCIONES MULTIVARIANTES PROCEDENTES DE LA TEORIA
DE COPULAS

La teoria de copulas establece que cualquier funcion de distribucion conjunta puede
ser descompuesta en sus N distribuciones marginales y la funcion cépula que des-
cribe completamente la dependencia entre las N variables. Para la mayor parte de
las distribuciones univariantes es simplemente imposible especificar su extension
multivariante que permita que su estructura de dependencia sea calculada, por lo
que los modelos basados en cépulas son especialmente Utiles en aquellas situacio-
nes en los que no se satisface la hipdtesis de normalidad.

Una distribucion multivariante esta compuesta por dos componentes: las distribu-
ciones marginales univariantes que caracterizan a cada una de las series y la es-
tructura de dependencia entre cada una de las variables. La estructura de depen-
dencia entre variables es lo que se conoce como cépula, y a través de la combinacion

81 La estimacién y simulacién de la distribucién t de Student multivariante asimétrica (skew-Student-
t distribution] puede realizarse de nuevo las funciones assetsFit() y assetsSim() del paquete fAssets de
Rmetrics a partir de la serie multivariante x de rendimientos. Siguiendo con el ejemplo anterior:
fit=print(assetsFit(x, method = c("st")])

y=assetsSim(n = 252, dim = 4, model = fit@model)

La estimaciony simulacion de la distribucion normal multivariante asimétrica se realizaria mediante:
fit=print(assetsFit(x, method = c("snorm”}))

y=assetsSim(n = 252, dim = 4, model = fit@model)
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de distintas cépulas con distintas distribuciones marginales podemos construir un
elevado numero de distribuciones multivariantes distintas.

Para proyectar los rendimientos de k series temporales (r; r,,...,r;), se requiere la
generacion de k variables aleatorias uniformes para por el método de la inversa
obtener la distribucién marginal que mejor se ajuste a los datos de cada serie.
Como los rendimientos son dependientes, debemos generar las uniformes de
forma dependiente. Por lo tanto, para un conjunto de distribuciones marginales
dadas, la estructura de dependencia entre las variables (r; r,,...,r;) esta determi-
nada completamente por la estructura de las variables uniformes de las que pro-
ceden. La estructura de dependencia se relaciona con una funcién especifica que
describe por completo la relacion entre las variables aleatorias, y que se denomi-
na copula.

Formalmente sean u; u,,...,u; n realizaciones de una distribucién uniforme. La re-

lacion que se establece entre ellas se describe a través de la funcion de distribucion
conjunta o funcién cépula C:

CU) = C(ug,uy, ... , ug) =PU; Suy, U, <uy, ..., Up Suy)
Donde: C(U) es una funcion de distribucion multivariante.

Alternativamente podemos definir una cépula bivariante como cualquier funcion
C: [0,11>>10,1] con las siguientes propiedades:

e ((u,v) es un componente creciente de u .

e C(ul)=uyC(ly)=vparaVu ve][0,1l].

o C(u;uy)-Cu,vy)-C(v,vy) >0

Las cépulas mas empleadas son las arquimedianas (Gumbel, Frank y Clayton
principalmente) y las elipticas (Gaussiana o normal, y la cépula t de Student).

Introduciremos brevemente estas copulas para centrarnos posteriormente en su
aplicacion al campo que nos ocupa.
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La familia de cépulas de Gumbel, Gumbel-Hougaard o logistica (Gumbel, 1960 y
Hougaard, 1986) permite dependencia en la cola derecha. Para el caso n-dimensio-
nal la copula tiene la expresion:

Co(U) = exp{—[(=Inuy)® + - + (~Inu,)]a)

La familia de copulas de Frank (1979) es radialmente simétrica, lo que supone que
la distribucion de los eventos aleatorios del lado superior es equivalente a la distri-
bucidn de los eventos del lado inferior. Para el caso n-dimensional la copula tiene la
expresion:

Ca(U) = _711n (1 Gl 1 Gl 1))

@ =D

El pardmetro caracteristico de la copula a puede tomar cualquier valor menos 0, en
cuyo caso tenemos la cépula independiente.

La cépula de Clayton es una cépula asimétrica que exhibe dependencia en la cola
izquierda. Para el caso n-dimensional la copula viene dada por:

n -1/a
cu) = <1—n+2ui‘“)
i=1

Las copulas Gaussiana o Normaly la cépula t de Student pertenecen a la familia de
copulas elipticas que estan basadas en las distribuciones multivariantes elipticas®.
Las cdpulas elipticas son simétricas y solo pueden existir cuando el coeficiente de
correlacién lineal no es igual a la unidad®. Las cdpulas elipticas tienen como ventajas,
su relativa sencillez de implantacion, facil parametrizacion a través del coeficiente de

82 Sea X un vector n-dimensional aleatorio y e R™ una matriz semi-definida positiva simétrica. EL
vector aleatorio X se dice que tiene una distribucion eliptica con pardmetros y y X si tiene como
funcién generadora o caracteristica ¢(t) = ®(t"%t) para la variable aleatoria t. La cépula C para el
vector aleatorio X es una copula eliptica si y sélo si es la copula de una distribucion eliptica. Las
copulas elipticas estan Unicamente determinadas por su matriz de correlacion y el conocimiento de
su tipo o clase.

8 Por tanto, el coeficiente de correlacion lineal debe tomar valores en el rango (-1,1), siendo im-
posible simular una cdpula eliptica n-dimensional cuando todos los coeficientes de correlacion li-
neal de la matriz de correlaciones son iguales a uno.
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correlacion linealy su rapidez de simulacion. Ademas, proporcionan una cierta fle-
xibilidad para la modelizacién de dependencias en las colas®.

La copula normal es muy empleada en la practica por su facilidad de empleo y
porque su estructura de dependencia esta completamente descrita por su ma-
triz de correlacion. Debe destacarse sin embargo, que la familia de cépulas nor-
males no presenta dependencia en la cola, lo cual puede conducir a una infrava-
loracion del riesgo realmente asumido. La cdpula Normal n-dimensional se
define formalmente como sigue. Sea X un vector n-dimensional con una distri-
bucidn normal multivariante con vector de medias cero y matriz de correlacion
lineal T, Cs (U) = @5 (D '(uy) ... ®'(u,))es la copula normal donde @y es la fun-
cién de distribucion conjunta de n variables normales estandarizadas con matriz
de correlaciones Xy @' es lainversa de la funcién de distribucion normal estan-
dar univariante.

A semejanza de las copulas normales, las cépulas t de Student son copulas simétri-
cas y elipticas cuya estructura de dependencia esta completamente descrita por la
matriz de correlaciones entre las variables. Sin embargo, en contraste con la cépu-
la de Gauss, la cépula t de Student presenta dependencia en ambas colas. Dicha
dependencia serd mas elevada cuanto menor sea el nimero de grados de libertad.
Ademas, debe resaltarse que la cépula normal es una copula t de Student con infi-
nitos grados de libertad. Por eso, se dice que los grados de libertad de una cépula t
de Student se pueden emplear para calibrar la cdpula a las medidas de dependen-
cia en la cola. Sea X un vector n-dimensional con una distribucion t de Student
multivariante con v grados de libertad, vector de medias cero y matriz de correla-
cion lineal ¥, C:(U) = tys(ty' (W), ., t5'(un)) donde t,5 es la funcidn de distribucidn
conjunta de n variables t de Student estandarizadas con v grados de libertad y ma-
triz de correlaciones X,y t;! es la inversa de la funcidn de distribucion t de Student
estandar univariante con v grados de libertad.

84 Como veremos posteriormente la cépula t de Student permite el ajuste de la dependencia en las
colas a través del nimero de grados de libertad. Asi, cuanto mayor sea el nimero de grados de li-
bertad menor sera la dependencia en ambas colas.
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2.2.1. Estimacion de copulas

Antes de generar variables correlacionadas mediante copulas debemos estimar los
parametros de las distribuciones marginales de mejor ajuste a los datos univarian-
tes, y los parametros de la cépula que mejor representen la estructura de depen-
dencia empirica entre las variables. Para estimar los parametros de las cépulas
existen principalmente dos métodos: el método de maxima verosimilitud (MLE] y la
inferencia de funciones para las marginales (IFM). En los trabajos de Genest y Rivest
(1993), Joe (1997), Frees y Valdez (1998), Klugman y Parsa (1999), Durrleman et al.
(2000), De Matteis (2001) y Cherubini et al. (2004) se aborda la estimacion de las
copulas.

Los métodos MLE e IFM maximizan las funciones de maximo verosimilitud. El mé-
todo MLE estima los parametros de las copulas y de las funciones de distribucion
marginales de forma simultanea. Por contra, el método IFM® es un proceso en dos
etapas, en una primera etapa maximiza la funcion de maximo verosimilitud de las
funciones marginales y, en la segunda etapa utiliza estos parametros estimados
para maximizar la funcion de maximo verosimilitud de la cdpula, obteniendo asi sus
parametros. A continuacidén nos centraremos en la estimacion por el método IFM
para las cinco cdpulas analizadas.

El método IFM (Inference Functions for Margins] es un método en dos etapas en el
que la estimacion de los parametros de las distribuciones marginales se realiza en
la etapa primera, mientras que la estimacion de los parametros de dependencia de
la copula se realiza en la segunda. La ventaja de este método sobre el método MLE,
es que al dividir el proceso en dos etapas se consigue generalmente estimar los
parametros en un menor tiempo. En el caso n-dimensional donde los parametros
de la distribucién marginal para la variable i-ésima se denota por 6; y el vector de
parametros de dependencia para la copula se denota como 0,. La funcién de densi-
dad multivariante es f(x;, x,, ..., x,; 0,, 05, ..., 0,, 0,), esta funcién puede ser escrita en
términos de la copula como:

f(xlfov R xn) = C(Fl(xlv 61)1 Fn(xn' Bn); Gd) nfi(xiv 01)
i=1

8 Su nombre proviene de McLeish y Small (1988). Véase también Joe y Xu (1996).
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Siendo f; la funcion de densidad de F;y C la funcion de densidad de la copula que
viene dada por la expresion:

dC(uq,...un;04q)
duq,..Un

En el caso de K observaciones independientes de n variables aleatorias (xf, x5, ..., x5)
parat=1,2, ... K lafuncién de maxima verosimilitud viene dada por la expresion:

T
L(64,65, ...,0,,04; x5, x5, ..., x5) = Z Flxtxt, .., xh)

t=1

Por lo que el logaritmo de la funcién de maxima verosimilitud es:

VS A t
In L(Glr 02: ey Bn! Bd' X1)X2) e rxn)
T n T

= D D INCAGE ) + ) Inc(Fy (et ), s Faih 62): 6)
t=1

t=1i=1

Donde el conjunto de parametros de las distribuciones marginales univariantes y de
la copulaes ® = {0, 6,,..., 6, 6,}. Dicha funcion estad formada por la suma dos
componentes. El primer término Xi=1 Zit: In(fi(x{,6))) se refiere sélo a los parame-
tros de las distribuciones marginales univariantes (6;). El segundo término
SiziInc(F(xf, 0), ..., (x5, 60); 0a) implica tanto los parametros de dependencia de la

copula 6, como los parametros de las distribuciones marginales univariantes (6,).

Por lo tanto, el método IFM realiza las estimaciones de maxima verosimilitud de los
parametros 6, 8,, maximizando el primer término de la funcion de log-méaxima

verosimilitud, es decir8:

T n
Ous,.n = argmax > > In(fi(xt,00)

t=1i=1

86 Estos parametros también son Utiles en el caso de una estimacién conjunta mediante MLE como
valores iniciales en una rutina de optimizacion.

152



En la segunda etapa se maximiza el segundo término de la funcién de log-maxima ve-
rosimilitud, obteniendo asi el parametro de dependencia de la copula. Para realizar esta
maximizacion se toma como datos los 8, , , estimados en la etapa anterior, es decir:

T
0y = arg néaxz Inc(Fy(x£,0,), ., By (x5, 0,); 64)
d
t=1

A continuacion estableceremos la estimacion de la cdpula Normal por ser la hipé-
tesis que emplea la distribucion normal multivariante para unir las distribuciones
normales univariantes. Para el ajuste por IFM de la cdpula normal a una serie mul-
tivariante de rendimientos procederemos de la siguiente manera:

e En primer lugar ajustaremos cada distribucion univariante F;a cada una de las

series univariantes de rendimientos r;, empleando el método de maxima verosi-
militud.

e Posteriormente calcularemos para cada una de las series de rendimientos y
cada observacién de las mismas u;, = F; (r;,).

e Obtenemos ¢, = q)'l(ui,t)

e Finalmente estimamos la matriz de correlacion £ maximizando:

e zfé(z
InL = z In——

In)ft 1 r
= =3 D [T~ 1)g + Infz]
t=1

Ejemplo. Supongamos que tenemos los rendimientos logaritmicos r; de 3 activos (A,
By C) a lo largo de 12 periodos temporales. Deseamos realizar el ajuste de una copu-
la Normal.

El primer paso es el ajuste de los parametros de cada distribucion marginal para la serie
de rendimientos de cada activo. Como ya sabemos las principales distribuciones son la
normal, la t de Studenty la mixtura de normales. Para mantener el ejemplo sencillo su-
pongamos que ajustamos a una distribucion normal cada serie de rendimientos. En teo-

ria debiéramos emplear la distribucién de mejor ajuste a cada una de las series lo que
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pudiera dar lugar a emplear distribuciones distintas para cada una de ellas. En nuestro
ejemplo, los pardmetros para la media y desviacion estimados para cada serie son: z, =
0,12%, o4 = 1,14%, 1z =0,19%, 65 =1,92%, 1 =0,19%y o = 0,72%.

El segundo paso, consiste en calcular F; (r;,). Dada la hipétesis de normalidad, la funcién
acumulativa normal para la media y desviacion tipica estimadas en el paso anterior. En
nuestro ejemplo, para ¢ = 1y el activo A simplemente pondriamos en Excel =DISTR.
NORM(-2,82%;0,12%;1,14%;1)=0,49%. ParaelactivoB=DISTR.NORM(0,07%;0,19%;1,92%;1)

=47,45% y asi sucesivamente.

Posteriormente debemos obtener el vector formado por &, = ®!(x;,). En nuestro ejem-
plo, para ¢t = 1y el activo A, simplemente empleariamos en Excel la formula =DISTR.
NORM.ESTAND.INV(0,49%], para el activo B DISTR.NORM.ESTAND.INV(47,45%) y asi su-

cesivamente.

A B C A B C A B C

11-282% | 0,07% | 0,46% 0,49% | 47,45% | 64,80% | -258,59% -6,39% | 38,00% | -0,11
2(-0,07% |[-2,81% | -0,45% | 43,50% 587% | 19,01% | -16,37% |-156,58% | -87,74% | 0,03
3| 0,99% | 3,15% | -0,92% | 77,93% | 93,85% 6,34% 77,00% | 154,24% |-152,68% | 0,34
4| 1,44% | 0,83% | -0,33% | 87,83% | 63,02% | 23,84% | 116,63% | 33,25% | -71,16% | 0,18
5 1,53% | 1,83% | 0,71% | 89,35% | 80,34% | 76,59% | 124,56% | 85,40% | 72,54% | 0,17
6| -0,49% |-0,61% | -0,33% | 29,68% | 33,78% | 23,84% | -53,36% | -41,85% | -71,16% | 0,05
71 0,41% | 2,76% | 0,37% | 60,22% | 90,97% | 60,09% 2591% | 133,90% | 25,56% | 0,07
8| -0,71% |-1,15% | -0,71% | 23,35% | 24,19% | 10,81% | -72,74% | -70,01% |-123,66% | 0,06
9| 0,95% | 0,47% | 0,07% | 76,88% | 55,75% | 43,69% 73,47% 14,47% | -15,89% | 0,06
10| 0,09% |-1,45% | 1,37% | 49,09% | 19,58% | 94,92% -2,28% | -85,66% | 163,73% | -0,03
M| 051% |-2,71% | 0,65% | 63,58% 6,51% | 73,97% 34,72% | -151,37% | 64,25% | -0,27
12| -0,44% | 1,93% | 1,33% | 31,22% | 81,76% | 94,32% | -48,96% | 90,61% | 158,20% | -0,02

Total 0,55

Finalmente, en la ultima columna se muestra el valor de la funcién de log-verosimilitud

para cada observacion. Por ejemplo, el valor calculado para ¢ =1 se obtiene como®”:

87 En Excel podriamos haber empleado =LN(1/RAIZ(MDETERM(Z)J*EXP(-0,5*MMULT(¢; MMULT
[MINVERSA[):]— [I, TRANSPONER(¢ ))))) y dado que es una formula con operaciones matriciales
CTRL+MAYUS+ENTRAR.
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In =In

Izl Izl

100
Donde ™= [8 (1) ﬂ ,y la matriz Z es simétrica de orden 3y con unos en la diagonal. Debemos
maximizar la suma del valor alcanzado en cada observacion sujeto a las restricciones opor-
tunas sobre la matriz X. El valor maximo alcanzado en nuestro ejemplo se corresponde con

el valor de 0,55 que se obtiene utilizando la siguiente matriz de correlacion:

0,27 1 —0,01

1 0,27 -0,11
-
-0,11 -0,01 1

Dado que hemos considerado distribuciones marginales normales para cada serie de
rendimientos esta matriz coincide con la matriz de correlaciones entre dichas series. Es
decir, al emplear distribuciones marginales normales y estructura determinada por la

copula normal hemos obtenido la distribucion normal multivariante.

La densidad de la copula n-dimensional t de Student con v grados de libertad y ma-
triz de correlacion no singular X viene dada por:

dnc(ul,...,un) _ fv,E(tgl(ul); ey tgl(un))
duy - .- du, 1 h ()

Donde t;'(u) es la inversa de la funcidn de distribucion de la t de Student con v
grados de libertad, fv es la funcién de densidad de la distribucién univariante y ;5 es
la funcion de densidad conjunta de un vector aleatorio distribuido como una t de
Student. La anterior funcion de densidad se puede expresar como:

v (v+1)/2

n-1
;n(ﬁ)z <1i=—1[(1 + sl-z/v)) (1 + stx~ls/v)-w+n)/2

dnC(ul,...,un) _ r (#)
duy .. du, F(l tv
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Siendo s; = t;'(w) ys' el vector (£ (uy), ..., t;*(u,)) . En el caso bivariante la expresion
de la densidad de la copula t de Student toma la siguiente expresion:

v 2
d"c I'(z
—ud = 05 B ), (=PI +57/v)(A +s3/v)] /21
du, du, F(1+17)

2

+ (512 —2ps1S, + 522)/((1 _ pz)v)]—(wz)/z

Donde s; = t; Y (uy) y s, = t; 1 (uy) .

Ejemplo. Estimacion cépula t de Student bivariante.

A partir de los valores de las uniformes u, y u,® y para unos valores iniciales v=3,5y p
=0,60, el valor del logaritmo de la funcion de densidad toma para la primera observacion

el siguiente valor:

2

1Co R ppp—
In{0,5 (W) 3,5/ (1—-0,62)[(1+s?/3,5) @1
r ,

2

+n)

1 -(3,5+2)/2

2 (3,5+1)/2
+53/3,5)] [+ (s2 = 20,6515, +53)/((1 - 0,62)3,5)]

3,5
2

Para calcular en Excel F( ) se emplea =EXP(GAMMA.LN()), a modo de ejemplo F( ) es
=EXP(GAMMA.LN(1,75))=0,92.

Para el calculo de s; = t;*(u;) se puede emplear en Excel esta funcién (Venter, 2003):
=SIGNO(x,-0,5)*v"0,5*(-1+1/DISTR.BETA.INV(ABS(2*u, -1);0,5; v/2))*(-0,5)

Por ejemplo, para la primera observacion S, toma el valor:
=SIGNO0(0,06-0,5)*3,5"0,5*(-1+1/DISTR.BETA.INV(ABS(2*0,06-1);0,5;3,5/2))*(-0,5)=-2,05

8 Provendrian del ajuste a los datos de partida a la marginal deseada (distribucién univariante
normal, t de Student, etc.).
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S5 Ln t Student

1 0,06 0,09 -2,05 -1,67 1,18
2 0,99 0,99 4,06 4,06 2,90
3 0,95 0,96 2,22 2,44 1,60
4 0,74 0,73 0,71 0,68 0,51
5 0,67 0,35 0,48 -0,42 -0,08
6 0,68 0,43 0,51 -0,19 0,08
7 0,87 0,77 1,34 0,83 0,56
8 0,12 0,02 -1,41 -3,19 0,62
9 0,09 0,08 -1,67 -1,78 1,14
10 0,26 0,72 -0,71 0,64 -0,47
11 0,27 0,08 -0,68 -1,78 0,22
12 0,67 0,75 0,48 0,75 0,43

Total 8,69

Debemos sumar el valor de la funcién de densidad para las distintas observacio-
nes y maximizar sujeto a las oportunas restricciones (coeficiente de correlacion
entre -1y 1y grados de libertad positivos). Los valores que maximizan la funcién
son p =0,78y v=1,95 que proporcionan una valor de la funcién de log-verosimilitud
de 9,96.

La copula de Clayton se emplea frecuentemente en el ambito financiero dado que al
presentar dependencia en la cola inferior, es una buena candidata para recoger los
acontecimientos extremos conjuntos en un mercado. Para el ajuste por IFM de la
codpula de Clayton a una serie multivariante de rendimientos procederemos de la si-
guiente manera:

e En primer lugar ajustaremos cada distribucion univariante F; a cada una de
las series univariantes de rendimientos r;,empleando el método de maxima

verosimilitud.

e Posteriormente calcularemos para cada una de las series de rendimientos y
cada observacion de las mismas u;, = F; (r;).
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¢ Finalmente estimamos el pardmetro o caracteristico de la copula de Clayton
maximizando la funcién de log-verosimilitud:

n

InL = ZT: I(l -n+ Zn: ui_,t‘)‘>_n_a nu]}l_“[(i —Da +1]
t=1 i=1

j=1

Ejemplo. Supongamos que tenemos nuevamente los rendimientos logaritmicos r;, de 3
activos (A, By C) a lo largo de 12 periodos temporales. Deseamos realizar el ajuste de

una copula de Clayton.

El primer paso es el ajuste de los pardmetros de cada distribucion marginal para la serie
de rendimientos de cada activo. Nuevamente por mantener el ejemplo lo mas sencillo
posible supondremos que ajustamos cada serie a una distribucion normal univariante, El

segundo paso consiste en calcular F; (7;,) dada la hipétesis de normalidad.

Finalmente, estimamos el parametro o caracteristico de la copula de Clayton maximi-
zando la funcion de log-verosimilitud. Por ejemplo, dado que n = 3 el valor calculado para

t=1se obtiene como®:

In [(1 — 34 0,49% 7 + 47,45% %

1
+64,80% ) °7@(0,49% 1) (47,45% ") (64,80% ") («
+1(2a + 1)]

En la Ultima columna se muestra el valor de la funcion de log-verosimilitud para cada

observacion para el siguiente valor inicial de a = 0,5.

87 Para los datos empleados en este ejemplo no se consigue optimizar el valor de dicha funcién.
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A B C A B C

11 -2,82% 0,07% 0,46% 0,49% 47,45% 64,80% | -2,70
2| -0,07% -2,81% -0,45% 43,50% 5,87% 19,01% 0,18
3 0,99% 3,15% -0,92% 77,93% 93,85% 6,34% | -1,39
4 1,46% 0,83% -0,33% 87,83% 63,02% 23,84% | -0,19
5 1,53% 1,83% 0,71% 89,35% 80,34% 76,59% 0,62
6| -0,49% -0,61% -0,33% 29,68% 33,78% 23,84% 0,29
7 0,41% 2,76% 0,37% 60,22% 90,97% 60,09% 0,33
8| -0,71% -1,15% -0,71% 23,35% 24,19% 10,81% 0,56
9 0,95% 0,47% 0,07% 76,88% 55,75% 43,69% 0,16
10 0,09% -1,45% 1,37% 49,09% 19,58% 94,92% | -0,30
1 0,51% -2,71% 0,65% 63,58% 6,51% 73,97% | -1,01
12| -0,44% 1,93% 1,33% 31,22% 81,76% 94,32% | -0,04

Total -3,48

Es decir, para la estimacion por maxima verosimilitud de la cdpula Clayton es nece-

sario obtener la funcién de densidad de probabilidad. Esta se calcula como la deri-

vada parcial de la copula con respecto a sus parametros (u; y u, en el caso bivarian-

te). A continuacion describiremos las funciones de densidad de las cépulas de

Clayton, Gumbel y Frank en el caso bivariante.

La copula de Clayton para el caso de 2 dimensiones la cépula viene dada por:

CU) = (—14u, % +u, 9)Ve
La primera derivada viene dada por:

dC(uLuz) —
du1

1
ul_l_a(_l + ul_“ + uz_a)_l_a

Derivando respecto a u, obtenemos:

d?c
(uiuz) _ (1 + a)ul—l—auz—l—a(_l + ul—a + uz—a)—z—l/a.
duq du;

Se optimiza dicha funcion o su logaritmo para valores de o mayores que 1.
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La copula de Frank para el caso bivariante tiene la expresion:

C(U) = _71111 <1 + (e ~ D™ - D)

(e =1

La primera derivada viene dada por:

ACluyuy) exp (—auy)
du;  1—exp(—a) _ _
T—exp (mau,) +exp(—au,) — 1

Derivando respecto a u, obtenemos:

d*Cousuy) a exp(—au,) exp(—au,) (1 — exp(—a))
du, du,  [exp(—a) — 1+ (exp(—au,) — 1) (exp(—au,) — 1)]2

El pardmetro caracteristico de la copula o puede tomar cualquier valor menos 0, en
cuyo caso tendriamos la copula independiente.

La copula de Gumbel para el caso de dos-dimensiones tiene la expresion:

1
Ca(U) = exp{—[(=Inu)* + (= Inu,)*]a}
La primera derivada viene dada por:

(=Inuy)*“ !

Uy

dC(ulluZ)

du, exp{—[(=Inuy)*+ (—=1In uz)ﬂ%(

) [(=Inu)®

1.
+ (= Inuy)%a

Derivando respecto a u, obtenemos:

d*Coy, uy) _ (=Inuy)% ' (—Inuy)*?

_Al/a A—Z(a—l)/a -1 A—(Za—l)/a
du, du, Uy U, exp( ) [ (@ ) ]

Donde A = (—Inu)* + (—Inuy)*

El parametro caracteristico de la copula o puede tomar cualquier valor positivo.
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Ejemplo. Estimacion cépulas arquimedianas bivariantes

A partir de unos datos observados ajustamos cada serie univariante a la marginal desea-
da, de esta forma obtenemos nuestra serie de uniformes (u; y u,) que cogemos en este
ejemplo como datos de partida. El valor de la funcion de log-verosimilitud para la copula

de Clayton para a = 1,78y la primera observacion es de:

In[(1 + 1,78)0,55711780,61717178(—1 + 0,557 178 4 0,617178)~2-1/178] = 0,32

El valor de la funcién de log-verosimilitud para la cépula de Frank para o = 10,49 y la

primera observacion es de:

10,49 - exp(—10,49 - 0,55) exp(—10,49 - 0,61) (1 — exp(—10,49))

n [exp(—10,49) — 1 + (exp(—10,49 - 0,55) — 1)(exp(—10,49 - 0,61) — 1)]? =088

El valor de la funcion de log-verosimilitud para la copula de Gumbel para a = 2,76 y la

primera observacion, calculado a partir del valor de A, es de:

A= (-1In0,55)>7¢ + (—1n0,61)>76=0,38
n [(_ In0,55)276-1 (= In 0,61)276-1 exp(—A1/2'76) [A—2(2,76—1)/2.76 +(2,76 —

0,55 0,61

1)A—(2-2,76—1)/2,76]:|=0’71

Posteriormente calculariamos el maximo de la suma de los valores de log-verosimili-
tud para cada cépula sujetos a las oportunas restricciones acerca del parametro a. De
esta forma obtenemos un valor de 5,45 para la cépula de Clayton, 8,60 para la copula
de Franky 8,37 para la copula de Gumbel producidos por los parametros anteriormen-

te citados.
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Obs. ‘ i ‘ Uy ‘ Ln Clayton ‘ Ln Frank ‘ Ln Gumbel ‘ A

1 0,55 0,61 0,32 0,88 0,71 0,38
2 0,59 0,61 0,33 0,97 0,77 0,32
3 0,91 0,88 0,71 1,31 1,70 0,00
4 0,96 0,86 0,71 1,07 0,38 0,01
5 0,06 0,02 1,52 1,71 1,64 62,91
6 0,75 0,44 -0,01 -0,99 -0,53 0,61
7 0,06 0,33 -1,09 -0,56 -0,26 19,64
8 0,10 0,14 1,26 1,20 1,07 16,77
9 0,78 0,65 0,36 0,59 0,58 0,12
10 0,44 0,28 0,28 0,33 0,40 2,55
11 0,95 0,89 0,76 1,30 1,21 0,00
12 0,58 0,67 0,32 0,79 0,69 0,27
Total 5,45 8,60 8,37

2.2.2. Simulacion o generacion de variables correlacionadas mediante cépulas

La utilizacion de cépulas requiere de la aplicacion de un algoritmo que permita re-
plicar cualquier estructura de dependencia entre las variables aleatorias del mis-
mo. Asi, para la copula Normal y t de Student dicho algoritmo realiza la siguiente
secuencia de acciones:

e Simular variables aleatorias uniformes u; para los T periodos deseados y los i
activos.

e Transformar las uniformes en variables aleatorias independientes distribuidas
como una normal estandar & = @!(u; ;)

e Correlacionar las variables normal estandar aplicando la matriz de correlacion
¥ mediante el método de Cholesky, $ir

e Transformar las variables normal estandar correlacionadas en simulaciones
de la cépula normal aplicando la funcidon de distribucion normal estandar

yir = ®(&r)

162



Transformar las simulaciones de la copula normal en simulaciones de las mar-
ginales con cépula normal aplicando el método de lainversa 7ir =F*(yir)

Ejemplo. Continuando con el ejemplo de la copula Normal en el que teniamos como
distribuciones marginales para los rendimientos logaritmicos la normal, con parame-
tros para la media y desviacion estimados: x, = 0,12%, o, = 1,14%, u; = 0,19%, o =

1,92%, u-=0,19%y o =A 0,72%. Y la matriz de correlaciones estimada era:

1 0,27 -0,11
=027 1 —0,01
-0,11 -0,01 1

Realizaremos una simulacion para 7= 12 para los rendimientos logaritmicos. En primer
lugar simulamos 3 variables aleatorias uniformes para los 12 periodos deseados. En
Excel emplearemos la funcién =ALEATORIO(). Posteriormente transformamos las ante-
riores uniformes en variables aleatorias independientes distribuidas como una normal
estandar. Por ejemplo, para el activo A y el primer periodo simulado &, ; = ©1(0,94) =
1,55. En Excel emplearemos la funcién =DISTR.NORM.ESTAND.INV(0,94).

Posteriormente correlacionamos las variables normal estandar empleando la matriz de

Cholesky. En nuestro ejemplo la matriz inferior de Cholesky es:

1 0 0
C= [0,27 096 0 ]
0,11 0,02 0,99

Por lo que podemos obtener &1 = & 1C" ?°. Por ejemplo para el primer periodo temporal

1 027 011
[1,55 =293 -0,19] [0 0,96 0,02]=[1,55 -2,39 —0,43]
0 0 099

% En Excel para obtener §ir emplearemos la funcién =MMULT($; 7 ; TRANSPONER(C))
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A B C A B C A B C
1 0,94 | 0,00 | 0,42 1,55 | -293 | -0,19 1,55 | -2,39 | -0,43
2 0,82 | 0,93 | 0,36 0,93 1,48 | -0,36 0,93 1,68 | -0,42
3 0,33 | 0,23 | 0,65 | -0,43 | -0,74 0,37 | -0,43 | -0,83 0,40
4 0,67 | 0,83 | 0,09 0,43 0,95 | -1,33 0,43 1,04 | -1,35
5 0,57 | 0,42 | 0,15 0,19 | -0,20 | -1,04 0,19 | -0,14 | -1,06
6 0,62 | 0,12 | 0,92 0,31 -1,16 1,41 0,31 -1,03 1,34
7 0,87 | 0,19 | 0,26 1,13 | -0,88 | -0,64 1,13 | -0,53 | -0,78
8 0,46 | 0,04 | 008 | -0,10 | -1,80 | -1,42 | -0,10 | -1,75 | -1,44
9 0,34 | 0,10 | 0,25 | -0,41 -1,31 -0,66 | -0,41 -1,37 | -0,64
10 0,12 | 0,08 | 0,94 | -1,18 | -1,39 1,54 | -1,18 | -1,66 1,63
11 0,08 | 0,51 0,83 | -1,40 0,04 0,97 | -1,40 | -0,35 1,11
12 0,84 | 0,11 0,47 0,99 | -1,22 | -0,08 0,99 | -0,90 | -0,21

Posteriormente transformamos las variables normal estandar correlacionadas en simu-

laciones de la cdpula normal aplicando la funcidn de distribuciéon normal estandar. Por

ejemplo, para la primera observacién y el activo Ay a1 = ®(§1) = ®(1,55) = 0,94, En

Excel emplearemos la funcién =DISTR.NORM.ESTAND(1,55).

Finalmente transformamos las simulaciones de la cpula normal en simulaciones de las
marginales aplicando el método de la inversa. En nuestro ejemplo todas las distribucio-
nes marginales son normales. En el caso del Activo A calculariamos su rendimiento si-

mulado para el primer periodo temporal como 741 = Fi*(¥a1) = F51(0,94) = 1,88 donde

Fi' es lainversa de la distribucién normal con parametros u, = 0,12%, o, = 1,14%, En
Excel =DISTR.NORM.INV(0,94;0,12%;1,14%).
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A B C A B C
1 0,94 0,01 0,33 1,88% -4,39% -0,13%
2 0,82 0,95 0,34 1,18% 3,42% -0,12%
3 0,33 0,20 0,66 -0,38% -1,40% 0,47%
4 0,67 0,85 0,09 0,60% 2,18% -0,79%
5 0,57 0,44 0,14 0,33% -0,08% -0,58%
6 0,62 0,15 0,91 0,47% -1,78% 1,15%
7 0,87 0,30 0,22 1,40% -0,83% -0,38%
8 0,46 0,04 0,07 0,00% -3,17% -0,86%
9 0,34 0,09 0,26 -0,35% -2,44% -0,28%
10 0,12 0,05 0,95 -1,23% -2,99% 1,36%
11 0,08 0,36 0,87 -1,47% -0,48% 0,99%
12 0,84 0,18 0,42 1,24% -1,54% 0,03%

A continuacion realizaremos un ejemplo de la simulacion de la cdpula t de Student biva-

riante a partir del coeficiente de correlacion lineal p;, =0,85 y el nimero de grados de

libertad v = 4,5. Dada la matriz de correlacion entre las dos variables, la matriz inferior

de Cholesky es:

100%

0%

85,00%

52,68%

De forma semejante que en el caso de la distribucion normal simulamos dos uniformes

independientes =ALEATORIO(), a partir de las cuales por el método de la inversa obtene-
mos las normales incorrelacionadas = DISTR.NORM.INV(U(0,1);0;1].

Las normales correlacionadas se calculan por multiplicacion de la matriz de Cholesky

y la de las normales incorrelacionadas. En este ejemplo para la primera simulacién la

segunda normal toma el valor =85,00%*0,56+52,68%*(-0,29)=0,32, mientras que la pri-

mera toma el valor de la normal sin correlacionar (0,56).
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CorrN(0,1) | CorrN(0,1)

1 0,71 0,39 0,56 -0,29 0,56 0,32
2 0,68 0,53 0,47 0,08 0,47 0,44
3 0,04 0,27 -1,72 -0,62 -1,72 -1,78
4 0,67 0,14 0,45 -1,06 0,45 -0,18
5 0,69 0,07 0,50 -1,47 0,50 -0,35
6 0,15 0,30 -1,04 -0,52 -1,04 -1,16
7 0,54 0,26 0,10 -0,66 0,10 -0,26
8 0,49 0,81 -0,02 0,88 -0,02 0,45
9 0,74 0,93 0,63 1,44 0,63 1,30
10 0,04 0,49 -1,77 -0,02 -1,77 -1,52
11 0,90 0,50 1,31 0,01 1,31 1,11
12 0,86 0,95 1,06 1,66 1,06 1,77

La diferencia entre la simulacion de la copula normal y t procede a continuacién. Dado

que t(v) = ':l/(xo—/l; tenemos que simular una distribucién Chi cuadrado con 4,5 grados de

libertad, para lo cual debemos simular una nueva serie de uniformes U(0,1). Dicha distri-
bucidén se puede simular en Excel, mediante = PRUEBA.CHI.INV(U(0,1); grados de liber-
tad), en nuestro ejemplo para la primera observacion toma el valor = PRUEBA.CHI.
INV(0,47; 4,5)=3,56. Las t de Student correlacionadas vienen dadas para la primera simu-
lacidén por = (0,56)* RAIZ(4,5/3,56)=0,62 y = (0,32)* RAIZ(4,5/3,56)=0,36.

Para obtener las uniformes correlacionadas se emplea la distribucion =0,5*DISTR.T
(-0,62;4,5;2)=0,72. La funcidn no permite valores negativos por lo que cuando x < 0 (en la
tabla representa los valores negativos de CorrT(0,1)], debe tenerse en cuenta que
DISTR.T(-x;grados de libertad;2) = 1 - DISTR.T(x; grados de libertad;2).
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U1 | chiz | corrlo1) | corrTio.1) | wi-corrulo,1) | = corrulo,1)

1| 0,47 | 3,56 0,62 0,36 0,72 0,63
2 | 0,26 5,26 0,44 0,41 0,66 0,65
3| 096 | 066 -4,48 -4,66 0,01 0,00
4 | 0,06 | 9,09 0,32 -0,12 0,62 0,45
5| 0,47 | 3,56 0,57 -0,39 0,70 0,36
6| 0,19 | 618 -0,89 -0,99 0,21 0,19
7 | 0,51 3,29 0,12 -0,30 0,55 0,39
8 | 0,78 1,78 -0,03 0,71 0,49 0,74
9 | 094 | 0,81 1,49 3,06 0,90 0,98
10 | 0,88 1,20 -3,42 -2,93 0,01 0,02
11 | 0,91 1,00 2,77 2,37 0,97 0,96
12 | 0,06 | 9,02 0,75 1,25 0,75 0,86

Para simular variables aleatorias de una distribucién conjunta definida por una cé-
pula no eliptica; como son la cépula de Clayton, Frank y Gumbel; necesitamos la
distribucion condicionada de la copula (véase Bouyé et al., 2000):

C(ul,,.‘.,un_l)(un) = P[Up <up|(Uy, o, Up—1) = (Uq, oor , Up—1)]
d" 1,
(Uqg,... Un—1,Upn,1,...,1)

duq, ..., du,_4

n—1
d C(ul,...,un_l,l,...,l)
duq, ..., du,_4

A partir de la distribucion condicionada de una cépula podemos definir la distribu-
cion condicionada inversa de una copula:

C(ulu“'lun—l)(un) = q Sd un = C(:L]i,,...,un_l)(q)
El algoritmo para simular una copula no eliptica es el siguiente:

e Simular variables aleatorias uniformes u; {u,, ..., u,} para los cada uno de los
T periodos deseados.

e Fijar {ui, .. uz} yaplicar la copula condicional inversa para obtener u; = Cgty(uz)
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-1
C(u;,“.,u;‘l_l)(un) .

Repetir recursivamente el paso anterior determinando {uj,...,u;} como u;

Transformar las simulaciones de la copula deseada en simulaciones de las mar-

ginales con cépula normal aplicando el método de la inversa 7ir = {F{'(u}), ...,

F;l(u3)}, donde F, es la distribucion marginal ajustada a los rendimientos.

Ejemplo. Vamos a aplicar el algoritmo anterior para una copula de Clayton de tres variables

Sustituyendo n= 3 en la expresion general de la copula de Clayton viene dada por:

C)=A-n+Y1u, )V = (=2 +u; % +u, * +uy~%)"1/e

La primera derivada viene dada por:

dC(ul,uz,u3) _
du1

ul_l_a(_z + u]__a + uz_a + u3_a)_1_1/a

Derivando respecto a u, obtenemos:

ac,
(ugupuz) _ 1+ a)ul—l—auz—l—a(_z U u, T+ u3—a)—2—1/zz.

duq duy

De esta forma obtenemos que:

d C(ul'uz'uz)

duy

U T (=2 Uy Uy %+ 179) e

C(ul)(uZ) - dC(u1 1,1)

duy

_ (—1 +u " Uy )
= o

dC(u1.u2,u3)
du, du,
dC(ul'uz.l)
duidu,

C(ul,uz) (u3) =

T ou (=2 4 uy 179 4 1-9) -1 Ya

a. —1-1/a

(1 + a@)uy %, (=2 +uy "+ uy % uy %) 2

S (Lt uy T (<2 uy T e - 17) 2
1

-2-1/a

_ (—2 +u T U+ u3‘“)

“1+u; “4u, @
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Por lo que finalmente se despeja el valor de u; como:

C(u;)(u;) SUy S Uy = <

*

Up; =

Y de u3 mediante:

C(u’i,u})(u;) =U3 S U3 = (

(uz—a/(1+a)u1—a

*—Qa

—-uj

*—a
Uy

1
_ o\ —1-=

—1+ui “+u a) @

_— =

-1/a 1
+ 1) = Cup(w2)

24w u T ruwy

u§ — (u;a/(1+2a)(_1 + u;—a + u;—a

“1+u " +u ™

) —ug

*—Q *—Q

—u;

1
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=
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Una vez deducidas las formulas a aplicar en el algoritmo para el caso concreto de la cépula

de Clayton de 3 variables procederemos a simular para los 12 préximos periodos los rendi-

mientos de los tres activos A, B 'y C anteriores. En primer lugar simularemos las variables

aleatorias uniformes ; para los cada uno de los 7 periodos deseados. En este ejemplo he-

mos aplicado los mismos nimeros que en el caso de la cdpula normal, y dado que las dis-

tribuciones marginales seran nuevamente normales la diferencia entre los resultados de los

rendimientos obtenidos provendra Ginicamente de la diferente forma funcional de la copula.

A B C A B C A B C
1 0,94 | 0,00 | 0,42 | 0,94 | 0,01 | 0,10 1,88% -4,06% -0,72%
2 |0821]09 | 036 | 082] 095 | 057 1,18% 3,31% 0,31%
3 1033|023 | 065|033 023 | 057 | -038% -1,25% 0,32%
4 | 0,67 | 0,83 | 0,09 | 0,67 | 0,86 | 0,23 0,60% 2,26% -0,34%
5 |057 | 042 | 015 | 0,57 | 0,48 | 0,23 0,33% 0,09% -0,34%
6 | 062|012 | 092 | 0,62 | 0,179 | 0,90 0,47% -1,51% 1,11%
7 | 087|019 | 026 | 087 | 0,31 | 0,33 1,40% -0,76% -0,13%
8 | 0,46 | 0,04 | 0,08 | 0,46 | 0,07 | 0,04 0,00% -2,67% -1,04%
9 | 034|010 | 025|034 | 011 | 0,176 | -0,35% -2,14% -0,54%
10 | 0,12 | 0,08 | 0,94 | 0,12 | 0,04 | 0,82 | -1,23% -3,10% 0,85%
11 0,08 | 0,51 | 0,83 | 0,08 | 0,28 | 0,68 | -147% -0,93% 0,53%
12 | 0,84 | 0,11 | 0,47 | 0,84 | 0,21 | 0,46 1,24% -1,36% 0,12%
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Posteriormente, calcularemos el valor de las uniformes con la estructura de depen-
dencia dada por una cépula de Clayton con a = 0,5. Fijamos 1 = U1 es decir para el activo
A los nimeros uniformes simulados inicialmente. Para calcular las uniformes u; se
- _ _ -1/a . . .
emplea (uz"‘/‘““’u; TouTv 1) , @ modo de ejemplo para el segundo periodo de la si-
mulacion w3 = (0,93705/19) (0,82)705 — (0,82)705 + 1)—1/0,5 = 0,95 Paracalcular w = (u;a/(1+2a)

1
cion uj = (0,367 (=1 +0,827%5 + 0,957%%) — 0,825 — 0,95705 + 2)~1/05 = 0,57

(14w 4w - —uy %+ 2)'1/“, por lo que para el segundo periodo de la simula-

Finalmente obtenemos los rendimientos simulados aplicando la inversa de la distribu-
cion normal con los pardmetros estimados, dado que en nuestro ejemplo todas las dis-
tribuciones marginales son normales. En el caso del Activo A calculariamos su rendi-
miento simulado para el primer periodo temporal como 741 =Fx'(¥a1) =Fa'(0,94) =
1,88% donde Fi' es la inversa de la distribucién normal con parametros u, = 0,12%, o, =
1,14%.

Se observa como principal diferencia en los rendimientos generadosmediante la copula
normaly la de Clayton que, cuando el rendimiento de , ; es negativo existe una probabi-
lidad mas elevada en la cépula de Clayton de que los rendimientos de los activos By C

sean también negativos, generando una dependencia en la cola izquierda.

Ejemplo. Cépula de Frank bivariante

La copula de Frank para dos variables tiene la siguiente expresion:

C(U) = exp{=[(=Inuy)® + (= Inuy)“]a)

La primera derivada o derivada parcial de la copula respecto a su primer término viene

dada por:
AClu ) exp (—au,)
du; — _1—exp(=a)_ —au) —
T—exp (—auy) +exp(—au,) — 1
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La funcion que representa la inversa de la primera derivada respecto a su primer ele-

mento y que nos proporciona el valor de u; es:

_ . 1 1—exp(—a)
C(uli)(uz) =Uy = —;ln (1 )

1+ exp (—auj)(1/u, — 1)

Calcularemos el valor de las uniformes con la estructura de dependencia dada por una
copula de Frank con a=0,5. Primero, simulamos dos variables uniformes independientes
u; Yy u,. Fijamos uj =, , es decir para la primera secuencia los nUmeros uniformes si-

mulados inicialmente. Para calcular las uniformes u; se emplea C(;E)(uz) =u3, amodo de
1-exp (-0,5)

. . . . . N 1
ejemplo para el primer periodo de la simulacion u3 =_E1“(1 ~ Trenp (CO505)(1/022-D)

)=0.22.
Finalmente obtenemos los rendimientos simulados aplicando la inversa de la distribu-
cién normal con los pardmetros estimados, dado que en nuestro ejemplo todas las dis-
tribuciones marginales son normales. En el caso del Activo A calculariamos su rendi-
miento simulado para el primer periodo temporal como 741 = Fa'(¥41) =Fa" donde Fx*

es la inversa de la distribucién normal con pardmetros u, = 0,12%, o, = 1,14.

A B A B A B
1 0,50 0,22 0,50 0,22 0,12% -1,26%
2 0,19 0,46 0,19 0,42 -0,89% -0,20%
3 0,63 0,96 0,63 0,96 0,49% 3,55%
4 0,44 0,41 0,44 0,40 -0,05% -0,29%
5 0,55 0,51 0,55 0,52 0,26% 0,27%
6 0,97 0,67 0,97 0,72 2,28% 1,29%
7 0,97 0,22 0,97 0,26 2,33% -1,05%
8 0,19 0,59 0,19 0,55 -0,86% 0,44%
9 0,93 0,45 0,93 0,50 1,82% 0,19%
10 0,35 0,48 0,35 0,46 -0,31% 0,02%
11 0,26 0,53 0,26 0,50 -0,62% 0,19%
12 0,80 0,37 0,80 0,40 1,09% -0,28%
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La copula de Gumbel no puede ser simulada a partir del método anterior dado que
no es posible despejar el valor de la inversa de la primera derivada. Embrechts et al.
(2002) proporcionan un algoritmo?! para la simulacién de cépulas arquimedianas a
partir de la funcion generadora de cépula ¢(?) y su inversa ¢! (s):

e Simular dos variables uniformes independientes a y b.

e Fijar p= K:'(b), donde %, es la funcion de distribucién de la copula C(U; V).
e Fijaru=g¢'(app)yw=9¢'(1-a)p(p).

En el caso concreto de la copula de Gumbel dado que ¢() = (<In )y ¢’'(s) = exp (-s*),

resulta a fijar u} = u = exp(—(s(=Inp)®)V/?) y w3 = exp(—((1 = $)(=Inp))"*) . Las ante-
riores expresiones se pueden simplificar en u = p(@/) y w = p(a-0¥%)

Ejemplo. Cépula de Gumbel bivariante

Dado que la copula de Gumbel no se puede invertir se obtiene mediante iteracion numé-
rica. Se trata de encontrar el valor de la funcion K, = p In(p) / o-b mas préximo a cero, lo
que equivale a encontrar el valor de p que iguala p In(p)m = a(p-b). En Excel procederia-

mos de la siguiente forma para cada periodo temporal:

¢ Simulamosdosvariables uniformesindependientesay b, mediante lafuncién=ALEATORIO().

e Para cada simulacion de las uniformes debemos calcular el valor de p adecuado.

e Obtener las variables uniformes con dependencia dada por la cépula de Gumbel, por
ejemplo para la primera simulacion w = p((1-0") = ¢ 054(024'°%) y y = p(@-@*) =

0,054((1-024)/05)

¢ Posteriormente por el método de la inversa podriamos obtener la simulacién de la distribucion

deseada, por ejemplo la normal como realizamos en el caso de la cdpula Normal y de Frank.

91 Algoritmo 6.1 en el articulo original.
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1 0,24 0,37 0,054 0,840 0,188
2 0,60 0,55 0,098 0,435 0,688
3 0,20 0,65 0,127 0,921 0,267
4 0,80 0,92 0,237 0,396 0,945
5 0,20 0,16 0,017 0,855 0,072
6 0,51 0,76 0,165 0,625 0,651
7 0,27 0,28 0,037 0,789 0,169
8 0,84 0,57 0,103 0,201 0,943
9 0,42 0,62 0,118 0,690 0,484
10 0,82 0,33 0,047 0,128 0,905
11 0,49 0,68 0,137 0,618 0,598
12 0,99 0,02 0,002 0,002 0,999

La generacion de la mayoria de las copulas n-dimensionales puede ser generada
por el procedimiento descrito anteriormente, que consiste despejar el valor de la
inversa de las derivadas parciales. Sin embargo, para las copulas arquimedianas
mas conocidas existen algoritmos mas sencillos y rapidos para el caso n-dimen-
sional. Esto ocurre cuando la funcion inversa de la funcion generadora es conoci-
da por ser una transformada de Laplace de alguna variable aleatoria positiva a la
que se denomina variable frailty (Frees y Valdez, 1998), donde y es una realizacion
de dicha variable. Las distribuciones frailty para las tres copulas arquimedianas
presentadas en este trabajo son conocidas: Gamma para la copula de Clayton, la
Estable positiva para la de Gumbel y la distribucién log-series para la de Frank
(Frees y Valdez, 1998). El algoritmo de generacion es el siguiente (véase Freesy
Valdez, 1998):

1. Generar una variable latente y cuya transformada de Laplace £ e es la inversa
de la funcién generadora ¢

2. Generarvariables aleatorias uniformes para la dimension n deseada, v,,v,,...,v,.

3. Calcular las uniformes con la estructura de dependencia deseada como
u;=L (-y'Inv)parai=1,...,p.
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La tabla inferior muestra la funcidén generadora, su inversa y la distribucién frailty
empleadas en la generacion de nimeros aleatorios de las copulas Clayton, Frank y
Gumbel. La ventaja de este método es su rapidez para el caso de mas de dos dimen-
siones, la desventaja es que requiere la simulacion de una variable adicional, para el

caso bidimensional (tridimensional) supone generar un 50% (33%) mas de variables

uniformes.
Copula ‘ Generadora ¢(t) ‘ Inversa generadora ¢'(s) ‘ Distribucién frailty’
Clayton tTe—1 (1+s) Ve Gamma
exp(at) — 1 1 .
—_— In(1 -1 -
Frank In exp(@) — 1 a n( + exp(s) (exp(a) )) Log-series
Gumbel (—Int)® exp(—s'/®) Estable positiva

Ejemplo. Generar una cépula de Gumbel de cinco dimensiones.
La simulacidn se realizara a partir su distribucion frailty, de esta forma las uniformes con
la estructura de dependencia deseada vendran dadas por la funcion:

w; = L(—y "' Inv;) = exp[—(—y " Inv; )|

El método para implantar el algoritmo en Excel es el siguiente:
1. yesunasimulacién de la distribucién estable positiva™.

2. En las columnas v, parai = 1,..,5 se generan uniformes independientes mediante
=ALEATORIO().

3. Las uniformes con estructura dada por la copula de Gumbel (u; parai=1,...,5) final-
mente se obtienen =EXP(-((-(1/y)*LN(ALEATORIO()))*(1/a)). Posteriormente se in-

vertirian estas uniformes para obtener la distribucién deseada.

92 Para la cépula de Clayton la distribucion frailty es la Gamma con pardmetros Ga(1/a, 1) (que se
puede simular en Excel como =DISTR.GAMMA.INV(ALEATORIO();1/a;1), para la cdpula de Gumbel la
distribucion estable positiva St(1/a, 1, v, 0) con y = (cos(x/2/a))* y o>1 para la copula de Frank la
funcion discreta log-series (1 —exp )/ (ko) para k = 1,2,... Esta alternativa de simulacién es una de
las opciones empleadas en el paquete copula de R.

%3 En este ejemplo sus valores se toman como datos. Dicha funcidn no existe en Excel, por lo que
podriamos programarla o importar sus valores desde, por ejemplo, R.
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1 0,375 | 0,59 | 0,49 | 0,85 | 0,73 | 0,45 | 0,30 | 0,25 | 0,52 | 0,40 | 0,23
2 0,394 | 0,18 | 0,43 | 0,90 | 0,09 | 0,75 | 0,12 | 0,23 | 0,60 | 0,08 | 0,43
3 4,585 | 0,68 | 0,98 | 0,68 | 0,56 | 0,52 | 0,75 | 0,94 | 0,75 | 0,70 | 0,69
4 0,227 | 0,55 | 0,05 | 0,26 | 0,57 | 0,57 | 0,20 | 0,03 | 0,09 | 0,21 | 0,21
5 0,825 ( 0,70 | 0,39 | 0,71 | 0,21 | 0,88 | 0,52 | 0,34 | 0,53 | 0,25 | 0,67
6 1,018 | 0,24 | 0,41 | 0,65 | 0,94 | 0,53 | 0,30 | 0,39 | 0,52 | 0,77 | 0,46
7 0,300 | 0,49 | 0,28 | 0,06 | 0,22 | 0,49 | 0,21 | 0,13 | 0,05 | 0,10 | 0,21
8 1,455 | 0,95 | 0,73 | 0,16 | 0,16 | 0,52 | 0,84 | 0,63 | 0,33 | 0,32 | 0,51
9 1,650 | 0,92 | 0,84 | 0,74 | 0,73 | 0,42 | 0,80 | 0,72 | 0,65 | 0,65 | 0,48
10 1,420 | 0,51 | 0,66 | 0,56 | 0,61 | 0,15 | 0,50 | 0,58 | 0,53 | 0,56 | 0,32
" 0,127 | 0,63 | 0,22 | 0,73 | 0,27 | 0,47 | 0,15 | 0,03 | 0,21 | 0,04 | 0,09
12 1,285 | 0,61 | 0,87 | 0,43 | 0,36 | 0,22 | 0,54 | 0,72 | 0,44 | 0,41 | 0,34

Estimacion y simulacion de copulas con R

Los anteriores ejemplos han sido pensados para mejorar la comprension de las cépulas en
Excel, sin embargo existen otros entornos de trabajo que simplifican notoriamente su ma-
nejo al estar las anteriores funciones ya programadas. En R existen varios paquetes para
trabajar con cépulas, quizas el mas completo en la actualidad sea el paquete copula. Por
ejemplo, podemos definir una cépula normal de 3 dimensiones y matriz de correlacién con

coeficientes 0,5 entre las tres variables mediante:

copnormal <- normalCopula(c(0.5,0.5, 0.5),dim=3,dispstr="un")

Una vez definida podemos realizar, por ejemplo, 1.000 simulaciones como:

copsim <- rcopula(copnormal, n=1000)

Que devuelve una matriz de 1.000 filas y tres columnas compuestas por las uniformes

simuladas. A partir de las uniformes simuladas su estimacién por el método de maxima

verosimilitud se realizaria mediante la siguiente funcion:
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fitCopula(copnormal, copsim, method="ml")

Que proporciona la estimacion de los coeficientes de correlacion, su significatividad y el

valor de la funcién de log- verosimilitud

Estimate Std. Error Z value ‘ Pr¢>lzl)
rho.1 0.5838241 0.01843786 31.66442 0
rho.2 0.3660652 0.02550262 14.35402 0
rho.3 0.6104138 0.01737517 35.13140 0
The maximized loglikelihood is 404.596

El paquete incluye las cépulas elipticas (Normal y t de Student) y arquimedianas (Clayton,
Gumbel, Frank) descritas en este trabajo y otras. Ademas de la generacion de nimeros alea-

torios y su ajuste se proporcionan test de independencia y de bondad de ajuste, entre otros.

Hasta este punto, en este trabajo hemos comentado las distribuciones multivariantes
mas importantes para la modelacion de datos financieros multivariantes. A semejan-
za del caso univariante dichas distribuciones generan rendimientos independientes
idénticamente distribuidos a lo largo del tiempo, y en funciéon de la distribucion em-
pleada menores o mayores colas. Otra opcidn que puede ser empleada es el ajuste de
una serie de rendimientos multivariantes a la distribucién univariante que proporcio-
ne mejor ajuste (normal, t de Student, etc.) y posteriormente establecer su dependen-
cia mediante alguna cépula (Clayton, Normal, etc.). Esta metodologia basada en la
teoria de copulas es mas flexible, ya que permite establecer un amplio abanico de
distribuciones multivariantes, pero adolece de los mismos problemas que la metodo-
logia anterior.

En el caso de que los rendimientos entre periodos no coincidentes no se conside-
ren independientes puede ser adecuado introducir modelos multivariantes de se-
ries temporales de forma que se permita autocorrelacion serial, heterocedastici-
dad o incluso correlaciones entre los distintos rendimientos variantes en funcion
del momento de tiempo. Por lo tanto, ademas de la correlacién incondicional (que
es capaz de recoger por ejemplo la distribucion normal multivariante por Cholesky
através de la matriz de varianzas covarianzas), los mercados estan correlacionados
condicionalmente, de forma que la correlaciéon entre mercados es mayor ante
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periodos de alta volatilidad o caidas bruscas en los mercados, véase Longin y
Solnik (1995), Karolyiy Stulz (1996) y Ang y Chen (2002).

Desde un punto de vista practico en la gestion del riesgo de una compania puede ser
atil simular varias series de manera conjunta puesto que pueden estar relacionadas
entre si’. De esta forma, los rendimientos en un mercado no solo dependen como
en el caso univariante de sus valores y errores pasados (metodologia ARMA] o de su
volatilidad (metodologia GARCH y SV), sino que también depende de los rendimien-
tos de otros mercados. De esta forma para la modelizacién de una serie de rendi-
mientos multivariantes se han propuesto distintos modelos: modelos VARMA,
GARCH multivariantes, SV multivariantes, modelos de cambio de régimen multiva-
riantes, etc. que modelan conjuntamente la relacion entre varias series temporales,
es decir, entre los componentes de un vector de series temporales. A continuacion
se introducen los principales modelos multivariantes.

2.3. MODELOS VARMA

Los modelos VARMA o de vectores autorregresivos de media movil son la extension
de los modelos ARMA al campo de las series temporales multivariantes. Por tanto,
a semejanza del ambito univariante, los modelos VARMA agrupan los modelos VAR
y los modelos VMA. Los modelos VMA incorporan un componente de medias mdvi-
les sobre la perturbacion aleatoria. A continuacion ilustraremos el funcionamiento
de los modelos VAR, que generalmente son los mas empleados.

2.3.1. Modelos VaR
Un modelo VaR, de vectores autorregresivos o autorregresivo vectorial es un siste-

ma de ecuaciones (tantas ecuaciones como series o variables tengamos) donde
cada serie es explicada por los retardos de si mismay por los retardos de las demas

% Este procedimiento implica simular cada serie de forma correlacionada para posteriormente, y
mediante las proporciones de cartera invertida en cada una de ellas, obtener la serie de rendimien-
tos de nuestra cartera. Otra alternativa menos elegante consiste en obtener una serie univariante a
partir de las series multivariantes mediante las proporciones de cartera y, simular asi el compor-
tamiento de esta Ultima.
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variables, es decir, un sistema de ecuaciones autorregresivas”. Por lo tanto, pode-
mos definir un modelo VAR como un modelo multivariante en donde cada variable
viene explicada por sus propios valores pasados y los valores pasados de las otras
variables del sistema.

Supongamos que deseamos modelizar el comportamiento conjunto de & variables.
De esta forma sea un vector de & series temporales,

Im‘
T2t
rt = e
Tkt
un modelo de vectores autorregresivos (VAR] vendria dado por la siguiente expresion:

14
rt=¢0+z¢irt—i+£t

Donde ¢, es un vector de constantes y ¢, son matrices cuadradas de orden k. En el
caso de un modelo VAR(1) tenemos la siguiente expresidn

T1t P10 b T,t-1

r 11 e r

= Zt = |%= + ] o =¢o+Pireg + &
¢kt ¢k1

rkt 1

Si suponemos que la serie de rendimientos es bivariante, en el modelo VAR(1) ten-
dremos dos ecuaciones, en las que intervienen dos variables r;, y r,,, explicadas en
funcion de un Unico retardo. El modelo se puede expresar como:

.= [Tlt] — ¢10] b11 4’12] [rlt 1 €1z]

Tl T ®20 $21 Dozl T2e- 1 eZt

0 de forma desarrolla como:

T = P10 + Gr1T1e-1 + Praloe—1 + €1t
Tot = G0 + PoaTe-1 + Paaloe—1 + €t

%5 Los modelos VAR fueron elaborados de forma pionera por Sims (1980) para reflejar las regula-
ridades empiricas e interacciones entre las distintas variables de series multivariantes, surgiendo
como alternativa a la alta subjetividad de la especificacion de los modelos de ecuaciones simulta-
neas o estructurales. Una revision de los modelos VAR puede realizarse en Stock y Watson (2001).
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Donde el primer subindice de los parametros ¢ hace referencia a la ecuacion, y el

segundo al pardmetro al regresor. Se dice que ¢,, es el impacto de r,,; en r;, dada

la presenciader; ;.

Los modelos VAR pueden ser estimados por minimos cuadrados ordinarios o por

maxima verosimilitud y la eleccion del nUmero 6ptimo de retardos se puede basar

en los criterios clasicos de seleccion de modelos basados en el valor de la funcion

de log- verosimilitud: AIC, BIC, HQC o la ratio o razén de maximo verosimilitud. Sin

embargo, con frecuencia se critican los modelos VAR en que son atedricos y por

tanto se concentran en la simulacion a horizontes temporales no de largo plazo,

puesto que no distinguen entre variables enddgenas y exdgenas, ademas de que

pueden presentan problemas de grados de libertad?.

Ejemplo. Estimar por MCO los parametros de un modelo VAR(1) para la siguiente serie

de rendimientos bivariante r;, y r,, .

1 1,98% 1,60%

2 0,98% 1,43% 1,98% 1,60% 1,09% 0,02%
3 1,92% 1,36% 0,98% 1,43% 1,21% -0,11%
4 0,95% 1,70% 1,92% 1,36% 0,46% 0,25%
5 -1,90% 1,33% 0,95% 1,70% -1,97% -0,12%
6 0,96% 1,95% -1,90% 1,33% -1,25% 0,33%
7 0,95% 1,58% 0,96% 1,95% 1,51% 0,17%
8 -0,95% 1,18% 0,95% 1,58% -1,32% -0,28%
9 2,82% 1,51% -0,95% 1,18% 0,65% -0,08%
10 -1,87% 1,36% 2,82% 1,51% -1,60% -0,02%
11 2,79% 1,43% -1,87% 1,36% 0,69% -0,18%
12 0,48% 1,43% 2,79% 1,43% 0,52% 0,03%

% Este problema se produce cuando el tamano de la muestra no es lo suficientemente amplio
como para estimar modelos con un nimero elevado de retardos y de variables.
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La estimacion por MCO del sistema simplemente consistiria en regresar r;, frente ar; . ;
Y75, Y porotro lado 7, frente a7, ; y7,,.;. En Excel simplemente realizariamos seleccio-
nandoelrangotemporalde 2a 12=ESTIMACION.LINEAL(r; ;7; ,.;:3,.;;1)y=ESTIMACION.
LINEAL(ry; 7 472,53 1). Los resultados, seleccionando tres celdas contiguas en hori-

zontal y pulsando Ctrl+MayUs+Enter tal y como se mostrarian en Excel son:

Ecuacion (i)

-2,495 -0,426 0,047
2 -0,146 -0,043 0,017

Por lo tanto para la ecuacién estimada para la primer serie serd fic = 0,047 —
0,42671,¢-1 — 2,49573,.—1_ A partir de los anteriores parametros podemos calcular los errores
cometidos en la estimacion. A modo de ejemplo, para t = 2, &, =y, — 71, = 0,98% — (0,047 —
0,426 - 1,98% — 2,495 - 1,60%)=1,09%). De esta forma podemos calcular la matriz de va-
rianzas-covarianzas de los errores. Dada la varianza de cada error y la correlacion

entre ambos se simulara facilmente el comportamiento futuro en base a este modelo.

En la actualidad existen multiples versiones de modelos VAR donde destaca entre
otros el modelo de cambio de régimen de Markov (Markov Switching VAR o0 MSVAR]
introducido por Engely Hamilton (1990)?7y los modelos VAR estructurales (Structural
VAR o SVAR].

2.3.2. Modelos VMA

Se dice que una serie multivariante r, sigue un modelo VMA (vector moving-average)
de orden ¢ si:

q
Te=ptE— Z 0
i=1

97 Los modelos MSVAR permiten la modelizacion de series multivariantes mediante distintos regi-
menes, donde los parametros en cada régimen pueden ser distintos y se establece una matriz de
transicion entre los distintos regimenes.
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Donde u es un vector de constantes que denota la media de r, y 8, son matrices
cuadradas de orden £.

Si suponemos que la serie de rendimientos es bivariante, en el modelo VMA(1) ten-
dremos dos ecuaciones que se pueden expresar como

rt—[ru]z #1] [Eu [011 912] [eu )

Ty H2 52t 0,1 O] L2t 1

0 de forma desarrolla como:

T =y + & — 0118101 — 012821
Tyt = P + &3¢ — 0218101 — 022821

Siendo 0, el impacto de ¢, ; sobre r;, en presencia de ¢,,,. La estimacién de estos

modelos se realiza por maxima verosimilitud.
2.3.3. Modelos VARMA

Se dice que una serie multivariante r, sigue un modelo VARMA de orden p, ¢ si:

p q
re=¢o+ Z GiTe i+ & — Z 08—
i=1 i=1

Ejemplo. Simular a lo largo de 12 periodos el siguiente modelo VAR(1):

re = 0,6r 1 + 0,415, 1 + &1¢
T = —0,3r1 = 0,315,1 + &2

Con ¢,y &5, siendo, en este ejemplo, ruidos blancos normales incorrelacionados con o,

=0,="1yr;p=r;y=0

A modo de ejemplo, a partir de la simulacién de €,y €5, calculariamos r;,=0,60 - 21 + 0,4
-1,89-0,45yr,=-0,3-0,21-0,3-1,89 -0,42.
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t

0 0 0
1 0,21 1,89 0,21 1,89
2 -0,45 -0,42 0,77 -1,05
3 0,34 0,89 0,02 0,97
4 0,73 0,57 1,32 0,27
5 0,18 1,47 0,87 0,99
6 0,20 0,35 1,15 -0,21
7 -1,77 0,67 -1,44 0,39
8 -0,27 -1,04 -0,62 -0,73
9 -0,04 -1,76 -0,72 -1,36
10 0,91 -0,23 -0,20 0,40
11 0,10 -2,94 0,26 -3,00
12 -0,36 0,77 -2,06 1,60

Estimacién modelos VARMA [software)

Los modelos VAR pueden ser estimados por minimos cuadrados ordinarios en R median-
te la funcién VAR() del paquete vars. Los modelos SVAR pueden ser estimados en R me-
diante la funcién SVAR() del paquete vars. El paquete MSVAR?® de R proporciona la esti-
macion por maxima verosimilitud de modelos de cambio de régimen de vectores autorre-
gresivos. Para la estimacién del modelo VMA(1) puede emplearse un script desarrollado

por el profesor Ruey Tsay?.

En Eviews laestimacionde modelos VAR se realizaen Quick-Estimate VAR. Posteriormente
debemos indicar como tipo de modelo Unrestricted VAR, las variables endégenas, el
numero de retardos a incluir en cada variable y si queremos que el modelo tenga o no

variables exdgenas (constante u otras variables explicativas).

%8 En el mismo paquete se proporcionan la serie de datos del articulo original de Engel y
Hamilton (1990) para los tipos de cambio franco /délar y los diferenciales del tipo de interés
entre las dos monedas.

99 Dicho script, ademas de otros relacionados con los modelos VARMA y VECM, pueden encontrase
en la pagina web http://faculty.chicagobooth.edu/ruey.tsay/teaching/mts/sp2011/ [consultado 1 de
mayo de 2011].
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En TSM para estimar un modelo VARMA debemos ir a Model-Dinamic Equationy selec-

cionar System of Equations para asi especificar el orden del modelo VAR y VMA. A modo

de ejemplo para un modelo VARMA(1,1) seleccionaremos VAR Order=1 VMA Order=1. El

término constante lo seleccionaremos en Type 1 Intercept.

R
| —— SelectEstimalor —— (] System of Equations "
ye
(o) ST L @ Select Dependent Variables
© System GMM
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) Logit/ Ordered Logit
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() NegBin | (Count Data) Lags o «[ »
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————— | BilinearOrder o ‘« [ »

@) Choose Instruments...

mllpl s (Dragnostic Tests. |
| Diagnostic Tests...
() [CJRegime Switchi

() [ Equilibrium Relations | S3MPle=: |
() [F] Parameter Constraints

i
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2.3.4. Modelos VECM (Vector Error Correction Model)

La mayoria de las series temporales macroeconémicas [tipos de interés, tasas de
inflacidn, etc.) tienen una raiz unitaria y por tanto no son estacionarias. Sin embar-
go, suponga que tenemos dos series, es posible que una de ellas explique el com-
portamiento no estacionario de la otra. Esto ha provocado el desarrollo de la teoria
de la cointegracion para el analisis de series temporales no estacionarias'®. En
este sentido Engle y Granger (1987) sefalaron que la combinacion lineal de dos o
mas series no estacionarias puede ser estacionaria, en cuyo caso se dice que las
series estan cointegradas. La combinacidn lineal se denomina ecuacion de cointe-
gracion y se puede interpretar como una relacion de equilibrio a largo plazo entre
las variables.

La cointegracion se refiere a variables que tienden a moverse de forma conjunta en
una relacién de equilibrio a lo largo del tiempo. La presencia de cointegracion'®
sienta la base para una especificacion tipo VEC, y por lo tanto los modelos VAR coin-
tegrados o modelos VEC son la aplicacion de la teoria de cointegracion de series al
campo de los modelos VAR'%2, Imaginemos dos paseos aleatorios sin deriva para las
variables y; y y»:

Yie = Yie-1 t €1t
Yot = Yat-1 1 €2t

La cointegracion se refiere a que podemos escribir las variables y, e y, relacionadas
de alguna forma. Supongamos que la relacién entre las variables a lo largo del
tiempo es estable. Esta relacion se puede representar mediante una nueva variable
z que es la diferencia entre las series (z; =y, - »), Y que es relativamente estable a
lo largo del tiempo fluctuando alrededor de un valor. Esto representa un sencillo
ejemplo de relacion de cointegracion donde la diferencia de dos series no estacionarias

190 En la practica cuando se analizan muchas series temporales es frecuente encontrar que la falta
de estacionariedad es debida a algun componente/s. Cuando existan relaciones de cointegracion o
combinaciones lineales estacionarias entre las series debemos representar la dindmica no estacio-
naria mediantes pocas raices unitarias o factores comunes () siendo el resto de variables (k-]
combinanciones lineales de éstas.

191 Para determinar si un grupo de series no estacionarias estan cointegradas se han desarrollado
los test de cointegracion.

102 Estos modelos pueden ser analizados en R mediante el paquete urca.
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es estacionaria. La relacion de cointegracion es la combinacion lineal estacionaria
entre las variables y puede ser representada mediante un vector 8= [Z;] que se
denomina vector de cointegracion, en este caso 8 = [_11] Dada una combinacién li-
neal esta no es Unica ya que cualquier relacion del tipo [ig:] es también de cointe-
gracion para cualquier ¢ # 0.

Cuando existe una relacion de cointegracion, una de las variables explica parte de la
tendencia de la otra, y por tanto el comportamiento de las variables puede ser re-
presentado mediante un modelo VEC. De esta forma, en un modelo VEC los incre-
mentos de un conjunto de series no estacionarias se representan como una funcion
lineal de los valores pasados de la combinacion lineal estacionaria entre las varia-
bles mas un ruido blanco, es decir:

Yie = Vie-1 = X1Z¢—1 + €1t
Yot = Yat-1 = ApZ¢—1 + Ep¢

Ejemplo. Supongamos que tenemos dos series financieras y;, e y,,.. EL comportamiento de
cada serie puede modelizarse como un camino aleatorio sin deriva. Sin embargo las se-
ries estan cointegradas de forma que una serie es una combinacion lineal de la otra.
Supongamos que dicha relacion lineal es perfecta (y;, = a + by,, cona=0y b =0). Simular

el comportamiento de las dos series suponiendo cointegracion y no cointegracion.

En el caso de simular las series de forma cointegrada se establece una relacion a largo
plazo lineal y;, = a + by,, entre las dos series. Dicha relacién puede ser estimada por
minimos cuadrados ordinarios y comprobar que los residuos de la anterior ecuacién son
estacionarios. En nuestro ejemplo la relacién estable viene dada por: y;, = y,, por lo que
esta relacion se puede representar mediante una nueva variable z, que es la diferencia

entre las series (z; = y; - »)-

Una vez estimados la relacion estable entre las variables tenemos que estimar los coefi-

cientes de cada ecuacion es decir:

Yie = Qg0 T A11Y1¢-1 + X12Y2¢-1 + A13Z¢-1 + Ex¢
Yot = Q20 + A21Y2¢-1 + A22Y1t-1 + A23Z¢—1 + ¢
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Ya que las variables se pueden modelizar como un camino aleatorio sin deriva pode-
mos simplificar las anteriores ecuaciones obteniendo que y;, = V;,.; + 032, + €1,€ Vo,
=Y+ Q32,5 + &, Suponemos que los dos ruidos blancos son normales estandari-
zados, que los coeficientes a;;=a,;=0,1y que los valores iniciales de las series son y,,

=V = 1000.

erie 0) egraada erie O CO egradaa
dLleatorio
1t Exu Vi Yo Z Vi Yo Z

0 1000 1000 0| 1000 1000 0
1 -0,06 -0,24 999,94 | 999,76 | 0,18 999,94 | 999,76 0,18
2 -1,35 0,20 998,61 | 1000,15 | -1,55 998,59 999,96 | -1,37
3 0,75 -1,33 999,20 | 997,12 | 2,08 999,34 | 998,63 0,71
4 -0,06 -0,37 999,35 | 999,05 | 0,30 999,28 | 998,27 1,01
5 -0,46 0,65 998,92 | 1000,03 | -1,11 998,82 998,91 | -0,10
6 0,99 0,03 999,80 | 998,84 | 0,96 999,81 998,95 0,86
7 1,91 -0,10 | 1001,80 | 999,80 | 2,00 | 1001,72 998,85 2,87
8 0,43 -0,64 | 1002,43 | 1001,36 | 1,07 | 1002,14 | 998,20 3,94
9 -0,57 1,72 | 1001,96 | 1004,26 | -2,29 | 1001,57 | 999,92 1,65
10 -3,07 0,10 998,67 | 1001,83 | -3,17 998,50 | 1000,02 | -1,52

El cuadro superior muestra las trayectorias simuladas de y;, e y,, y su diferencia (z;,)
suponiendo en el primer caso cointegracion de las series y en el segundo las series sin
cointegrar. Para evitar el efecto de los términos de error, se ha empleado la misma ge-
neracion de nimeros aleatorios, de forma que las diferencias provienen Unicamente del
efecto de la correccion de errores de la relacion estable a largo plazo. En los graficos
inferiores se muestran los anteriores procesos para una simulacion a lo largo de 100
periodos. De esta forma se muestra que la distancia entre las series de los caminos
aleatorios se incrementa conforme avanza el tiempo, mientras que la distancia de las

series cointegradas no lo hacen ya que es estacionaria.

En los siguientes graficos se muestran las series simuladas de las series cointegradas

(izquierda), y como la distancia entre las series cointegradas es estacionaria (derecha).
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En los dos siguientes graficos se muestran las series simuladas de las series no cointe-

gradas (izquierda), y como la distancia entre las series cointegradas no es estacionaria

(grafico derechal.
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2.4. MODELOS MULTIVARIANTES MGARCH

De forma analoga al caso univariante, dada una serie temporal de rendimientos
multivariantes r,, podemos decir que {r;,;, 2., ... , Fr,y} = F,; €s la informacion
disponible en el momento y que el rendimiento se va a descomponer en dos partes:
parte predecible (&) que serd una funcién de los elementos de F,, y una parte im-

predecible o shock (a,). De esta forma:

1/2

re=p+a,=E@|F_) +H'°Z,
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Donde: u, es la media condicional de r,, @, 0 &, es el shock o innovacién en el momento
t, Z, es una serie de variables independientes e idénticamente distribuidas con media

ceroyvarianza Iy, siendo Iy la matriz identidad, H, es la matriz de varianzas covarian-
O11t 012t]

zas de ¢. A modo de ejemplo, para el caso bivariante H, = Cov(g|F._;) = [Gm Gzt

Los modelos multivariantes para las series temporales se podrian dividir en dos
grandes clases: modelos para la media condicional g, o ecuacién de la media, como
por ejemplo los modelos VARMA, y modelos para la matriz de varianzas covarianzas
H,, como por ejemplo los modelos MGARCH.

Existe una amplia gama de modelos GARCH multivariantes. Bauwens et al. (2006)
realiza una extensa revision de los modelos GARCH multivariantes. Siguiendo a es-
tos autores se pueden distinguir tres grandes técnicas para construir modelos
GARCH multivariantes en funcion de las distintas especificaciones que emplean
para la matriz de varianzas covarianzas H,:

e Directamente generalizando el modelo univariante GARCH. Dentro de esta téc-
nica destacan los modelos VEC y BEKK, entre otros.

e Mediante combinaciones lineales de modelos GARCH univariantes.

e Mediante combinaciones no lineales de modelos GARCH univariantes, en don-
de destacan los modelos CCC, DCC y copula-GARCH.

Formalmente un modelo GARCH multivariante para la serie multivariante r, (vector
N x 1) puede expresarse como:

rr=U+¢g

Donde U es la media condicional del proceso, que puede venir dado por un vector de
constantes, un modelo VARMA o cualquier otro modelo multivariante y ¢, es el vec-
tor de residuos que viene dado por:

& = Htl/zzt
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H!/? es una matriz definida positiva de dimension Nx Ny Z, es un vector aleatorio
N x 1 de variables independientes e idénticamente distribuidas con E£(Z,) =0y
Var(Z,) = I,, donde I, es la matriz identidad de dimension N x N. Como en el caso
de los modelos GARCH univariante, la hipotesis sobre la normalidad condicional
multivariante no suele modelar las colas gordas que se producen en las series
financieras temporales. Por lo tanto, se ha propuesto al igual que en el caso uni-
variante el uso de la distribucion t-Student o de las distribuciones asimétricas
para la distribucion de Z,.

La matriz H, es la matriz de varianzas-covarianzas del proceso de residuos &,. Los
distintos modelos imponen diversas estructuras sobre la matriz H,. El principal
problema que afecta a los modelos GARCH multivariantes es el gran nimero de
parametros a estimar. Esto no deberia ser un problema, en teoria, si tenemos un
tamano de muestra suficientemente grande. Sin embargo, la estimacion eficiente
de estos modelos se realiza por maxima verosimilitud y es dificil, en muchos casos,
obtener la convergencia de los algoritmos de optimizacion. Ademas, se deben im-
poner restricciones en los parametros del modelo con el fin de garantizar la no
negatividad de las varianzas condicionales en las series individuales. Esto implica
que la matriz H, sea definida positiva y, en la practica, esto no es facil de conseguir.
Que la matriz sea definida positiva es el equivalente a decir que la varianza debe ser
positiva en el campo univariante.

Antes de empezar a describir los principales modelos GARCH multivariantes esta-
bleceremos unos conceptos basicos acerca de la matriz de covarianzas de los ren-
dimientos (en caso de no tener modelo para la media) H, En primer lugar debe

decirse que H, es simétrica, lo que quiere decir que si tenemos dos series
T11,¢ U1zt] [hll,t hiz¢

T o210zt hove  hooe

puesta por los rendimientos de k activos H, tiene K(K + 1) /2 variables. Finalmente

] por lo que o;,, = 0,,,. Si la serie multivariante estd com-

H, debe ser positiva para todo ¢, lo que implica en el caso bivariante g;;,> 0, g,,> 0
Y 011,100, -012,> 0y 01110221 — 0f2, > 0. Ademas a partir de esta matriz se definen
los coeficientes de correlacion dinamica. En el caso de una serie bivariante el coefi-
ciente de correlacion dinamica entre r, y r, viene dado por =izt

1Y T2 por pia,t T
A continuacién expondremos los principales modelos. Bollerslev et al. (1988]
propusieron de forma pionera una formulacion muy general del modelo GARCH

189



multivariante o MGARCH, el denominado modelo VECH o modelo sin restriccio-
nes a partir del cual se han ido desarrollando diversas variantes. Bollerslev et
al. (1988) también propusieron el modelo VEC diagonal que reduce el nimero de
parametros a estimar (Diagonal VECH o DVECH], y que todavia se reduce mas con
las versiones escalares (Scalar VECH o SVECH). Los modelos BEEK desarrollados
en Engle y Kroner (1995) son otra variante del modelo VECH, dicho modelo nueva-
mente cuenta con versiones escalares y diagonales. Finalmente analizaremos el
modelo CCC de Bollerslev (1990), el modelo DCC de Engle (2002) y expondremos
brevemente otros modelos, como los modelos cépula-GARCH, GO-GARCH, etc.
Estos modelos GARCH multivariantes permiten estudiar las co-volatilidades entre
las distintas series financieras temporales.

Empezaremos describiendo los modelos VEC y BEEK, que en terminologia de
Bauwens et al. (2006) son modelos MGARCH que se obtiene directamente al gener-
alizar el modelo univariante GARCH.

2.4.1. Modelo VEC

El modelo VEC o VECH es una formulaciéon muy general del modelo GARCH mul-
tivariante o MGARCH propuesto en Bollerslev et al. (1988). EL modelo VECH es
un modelo sin restricciones a partir del cual se han ido desarrollando diversas
variantes. En el modelo general VEC la matriz H, es una funcion lineal de los
errores retardados al cuadrado y del producto cruzado de los errores y los valo-
res retardados de los elementos de H,. El modelo VECH (m, s) se puede escribir
como:

m N
vech(H;) = vech(C) + z:Aivech(»:t_1 e )+ Z B;vech(H;_1)

i=1 i=1

Donde vech () denota el operador que apila la parte triangular de una matriz Nx N
como un vector N(N+1)/2x1, es decir, aplicado a una matriz simétrica coloca cada
elemento de la matriz inferior en una columna. 4;y B, son matrices cuadradas de
parametros de orden (N+1)N/2, C es un vector de parametros (N+1)N/2x1 y &,_; son
los errores asociados a la ecuacion de la media de la serie de rendimientos. Por
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ejemplo, en el caso de un modelo bivariante (N = 2) GARCH(1,1) la representacion
completa seria:

2
hy1e a;; Q2 Qg3 Elr-1 byy b1z bz [Pare-1
hize| = C12 + |21 A2z Qp3||E€1t-182¢-1|+ [bay  baz  bas||hize-1
2
Raa e a3y A3z ds3 &1 b3y b3z bazd|hypi g

Siendo 4,,, (o de forma equivalente ¢, ) la varianza condicional de los términos de
error correspondiente a la serie 1, &,,, (05, ) la varianza condicional de los términos
de error correspondiente a la serie 2y hj,, 0,,,) la covarianza condicional entre
errores. El nimero de parametros del modelo anterior es de N(N+1) (N(N+1)+1)/2 ,
lo que reduce la utilidad de este modelo. En el caso bivariante tenemos que estimar
21 parametrosy para N = 3 el nUmero de pardmetros a estimar es de 78. Por eso se
han impuesto otras estructuras que reduzcan el nUmero de parametros.

Modelo VEC diagonal (DVEC)

Bollerslev et al. (1988) sugieren el modelo VEC diagonal (DVEC]) en el cual las matri-
ces Ay B son diagonales. De esta forma cada varianza y covarianza condicional o
elemento de la matriz H, h;, depende sélo de su valor pasado y del valor previo de
los residuos retardados al cuadrado. Lo que equivale a que no haya efectos colate-
rales directos en la volatilidad desde una serie a otra. Esta restriccion reduce el
numero de parametros a N(N+5)/2 por lo que para el caso bivariante el nimero de
paradmetros se reduce a 9y para N = 3 el nimero de parametros a estimar es de 12.
AUn a pesar de la diagonalizacidn, en el caso de mayores sistemas el modelo es
muy dificil de estimar en la practica. En el caso de un modelo bivariante (N = 2)
GARCHI(1,1), la representacion de este modelo viene dada por:

2

hll,t Elt-1 b4 hll,t—l

hize| = | €12 E1-182-1| + by, hyz¢—1
2

hao e €2 ¢t-1 b33 [h22,6-1

Se deben establecer condiciones sobre los pardmetros para garantizar que las ma-
trices de varianzas condicionales en los modelos DVEC sean definidas positivas. Se
puede expresar el modelo en términos de productos Hadamard (denotados por O).
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De esta forma podemos definir las matrices simétricas Nx N C°, A°y B® a partir de
C = diag [vech(C)], A = diag [vech(A°)]y B = diag [vech(B°)]. La funcion diag(*) produce
una matriz diagonal con sus elementos en la diagonal principal. De esta forma el
modelo diagonal puede ser escrito como:

H, =C +A° O (g16_) + B O H,_,.

En el caso del modelo VEC(m, s) o DVEC(m, s) la ecuacion anterior se convertiria en:
m N
H,=C + ZA; O (g €51 + Z B OH,_,
i=1 =1

Volviendo al caso del modelo DVEC(1,1) en el caso bivariante tenemos el modelo en
términos de productos Hadamard:

[hll,t ] _ [Au,o ] " [A11,1 ] o [ &1
ha1e  haae Az10 Azzp Az Azzn E2t-161t-1 Eat-1
Bi1, hi1e-1

: J ]
321,1 BZZ,I h21,t—1 h22,t—1

Donde sélo se muestra la parte triangular inferior del modelo. Realizando las ope-
raciones anteriores obtenemos:

_ 2
hi1,e = A110 + A11161¢-1 + Bri,1ha1,e-1
ha1e = Az10 + A21182¢-1810-1 + Barha1e-1

_ 2
hoate = Az + Azz 18501 + Bagihogiq

De esta forma se demuestra que en esta especificacion cada elemento de la matriz
H,depende sélo de sus valores pasados y del correspondiente producto de términos
de &1 &f_.
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2.4.2. Modelo EWMA

Riskmetrics (véase por ejemplo J. P. Morgan y Reuters, 1996) emplea el modelo
EWMA (exponentially weighted moving average model] para predecir las varianzas-
covarianzas. En términos del modelo VEC, este modelo IGARCH se convertiria en:

Hi=c+(1—-D&; 18 1+AH 4

Que es un modelo VEC escalar en donde el factor A propuesto es de 0,94 para datos
diarios y 0,97 para mensuales.

Ejemplo. Dada una serie de rendimientos establecer la matriz de varianzas -covarian-

zas de un modelo EWMA con factor A = 0,97 y sin constante.

En las columnas 2 a 4 se muestra la hipotética serie de rendimientos a partir de las cua-

les se establece el modelo A, = (1-0,97) ¢, &;,; + 0,97 H,;, donde:

hll,t h12,t h13,t
H, = h21,t h22,t h23,t
h31,r h32,t h33,t

Para ¢ =1 se han empleado la matriz de varianzas-covarianzas incondicional'®. Para el

resto de observaciones se emplea:

hy =1 - 0'97)512,15—1 +0,97hy1,t-1
ha1e =1 =097 18101 +0,97hp1 4
hz1e=(1—-097)e3¢ 18101 + 097314

hoze = (1= 0,97)e,_1 + 0,97hpp .y
hsze = (1—097)e511650-1 +0,97h351 4

hsze = (1 —0,97)e5,_q1 +0,97hg3, 4

Y dado que no tenemos modelo multivariante para la media, se establece 1; - ¢;,. A modo
de ejemplo £, lo fijamos como covar (r,,r;,) = 0,063%, mientras que 4,,,=(1-0,97)3,17% -
2,15% + 0,97 - 0,063% = 0,061%.

103 El efecto de los valores iniciales se elimina a medida que aumenta ¢.
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De esta forma podemos afirmar que la matriz de covarianzas a un periodo (¢ =1) sera:

0,072% 0,063% 0,055%
H; =10,063% 0,064% 0,055%
0,055% 0,055% 0,060%

‘ By ‘ hop ‘ hsi, ‘ a2, ‘ sz, ‘ hss,

11 2,15% | 3,17% | 2,87% | 0,072% | 0,063% | 0,055% | 0,064% | 0,055% | 0,060%
2| 0,86% | 1,02% | 1,04% | 0,070% | 0,061% | 0,054% | 0,062% | 0,054% | 0,059%
3| 1,29% | -0,93% | -0,39% | 0,068% | 0,060% | 0,052% | 0,061% | 0,053% | 0,057%
41-1,25% | -1,34% | 0,26% | 0,067% | 0,058% | 0,051% | 0,059% | 0,051% | 0,055%
5(-2,80% | -2,01% | -0,85% | 0,067% | 0,058% | 0,050% | 0,059% | 0,050% | 0,054%
6
7
8

-3,77% | -3,50% | -4,07% | 0,069% | 0,060% | 0,053% | 0,061% | 0,053% | 0,057%

1,40% | 1,68% | 0,97% | 0,068% | 0,059% | 0,052% | 0,060% | 0,052% | 0,056%
-1,46% | -0,96% | -0,27% | 0,067% | 0,058% | 0,050% | 0,058% | 0,050% | 0,054%

91-0,24% | 0,02% | 0,15% | 0,065% | 0,056% | 0,049% | 0,056% | 0,049% | 0,052%
10| 5,25% | 5,62% | 6,48% | 0,071% | 0,063% | 0,058% | 0,064% | 0,058% | 0,063%
11 1,75% | 1,35% | -0,17% | 0,070% | 0,062% | 0,056% | 0,063% | 0,056% | 0,062%
12| 3,95% | 3,29% | 2,26% | 0,072% | 0,064% | 0,057% | 0,064% | 0,057% | 0,061%

2.4.3. Modelo BEEK

Desarrollado en Engle y Kroner (1995) proponen una nueva parametrizacion para
H, En el caso del modelo BEEK(m, s] la ecuacién propuesta es:

m S
x ol * " * *t
H, =CC" + z Al (g eE_ DA + Z B/H,_, B;

=1 Jj=1

Donde C*, A; y B; son matrices Nx N, siendo C*inferior triangular. En el caso del
modelo BEEK(1,1) bivariante tenemos:

hyie h12,r]=[A11,0 0 ]Au,o Au,o]
haye hage Az10 Azzoll 0 Az
+ A1 A12,1] e E1t-182,t-1 [A11,1 A21,1]
A1 Azzal ey q810q &3¢ 1 A1z1 Az
Bi11 312,1] [hll,t—l h12,t—1] [311,1 321,1]
+
Ba11 Baza

h21,t—1 h22,t—1 BlZ,l BZZ,l
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El nimero de parametros a estimar en el modelo BEKK(1,1) es de N(5N+1)/2, por lo
que para el caso bivariante tendriamos 11 parametros. Para reducir el nimero de
parametros se puede imponer que 4; y B; sean matrices diagonales obteniendo
un modelo BEKK diagonal. Este seria un modelo DVEC menos general, ya que el
modelo bivariante DVEC contiene 9 parametros mientras que este modelo BEEK
contendria sélo 7. EL modelo BEKK(1,1) diagonal para el caso bivariante vendria
dado por:

hyge hlZ,t] _ A11,0 ] [Ano A21,o]
Azz 0

ha1e hoge Az10 A2z
A1 ] 51,t—1 E1,t-1€2,t-1 [Au 1
+ 2
0 A2z E2t-1€1,t-1 E2t-1 AZZ 1
" Bi11 0 ] [hll,t—l hlZ,t—l] [311,1 ]
0 Bayillhyieoq hypeqll O By

Otra forma de reducir el nUmero de pardmetros a estimar es emplear un modelo
BEEK escalar. En este modelo se impone que sean las matrices 4; y B; sean igua-
les a un escalar multiplicado por la matriz identidad. Es decir, A; = aly y B} = bly
siendo a y b nUmeros escalares.

El segundo tipo de modelos que analizaremos son los que Bauwens et al. (2006)
clasifican como modelos GARCH construidos a partir de combinaciones no lineales
de modelos GARCH univariantes. En este sentido, un método alternativo para redu-
cir el nimero de parametros en un modelo MGARCH es requerir que las correlacio-
nes entre los errores, y por tanto entre los rendimientos, se fijen a lo largo del
tiempo. En este apartado se describen los modelos GARCH multivariantes que pue-
den ser analizados como combinaciones no lineales de modelos GARCH univarian-
tes. Esto permite que los modelos puedan ser especificados de forma separada en
base a sus varianzas condicionales individuales y a una medida de dependencia
entre las series individuales. Como medida de dependencia se puede emplear tanto
la matriz de correlacion condicional como cépulas. La principal ventaja de este tipo
de modelos es que, en general, reducen el nimero de parametros de los presenta-
dos en la categoria anterior por lo que son mas facilmente estimados.
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2.4.4. Modelo CCC GARCH

La matriz de varianzas condicional para este tipo de modelos se especifica en dos
etapas. En primer lugar, se opta por un modelo GARCH que pueden ser de distinto
tipo (GARCH, EGARCH, GJR-GARCH, etc. o de orden distinto dentro de cada clase)
para cada varianza condicional. En segundo lugar, en base a los modelos para las
varianzas condicionales se establece un modelo para la matriz de correlacion con-
dicional (imponiendo que sea definida positiva para todo ).

Bollerslev (1990] propone una clase de modelos MGARCH en el que las correlacio-
nes condicionales son constantes y por lo tanto las covarianzas condicionales son
proporcionales a su producto por la correspondiente desviacion estandar condicio-
nal. Esta restriccion reduce el nUmero de pardmetros a estimar. EL modelo CCC
GARCH general viene dado por:

H. = (pij\[hiithjjc) = D.RD, parai,j =1,..,N

Donde D, = diag(hy;,, ..., hyn:), i puede ser definido a partir de cualquier modelo

GARCH univariante y la matriz R = (p;)) es simétrica y definida positiva con p;;= 1 para
todoi. Es decir &= L} pl] y sus elementos, los coeficientes de correlacion condicio-
nal constantes, vienen dados por:

i = cove_1(&ic.€jr) _ hyje
i = =
! \/vart_l (Sit 'Sjt) Vhichje

El modelo CCC original supone que los modelos univariantes se modelizan mediante un
GARCH(1,1). Para un modelo bivariante se puede establecer el modelo general como:
H,=D.RD, = [V };1” Piz] [\/ };ut

ezl =

Donde las varianzas individuales 4, y h,, se obtienen a través del modelo
GARCH(1,1). De esta forma resulta la siguiente expresion para cada varianza condi-
cionalenD,yparai=1,.,N

— 2
hiie = ag + @1&{ 1 + Brhije—1
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Donde &%, es un vector dado por (£¢-1,€5:-1), y @y f; son matrices 2 x 2 no definidas
negativas. De esta forma el modelo puede ser escrito como:

h22,t @20 A1 Ap2 P21 ﬁzz h22,t—1

h11,t]= ‘110]+[“11 ‘112 [5” 1] [ﬁu B2 hll,t—l]

52t 1

Esta es el denominado ECCC-GARCH o modelo GARCH multivariante de correlacion
constante extendido, que realizando las operaciones anteriores resulta en:

hll,t] _
haae

2 2
Ao + Q1181 T A1285¢1 + B11hi1,e-1 + B12h22,t—1]
2 2
Q0 + Q2181 + A2285¢ 1 + Baihi1,t—1 + Bazhaz i1

Frente a este modelo también se emplea la versidon diagonal del modelo CCC-
GARCH que viene dada por:

hy4, t] [alo a11 0 ]
aZO az;

&1 " [311 0 ][hll,t—l]
€24 0 Baallhozi

h22 t

O de forma alternativa por:

hll,t] _ [alo + el + ﬂ11h11,t—1]

hazel — U0 + X225 -1 + Pazhazi—a

Las diferencias en el nimero de parametros a estimar es importante, mientras para
el caso bivariante el modelo ECCC con modelos GARCH(1,1) estima 11 parametros
el modelo CCC diagonal estima 7. De esta forma el modelo ECCC contiene en el
caso general N (N + 5) /2 pardmetros. El problema del modelo CCC GARCH es que
la hipotesis de que las correlaciones condicionales son constantes parece no real
a la vista de varias aplicaciones empiricas, de forma que los coeficientes tienden a
cambiar con el tiempo. Una aplicacién de este modelo puede verse en Bollerslev
(1990] para tipos de cambio.
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Ejemplo. Dada una serie de rendimientos multivariante establecer la matriz de varian-

zas-covarianzas de un modelo CCC-GARCH.

Supongamos que tenemos dos series 1y, y I'». A partir de los pardmetros estimados del

modelo, estableceriamos la matriz H,. Supongamos que:

hm] 0,2425 00613

E1t-1 0,9092 0 hi1e-1
0,0435 0, 0131] [ ] [ ] ]

haze 2, 0 09798 [hy s

Nuevamente debiéramos fijar %;;4y hy,,como las varianzas incondicionales. A modo de
ejemplo 4, ,=0,2425 + 0,0613 - (-2,80%)? + 0,9092 - 8,08 = 7,59, ya que al no existir ecua-
cion en la media ry; - &;,. Finalmente podemos calcular los errores estandarizados me-
diante &./\/h;;, . Por ejemplo para ¢ = 1, €1t/v/h11,=-2,80%//8,08=-0,98%. Finalmente la

matriz R vendria dada por p;, = corr (g, &,,).

b | et eau/ Pz

1 | -280% | -016% | 808 | 606 -0,98% -0,06%
2 | -434% | -016% | 759 | 598 -1,58% -0,06%
3 328% | 049% | 714 | 590 -1,23% 0,20%
4 | 274% | 113% | 674 | 583 -1,06% -0,47%
5 | 345% | -114% | 637 | 575 137% -0,47%
6 | -08% | 08% | 603 | 568 -0,35% 0,35%
7 | 096% | 082% | 572 | 561 0,40% 0,34%
8 | -147% | 239% | 545 | 554 -0,63% 1,02%
9 | 09¢% | -079% | 520 | 547 0,42% -0,34%
10 | 700% | 203% | 497 | 540 3,14% 0,88%
11 | 440% | 409% | 476 | 534 2,02% 1,77%
12 | 446% | -045% | 457 | 527 2,08% -0,20%
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2.4.5. Modelos DCC GARCH

Christodoulakis y Satchell (2002), Engle (2002) y Tse y Tsui (2002) generalizan el mo-
delo CCC permitiendo que la matriz de correlacion condicional dependa con el tiempo
en lo que se denomina modelo DCC (dynamic conditional correlation). EL modelo de
Christodoulakis y Satchell (2002) es sélo valido para el caso bidimensional mientras
que los modelos de Engle (2002) y Tse y Tsui (2002) pueden ser aplicados a series de
mayor dimension. Nos centraremos en estas dos Ultimas especificaciones.

El modelo DCC de Tse y Tsui (2002) se caracteriza por:
H, = D,R,D,

Donde D, = diag(hY;,, ..., hyn.), hii puede ser definido a partir de cualquier modelo
GARCH univariante y la matriz de correlacion condicional R, viene ahora dada por:

Rt = (1 - 91 - 92)R + qu,t—l + 92Rt—1

Donde 8,y 6, son los pardmetros escalares no negativos a estimar que satisfacen
0, + 6,<1, R es una matriz Nx N simétrica y con unos en la diagonal (p; =1)y vy, ; es
una matriz de correlaciones N x N para los shocks ¢, para t-m,..., t-1 para un m
preestablecido. Los elementos de la matriz y, ; vienen dados por:

M
Yon=1 Ujt—-mUj,t-m

Wit =
\/(Z%ﬂ uiz,t—m)(E%:I uiz,t—m)

Donde it = €t/ hiit, es decir los residuos estandarizados.

Engle (2002 propone un modelo DCC diferente y quizds mas conocido que el ante-
rior. ELmodelo DCC de Engle se define como:

H; = D.R.D,

Donde D, = diag(R%;,, ... hy%.), y la matriz de correlacién condicional R, viene ahora
dada por:

R, =J:QdJ. = diag(q;?, .., anu:) Qe diag(a;s, ... anms
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Donde Q, es una matriz simétrica definida positiva Q, = (¢;;,) que viene dada por'%:
Q=U-a-pQ+au._ju;,+pQ.,

Donde u, es nuevamente el vector de innovaciones estandarizadas cuyos elementos
SON w;, = &5 /\[huic » 0 es la matriz de varianzas covarianzas incondicionales de u,, y «
y B son parametros escalares no negativos que satisfacen que 0 <a + < 1. La matriz
J, es una matriz normalizada para garantizar que R, es una verdadera matriz de
correlaciones. La correlacién condicional se puede escribir también mediante
Pijt Z#j‘?ﬁ . Los parametros de persistencia de las correlaciones (a, B) son los
mismos para cualquier par de activos, pero no los niveles de correlacion. Tampoco
la persistencia en correlacion serd igual a la persistencia en volatilidad dada por los

parametros de cada modelo GARCH univariante. Para dos activos resulta:

2
qi1t Qo 1 UTe—1 Uy t—1Uz -1
dns @] =1 =@ B) | +a ' 2
12t 922t P12 U, t-1Uz -1 Uzt-1
q11,t-1 qu,t—l]
qi2t-1 922t-1

+8|

Con correlacion condicional piz: = %
11, )

A continuacion mostraremos las diferencias de los coeficientes de correlacion para
el caso de un modelo DCC bivariante para los dos modelos anteriores. En el caso del
modelo de Tse y Tsui (2002):

M
Yim=1 Ui t—mWjt-m

(e e ) (Sl )

pi2e=U—6,—0)p;,+86, + 02012¢-1

Para el modelo Engle (2002):

U—a—=PB)q;+au_juye_;+ Bqe—;

((1 —a—=PB)g; +aui, , + ﬁ‘hl,t—l) ((1 —a—PB)gptaud, , + BQZZ,t—])

P2t =

104 Este modelo permite reversion a la media en las correlaciones condicionales, ya que podemos
escribir g, = py+ o(u; ;- pi) + B (Giirs - Pi)-
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Para ambos modelos se puede testar la hipotesis de que a=f=0y 0, =0,=0 para
comprobar si empiricamente la correlacién condicional es constante. Una desven-
taja de estos dos modelos es que tanto los pardmetros «, f como 6,,6, son escalares
de forma que todas las correlaciones condicionales obedecen a la misma dindmica.
Lo que en el caso de que la dimensidon de la serie analizada sea elevada parece difi-
cilmente justificable.

Ejemplo. En el cuadro inferior se muestran unos hipotéticos datos de una serie de rendi-
mientos logaritmicos para dos activos (r;, y 1,, ). Mediante la estimacién de un modelo
GARCH obtendriamos la volatilidad condicional (raiz de la varianza condicional) para
cada una de las series (o, , y 0,,). Suponiendo que no tenemos ecuacién de la media en
el modelo (¢;, = r;, parai=1,2). La divisién entre cada rendimiento y su volatilidad con-

Tt

- . . . =t = .
dicional proporciona los rendimientos estandarizados (%1t = 57 y %1t = 57 ). Finalmente

g1t

la Ultima columna es el producto de los rendimientos estandarizados.

t

0

1 1,50% 0,70% 1,26% 1,35% 1,1905 0,5185 0,6173
2 | -0,25% 0,40% 1,28% 1,30% -0,1953 0,3077 -0,0601
3 0,80% 1,00% 1,22% 1,25% 0,6557 0,8000 0,56246
4 | -0,80% 0,10% 1,18% 1,23% -0,6780 0,0813 -0,0551
5 0,90% 0,60% 1,15% 1,18% 0,7826 0,5085 0,3979
6 0,60% 0,70% 1,13% 1,16% 0,5310 0,6034 0,3204
7 1,00% 0,30% 1,10% 1,13% 0,9091 0,2655 0,2414
8 1,25% 0,60% 1,10% 1,10% 1,1364 0,5423 0,6162
9 | -0,20% -0,90% 1,12% 1,08% -0,1786 -0,8333 0,1488
10 0,40% 0,20% 1,07% 1,05% 0,3738 0,1905 0,0712
11 0,90% 0,60% 1,04% 1,02% 0,8654 0,5882 0,5090
12 0,05% -0,15% 1,04% 1,01% 0,0481 -0,1485 -0,0071

El modelo DCC de Engle para dos activos venia dado por:

Qi1t Gi2¢ [1 plz] ufeq Up,e-1Uz,t-1
=1l-a- +a ’

iz !Zzz,c] ( 2 Pz 1 Uge—1Uz, -1 u%,t—l
q11,t-1 ‘hz,t—1]

d12,t-1  922,t-1

+8
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En el siguiente cuadro se muestra en las primeras columnas los valores de la matriz Q, .
ELtérmino g;;, Y g2, se fijan igual a la unidad, mientras que ¢,,, seria el promedio de la
i . —T-1yT . ,

Gltima columna del cuadro anterior (@121 = T Zi=1Uartss) Posteriormente emplearia-

mos las siguientes ecuaciones:

Qe =0—-a—-p)+ au%,t—l + Bq11,6-1
q22¢t = A-a-p)+ au%,t—l + Baz2:-1
Grze = (A —a = BIpiz + auy e Uz 1 + Bqize—1

A modo de ejemplo, suponiendo que p;, = 69,9%, a = 9,90% y 5 = 90%:

Gi1e = (1—0,1%) + 9,90% - 1,1905% + 90% - 1,0000
G2z = (1= 0,1%) + 9,90% - 0,51852 + 90% - 1,0000
Grze = (1 —0,1%)69,9% + 9,90% - 0,6173 + 90% - 0,6961

912,

.y — 23 .
De esta forma, empleando la expresion Pize = == == obtenemos por ejemplo que
_ 0,6882
P22 = Foatryo5165

qa1,t

=0,70003.

t

0

1 1,0000 1,0000 0,6961 0,6961
2 1,0417 0,9269 0,6882 0,7003
3 0,9414 0,8437 0,6134 0,6883
4 0,8902 0,8233 0,6045 0,7061
5 0,8472 0,7416 0,5385 0,6794
6 0,8237 0,6933 0,5245 0,6940
7 0,7695 0,6604 0,5041 0,7071
8 0,7752 0,6014 0,4778 0,6997
9 0,8268 0,5707 0,4916 0,7157
10 0,7473 0,5831 0,4573 0,6928
11 0,6866 0,5284 0,4187 0,6952
12 0,6928 0,5101 0,4278 0,7195
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2.4.6. Estimacion modelos MGARCH

La estimacion de los modelos MGARCH se realiza generalmente en dos fases. En la
primera, se estima la posible ecuacion para la media condicional y se obtienen los
residuos. En la segunda, se estiman los parametros asociados a la matriz de cova-
rianza condicional de los modelos MGARCH empleando el método de maxima verosi-
militud condicional. Como resultado del elevado nimero de parametros a estimary,
en los modelos mas complejos, la interrelacion entre ecuaciones se puede encontrar
problemas de estimacion a lo largo del proceso, generalmente valores no permitidos
en los pardmetros o falta de convergencia del proceso iterativo. Tomando la hipdtesis
de que los errores son distribuidos como una normal multivariante, la funcion de
maxima verosimilitud logaritmica para una observacién puede ser escrita como:

1 1 1,
lnf(@)=—Eln(2H)—Eln|Ht|—E£th &t

Donde @ recoge a todos los pardmetros que deben ser estimados iterativamente, N
el nUmero de ecuaciones y t cada momento temporal. De esta forma la matriz H,
tiene que ser invertida para cada ¢ en cada iteracion, lo que provoca que el tiempo de
iteraccion de estos modelos sea elevado cuando el nUmero de observaciones sea
elevado y N no sea pequeno.

De esta forma condicionado a unos valores iniciales de ¢,y H, la funciéon logaritmica
de versosimilitud muestral puede ser escrita como:

TN e v
In £(6) = — —In(21T) ——ZlnIHtI ——Zgg H:'e,
2 24 2

t=1

Los valores iniciales para H, normalmente se estiman como la matriz de covarian-
zas incondicionales.

Para tener en cuenta la asimetria y el exceso de curtosis de los rendimientos
los modelos MGARCH pueden emplear otras distribuciones multivariantes para los
términos de error. Las distribuciones empleadas generalmente es distribucion t de
Student, pero también han sido empleadas las versiones asimétricas de la normal
y la t de Student, la mixtura de distribuciones normales multivariantes o la distribucion
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hiperbdlica generalizada, entre otras. Incluso si los errores no siguen una distribucion
normal multivariante, la estimacion de los modelos se suele obtener por la maximiza-
cion de esta funcion logaritmica de probabilidad. Este es el método de cuasi-maxima
verosimilitud QLM en el que se asume que los errores son gaussianos cuando se deri-
va la funcion de verosimilitud y se desecha posteriormente dicha hipétesis.

Si el nimero de pardmetros a estimar de un modelo MGARCH es muy elevado la
estimacion anterior o en una etapa no es practica. Por eso se ha desarrollado el
método de estimacidn secuencial o en dos etapas para los modelos DCC (Engle y
Sheppard, 2001). En una primera etapa se ajustan los modelos GARCH univariantes
a cada componente de la serie para obtener los residuos. En la segunda etapa se
estiman los pardmetros correspondientes a la dindmica de la correlacién condicio-
nal a partir de los residuos transformados durante la primera etapa.

La funcién de log verosimilitud es la suma de las funciones de verosimilitud en la
primera y segunda etapa:

In f1(6) = In f1(6) + In f,(6)

La funcion de log verosimilitud de la primera etapa es la simple suma de las funcio-
nes de verosimilitud GARCH individuales para cada activo:

In f,(6) = - In(1T) - %i 3 i) - %i Y et

n=1t=1 n=1t=1

La funcion de log verosimilitud de la segunda etapa se obtiene generalmente como
(excluyendo términos constantes):

T T
1 1
I f,(0) = =5 ) IRl =5 > ut R,
t=1 t=1

Donde u, son los errores o innovaciones estandarizadas. En el caso bivariante se
simplifica como:

2 2
UTe + UG — 2P12,e Uy e Une
2
1—piae

T
1
nf,(0) = -3 [ln(l ~ph) +
t=1
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Ejemplo. En el siguiente cuadro se muestra nuevamente los datos obtenidos para el
modelo DCC. Supongamos que ya hemos realizado la estimacién de las funciones de
verosimilitud GARCH individuales para cada activo por lo que podemos obtener las ren-

. . — 12t . .
tabilidades estandarizadas u;,. Obtenemos Pizt = === sujeto a unos valores ini-
ciales de a y B. La funcién de log verosimilitud para cada observacién se obtiene como

2 2 _o

_§<1“(1 —ph)+ W#‘W) porloque parat= I obtendriamos —é (ln(l —0,6961%)

2 2_o. . , . - .
4 L19057+0,51857 -2 02'69610'6173) = —0,4706 - Tendriamos que optimizar el valor de la funcion
1-0,6961

de log-verosimilitud para todo el periodo temporal cambiando el valor de ay § con la

restriccion de que sean no negativos y satisfagan que 0 <a + < 1.

t

0

1 1,1905 0,5185 0,6173 0,6961 -0,4706
2 -0,1953 0,3077 -0,0601 0,7003 0,1242
3 0,6557 0,8000 0,5246 0,6883 -0,0096
4 -0,6780 0,0813 -0,0551 0,7061 -0,1974
5 0,7826 0,5085 0,3979 0,6794 0,0028
6 0,5310 0,6034 0,3204 0,6940 0,1343
7 0,9091 0,2655 0,2414 0,7071 -0,2090
8 1,1364 0,5423 0,6162 0,6997 -0,3720
9 -0,1786 -0,8333 0,1488 0,7157 -0,1672
10 0,3738 0,1905 0,0712 0,6928 0,2526
11 0,8654 0,5882 0,5090 0,6952 -0,0444
12 0,0481 -0,1485 -0,0071 0,7195 0,3287

205



Estimacion modelos MGARCH mediante R, Eviews y TSM

La estimacion de los modelos MGARCH es relativamente compleja por la que no esta tan
frecuentemente implementada en el distinto software estadistico como los modelos uni-

variantes.

En R existen varios paquetes que permiten la estimacién y simulacion de modelos
MGARCH. El paquete ccgarch proporciona funciones para estimary simular los modelos
CC-GARCH y DCC-GARCH. El paquete rgarch, que a fecha de elaboracion de este trabajo
esta en etapa beta, se espera permita la estimacion de modelos DCC-GARCH, y los mo-
delos Cépula-GARCH y GO-GARCH. El paquete gogarch permite la estimacion de los mo-
delos GO-GARCH. Finalmente, el paquete Mgarch, que también es un paquete en progre-

so, permite la estimacion y simulacion de un modelo BEKK bivariante.

En Eviews no existe la posibilidad de estimar los modelos MGARCH sin recurrir a la pro-
gramacion de los mismos por parte del usuario o emplear el cddigo de una tercera per-
sona. En este sentido en la version 6 se proporciona un ejemplo para la estimacion de un

modelo BEKK GARCH bivariante y trivariante triangulares.

El software TSM permite la estimacién de modelos BEKK y modelos DCC. Para ello, al
igual que con los modelos VAR, debemos seleccionar en Dynamic Equation System la
opcion System of Equations para que el programa permita posteriormente seleccionar

modelo multivariantes.

B Dynamic Equation System )

Select Estimator (] Bystem of Equations H
Y S @ Select Dependent Variables
© System GMM

— Maximum Likelihnood —

VAROrder 0 « [m] »

© Gaussian VMAOrder 0 «[m] »
il ~
© Studentst [F] VARFIMA  Fractional VECM
| SRS [C]UnitRoot (] Nonlinear MA
© General Error Distn.
U [Z] Type 1 Intercept
Whitte (Spectral [ Trend

Type 2 Intercept

Probit/ Ordered Probit oot pessors

I Logit/ Ordered Logit
f Poisson (Count Data)
NegBin | (Count Data) Lags 0 4k r

NegBin Il (Count Data)
|| I——=—T Biincarorger o <@ »

©Type1 ©Type2 © Type3

(0 [ Conditional Variance Model [y oo oo

] Coded Function
| oo Diagnostic Tests.
[[) [£] Regime Switching

\ @)} Relatons_Samle= ] [options... | |
| ) 1 Parameter Constraints =
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Posteriormente en Conditional Variance Model podremos estimar el modelo BEKK o DCC
que deseemos, en el gréfico inferior se estimaria un modelo DCC donde los modelos
univariantes son GARCH(1,1).

T System Conditional Variance | o]
128
VGAROrder 1 « [m] » v2
VGMAOrder 1 « [ »
© GARCH [[] FIGARCH
©) APARCH [C] HYGARCH

© EGARCH [ Asymmetry
[ DCC Multivariate GARCH
(© BEKK Multivariate GARCH

Select Regressors

@ Type1 O Type2 © Type3

[] Abs.
[Csa

Lags 0 <[ »

[E] GARCH-M — Regressor Type

ariance @) 1 2

Std. Dev 1 2

| (es) rncnn

Entre otros programas informaticos para la estimacion de los modelos GARCH multiva-
riantes destaca un toolbox o conjunto de funciones para Matlab desarrollado por el pro-
fesor Kevin Sheppard (inicialmente UCSD_GARCH toolbox, en la actualidad MFE Toolbox).
Contiene funciones para la estimacién y simulacion de modelos BEKK, CCC y DCC
GARCH, ademas de los modelos GARCH univariantes y puede accederse gratuitamente a
través de su pagina web http://www.kevinsheppard.com/wiki/Main_Page. Una revision
del distinto software informatico para la estimacion de los modelos MGARCH puede

verse en Brooks et al. (2003).

2.5. 0TROS MODELOS MULTIVARIANTES PARA LA VOLATILIDAD

Los modelos GARCH multivariantes explicados en el apartado anterior son los mas
conocidos, sin embargo existen otros modelos multivariantes para la volatilidad:
otros modelos GARCH multivariantes (cépula-GARCH, GO-GARCH, MGARCH asi-
métricos), modelos de volatilidad estocastica multivariante y modelos de cambio de
régimen de Markov multivariante. Asai et al. (2006) ofrece una revision de los mode-
los SV multivariantes.
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Modelos cépula-GARCH multivariantes

Los modelos copula-GARCH multivariantes modelizan la dependencia condicional
de las series a través de la teoria de copulas. Patton (2006a, 2006b) y Jondeau y
Rockinger (2006) han propuesto modelos cépula-GARCH, de forma que son especi-
ficados mediante ecuaciones GARCH para las varianzas condicionales, distribuciones
marginales para cada serie (normal o # de Student) y una funcién cépula condicional
(normal o # de Student). Estos articulos destacan la necesidad de permitir variacio-
nes a lo largo del tiempo de la copula condicional de forma que extienden en cierto
sentido los modelos DCC a otras especificaciones para la dependencia condicional.
La funcion copula se puede hacer variar con el tiempo a través de sus parametros
los cuales pueden ser funcion de los datos pasados o incluso tedricamente se po-
dria variar su forma funcional a lo largo del tiempo.

Modelos 0-GARCH

Otra extension de un modelo GARCH multivariante es el GARCH ortogonal u
0-GARCH (Orthogonal GARCH) propuesto por Kariya (1988]) y Alexander y Chibumba
(1997) y que Van der Weide (2002) generaliza en el denominado GO-GARCH (Gene-
ralized Orthogonal GARCH). En estos modelos se supone que los datos observados
son generadas por una transformacion lineal ortogonal de procesos GARCH univa-
riantes. La matriz de la transformacion lineal es la matriz ortogonal de los vectores
propios de la matriz de covarianza de los residuos estandarizados. Este tipo de mo-
delos emplea el anélisis de componentes principales de los datos de forma que
cada componente acumula un porcentaje elevado de la informacién contenida en
los datos, por lo que tienen como ventaja un pequeno nimero de parametros a es-
timar cuando existe un gran nimero de variables.

Modelos MGARCH asimétricos

De forma semejante al campo univariante, también existen modelos multivariantes
en donde la varianza y/o las covarianzas condicionales reaccionan de forma distinta
a los acontecimientos positivos o negativos de la misma magnitud que se presenten
en el tiempo. Un modelo que tienen en cuenta el signo de los errores es el modelo
ADC (asymmetric dynamic covariance) de Kroner y Ng (1998), el modelo AG-DCC
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(Asymmetric Generalized DCC) de Cappiello et al. (2006) o los propuestos en Hafner
y Herwartz (1998) y Hansson y Hordahl (1998). A modo de ejemplo el modelo de
Hansson y Hordahl (1998) es un modelo DVEC que afade un término D O ve_1vf_;
es decir:

H, =C+A° O (g-18_1) + B°H,_; + D Q v, v},

En donde D es una matriz diagonal de parametros y v, = max(-¢,, 0).
Modelos de volatilidad estocastica multivariante

Los modelos de volatilidad estocastica multivariantes (MSV) establecen que la ma-
triz de varianzas condicionales depende de algun proceso inobservable o latente en
vez de las observaciones pasadas como realizan los modelos MGARCH. Un modelo
SV multivariante se especifica tipicamente como N modelos de volatilidad estocas-
tica univariantes. Para una revisién de los modelos MSV véase Ghysels et 4l. (1996)
o Asai et al. (2006). En los modelos MSV los errores vienen dado parai=1,.., Ny
t=1,.., Tpor:

&t = 0;zizexp (0,5h;¢)

En donde o, es un parametro. El vector de innovaciones z, = (z;,,...,zy,)! €S un ruido
blanco multivariante, tiene esperanza E(z,) = 0 y matriz de varianzas Jar(z) = X, . El
vector de volatilidades &, = (hy,,...,hy,) sigue un proceso VAR(1), es decir, h, = ¢h, , + 1,
donde #, es una sucesion de variables independientes e idénticamente distribuidas
segun una Normal(0, £,). Una fuerte critica a los modelos MSV es la complejidad de
su estimacion.

Modelos de cambio de régimen multivariantes

Una alternativa a los modelos GARCH multivariantes o a los modelos de volatilidad
estocastica son los modelos de cambio de régimen de Markov. Dichos modelos son
ajustados y comparados para la determinacion de las cargas de capital de un ase-
gurador en Boudreault y Panneton (2009). ELl modelo RSLN de Hardy (2001) modeli-
za la rentabilidad de un activo o un indice como un modelo de cambio de régimen de
Markov donde bajo cada uno de los regimenes la rentabilidad es gaussiana.
Sin embargo, en la medida de que las companias aseguradoras invierten en carteras
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de diversos indices correlacionados este modelo puede ser extendido al campo
multivariante mediante un modelo MRSLN (multivariate regime-switching lognor-
mal model). De esta forma en vez de una distribucién normal univariante, el mode-
lo MRSLN esta basado en una distribucional normal multivariante con media U,, y
matriz de varianzas-covarianzas X,. De esta forma, sea el proceso {p,t = 0,1,...,}
que influencia en la rentabilidad de los activos, donde en cada momento todos los
activos estan en el mismo régimen’'%, la rentabilidad de una cartera compuesta por
distintos indices viene dada por la expresion:
re= Um + &
&;| Normal multivariante (0, ch)

Aligual que en el caso univariante, puede existir tantas medias y varianzas distintas
como regimenes haya. Sin embargo, es mas facil la estimaciéon de los modelos
MRSLN (k, ng) con k> ng donde k es el niUmero de regimenes y ng es el nimero de
matrices de correlacién empleadas en el modelo'®.

El software TSM permite la estimacion de modelos de cambio de régimen multivarian-
tes. Para ello debemos seleccionar en Dynamic Equation System la opcién System of
Equations para que el programa permita posteriormente seleccionar modelo multivarian-
tes. Posteriormente, y a semejanza del caso univariante, en Regimen Switching podremos
estimar el modelo con los regimenes que deseemos pero con una Unica matriz de correla-

cion de los errores.

105 Esto implica que en un modelo de dos regimenes, todos los mercados estan simultdneamente
en el régimen de alta o baja volatilidad.

106 Boudreault y Panneton (2009) emplean datos mensuales desde Enero de 1956 a Septiembre de
2005 para el mercado de Canada, EE.UU., Reino Unido y Japdn para estimar distintos modelos GARCH
multivariantes comparando sus resultados en base a los tradicionales criterios de parsimonia, la
normalidad de los residuos y test de heterocedasticidad. También realiza una comparacion de estos
modelos con los modelos RSLN multivariante en donde estiman los modelos MRSLN (2,1), MRSLN
(2,2), MRSLN (3,1) y MRSLN (3,3) encontrando bajo los criterios AIC y LRT que el mejor modelo es el
modelo de dos regimenes con una sola matriz de correlacién MRSLN (2,1), mientras que bajo el cri-
terio SC el mejor modelo es el de tres regimenes con una matriz de correlacién MRSLN (3,1) .
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CAPITULO 3. METODOS DE COMPARACION Y SELECCION
DE MODELOS

En los dos capitulos anteriores hemos mostrado la forma en la que se pueden cons-
truir modelos internos a partir de series temporales histéricas para que la genera-
cion de escenarios econémicos y la mediciéon y control del riesgo. Dichas técnicas se
podrian implantar en el marco de Solvencia Il para la construccién de modelos VaR
orientados a la determinacion de las necesidades de capital. Un elemento funda-
mental a la hora de seleccionar un modelo es el proceso de validacion al que es
preciso someterlo. Una vez estimado un modelo se evalla en términos cuantitativos
y cualitativos, para analizar si es adecuado para alcanzar el proposito que se bus-
ca'”. En este capitulo abordamos exclusivamente diferentes test estadisticos y
pruebas cuantitativas que pueden aplicarse. Estos se han clasificado como técnicas
de backtestingy otros criterios tradicionales de seleccion de modelos. El backtesting
es un procedimiento estadistico utilizado para validar un modelo mediante la com-
paracion de los resultados reales (distribucion empirica de pérdidas y ganancias) y
las medidas de riesgo generadas por los modelos. Entre los criterios tradicionales
destacan aquellos que se establecen en base a la funcién de verosimilitud y los que
analizan los residuos.

3.1. EL BACKTESTING DE LOS MODELOS VaR

El proyecto de Solvencia Il pretende que el nivel de capital de las companias de se-
guros esté en funcion del riesgo asumido. Por tanto, se trata de cuantificar el im-
pacto econémico que pueden tener sobre la compania de seguros los diferentes
riesgos técnicos, financieros y operativos, para determinar un capital necesario
consistente con dichos riesgos. Para la cuantificacion del riesgo en el modelo es-
tandar se ha optado por el VaR por ser una medida ampliamente difundida en los
mercados financieros y permitir la integracion de los diferentes riesgos. EL VaR es

107 Para la aprobacién de un modelo interno en el calculo del SCR en Solvencia Il se deben satisfa-
cer las pruebas a las que hace referencia los articulos 120 a 126 de la Directiva Solvencia ll, asi como
los requisitos establecidos en CEIOPS (2009).
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la maxima pérdida que se puede esperar para un plazo e intervalo de confianza
determinados en condiciones normales de mercado. En los primeros estudios
cuantitativos se asumia una distribucién normal para varios de los factores de ries-
go de mercado. En QIS5 los parametros y las hipotesis utilizadas para el calculo del
capital necesario se corresponden con el VaR empirico obtenido a partir de series
historicas de cada riesgo y asumiendo un nivel de confianza del 99,5%. Frente al VaR
utilizado en Solvencia Il, los modelos internos determinan esta medida a través de
métodos de simulacion basados en Monte Carlo, lo cual aporta mayor flexibilidad al
no tener que modelizar cada riesgo asumiendo la hipdtesis de normalidad ni la
distribucion empirica. Por lo tanto, el VaR se calcula simplemente como el percentil
deseado de la distribucion de resultados simulada. Formalmente, el VaR es el nivel
de pérdidas tal que exista una probabilidad p de que las pérdidas sean iguales o
mayores que Y*:

VaR,(Y) = Prob(Y 2Y") =p

Dado que la determinacion del VaR puede realizarse utilizando modelos alternati-
vos, es preciso contrastar la adecuacion de los mismos. Precisamente este es el
objetivo que persiguen las técnicas de backtesting, bajo cuya denominacion se
agrupan un conjunto de test y técnicas orientadas a la validacion de modelos. En
este capitulo analizaremos las herramientas estadisticas de validacion de modelos
VaR construidos con las técnicas analizadas en el capitulo anterior.

3.1.1. Revision de la literatura

Los métodos de backtesting pretenden analizar la adecuacion de los modelos inter-
nos basados en el VaR u otras medidas del riesgo. La validacion mediantes las téc-
nicas que aqui se abordan consiste, principalmente, en la realizacion de test esta-
disticos que tratan de evaluar si el nimero de pérdidas que exceden el VaR se
corresponden con el porcentaje tedrico. En general, cada excepcion puede conside-
rarse como una variable de Bernoulliy, como tenemos N variables, si el modelo es
adecuado las excepciones se comportaran como una distribucion binomial, es de-
cir, suceden con una determinada probabilidad individual y son independientes. Los
test mas simples consisten en computar el nimero de excedidos, entendiendo por
estos los valores que superan el VaR para un determinado nivel de confianza, y
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compararlos con el nimero esperado. En particular, la propuesta de Kupiec (1995),
que ha constituido la base sobre la que se ha configurado la metodologia de back-
testing de los Acuerdos de Basilea, trata de determinar si la frecuencia observada
de excepciones es consistente con la frecuencia esperada. No obstante, el test pro-
puesto por Kupiec tiene como principal debilidad, la dificultad para detectar mode-
los incorrectos. Ademas, tampoco tiene en cuenta la dependencia entre excedidos y
se centra exclusivamente en la propiedad de cobertura incondicional. Por este mo-
tivo, las propuestas de Chatfield (1993]) y Christoffersen (1998) incorporan también
la hipdtesis de independencia entre los sucesos. Con posterioridad, Christoffersen
y Pelletier (2004) proponen un test de independencia que tenga en cuenta el hecho
de que si las excepciones del VaR son completamente independientes unas de otras,
el tiempo que transcurre entre dichas excepciones deberia ser completamente in-
dependiente, asi como el tiempo transcurrido desde la ultima excepcion, lo que
significa que no deberia haber ninguna dependencia en la duracién. El principal
problema de este tipo de propuestas subyace en la necesidad de disponer de un
numero elevado de observaciones.

La extension a multiples niveles de VaR de las propiedades de cobertura incondicio-
nal e independencia se recoge en los trabajos de Crnkovic y Drachman (1997),
Diebold, Gunther y Tay (1998) asi como en Berkowitz (2001). Tal y como afirman di-
chos autores, las citadas propiedades deberian cumplirse para cualquier nivel de
confianza. Segun Berkowitz (2001), esta metodologia de evaluacion es capaz de de-
tectar modelos incorrectos con muestras reducidas (100 observaciones). Otra meto-
dologia para realizar el backtesting se basa en analizar la funcién de pérdidas (Lopez,
1999a), destacando su utilidad para discriminar entre modelos de riesgo alternati-
vos. En el trabajo de Campbell (2005]) se revisan los métodos condicionales e incon-
dicionales mediante simulacidn, llegando a la conclusion de que aquellos que exami-
nan varios cuantiles son mejores identificando modelos inadecuados. También
Lehikoinen (2007) introduce un marco para la mejora del proceso de backtesting a
partir del analisis de pérdidas y ganancias reales de las carteras de bancos, frente
a las resultantes de un modelo VaR, formulando posteriormente un marco detallado
para el desarrollo y mejora de los procesos de backtesting. Asimismo, Virdi (2011)
calculd el VaR diario a través del modelo lognormaly aplicé los principales métodos
de backtesting para un conjunto de empresas indias, llegando a la conclusion de que
los métodos existentes pueden dar lugar a resultados inconsistentes, por lo cual se
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enfatiza la necesidad de mejorar los métodos actuales. En particular, sus resultados
muestran que los métodos tradicionales no son muy eficientes a la hora de diferen-
ciar entre modelos buenos y malos.

3.1.2. Cobertura incondicional, independencia y funcion de fallos

El procedimiento de backtesting consiste en analizar los fallos que tiene el modelo
en relacion al nivel de fallos que deberia tener, dado el nivel de confianza con el que
el VaR ha sido estimado. Por tanto, un elemento basico del backtesting es el nime-
ro de veces que las pérdidas superan el VaR en un periodo determinado. En este
sentido, construiremos una secuencia que toma el valor de 1 si la pérdida excede el
VaRy 0 en caso contrario'%:

1 si x¢4q1 >VaR,
0 sixeyq < VaR,

Iiy1(@) = {
Donde VarR, es la pérdida estimada para el momento ¢ + 1 usando la informacion
disponible en ¢, x,,, es la pérdida observadaen¢+1e/,,(a) eselindicador del even-
to de una excepcion o fallido en ¢+ 1. El resultado de aplicar la funcion de fallos a
una determinada serie serd un vector formado por una serie de ceros y unos que
indicara si las pérdidas obtenidas han superado o no el VaR'®,

Ejemplo. Calculo de la funcién indicador.

En términos matematicos, el valor en riesgo o VaR con un nivel de confianza « se define
como el cuantil a de la distribucion de pérdidas y ganancias. Si se asume que los rendi-
mientos de los activos se distribuyen normalmente, el VaR se calcula de la siguiente

manera:

VaR, = p—q(a)o

108 | a notacién empleada supone, a modo de ejemplo, que un VaR del 32% se corresponde con una
caida del mercado del -32% en el percentil deseado.

199 A modo de ejemplo una posible secuencia seria (0,0, 1, 0,..., 0, 0).
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Donde g(o) refleja el cuantil de la distribucion normal estandar con el nivel de confianza
seleccionado (por ejemplo el 99,5%), o la desviacion estandar y x4 la media de los rendi-
mientos. En caso de emplear un modelo de series temporales para la media condicional
y/o la volatilidad condicional de los rendimientos, la férmula del VaR suponiendo que los

residuos son normales sera:

VaR, = u — q(a)o;

Supongamos que tenemos una serie de rendimientos 7, y tres modelos alternativos para
su ajuste: el modelo normal, un modelo GARCH(1,1) y un modelo RSLN2. En el modelo

normal tanto la media como la volatilidad son constantes, es decir:
. =u+oZ;

Siendo Z~N(0;1). En el modelo GARCH(1,1] la volatilidad condicional depende de sus va-

lores pasados y de los errores cometidos en la estimacién:

=Uu+&
& = 0cZ;
2 = o+ 2 2
0f =w+ay& 1+ P10

Finalmente, en el modelo RSLN2 tanto la media como la volatilidad son dependientes del

tiempo:

Ty = fe + 02
He = 1y P1(0) + p,p2(0)

O = \/G%pl(t) + o2p, () + p1(t)(1 - pl(t))[ul - Hz]z

Siendo py(t) la probabilidad condicional de estar en el régimenien . En el cuadro inferior
se muestran los rendimientos observados en el mercado (7,) y los valores para los distin-

tos momentos temporales de la media y volatilidad para los distintos modelos.

215



Normal

3,68% 0,27% 5,73% 0,07% 5,73% 0,23% 5,76%
2,94% 0,27% 5,73% 0,07% 5,53% 0,66% 5,27%
-3,48% 0,27% 5,73% 0,07% 5,32% 0,38% 5,60%
-3,50% 0,27% 5,73% 0,07% 5,39% 0,13% 5,87%
-15,08% 0,27% 5,73% 0,07% 5,44% -1,56% 7,22%
-11,99% 0,27% 5,73% 0,07% 8,75% -1,56% 7,22%
9,29% 0,27% 5,73% 0,07% 9,46% -1,38% 7,11%
-2,46% 0,27% 5,73% 0,07% 9,00% -1,17% 6,97%
-6,17% 0,27% 5,73% 0,07% 7,88% -1,36% 7,09%
4,60% 0,27% 5,73% 0,07% 7,55% -0,90% 6,78%

En base a los anteriores pardmetros podemos calcular el VaR estimado al 99,5% de con-
fianza por cada modelo mediante la funcién VarR, = u, + o, DISTR. NORM.ESTAND.
INV(0,995), o de forma alternativa dada la simetria de la normal mediante VarR, = u, +
0, DISTR NORM .ESTAND .INV(0,005). Una vez obtenido la serie VaR estimada la
compararemos con los rendimientos para obtener nuestra funcién de fallidos, para lo
cual podemos emplear =Sl(r,<VarR,;1;0)). Como se aprecia en el cuadro inferior el mo-
delo normaly GARCH proporcionan un fallido en el periodo temporal analizado, mientras

que el modelo RSLN no produce ningun fallido.

‘ VaR ‘ VaR ‘ Fallidos ‘ Fallidos‘ Fallidos

GARCH RSLN2 Normal GARCH RSLN2

3,68% -14,69% | -14,69% | -14,61%

2,94% S14,69% | -1417% | -12,91%

-3,48% -14,49% | -13,63% | -14,04%

-3,50% -14,49% -13,81% -14,99%

-15,08% -14,49% -13,94% -20,16%

-11,99% -14,49% -22,47% -20,16%

9,29% -14,49% -24,30% -19,69%

-2,46% -14,49% -23,11% -19,12%

-6,17% -14,49% -20,23% -19,62%

ojojo|lolo|—m|lO0O|OC|O
ojojo|lolo|—m|O0|OC|O
ojojo|lojlojo|lojo|o|o

4,60% -14,49% -19,38% -18,36%
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En las entidades financieras se trabaja para realizar el backtesting con una muestra
no inferior a 250 observaciones diarias. De esta forma, si se cuenta con una serie de,
por ejemplo, 3.000 datos del rendimiento diario de determinado activo, se calcula el
VaR con los primeros 2.750 datos y se utilizan las 250 observaciones siguientes para
realizar las pruebas de backtesting. Esta opcion se denomina backtesting fuera de
la muestra, pero no parece viable para su aplicacion en la industria aseguradora en
la que habitualmente se trabaja con datos mensuales o de mayor frecuencia. Por
eso, a nuestro juicio, la mejor alternativa semeja estimar el modelo con todos los
datos posibles y su validacion se realizard nuevamente con todos los datos con los
que los modelos han sido estimados (backtesting dentro de la muestra). Esta sera
la metodologia empleada a lo largo de este trabajo al trabajar con datos mensuales.
Si en el nuevo periodo analizado (12 nuevos meses) se produjese una excepcion,
habria que prestarle una especial importancia. Otra alternativa seria aplicar la me-
todologia que utilizan las entidades financieras para lo cual debiera emplearse da-
tos de mayor frecuencia, como por ejemplo diarios. En este caso, podria completar-
se el backtesting dentro de la muestra (in sample) con el realizado fuera de la
muestra (out sample). El denominado backtesting in sample tiene como problema
que dado que el modelo ha sido ajustado a la historia y se testa nuevamente frente
a los valores pasados es de esperar un ajuste relativamente bueno. El backtesting
out sample implica que solo se valida el modelo empleando las observaciones que
se produjeron después del final del periodo de la muestra utilizada en la estimacién
del modelo, por lo que un buen modelo dentro de la muestra pudiera producir fallos
cuando se testa fuera de la muestra.

El backtesting limpio consiste en un analisis comparativo entre las estimaciones
delVaRy los resultados diarios de las carteras de cierre del dia anterior valoradas
a los precios del dia siguiente, es decir, una cartera modelo cuya composicién no
varia. La otra opcion posible es realizar un backtesting sucio sobre las carteras
reales de la entidad que incorporen el resultado de la operativa intradia. En las
companias aseguradoras el backtesting que proponemos realizar es el limpio, ya
que detras de la ideologia de Solvencia Il esta estresar la cartera actual al plazo
de un ano.
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Ejemplo. En el grafico siguiente mostramos la evolucién de los rendimientos logaritmicos
mensuales del FTSE-100 en el periodo 1992-2009 (216 observaciones). Asumiendo que
calculamos el VaR analitico mediante un modelo basado en la distribucién normal cuyos
parametros [mediay volatilidad) se recalculan mediante una ventana mévil de 24 meses, el
VaR para el periodo t+1 vendria determinado por VaR?,,(r) = p: — q(a)o; . De este modo,

el VaR al 99,5% de confianza para el primer periodo de analisis se calcularia como:
VaRP,,(r) = 0,004 — 0,049 - 2,5758 = —0,1223

Como se puede comprobar en el grafico adjunto, el VaR es dindmico y existen 7 casos en
el que el valor de las pérdidas supera al VaR estimado. Por este motivo, con este modelo

y durante este periodo de andlisis se computan siete excepciones.
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El grafico anterior permite observar cual es la dinamica del VaR con respecto a la distri-
bucion de pérdidas histérica, y sirve para evaluar en una primera aproximacion el desem-
peno del modelo VaR. Asi, cuando un nimero grande de pérdidas excede el VaR es un
sintoma de que el modelo estd subestimando el riesgo analizado. Por el contrario, si
observamos que un numero muy reducido de observaciones excede el VaR, podriamos
pensar que el modelo es adecuado o incluso que el VaR este sobrestimando el riesgo
histérico. Otra alternativa para calcular el VaR analitico es partir de la media y desviacion
tipica de toda la serie en vez de emplear una ventana movil, obteniendo los parametros

que figuran en la tabla siguiente.
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Volatilidad 4,21%
Promedio 0,33%

De este modo, se obtiene el VaR como:

VaR = 0,0033 —2,5758-0,0421 = —0,1053

Como se puede comprobar en el gréafico adjunto, esto proporciona una estimacion constante

del VaR, computéndose en este caso y durante este periodo de analisis cuatro excepciones.
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Siguiendo a Christoffersen (1998, la determinacién de la adecuacién de un modelo
VaR se reduce a determinar si la secuencia de fallos satisface dos propiedades:

1. Propiedad de cobertura incondicional. Esta propiedad implica que el nUmero de
fallos en un modelo VaR debe corresponder al nivel de confianza con el que di-
cha medida es calculada. La probabilidad de que se produzca una pérdida que
exceda el VaR tiene que ser «, o lo que es lo mismo, Pr(/,, (@) = 1) = a. Si las
pérdidas ocurren en un porcentaje superior, asumiendo que disponemos de
una muestra suficientemente grande, el VaR calculado subestima el riesgo de la
cartera. En caso contrario, es decir, cuando el numero de fallos es muy peque-
no, el modelo sobreestima el riesgo.
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2. Propiedad de independencia. La propiedad de independencia hace referencia a
que los fallos del modelo no pueden suceder de cualquier forma, sino que de-
ben serindependientes. Esto significa que cualquier par de fallos de la secuen-
cia del modelo debe ser independiente del otro (/,,; (@), /.4(a)). Intuitivamente
esta condicion requiere que la historia previa de fallos no debiera proporcionar
informacion acerca de cuando se producira un nuevo fallo. Si por ejemplo ob-
servamos que los fallos se producen de forma consecutiva (en pares), entonces,
la probabilidad de observar un fallo, una vez que se produce otro, es del 100% y
no de «, como seria si fuesen independientes. En este caso el VaR no reflejaria
la pérdida maxima que se espera que sea superada un porcentaje del tiempo
igual a « En general, cuando se producen agrupaciones de fallos, se viola el
principio de independencia y el modelo muestra su incapacidad para capturar
cambios en el nivel de riesgo de mercado. Tal y como Campbell (2005]) indica,
ambas propiedades deben ser superadas por un modelo para considerarlo pre-
ciso, ya que cada una mide una dimension diferente. Estas propiedades pueden
resumirse en que la secuencia de fallos es idénticamente distribuida como una
variable aleatoria de Bernoulli con probabilidad a.

3.1.3. Test de cobertura incondicional

En este apartado abordaremos los test de cobertura incondicional, que se centran por
tanto en el nimero de fallos que tiene el modelo en relacién al nimero que deberia
tener. A priori, un modelo sera adecuado cuando el nimero de fallos coincida con los
que deberian corresponder para un determinado nivel de confianza. De lo contrario,
el modelo no mide de forma adecuada el riesgo. En todo caso, cuando el backtesting
se hace con fines regulatorios tendria menos riesgo aceptar modelos que sobreesti-
man el riesgo que aquellos que infraestimen el riesgo, es decir, aquellos que tienen
menos fallos de los que deberian tener, ya que implicara que en general los niveles de
capital que se estimen con esos modelos superaran a los que deberian tener, lo que
significa una medicion conservadora del riesgo y un aumento de la solvencia.

3.1.3.1. Modelo de backtesting de Basilea Il

El modelo de backtesting aplicado en Basilea Il utiliza un nivel de confianza del 99%
y se aplica a un periodo de 250 dias. Para cada uno de esos dias, los bancos tienen
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que calcular el VaR con su modelo y la distribucién de pérdidas y ganancias. Dados
los parametros que se utilizan, se espera que las pérdidas superen el VaR en pro-
medio 2,5 dias. La propuesta de Basilea Il asume que las pérdidas y ganancias son
independientes, lo que es equivalente a asumir que las excepciones se comportan
como una variable de Bernoulli, y dado que disponemos de 250 dias, es equivalente
a la realizacién de un experimento con una distribucién binomial. La probabilidad de
que un modelo adecuado genere x excepciones en el periodo considerado (250 dias)
se puede estimar como:

250 5
f(x)=( Jp"(l— p) " para x=0,1,2,...N
X

En la tabla siguiente exponemos la probabilidad de que se produzca un determinado
numero de excepciones utilizando los pardmetros que se utilizan en Basilea 11'"°,

Excepciones ‘ P(n=k)
0 8,106%
20,469%
25,742%
21,495%
13,407%
6,663%
2,748%
0,968%
0,297%
0,081%
0,020%

OV ||| WIN|—

N

Segun la metodologia de backtesting propuesta en Basilea Il, un modelo se consi-
derarda adecuado cuando el nimero de fallos esté en el intervalo (0, 4). Si el modelo
incurriese entre 5y 9 excepciones, se incluiria en la zona naranja y a partir de 10
seria clasificado en la zona roja, o lo que es lo mismo, se identificaria como un mo-
delo inadecuado. En la tabla inferior se muestran las caracteristicas del denomina-
do sistema traffic light de Basilea.

10 El nimero de fallos puede estimarse para otros niveles de confianza simplemente aplicando la
distribucion binomial y buscando los puntos de corte para niveles del 95% o del 90%, por ejemplo.
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Numero de _
Caracteristicas

excepciones

Verd 0-4 Probablemente un buen modelo. Poca probabilidad de
erde -
aceptar erréneamente un modelo inadecuado.
. Incierto. Dicho resultado puede ser alcanzado tanto por
Amarilla 5-9 .
modelos adecuados como inadecuados.
. , Probablemente un mal modelo. Es muy poco probable que un
Roja 10 0 mas , )
buen modelo produzca este numero de excepciones.

La hipotesis que se pretende contrastar es que la probabilidad de que se produzca
una excepcion es igual a la probabilidad esperada del 1%:

H.=n<001

La hipdtesis alternativa es que la probabilidad de que ocurra una excepcion es sig-
nificativamente mayor que la probabilidad esperada:

H,=1p>0,01

El test de Basilea Il tiene un error tipo 1 muy pequeno, es decir, la probabilidad de
que se rechace un modelo que es adecuado es muy baja'"". Esto es debido a que
solo se rechazan los modelos que caen en la zona roja, es decir, aquellos que ten-
gan 10 o mas fallos. Como podemos observar, en el cuadro anterior, la probabilidad
de que esto suceda es del 0,02%, equivalente por tanto al error tipo |. No obstante,
tomando un modelo inadecuado con un p = 0,02 (véase la tabla inferior], donde el
numero de excepciones esperadas seria 5, la probabilidad de que caiga en la zona
verde (valores menores a 5), seria de un 43,87%, siendo la suma de las probabilida-
des de que el nUmero de excepciones sea menor que 5.

" En los test estadisticos hay dos errores: el error tipo | describe la probabilidad de rechazar un
modelo correctoy el error tipo Il la probabilidad de aceptar un modelo incorrecto.

Correcto Incorrecto

. Aceptar OK Error tipo Il
Decisién
Rechazar Error tipo | OK
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Excepciones ‘ P(n=k)
0 0,640%
3,268%
8,303%
14,008%
17,653%
17,725%
14,771%
10,507%
6,514%
3,574%
1,758%

OV |||l lWIN|—

—_

En la tabla siguiente recogemos la probabilidad de que un modelo sea clasificado
dentro de la zona verde en funcion del valor de la probabilidad esperada del nimero
de fallidos. En el mismo podemos ver, como algunos modelos incorrectos, todos
aquellos con p diferente de 1%, tienen una probabilidad elevada de ser clasificados
como correctos.

0,50%

1%

1,50%

2%

2,50%

3%

0,9911

0,8922

0,6780

0,4387

0,2495

0,1282

3.1.3.2. Test de Kupiec de porcentaje de fallos (POF)

Este test se centra exclusivamente en la propiedad de cobertura incondicional, es
decir, simplemente comprueban si el VaR es superado en un porcentaje superior al
nivel de confianza a con el que fue estimado. Bajo la hipdtesis nula, que plantea que
si el modelo es bueno, el nUmero de fallos sigue una distribucidon binomial, de modo
que si tenemos un vector de T pérdidas y ganancias y una determinada frecuencia
de fallos igual a p, la probabilidad de que se produzcan x excedidos es:

T _
S = [ ]p" (1-p"
X
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A medida que el nimero de observaciones aumenta, la distribucién binomial podria
aproximarse a través de una distribucion normal de la forma:

x—=pT
Vp(=p)T

Este test es simple de aplicar y requiere como Unicos parametros, T, xy p. El test

Z= ~ N(0,])

propuesto por Kupiec comprueba si el nimero de fallos es igual a , en cuyo caso el
porcentaje de fallos (Percentage of Fails, POF) toma el valor de cero, indicando que
no hay evidencia de inadecuacién de la medida del VaR. Asumiendo que el modelo
es adecuado, la tasa de fallidos deberia ser un estimador insesgado y converger a a
a medida que el tamano de la muestra aumenta (Jorion, 2001). Cuando dicha pro-
porcion de fallos sea diferente, el estadistico aumenta de valor indicando que la
medida estimada sobreestima o infraestima el nivel de riesgo. Por tanto, la hipdte-
sis nula del POF-test es la siguiente:

. X
Hy=a=0a=

El test estadistico POF se realiza a través del test de la ratio de verosimilitud (LR-
Test), que consiste en calcular una ratio entre valor de la funcién de verosimilitud
bajo la hipdtesis nula y la maxima probabilidad ante la hipdtesis alternativa, que se
pone en el denominador. El test LR tiene la siguiente forma:

(a- p)::"P"
(-@) G

La decision se basa en el valor de esta ratio, de modo que cuanto menor es la ratio,

POF = —=2In

mayor sera el valor del estadistico POF. Bajo la hipdtesis nula, si el modelo es co-
rrecto POF se distribuye como una una x? con un grado de libertad, de modo que si
el valor del estadistico supera el valor critico, se rechaza la hipétesis nula y el mo-
delo es considerado como inadecuado. Los valores criticos para una y? con un grado
de libertad se muestran en la tabla inferior.

Valor critico 7,879 6,635 5,024 3,841
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De esta forma, el test se puede realizar mediante los valores criticos una vez esta-

blecido el nivel de significatividad. Entonces calculamos el valor de la distribucion

Chi cuadrado, de forma que se establecen las zonas de rechazo y aceptacion (véase

el grafico inferior para un nivel de confianza del 95%):

Si POF>y? = Rechazamos la hipétesis nula de que el modelo es adecuado.

Si POF < x = Aceptamos la hipdtesis nula de que el modelo es adecuado

Densidad

1-a=095

Region
de aceptacién

a=0,05

Region de
rechazo

Otra forma de realizar el test es por medio de los p-valores. Una vez calculado el

estadistico POF, se debe aplicar a la distribucidon Chi cuadrado definida sobre

el valor obtenido para obtener el p-valor. Se acepta el modelo si el p-valor obtenido

es mayor a un nivel de significatividad empleado, siendo comun emplear el 5%. La

regla que se emplea es la siguiente:

Si p - valor > nivel de significatividad = Aceptamos la hipétesis nula de que el mo-

delo es adecuado

Si p - valor < nivel de significatividad - Rechazamos la hipétesis nula de que el mo-

delo es adecuado
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Ejemplo. Tomando la evolucion de los rendimientos logaritmicos mensuales del FTSE-
100 para el periodo 1992-2010, vamos a evaluar si un modelo VaR basado en la hipotesis
de normalidad y calculado para un nivel de confianza establecido por Solvencia Il del
99,5%, supera el test de cobertura incondicional de Kupiec basado en un backtesting in
sample. Para ello es preciso calcular primero el VaR para todo el periodo de andlisis,
para lo cual necesitamos calcular previamente la volatilidad y la media de la serie.
Empleando el modelo normal de media y volatilidad constante, del analisis de la funcion
de fallos obteniamos cuatro excepciones para un VaR del 99,5% y el periodo temporal
analizado (216 observaciones). En la siguiente tabla se resume informacion necesaria

para realizar el POF test:

KUPIEC

X 4
T 216
p 0,5%
1-p 99,5%
X/T 1,85%
POF 4,675
p-valor 3,06%
— T-xpx — 216—4 4
poF = —gin| =PI\ [ (1=0005)Me 0008t |

07 @ \(-6) G

Intuitivamente, el test de Kupiec es una prueba que trata de evaluar si la frecuencia de ex-
cepciones observada x/T esté lo suficientemente proxima a la frecuencia esperada p como
para no rechazar el modelo. En la practica el modelo se rechaza si la probabilidad asociada
al estadistico (p-valor) es inferior al nivel de significacién deseado, siendo frecuente em-
plear un nivel de significacion de 0,05 (nivel de confianza del 95%). Para un nivel de signifi-
cacion del 5% se rechaza la hipétesis nula ya que el valor del estadistico (4,675) supera el
valor critico (3,841). Asimismo, podemos calcular el valor de una y? con un grado de liber-
tad en Excel mediante =DISTR.CHI(4,675;1)=0,0306, cuyo resultado nos llevaria a rechazar
la hipdtesis nula de que el porcentaje de fallos esta en linea con el nivel p. La razon es que

la probabilidad asociada al estadistico (p-valor de 0,0306) es inferior al nivel de significacién
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deseado (0,05). En el cuadro siguiente vemos como afectaria al test el aumento del nimero
de observaciones manteniéndose el nimero de fallos. Se observa como para T=510 y
T=1.000 un modelo que obtenga cuatro excepciones (X=4) no puede ser rechazado (porque

x/T esta lo suficientmente proximo a p), pero si resulta rechazado para T=216.

P 0,50% 0,50% 0,50%
T 216 510 1.000

X 4 4 4
X/T 1,85% 0,78% 0,40%
(1-p) 99,5% 99,5% 99,5%
POF 4,6745 0,7058 0,2159
p-valor 0,0306 0,4009 0,6422

En el cuadro siguiente exponemos el nimero de excedidos que se tiene que produ-
cir durante un determinado periodo de tiempo para que el modelo sea considerado
como valido de acuerdo con el test de Kupiec, dado que no se puede rechazar la
hipdtesis nula. Es decir, se muestran las zonas de aceptacion del test de Kupiec bajo

diferentes niveles de confianza y tamanos muestrales.

Zona de no rechazo para el nimero de fallos N

Probabilidad (nivel | Nivel de

de significacion) | confianza T=216 T=510 T=1.000
1% 99% N <5 1<N<1 4<N<17
2,5% 97,5% 1T<N<12 6<N<21 15 <N <36
5% 95% 5<N<17 16 <N <36 37 <N <65
7,5% 92,5% 9<N<24 27 <N <51 59 <N <92
10% 90% 14 <N <30 38 <N <65 81 <N<120

Como podemos observar, el poder del test aumenta a medida que lo hace el tamano
de la muestra, de modo que el intervalo relativo al porcentaje de fallos permitido para
considerar un modelo valido se reduce considerablemente. Asi, por ejemplo, en el
caso particular del VaR con un intervalo de confianza del 95%, para 216 observacio-
nes, se aceptaria un modelo que tuviese un porcentaje de fallos superior al 2,31%
(5/216) e inferior al 7,87% (17/216), mientras que para 1.000 observaciones el rango
se reduce (3,70%; 6,50%).
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Nivel de confianza 95%
Observaciones muestra 216 510 1000
Minimo 5 16 37
Maximo 17 36 65
Minimo (%) 2,31% 3,14% 3,70%
Maximo (%) 7,87% 7,06% 6,50%
Rango [Maximo (%)-Minimo (%]] 5,56% 3,92% 2,80%

La principal limitacion de este test es que es débil o poco potente para muestras
pequefnas. Ademas, este test deja fuera informacion valiosa, ya que no tiene en
cuenta la frecuencia con la que se producen los excedidos a lo largo del tiempo, con
lo cual no entra a evaluar la independencia entre sucesos. Por otra parte, tampoco
se tiene en cuenta el tamano de las diferencias entre el VaR estimado y la pérdida
real, con lo cual se estaria dando por bueno un modelo que tenga una frecuencia
adecuada pero con pérdidas muy superiores en cuantia al VaR.

3.1.3.3. Test de Kupiec de tiempo hasta el primer fallo [TUFF)

Para analizar la propiedad de cobertura incondicional hay otros test estadisticos
que podrian ser empleados, como podria ser el test del tiempo hasta la primera
excepcion o fallo. Este test esta basado en las mismas hipotesis que el anterior.
Asumiendo que los fallos estan distribuidos de forma binomial, la probabilidad
de que se produzca un excedido es igual a a. De este modo, para un nivel de
confianza del 99%, se deberia producir un fallo cada 100 dias, por lo que la hipd-
tesis nula sera:

1
Hy=a=a=

Donde: T es el tiempo hasta el que se produzca el primer fallo.

El test estadistico se realiza a partir de la siguiente ratio de verosimilitud:
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Este test, al igual que el POF, se distribuye como una y? con un grado de libertad, de
modo que si el valor del estadistico excede el valor critico de la distribucion para un
determinado nivel de confianza, se rechazara la hipétesis nula. Este test es supera-
do por el POF testy proporciona resultados peores que otras alternativas, de ahi que
sea aconsejable solo como herramienta de analisis preliminar cuando no se dispo-
ne de una serie de datos grande (Dowd, 1998).

Ejemplo. Tomando la evolucion de los rendimientos mensuales del FTSE-100 para el
periodo 1992-2010, vamos a evaluar si un modelo VaR al 99,5% basado en la hipétesis de
normalidad supera el test de Kupiec de tiempo hasta el primer fallo (TUFF). Para ello, al
igual que en el apartado anterior, es preciso calcular primero el VaR para todo el periodo
de analisis, para posteriormente construir la funcion de fallos. Del anélisis de dicha fun-
cién se obtiene que la primera excepcion se produce en el periodo 79, por lo que en el
cuadro inferior se resume la siguiente informacion necesaria para realizar el TUFF test

dado un nivel de confianza del 95%:

T 79
/T 1,27%
p 0,50%
TUFF 0,652
CHI-TEST 0,419
a(l—a)™* 0,005 x (1 —0,005)7"*
LRrypr = =2In = =5—7— = 0,652

(B)a-9")  Hx(-7)

Asimismo, podemos calcular el valor del test en Excel =DISTR.CHI(0,652;1)=0,419, cuyo
resultado nos llevaria a aceptar la hipdtesis nula de que el porcentaje de fallos en un
determinado periodo es acorde el modelo con el nivel de confianza del 95% (0,419 > 0,05).
Por tanto, para este ejemplo concreto, no podemos rechazar la hipdtesis de que el mo-
delo es correcto aplicando este test. Debe recordarse que el poder de este test es muy
bajo ya que para un nivel de confianza del 95% no se pueden rechazar modelos para los

cuales el primer excedido este comprendido entre el periodo 12y 878.
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3.1.3.4. Z-TEST

Este test estadistico se basa en la aproximacion de la distribucidn binomial a tra-
vés de la distribucion normal. Como ya indicamos, asumiendo que los fallidos son
independientes e idénticamente distribuidos, el nimero total de excepciones se-
guira una distribucion binomial:

E~B(T,a)

Donde, E(E)= aT es el nimero esperado de excepciones y la varianza de las excep-
ciones viene dada por Var(E)= « (1-0) T.

Para tamanos muestrales grandes podemos aproximar la distribucion binomial a
través de una normaly se puede definir un estadistico Z de la forma:

X —aT

Ja(l =T
Este test es la variante del test de Wald de la ratio de verosimilitud propuesto por
Kupiec. Una ventaja del test de Wald sobre la ratio de verosimilitud es que esta bien
definido para el caso en el que no ocurre ninguna violacioén, algo que podria ocurrir
en intervalos cortos de tiempo, mientras que esto no ocurre en el test de Kupiec, ya
que el logaritmo de 0 es indefinido.

Ejemplo. Tomando el ejemplo anterior del FTSE-100, realizamos en este apartado el
analisis del Z-test. Para ello, necesitamos simplemente la probabilidad de ocurrencia de
excepciones (a), el nUmero de periodos (T) y el nimero de excepciones que ha ocurrido

en dicho intervalo temporal (X). A partir de ahi calculamos el valor del estadistico como:

g X—al _  4-0005x216 _
Ja(—a)T /0,005 % (0,995) x 216

2,82

Finalmente, obtenemos el valor de la distribucién normal estandar para Z, aplicando la
funcion de Excel =DISTR.NORM.ESTANDAR(2,82). El p-valor asociado es de 0,9976, lo
cual significa que no se acepta el modelo por tener un nimero de fallos excesivo, ya

que la probabilidad de que teniendo 4 fallos el modelo sea correcto es inferior al 5%. El
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estadistico bajo la hipdtesis nula se distribuye como una normal estandar, por lo que la
region de aceptacion estaria comprendida entre los p-valores del estadistico 0,025 y
0,975 con un nivel de confianza del 95%. Por lo que en este ejemplo se aceptaria el

modelo si X=0, 1, 2 0 3 pero no con un numero de fallidos de 4 o superior.

3.1.3.5. Control de calidad de las medidas del riesgo

El método propuesto por de la Pea et al. (2007) reconoce el bajo poder del test de
Basilea para controlar el error de tipo 2, con lo cual proponen aplicar la misma me-
todologia (traffic light) pero tratando de controlar dicho error. El test utiliza las mis-
mas hipdtesis que el modelo de Basilea Il, con lo cual nuevamente se asume una
distribucion binomial para el comportamiento de las excepciones. El control de ca-
lidad cambia las hipdtesis definiéndolas del siguiente modo:

Hy = p > 0,01
Hy = p<0,01

Por tanto, si aceptamos la hipétesis nula, el modelo se rechaza. El cambio en la hipé-
tesis también provoca cambios en los errores tipo |y tipo Il del test de Basilea. Como
ya hemos indicado anteriormente, en Basilea la probabilidad de rechazar un modelo
adecuado es muy baja (0,03%) para un periodo de 250 dias. No obstante, esto tiene
como coste principal que la probabilidad de aceptar modelos inadecuados es también
elevada. Los intervalos de confianza en Basilea Il se establecieron en el punto en el
que la probabilidad acumulada del nimero de excepciones equivalia al 95% vy la zona
roja al 99,9%. El test QCRM (Quality control of risk measures test] calcula la zona
verde, amarillay roja, de modo que se garantiza mediante optimizacion numérica, que
elerrortipo I no es mayor al 1%. La nueva clasificacion establecida utilizando este test
clasifica en la zona verde modelos con fallos en el intervalo (0, 5), reduce la zona ama-
rilla (6-7), mientras que la zona de rechazo (roja) seria para 8 o mas excepciones.

3.1.3.6. Limitaciones de los test de cobertura incondicional
A pesar de que los test de cobertura incondicional proporcionan una referencia fun-

damental para analizar la validez de un determinado modelo VaR, presentan dos
principales limitaciones. La primera es que tienen dificultades para detectar medidas
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de VaR que subestiman sistematicamente el riesgo. Desde un punto de vista estadis-
tico estos test muestran bajo poder en tamanos de muestra consistentes con el mar-
co regulatorio actual de Solvencia ll, es decir, un ano. La segunda limitacién hace
referencia a que no tienen en cuenta si se satisface la propiedad de independencia.
En este sentido, pueden fallar a la hora de detectar niveles de VaR que muestren
dependencia entre los fallos. Los modelos VaR que violan la propiedad de indepen-
dencia pueden dar lugar a pérdidas que exceden el VaR de forma agrupada. Un con-
junto de grandes pérdidas inesperadas puede resultar mas perjudicial para una
institucion aseguradora que cuando ocurren de modo mas frecuente pero estan dis-
persas en el tiempo. Como ejemplo, cuatro pérdidas seguidas en el plazo de un ano
que superan el VaR (99%) puede ser una sefal de practicas inadecuadas de gestion
del riesgo respecto a ocho dispersas en el plazo de dos anos. En la medida que los
fallos dependientes son una senal de falta de respuesta a las condiciones cambian-
tes del mercado y un informe inadecuado del riesgo, un andlisis basado exclusiva-
mente en test de cobertura incondicional podrian ser insuficiente.

3.1.4. Test de independencia

El andlisis de la independencia puede realizarse a través de la aplicacion de diver-
sos test que examinan la propiedad de independencia en la serie de fallos. En los
test incondicionales que hemos analizado anteriormente, sélo se tiene en cuenta el
numero de excepciones, pero no la forma en la que éstas se distribuyen a lo largo
del tiempo. No obstante, como indica Finger (2005), una buena medida del riesgo
debe ser capaz de reaccionar ante cambios en la volatilidad y las correlaciones de
modo que los fallidos ocurran de forma independiente, unos de otros, mientras que
los malos modelos tienden a producir secuencias de excedidos consecutivas.

3.1.4.1. Test de Christoffersen (1998)

El test propuesto por Christoffersen es un test de Markov que examina si la probabili-
dad de que se produzca un fallo depende de si ha ocurrido alguna otra en el momento
temporal previo. Berkowitz y O'Brien (2002) analizaron la adecuacion de las prediccio-
nes de seis bancos comerciarles estadounidenses, obteniendo como resultado que
aunqgue en general la frecuencia de excesos era inferior a la prevista, cuando se produ-
cian eran mayores a las esperadas y estaban agrupadas en el tiempo. Por tanto, si la
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medida de VaR recoge adecuadamente el riesgo de la cartera analizada, entonces la
probabilidad de que se produzca un fallo deberia ser independiente de lo que haya
ocurrido en el periodo temporal anterior. De hecho, si la probabilidad de que se produz-
ca un fallo aumenta en los periodos siguientes a los que hubo otro fallo, entonces, esto
es indicativo de que el VaR después de una excepcion presenta mayores valores.

El procedimiento para aplicar dicho test aparece recogido detalladamente en Jorion
(2001), Campbell (2005) y Dowd (2006). Al igual que en el caso del test de Kupiec, el
primer paso consiste en construir una variable indicador que toma el valor 1 si el
VaR es excedido y 0 en el caso contrario. El siguiente paso consiste en crear una
tabla de contingencia de doble entrada que recoja los fallos del VaR en momentos
temporales consecutivos. Si la medida de VaR estimada es adecuada, la proporcién
de fallos que ocurren después de una violacidn previa deberia ser la misma que
cuando no se ha producido ninguna violacion el periodo previo. Esto significa que:

Moo _ Mio
Noo + M1 My +Ny1

Si estas proporciones difieren sustancialmente, se pone en cuestion la medicion del
VaR. A continuacidn se muestra la tabla de contingencia para el test de independen-
cia de Markov.

lr-l =0 lt-] =1
,=0 ) N9 Ngg + Nyo
=1 ny; ny No; + 1y
Ngp + Ny; Ny + nyy N

Donde ny, indica un no fallido en el tiempo ty también ent- 1, n,, indica un no fallido
en el tiempo t pero si un fallido ent - 1, ny,; indica un fallido en el tiempo t sin que se
haya producido en el momento t - 1, y finalmente, n;; indica un fallido en el tiempo t
que sigue a otro fallido producido en t - 1. Denotaremos por n, el total de fallidos y
por n, el total de no fallidos. Una vez que disponemos de la tabla de doble entrada
calculamos el estadistico tal y como figura a continuacion:

(1 — ﬂ)n00+n10n.n01+n11
POF;y = —21n< >

1- 71’0)”007'[0”01(1 - 7[1)71107-[17111
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Siendo:

No1 . Nnqq Mo1+711 . ng

My =—2—, T = = =
0 Ngo+no1’ 1 nio+nyy’ Npo+No1+N10+N11 No+n,

Bajo la hipdtesis nula si el modelo es correcto, el estadistico POF;,, se distribuye
como una y? con un grado de libertad, de modo que si el valor del estadistico supera
el valor critico, se rechaza la hipétesis nula y modelo es considerado como inade-
cuado.

Ejemplo. En este apartado vamos a realizar el test de independencia para la serie de
datos del FTSE-100 mensual analizada en los ejemplos anteriores. En primer lugar es
preciso calcular la tabla de doble entrada que se recoge a continuacion. En la misma se
incluye el nimero de sucesos que toman el valor 0 6 1, condicionados al valor que toma-
ron en el periodo anterior. Como podemos ver, ha habido un total de cuatro fallos, pero

dos de ellos han sido consecutivos''2,

t/t-1 0 1
0 208 3
1 3 1

A partir de los datos de la tabla anterior construimos las siguientes probabilidades:

Npq 3
Ty =————=—=0,0142
Ngo + No1 11
m=—1 1025
! Ny +ny; 4 '
No1 + Ny

4
= =——=0,0186
T Ngo + No1 + Nyo + 11 215

12 El periodo temporal es de 216 observaciones por lo que el total de N suma 215, en 208 ocasiones
no se ha producido ningun fallo ni en el periodo analizado (t) ni en el previo (t-1), en 3 ocasiones se
ha alcanzado un fallo en t dado que en el periodo previo no se habia alcanzado, en 3 ocasiones no se
ha alcanzado un fallo en t dado que en el periodo previo si se habia alcanzado y, finalmente, en un
caso se ha producido un fallo en el periodo analizado (t) y en el anterior (t-1).
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A continuacion calculamos el estadistico:

(1—m)™00+ 10701 +7111

(1=719)™00 7701 (1—771) 1077, ™11

POF gy = —2ln =3,825
( )

Finalmente aplicamos la funcion de Excel =DISTR.CHI(3,825;1) y obtenemos el p-valor
de 0,0505, no rechazandose la hipdtesis de independencia entre los sucesos para un nivel de
confianza del 95%. Esto indicaria que, a pesar de que el modelo no es valido en cuanto al
numero de fallos que presenta (Kupiec), si cumple la propiedad de independencia entre

las excepciones.

A pesar de que el test de independencia tiene un gran poder para detectar medidas
del VaR inadecuadas, esta sujeto a un problema principal. Todos los test parten de
la premisa de que cualquier medida adecuada del VaR resultara en una serie de
fallos independientes. De acuerdo con esto, ningun test realizado para analizar la
propiedad de independencia puede describir completamente la forma en la que los
fallos de dicha propiedad pueden aparecer. En el caso de este test de Markoyv, la
propiedad de independencia puede ser violada ante la posibilidad de que la proba-
bilidad de que se produzca un fallo en el préximo periodo dependa de si lo hubo o no
el periodo anterior. No obstante, hay muchas otras formas en las que dicha propie-
dad puede violarse, como seria la dependencia respecto a cualquier otro momento
previo proximo a la ocurrencia del evento (por ejemplo que haya ocurrido un fallo
hace dos periodos pero no en el periodo previo), en cuyo caso seria indetectable
para el anterior test de Markov.

3.1.4.2. Test de Christoffersen y Pelletier basado en la duracion

La propuesta de Christoffersen y Pelletier (2004) se basa en el analisis de la dura-
cion entre las excepciones del VaR. Estos autores utilizan el concepto de duracion
para hacer referencia al nUmero de periodos que transcurren entre dos excepcio-
nes. Cuando se produzcan agrupamientos de excepciones habra un nimero excesi-
vo de duraciones cortas y largas, correspondientes a momentos de turbulencias en
el mercado y de calma. Por tanto, este test analiza la ocurrencia de excepciones a lo
largo del tiempo para analizar su independencia. El test asume que un modelo VaR
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adecuado generara un vector de resultados en el que la ocurrencia de excepciones
se distribuye de forma independiente. La duracion de no excepcion se define como
el periodo entre dos excepciones:

Di =t —ti_4

La hipotesis nula asume que el modelo VaR que se esta analizando es correcto, en
cuyo caso la duracién de no excepcion no deberia tener memoria y la media deberia
ser igual a 1/p periodos, porque las excepciones estan igualmente distribuidas a
través del tiempo. Nuevamente p es la probabilidad de que se produzca un evento
en un momento temporal especifico. La distribucion de las duraciones viene deter-
minada por:

f(d; p) = p(1 —p)?

Se trata de la distribucion geométrica, que puede ser representada a través de una
funcion de riesgo (hazard function) que indica la probabilidad de que se produzca
una excepcion en un periodo D, asumiendo que en los D-1 periodos anteriores no se
ha producido ninguna:

POD=d)  f(d) _ f(d)

M) =P =dID = d) = prr=g= = 5= 5@

S(d) es la funcidn de supervivencia, y Haas (2005) propone insertar en la féormula
anterior la funcion de distribucion de las duraciones, obteniendo la siguiente sim-
plificacion:

p(1-p)* p(1—p)*!

2 = S e @7 P - )T Sz~ p)

Para mejorar el test de independencia, y permitir la dependencia entre duraciones,
Christoffersen y Pelletier (2004) proponen utilizar la distribucion de Weibull cuya
funcion de distribucion de probabilidad viene determinada por:

f.w(d;a,b) = baPd?~* exp(—(ad)?), a,b>0,d>0
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Dicha distribucién tiene como ventaja que la funcidn de riesgo presenta una forma
cerrada con la siguiente formula:

few(d)

— babdb—l
1 —Few(d)

}\cw @ =

Donde la distribucion exponencial aparece cuando b=1. Dicha funcién es plana para
b=1, lo que significa que en ese caso las excepciones son independientes unas de
otras, mientras que parab> 105 < 1, el nUmero de excepciones aumenta o se re-
duce con el tiempo, lo que indicaria una cierta dependencia entre los eventos. Por
tanto, el test para medir la independencia basada en dicha funcion plantea las si-
guientes hipotesis:

Hojina:b =1

Hijna: b# 1

A continuacion el test calcula la duracidn y el vector C, indicando si las duraciones
estan censuradas o no:

C = 1 siD;es censurado
1710 siD; no es censurado

Una duracién estara censurada si al inicio o final de la secuenciay el primer o Ulti-
mo dia no hay una excepcidn. La siguiente funcion de log-verosimilitud resulta:

N(T)-1
InL(D; ) = C;InS(D;) + (1 — C;)Inf(D,) + Z In f(D;) + Cncry In S(Dnery)

i=2
+ (1 - DN(T))lnf(DN(T))

Donde; S(D,) =1 - F(D,) es la funcion de supervivencia.
El siguiente paso consiste en encontrar la funcion de maximo-verosimilitud a través

de optimizacion numérica, para asi obtener un valor del estadistico que se compa-
rara con la ratio de la funcion de verosimilitud.
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3.1.5. Test conjuntos

Una medida precisa del VaR debe cumplir las propiedades de cobertura incondicio-
nal e independencia. En este sentido, los test que examinan ambas propiedades
al mismo tiempo permiten identificar medidas del VaR que son deficientes por no
superar alguna de las dos propiedades. Tanto el test de Markov propuesto por
Christoffersen (1998) como el test de la duracién de Christoffersen y Pelletier (2004),
pueden ser extendidos para hacer test conjuntos de ambas propiedades. En el caso
del test de Markov es relativamente simple caracterizar como el test conjunto exa-
mina ambas propiedades. Recordemos que el test de Markov consiste en construir
una tabla de contingencia con las frecuencias de las violaciones y no violaciones en
los periodos sucesivos. El test de independencia luego examina si la proporcion de
de fallos que siguen violaciones previas es igual a la proporcion de aquellas en las
que no se producen fallos. Si la medida del VaR también incluye la propiedad de
cobertura incondicional, entonces estas proporciones deberian también coincidir
con la proporcion total de fallos:

Noo Ny Noo + Nyo

Ngp +No1  M1o +M11 Moo + No1 + Ny + N11

Por tanto, el test conjunto de Markov mide si hay alguna diferencia en la probabili-
dad de que haya un fallo, condicionado a que haya o no un fallo previo y, simultanea-
mente, determina si cada una de esas proporciones es significativamente diferente
de a. Si bien, estos test pueden parecer mas apropiados, ya que evaltan simulta-
neamente ambas propiedades, tienen como limitacion la menor capacidad para de-
tectar medidas del VaR que sélo incumplen una de las dos propiedades (Campbell,
2005). Si, por ejemplo, una medida del VaR muestra una cobertura incondicional
apropiada pero viola la propiedad de independencia, entonces, un test de indepen-
dencia es mas probable que detecte esta medida de VaR inadecuada, que un test
conjunto. El hecho de que una de las propiedades se cumpla hace mas dificil que el
test conjunto detecte la inadecuacion de la medida del VaR. Como ejemplo, conside-
remos una medida del VaR al 95% que muestre la propiedad de cobertura incondi-
cional pero no la de independencia. La violacion del VaR ocurre en un 20% de las
ocasiones después de un fallo previo, pero la violacion del VaR sélo se produce un
4,2% de las veces después de un periodo en el cual no se produjo ningun fallo. En
una muestra anual de observaciones diarias, el test conjunto de Markov detecta
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esta medida del VaR inadecuada el 50% de las veces mientras que el de indepen-
dencia de Markov lo hace el 56% (Campbell, 2005). EL mayor poder de deteccidn que
surge de aplicar un test que se centra en una de las propiedades indica que utilizar
los dos de forma aislada es preferible a hacer el test conjunto.

Ejemplo. Vamos a realizar un test conjunto para la serie de datos del FTSE-100. El test
empleado se obtiene combinando el estadistico POF,,, del test de independencia de
Christoffersen (1998) con el estadistico POF del test de Kupiec (1995). De esta forma
obtenemos un test que mide conjuntamente la proporcion de fallidos de un modeloy la
independencia de dichas excepciones. El estadistico se obtiene como la suma de los
valores de ambos estadisticos (POF,,, + POF) y se distibuye nuevamente como una ){2
pero ahora con dos grados de libertad, de modo que si el valor del estadistico supera el

valor critico, se rechaza la hipétesis nula y modelo es considerado como inadecuado.

Dado que POF,,, = 3,825 y POF = 5,877 el estadistico conjunto toma un valor de
9,701"3, aplicando la funcién de Excel =DISTR.CHI(9,701;2) obtenemos el p-valor de 0,01
rechazandose la hipdtesis de que es modelo es correcto para un nivel de confianza
del 95%.

3.1.6. Test basados en multiples niveles (o) VaR

Hasta ahora nos hemos centrado en test que analizan exclusivamente la adecua-
cion del VaR para un determinado nivel de confianza. No obstante, una medida pre-
cisa del VaR deberia ser valida para cualquier nivel de confianza. Los principales
backtesting basados en niveles han sido propuestos por Crnkovic y Drachman
(1997), Diebold, Gunther y Tay (1998) y Berkowitz (2001). Segun estos autores, si el
calculo del VaR es adecuado, un VaR al 99% deberia ser excedido en un 1% de los
casos, un VaR al 95% en un 5%y asi sucesivamente. Ademas, los fallos que presen-
ten en un determinado nivel también deberian ser independientes de los que pre-
senten a otros niveles de confianza.

13 El valor critico para un p valor del 95% de una Chi cuadrado con dos grados de libertad viene
toma el valor 5,991.
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3.1.6.1. Test de multiples niveles

Diebold et al. (1998) y Berkowitz (2001) proponen llevar a cabo el siguiente proceso
para evaluar si la distribucion de la funcion de pérdidas y ganancias es equivalente
a la propuesta por un determinado modelo VaR. En este sentido la cuestion que se
plantea es determinar si:

P (el QI = (i (e QDL

El principal problema es que {/:(7:|20}%1 no es observable ya que, puede presen-
tar cambio estructural. En su propuesta, los autores proponen transformar los va-
lores de la funcién de pérdidas y ganancias y, a través de la integral de la probabili-
dad, es decir, aplicar la funciéon de densidad acumulada al valor y, de modo que:

Yt
Zy = f pe(w)du = P(yr)
Las series de variables calculadas proporcionan mas informacion sobre la precision
del modelo que se esta evaluando. Los valores transformados proporcionan una
medida continua y cuantitativa de la magnitud de las pérdidas y ganancias realiza-
das, mientras que el indicador de fallos sélo indica si un determinado limite ha sido
excedido. Ademas, la serie de los cuantiles tiene dos propiedades importantes:

Uniformidad: Las series [Z]i-1 deberian estar uniformemente distribuidas en el in-
tervalo [0,1]. Esta propiedad es analoga a la propiedad de cobertura incondicional
para cada nivel de a.

Independencia: Las series [Ze+1li-1 deberfan estar independientemente distribuidas,
lo que es analogo a que los fallos del VaR deberian ser independientes unos de otros
y que los fallos de un determinado momento al 99% no deberian proporcionar infor-
macion alguna sobre los fallos que habra en el periodo siguiente al 95%. Esta pro-
piedad es similar a la que le exigimos a la serie de excepciones en el caso de una
Unica medida del VaR.

Estas dos propiedades son a menudo combinadas en una Unica:
Z~U(0,1),iid
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Por tanto, una vez que disponemos de los valores es preciso comprobar si se ajus-
tan a una U(0,1), asi como que no exista dependencia serial entre los mismos. Para
ello Diebold et 4l. (1998) proponen analizar el histograma de los valores, en lugar de
utilizar test tipicos de bondad de ajuste como el de Kolmogorov-Smirnov, debido a
que estos test solo indican si se ajustan o no, pero no permiten ver los motivos, aspec-
to que podria analizarse mejor a través de un histograma. Asimismo, la correlacién
serial seria evaluada a través de correlogramas complementados por los intervalos
de confianza de Barlett.

Ejemplo. A continuacion vamos a exponer como llevar a cabo el andlisis propuesto, cuan-
do se pretende analizar la adecuacion de la distribucion completa de probabilidad de un
modelo VaR. Para ello simulamos en primer lugar una serie de 8.000 rendimientos asu-
miendo que siguen un proceso GARCH(1, 1] con los siguientes parametros: § = 0,00011;

a,=0,5y B =0,4. De este modo, la volatilidad en cada periodo vendra dada mediante la

siguiente formula o, = \/0,00011 + 0,5(0;_12,_1)% + 0,407, y posteriormente se obtiene 7,
= 0, Z,. En el gréfico adjunto exponemos una parte de la serie de rendimientos genera-
dos (los 4.000 primeros rendimientos). En el mismo podemos observar que la serie de
datos presenta las caracteristicas tipicas de un proceso GARCH(1, 1), donde los rendi-
mientos son aleatorios pero experimentan cambios en la volatilidad que estan agrupados

temporalmente.

1 | 1

0.05 0.10 0.15

-0.05
]

-0.15
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Pues bien, asumiendo ahora la hipdtesis errénea de que estos rendimientos se distribu-
yen normalmente, se estima con los 4.000 primeros nimeros aleatorios los parametros
de la distribucién normal que se ajustan a la serie de rendimientos. Tomando dichos va-

lores obtenemos los siguientes parametros:

Media 0,0083%

4 2,9437%

A continuacién, con esos mismos parametros transformamos la serie de los siguientes

rendimientos en otros nuevos:

Yt
Zy = f pe(wdu = P.(y;)

—00

A través de Excel, simplemente tenemos que aplicar la funcion de distribuciéon normal

con los parametros estimados previamente a los 4.000 siguientes valores.

Z,= DISTR.NORM(Yt;MEDIA;VOLATILIDAD;1) = DISTR.NORM
(-0,21%;0,0083%;2,9437%;1) = 0,4710

T Y, Z
4001 -0,21% 0,47102
4002 1,75% 0,72318
4003 0,61% 0,58150
4004 2,35% 0,78700
4005 -5,99% 0,02082
4006 -7,65% 0,00463
4007 -11,48% 4,7316E-05
4008 -19,59% 1,3798E-11
4009 -7,12% 0,00775
4010 -5,28% 0,03612
4011 2,51% 0,80196
4012 0,19% 0,52469
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Una vez que disponemos de los 4.000 valores transformados podemos construir un his-
tograma de frecuencias para ver si realmente los valores se distribuyen uniformemente
en el intervalo (0, 1). Como podemos comprobar en el grafico siguiente, el histograma
construido presenta forma de mariposa, con muchos datos en torno al centro de la dis-
tribucion y en los extremos, lo que indica que en muchas ocasiones la distribucion de
prediccion sobrevalora o infravalora la verdadera distribucion de probabilidad de los ren-

dimientos.

100
|
]
1
1
T
T
]

Frecuencia
60
1

40

Una vez que hemos visto que el modelo normal no es adecuado para predecir la distribu-
cién de la serie, realizamos el mismo proceso, pero ahora asumiendo que la varianza el
proceso sigue un proceso GARCH(1, 1] con los parametros que expusimos anteriormen-
te. La obtencion de las variables transformadas se hace de la misma manera que para el
caso de la normal, pero ahora asumimos que la volatilidad va cambiando en cada periodo

de acuerdo con el proceso GARCH.

Z,=DISTR.NORM(YT;MEDIA;VOLATILIDAD;1) = DISTR.NORM
(Yt;0; 0, = /0,00011 + 0,5(0;_17,_1)? + 0,407 4;1)
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Los nuevos valores de Z,que se obtienen se muestran en la tabla inferior.

T \ Y, Z
4001 -0,21% 0,45854
4002 0,05% 0,85755
4003 0,61% 0,62506
4004 2,35% 0,92110
4005 -5,99% 0,00363
4006 -7,65% 0,04756
4007 -11,48% 0,03259
4008 -19,59% 0,01552
4009 -7,12% 0,31799
4010 -5,28% 0,31251
4011 2,51% 0,62508
4012 0,19% 0,51413

Nuevamente construimos el histograma para los nuevos valores transformados y com-

probamos si se distribuyen uniformemente. En el gréfico siguiente vemos que en efecto,

siguen la distribucion esperada y, por tanto, se confirma la adecuacion del modelo

GARCH para la prediccidon de la densidad de los rendimientos de la variable Yt.

Frecuencia
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Através de los test realizados sobre el total de distribucion o sobre diversos niveles,
se incrementa el poder de deteccion de modelos inadecuados, eso si, teniendo
como contrapartida la necesidad de disponer de mayor informaciéon (Campbell,
2005). Asi, para transformar las pérdidas y ganancias en cuantiles hemos de dispo-
ner de la funcién completa en lugar de un Unico cuantil. Los modelos que asumen
una determinada forma de la distribucion de pérdidas y ganancias pueden recoger
muy bien los resultados extremos pero no ser buenos para caracterizar la frecuen-
cia de resultados mas moderados, lo cual podria dar lugar a rechazar este tipo de
modelos, a pesar de ser adecuados para medir el riesgo. Por tanto, los test que
evallian toda la serie de cuantiles pueden senalar como inadecuados modelos cuya
especificacion no se ajusta bien a valores poco relevantes desde la perspectiva del
analisis del riesgo pero que recogen bien las colas de la distribucién. Por este mo-
tivo, es preciso tener en consideracion el objetivo con el que se realiza el backtesting,
de modo que si lo que nos interesa es ver el ajuste a valores extremos de la distri-
bucidn, no sera preciso evaluar todos los niveles.

3.1.6.2. Test de Pearson aplicable a multiples niveles VaR

Una opcidn propuesta por Campbell (2005), consiste en analizar el comportamiento
de las medidas del riesgo para un rango predeterminado de valores de a. Una op-
cion seria aplicar un test que examina las excepciones del VaR sobre un rango pre-
determinado de niveles a. A través del test de bondad de ajuste de Pearson (test Q)
se examina el nUmero de excepciones para los niveles a que se consideren oportu-
nos. Dicho test se construye de la siguiente manera:

1. Definimos el intervalo unitario en varios subintervalos, por ejemplo: (0; 0,01),
(0,01; 0,05), (0,05; 0,10) y el resto en el intervalo (0,1; 1).

2. Contamos las excepciones que se producen en cada intervalo, de modo que una
excepcion en el primer intervalo significaria que se supera el VaR al 99%.

3. Finalmente, se realiza el test Q que compara las frecuencias tedricas con las
reales:

k 2
(Nayup = N = 1))
0=

i=1
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Donde: N(I, u;) es el nUmero de excepciones en un determinado intervalo, N es el
numero de periodos temporales que se utiliza para construir el test, mientras que
u;y I; son los valores superior e inferior de cada intervalo.

En el caso de que el modelo sea adecuado, el test se distribuye aproximadamen-
te como una y? con un grado de libertad. En su trabajo, Campbell (2005) analiza
la capacidad del test de Pearson para detectar modelos inadecuados, respecto
al test tradicional del Kupiec. Para ello genera a través de un proceso E-garch
1.000 escenarios de 255 observaciones (datos diarios) y evalla tres modelos mal
especificados, que van desde la simulacion histdrica a un proceso lognormal y
otro recursivo, llegando a la conclusiéon que el test de Pearson mejora conside-
rablemente la deteccion de modelos respecto al test del Kupiec en los modelos
que tienen un mayor grado de mala especificacion, que es precisamente cuando
es mas importante detectarlos. En el cuadro siguiente se presenta el poder de
ambos métodos de backtesting (test de Pearson y Kupiec) en el caso en el que el
VaR es sistematicamente infraestimado. Puede observarse que, en general, el
uso del test de Pearson supera al test de Kupiec en el caso de que el riesgo esté
sistematicamente infraestimado.

Nivel de significacién (a)
Q de Pearson 13,5 35,9 63,8 86

Test de Kupiec 6,30 19,4 43,8 69
Fuente: Campbell (2005)
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Ejemplo. En este apartado vamos a evaluar para la serie analizada de FTSE-100 el test
de Pearson bajo la hipdtesis de normalidad, para los niveles de significacion de 0,5%, 1%
y 5%. Para ello precisamos calcular en primer lugar el VaR para los diferentes niveles y
construir la funcion de fallos para dichos niveles de confianza. La siguiente tabla recoge

de forma resumida la informacion que se precisa para realizar dicho test.

Volatilidad 4,21%
Promedio 0,33%
VaR (99,5%) -10,53%
VaR (99%) -9,48%
VaR (95%) -6,60%
N 216
NUmero Excepciones 99,5% 4
Numero Excepciones 99% 6
Numero Excepciones 95% 17

En primer lugar estimariamos el VaR para los diferentes niveles de confianza. Por ejem-

plo, para un VaR 99,5% y suponiendo la hipdtesis de normalidad
VaRgg sy, = (0,0033 — 2,5758 x 0,0421) = —0,1053
En segundo lugar tenemos que construir la funcién de fallos, obteniendo asi el numero

de excepciones que resultan para cada nivel de confianza (4, 6 y 17). Una vez que dispo-

nemos de esa informacion calculamos el estadistico de Pearson:

2
(N(l,,un - N(u;— li))

N(u; — 1)

99,50% 4 1,08 7,895
99% 2 1,08 0,784
95% 11 8,64 0,645

0 199 205,2 0,187

k 2
Z Ny — N =

Q - ( (Liug) ( i l)) - 9'51
i=1

N(u; = 1)

247



Dicho estadistico se distribuye como una Chi cuadrado con un grado de libertad. Aplicando
la funcién de Excel = DISTR.CHI(9,51;1), obtenemos el valor de 0,002, con lo cual para un
nivel de confianza del 95% se rechaza la hipétesis de adecuacion del modelo VaR basado
en una distribucién normal para analizar el riesgo del FTSE-100 (ya que el p valor es

menor al nivel de significacién).

La razén del rechazo es el nimero de excepciones reales en cada intervalo (4, 2y 11) distan
de las tedricas (1,08; 1,08 y 8,64). En este caso se observa como para los tres percentiles
analizados el nimero de excepciones proporcionados por el modelo normal infraestima el

riesgo, ya que no es capaz de recoger bien las colas de la distribucién empirica.

3.1.6.3. El mapa de riesgo [Risk Map)

Colletaz et al. (2011) proponen un método para la validacion de modelos VaR deno-
minado Risk Map. Su propuesta tiene en cuenta el niUmero y la cuantia de pérdidas
extremas, resumiendo graficamente toda la informacién sobre el comportamiento
de un modelo de riesgo. Esta propuesta tiene en cuenta el concepto de sdper excep-
cién del VaR (VaRs), que se define como una pérdida extrema que supera el VaR
definido para un intervalo de confianza muy elevado, y consecuentemente poco pro-
bable. A continuacidn, se analiza si las secuencias de excepciones y slper excepcio-
nes pasan los test estandar de validacion de modelos.

Para entender intuitivamente su propuesta podemos considerar dos entidades que
tuvieran un VaR diario de 1.000 euros al 99% de confianza. Esto significa que en
ambos casos la probabilidad de obtener pérdidas por encima de 1.000 euros es del
1%. No obstante, supongamos que las dos entidades en el dltimo afo tuvieron tres
excepciones cuya media, en el primer caso fue de 2 millones y en el segundo de
1.000 millones. En ambos casos, los métodos tradicionales basados en excepciones
indicarian que ambos modelos VaR son igual de validos y serian aceptables. Por
tanto, tal y como indican Berkowitz (2001) y Stulz (2008), la magnitud de los fallidos
también deben ser tenida en cuenta. Bajo la propuesta Risk Map se considera que
cuando una pérdida es grande, no sélo excede el VaR definido para una probabilidad
a sino que también lo hara para una probabilidad a” mucho menor. Por este motivo,
se definen dos tipos de excepciones:
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1 < =VaR.(a) Excepcioén
1, < =VaR.(a") Sudper excepcion

Donde r,es la pérdida o gananciay a” es mucho mas pequeno que a. Posteriormente
se hace un test para ver si las secuencias de ambas excepciones satisfacen las
condiciones de los métodos tradicionales y se resume en un gréafico (mapa de ries-
go) toda la informacidon sobre el desempefio de un modelo.

Las principales ventajas de este método son: la facilidad de implementacion como
técnica de validacion dentro de un marco de evaluacion de hipétesis y que es sus-
ceptible de ser aplicado a cualquier tipo de modelo VaR. En particular puede ser
muy util para la regulacion de entidades financieras y compafias aseguradoras,
ayudando a detectar modelos mal especificados y a penalizar a las entidades que
experimenten un numero de excepciones muy frecuente y grande.

El objetivo de esta técnica es presentar graficamente los resultados del backtesting
para un conjunto determinado de series de VaR. Para ello una opcidn es realizar el
test incondicional de forma separada para cada tipo de excepciones, de modo que
por ejemplo, un modelo seria adecuado si tiene un determinado niimero de fallos
para cada nivel de confianza. No obstante, seria mas correcto hacer un test conjun-
to del siguiente modo:

Ho:E [I(@)] = a y E [I(a)] = &

El test que es preciso realizar consiste en un test incondicional multivariante basa-
do en Pérignon y Smith (2008). De este modo, es preciso definir una variable indica-
dor para los resultados comprendidos en los siguientes intervalos:

1si-VaR(a) <1 < —VaRt(a)}
0 en otro caso

Jre = (@) = I(@) = {

Como podemos comprobar, la variable indicador sélo puede tomar el valor 1 en uno
de los tres casos posibles. Las {J;,=1,}*_, son variables de Bernoulli con probabi-
lidades 1-a, a-a’y o’ respectivamente. Se puede testar la hipétesis conjunta de
la especificacién de un modelo VaR utilizando el test de verosimilitud pro-
puesto por Pérignon y Smith (2008), que es un test de cobertura basado en la ratio
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de verosimilitud que tiene en cuenta si la frecuencia de las excepciones empiricas 8
se desvia significativamente de las tedricas 0. En el caso general (para cualquier K:

ng

oy L K

1-10 0;

LRyyc =2(In m + In 9_
i

i=1

Siendo 8 el estimador de maximo verosimilitud para cada para 0, dado por
8, =(1/T)XL,Jic i =01...y § el vector formado por 8;. El estadistico se distribuye
asintéticamente como una distribucién y? con K grados de libertad (tipos de excep-
ciones). En el caso de excepciones y sUper excepciones, K toma el valor de dos, en
el caso de K=/ (excepciones] el test multivariante se convertiria en el test univarian-
te de cobertura incondicional de Kupiec (1995). Para K = 2 la formula general se

LRyye = 2|1 1_1lgno+1 % n1+1 ;)"
mue = 2\ M1 179 "8, g,

simplifica en:

Ejemplo. En este apartado vamos a evaluar para la serie analizada del FTSE-100 el mapa
de riesgo, considerando los niveles de confianza del VaR al 99,5% para las super-
excepciones y del 95% para las excepciones, bajo la hipdtesis de normalidad de rendi-
mientos. Para ello, precisamos calcular en primer lugar el VaR para los diferentes nive-
les y construir la funcion de fallos para dichos niveles de confianza. Aligual que en el test
de Pearson, el nimero de excepciones hace referencia a aquellos fallidos que superan el
VaR al 95% pero no al 99,5% (13 casos), mientras que el nimero de stper excepciones se
cuenta para los excedidos al 99,5% (4 casos). El resto hace referencia a las observaciones
en la que no hubo excepciones a los dos niveles seleccionados (216 observaciones menos

17 casos). En el cuadro inferior se resume la informacion necesaria para realizar el test:
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Volatilidad 4,21%
Promedio 0,33%
VaR (99,5%) -10,53%
VaR (99%) -6,60%
N 216
NUmero super excepciones 4
NUmero excepciones 13
Resto 199

Una vez que disponemos de los datos obtenidos a partir de la funcién de pérdidas, proce-
demos a calcular el estadistico LR,y siendo; ny =199, n,=4,n,=13,0,=1-99,5% =0,5%,
0, =99,5%- 95% = 4,5%. El vector § esta formado por §,=4/216=1,85%y §,=13/216

= 6,02%. El valor alcanzado por el estadistico es:

1—1,85% — 6,02%7*%° 1,85%\* 6,02%\
Lise =21 |7 i (L) 1y (B022%)
1—0,5% — 4,5% 0,5% 4,5%
=5,8238

Dicho estadistico se distribuye como una Chi cuadrado con dos grados de libertad.
Aplicando la funcion de Excel =DISTR.CHI(5,8238; 2), obtenemos el valor de 0,0544, con lo
cual no podemos rechazar con un intervalo de confianza del 95% la hipdtesis de adecua-
cién del modelo VaR basado en una distribuciéon normal para analizar el riesgo de renta
variable del FTSE-100.

Pérignon y Smith (2008) muestran un ejemplo en el que a partir de 500 observaciones
histéricas de rendimientos (T=500) se estima el VaR empleando tres niveles de confianza
(95%; 97,5% y 99%) asumiendo que el VaR al 99% es superado en 8 ocasiones, el VaR al
97,5% en 9 ocasiones y el VaR al 95% en 21 ocasiones. Los anteriores datos implican que
la distribucion de las excepciones es tal que en 12 veces las pérdidas obtenidas estan
entre el VaR (97,5%) y VaR (95%) y en 1 ocasion esta comprendida entre el VaR (97,5%) y
el VaR (99%). De esta forma se obtiene que n,=500-21=479, n, = 12, n,=1y n; =8. De acuer-
do con los test univariantes de Kupiec (1995) la hipdtesis nula de que los modelos VaR son
correctos no puede ser rechazada, ya que lo p-valores alcanzados en los test son: p-valor
(VaR al 99%) = 0,215; p-valor (VaR al 97,5%) = 0,292 y p-valor (VaR al 95%) = 0,399. Sin
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embargo bajo el test multivariante se rechaza la hipétesis nula de que el modelo VaR esta

bien especificado:

1—2,4% — 0,2% — 1,6%]‘”9 (2,4%)12 <o,2%)1
n n

LRuuc =2 (ln 1-2,5% - 1,5% — 1% 2,5% 15%

Lo que da un valor de 10,5441 con un p-valor asociado de 0,0141 (=DISTR.CHI(10,5441;3))

A partir del mismo se puede construir el mapa de riesgo (véase la figura inferior),
utilizando las zonas de rechazo para diferentes niveles de confianza. Si la combina-
cion (N, N’) se corresponde con una celda verde (gris claro en el gréafico), no pode-
mos rechazar la hipdtesis nula al 95% de confianza, si cae en la naranja [gris me-
dio), se puede rechazar la hipétesis nula al 95% pero no al 99%, mientras que si cae
en la roja (gris oscuro), se puede rechazar al 99% de confianza (Colletaz et al., 2011).

L
N oW s >

sauodanx3 ap osewWnN

(.
O LN WA U N®LO B

-

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Numero de super-excepciones

Esta figura muestra el mapa de riesgo basado en el p-valor del test de cobertura incondicional
multivariante para diferentes valores de excepciones y stper excepciones del VaR, tomando como
valores de los parametros a = 1%, a” = 0,2% y T=500. Si N'=N=0, el test no puede realizarse.
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3.1.7. Test basados en la funcién de pérdidas

Los métodos de backtesting basados en el nimero de excepciones tienen entre sus
limitaciones el hecho de considerar igual de validos dos modelos que tengan el
mismo numero de fallidos, independientemente de la cuantia de los mismos. Por
este motivo, en lugar de centrarse exclusivamente en observar si la estimacion del
VaR es excedida o no, podriamos centrarnos en la magnitud de los excesos. El mé-
todo para tener esto en cuenta es propuesto por Lopez (1998, 1999a), de modo que
su propuesta es evaluar los modelos VaR en funcién de coémo minimizan una funcién
de pérdidas. El atractivo de esta metodologia es que no precisa un nimero muy
elevado de observaciones (Dowd, 2006). La funcién de pérdidas puede tomar la si-
guiente forma cuadratica Lopez (1999b):

2
— i < —
L(VaRt(a)nxt t+1) = { T (xt'tﬂ VaRt) 5% Freer = VaR(a)
' 0 S Xpeeqr > —VaR(a)
Dondex,,, eselrendimientoy VaR,(a) el valor en riesgo estimado para ese momen-
to. El proceso de backtesting finalmente consistiria en calcular la pérdida media
para un conjunto de T observaciones:

~ 1
L= ;Z{=1 L(VaR (@), X¢,t41)

La pérdida media obtenida precisa habitualmente de algun tipo de valor de referen-
cia con el que efectuar la comparacién. Habitualmente, se establece una hipétesis
acerca del comportamiento estocastico de la distribucion de los rendimientos.
Lopez (1999b) sugiere un procedimiento de tres pasos para determinar el rango de
valores para la pérdida media que son consistentes con un modelo VaR preciso:

e Ajustar un modelo estadistico a los datos de pérdidas y ganancias, f(x¢r+1 \ Q).
e Generar, a partir del modelo desarrollado en el primer apartado, una serie de
pérdidas y ganancias y el VaR asociado, VaR,(a), y construir un valor para la

pérdida media [Li,%" .

e Repetir el proceso anterior para disponer de un nimero amplio de escenarios
(10.000), de modo que se pueda disponer de un conjunto de pérdidas medias
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oy , [+.110000 . . s . .
y, consecuentemente, se utilizara [Zi],,” como una estimacion de la distribu-
cion de la pérdida media.

Los cuantiles de la distribucién empirica de la pérdida media simulada pueden uti-
lizarse al igual que un test de hipdtesis estandar para determinar si un modelo VaR
es apropiado. La propia explicacion del proceso delata que el procedimiento de
backtesting de la funcion de pérdidas depende de una descripcion precisa del com-
portamiento estocastico de las pérdidas y ganancias. En este sentido, si la pérdida
media de un modelo es demasiado grande, podria ser el resultado de estar utilizan-
do un modelo erréneo para realizar la validacidn, o bien, que la hipdtesis respecto al
comportamiento estocastico de las pérdidas y ganancias sea inadecuada. Esto no
ocurre en los otros test estadisticos, ya que la funcion de excedidos es independien-
te y estadisticamente distribuida como una variable de Bernoulli, con lo cual no es
preciso hacer ninguna hipétesis respecto comportamiento estocastico de las pérdi-
dasy ganancias. Por este motivo, es habitual complementar el backtesting con mé-
todos basados en hipdtesis. No obstante, la funcion de pérdidas sigue siendo igual-
mente Util, sobre todo para comparar diferentes métodos VaR, en cuyo caso podria
ser mas apropiada para discriminar entre modelos alternativos.

Ejemplo. Vamos a analizar el método basado en la funcion de pérdidas cuadratica de
Lopez (1999b) para la serie utilizada del FTSE-100. El calculo se limita a calcular la pér-
dida media la funcién 1+ (x,,,, — VarR))* para los casos en los que esta exceda el VaR.

Aplicando la férmula expuesta anteriormente obtenemos:

T
.1
L= TZ L(VaR (@), x¢ 41 = 1,8527%

t=1

Este resultado, nos indica poco de forma aislada y por tanto es mas (til para comparar
diferentes modelos, o para complementar a las técnicas que no tienen en cuenta la cuan-

tia de las excepciones.
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3.1.8. Otras pruebas

Ademas de los test anteriores basados en la contabilizacion del nUmero de excep-
ciones, su dependenca y del estudio del tamano de las excepciones, pueden reali-
zarse analisis complementarios como son el estudio de simetria de excepciones,
analisis de ratios de variabilidad de resultados frente a variabilidad del VaR, analisis
de la correlacion entre los rendimientos y la serie temporal estimada de VaR, estu-
dios para identificar las causas de las excepciones, etc. A continuacion nos centra-
remos en el analisis de una ratio de variabilidad de resultados frente a variabilidad
del VaR y en la correlacion entre los rendimientos y la serie temporal estimada de
VaR.

En el test de la varianza se compara la estimacion de la varianza implicita en la es-
timacion del VaR con la variabilidad empirica de la distribucion de rendimientos.
Una cifra de VaR se puede considerar simplemente como una varianza reescalada.
Por lo tanto, es posible deshacer el calculo del VaR para obtener la volatilidad sub-
yacente y compararla con la varianza observada de los rendimientos. El test pro-
puesto compara la volatilidad derivada del VaR promedio en el tiempo con la varian-
za de los rendimientos reales ¢%(r,) durante el mismo periodo. Suponiendo que los
rendimientos se distribuyen normalmente, se puede realizar una prueba F para
comprobar si las dos estimaciones de la varianza son significativamente diferentes.
Bajo la hipdtesis nula de que las varianzas son iguales, se define el siguiente esta-
distico:

a? (o)

()
k

Donde VaR, representa el VaR medio a través del tiempo, k denota el nimero de
desviaciones estandar requeridas para el intervalo de confianza especificado (por
ejemplo, un nivel de confianza del 99,5% es equivalente a 2,5758 desviaciones
estandar). Bajo la hipdtesis nula el test sigue una distribucion F con grados de li-
bertad igual al nUmero de observaciones menos 1 (F, , ;). La validez de la hipo-
tesis de normalidad de los rendimientos se debe contrastary rara vez se cumple
empiricamente por lo que la validez de este test es reducida, sin embargo existen
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otros test para contrastar la igualdad de varianzas que no necesitan de dicho su-
puesto’4,

Ejemplo. Vamos a aplicar el test de igualdades de varianza para la serie de rendimientos
del FTSE y los modelos GARCH y RSLN ajustados. Dado que en ambos casos el p-valor

es inferior al 5% no podemos aceptar la hipétesis nula de de que las varianzas de las

estimaciones del VaR al 99,5% y de la serie de rendimientos sean iguales.

Estadistico p-valor
GARCH 0,0395 0,0428 1,170 0,048
RSLN 0,0393 0,0428 1,187 0,036

Otro tipo de test consistiria en analizar la correlacion entre las estimaciones de VaR 'y
de la magnitud de los rendimientos. Los tradicionales test de backtesting para evaluar
el desempeno de cualquier medida de riesgo se centran en analizar el nivel de cober-
tura proporcionada (que no se sobrepasen en excesivas ocasiones las pérdidas empi-
ricas ni que estén agrupadas en el tiempo) y no en la eficiencia de la medida. Una
medida adecuada del riesgo tiene que ser no soélo lo suficientemente conservadora,
es decir que proporcione una cobertura apropiada, sino que también debe estar estre-
chamente relacionada con la exposicion al riesgo de la cartera. Una medida de riesgo
conservadora pero ineficiente tiende a sobreestimar el riesgo en periodos de baja
volatilidad del mercado. La prueba mas simple que se puede realizar consiste
en evaluar la relacion entre las estimaciones de VaR y el valor de los rendimientos. En
este sentido, seria aconsejable que las grandes cifras de VaR fueran acompanadas de
grandes rendimientos negativos mientras que los pequenos calculos VaR deben estar
asociados con pequenos rendimientos negativos o rendimientos positivos.

14 El test analizado puede considerarse como una prueba de Levene para contrastar la igualdad de
varianzas. Los valores atipicos hacen que la media varie y al elevarlos al cuadrado para calcular la
varianza se amplifica el efecto. Una alternativa seria sustituir la media por la medianay la cuadra-
tura por los valores absolutos, lo que se conoce como el test de Brown-Forsythe que no necesita de
normalidad.
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Teniendo en cuenta que el supuesto de normalidad de los rendimientos normalmente
no se cumple, es Util tener en cuenta una prueba que no requiere de ningln supuesto
sobre la distribucion de las dos series como el test del coeficiente de correlacién por
rangos de Spearman R,'"®. Sea r, el conjunto de rendimientos y ¥arR, la serie VaR, el
coeficiente de correlacion por rangos es el coeficiente de correlacion lineal de las
variables ordenadas. Dada una muestra de observaciones r,,r;,...,r, de una variable
aleatoria r,, la ordenacion por rango (grades o rank order] r,;), r3),....7;,)SON permuta-
ciones de las observaciones originales ordenadas de tal forma que r,;, <r; <...<7,.
Denominamosj a la posicién por orden de r;, dentro del rango de posibles valores de
la variable. Para calcular el coeficiente de Spearman, simplemente debemos estable-
cer la posicién numérica de cada uno de los valores de cada variable (r, y VarR) y pos-
teriormente calcular la correlacion lineal entre dichos drdenes. De esta forma, el va-
lor del coeficiente de Spearman permanecera siempre entre [-1,1]. Si el nivel de
significancia del test es menor al 5%, se rechaza la hipétesis nula por lo que existe
relacion lineal entre el VaR de cada periodo y los rendimientos''é.

Para evaluar la relacion entre las estimaciones de VaR y el valor de los rendimientos
también se puede emplear el estadistico tau de Kendall, que es otro coeficiente de
correlacion por rangos que analiza las concordancias y discordancias entre pares
de puntos de los datos. De manera informal, se dice que un par de variables aleato-
rias es concordante si los valores grandes (pequefios) de una variable estan asocia-
dos con valores grandes (pequenos) de la otra variable. El p-valor de la tau bajo la
hipdtesis nula de no asociacion entre las variables se puede calcular en el caso de
que no existan diferencias empatadas (ties) usando un algoritmo de Best y Gipps
(1974) si bien existen varias aproximaciones en base a la normal'"”. Si el p-valor del
test es inferior a su nivel de aceptacion (normalmente el 5%), se puede rechazar la
hipdtesis nula de que las variables son estadisticamente independientes y aceptar
la hipdtesis alternativa de que estan relacionadas.

5 El andlisis de la significatividad del coeficiente de correlacion lineal requiere de normalidad.

¢ Para muestras pequefas IRl /1'% se aproxima a una t de Student con grados de libertad igual a n
- 2, para muestras suficientemente grandes el estadistico se aproxima a una normal con media 0y
varianza Ll de forma que IRJva—1 estd distribuido como una normal estandar.

P

"7 En R podemos emplear la funcion Kendall del paquete Kendall, nuevamente supongamos que
la matriz x contiene en la primera columna la serie r,y en la segunda VarR,, bastaria con realizar:
library(Kendall)

Kendall(x[,1],x[,2])
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Ejemplo. Vamos analizar la significatividad de la relacion entre la serie de rendimientos
y la serie de VaR estimada del FTSE-100 mediante el coeficiente de correlacion de
Spearman y Kendall. En el caso del coeficiente de correlacion de Spearman''® observa-
mos que el p-valor del test es menor al 5% para el caso del modelo RSLN, de forma que
se rechaza la hipdtesis nula de incorrelacién entre el VaR de cada periodo y los rendi-

mientos del FTSE. En cambio para el caso del modelo GARCH no se detecta existencia de

relacion.

| VaRGARCH | VaRRSLN
Coeficiente de correlacién de Spearman 0,03 0,22
p-valor 0,6557 0,0005

En el caso del coeficiente de correlacién de Kendall (tau) observamos que el p-valor del
test es menor al 5% para el caso del modelo RSLN, de forma que nuevamente se recha-
za la hipdtesis nula de incorrelacion entre el VaR de cada periodo y los rendimientos del

FTSE. Para el caso del modelo GARCH otra vez no se detecta existencia de relacion.

| VaRGARCH | VaRRSLN
Coeficiente de correlacion de Kendall 0,026 0,155
p-valor 0,5511 0,0003

"8 En Excel podemos emplear la funcién =JERARQUIA(valor;rango;0) que nos devuelve la j-ésima
posicion de un valor dentro del rango de valores. Si hubiera valores idénticos empleariamos la si-
guiente funcién =(JERARQUIA(valor;rango;0]+CONTAR(rango)-JERARQUIA(valor;rango;1]+1)/2 que

en el caso de valores iguales proporciona el mismo valor para ellos comenzando desde la posicion
mas alta. El coeficiente de correlacion de Spearman los calculariamos mediante la funcion =COEF.
DE.CORREL() aplicada a los j-ésimos valores de las variables. Los p-valores los calculariamos me-

diante la funcién =DISTR.T(ABS(R)*RAIZ(n-2)/RAIZ(1-R>"2);n-2;2) 0 mediante =2*(1-DISTR.NORM.
ESTAND(ABS(R,)*RAIZ(rn-1))) que proporcionan valores casi idénticos.

En R el paquete Hmisc tiene la funcion rcorr que simplifica enormemente el proceso. Supongamos
que la matriz x contiene en la primera columna la serie r,y en la segunda VaR,, bastaria con realizar:

library(Hmisc) rcorr{cbind(x[,11,x[,2], type=c(“spearman”)])
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3.1.9. Conclusiones

Una de las principales ventajas del enfoque VaR es que se evalla la exposicion a dife-
rentes mercados (tipos de interés, divisas, etc) en términos de una base comun. Por lo
tanto, los riesgos de diferentes mercados pueden ser comparados y agregados.
Ademas, el valor del VaR se puede comparar directamente con los beneficios o pérdi-
das reales mediante el backtesting del modelo. Sin embargo, el VaR como metodologia
de la estimacion del riesgo no esta exenta de diversos problemas. De acuerdo con las
condiciones de coherencia de riesgo establecidas por Artzner et al. (1999), el VaR sélo
satisface la de subaditividad (beneficios de la diversificacion) en determinadas condi-
ciones, por lo que segiin Embrechts et al. (2001) no es una medida coherente del ries-
go y en determinadas ocasiones puede conducir a decisiones erréneas''?). Ademas el
VaR presenta otros problemas de indole conceptual que trataremos a continuacion.

En primer lugar, la estimacion del VaR se basa uUnicamente en datos histoéricos.
Dado que el pasado puede ser un no buen predictor del futuro, la medida VaR puede
sobre o infraestimar el riesgo. Este problema se puede subdivivir en el analisis de
modelos multivariantes en: si las correlaciones entre los diferentes rendimientos
son lo suficientemente estables como para confiar en ellas al cuantificar el riesgo y,
en la mejor manera de modelar el comportamiento de la volatilidad.

En segundo lugar, el VaR no proporciona ninguna indicacion de la magnitud de las
pérdidas que pueden resultar para niveles de confianza superiores al elegido. Para
completar los datos del VaR se pude analizar medidas como el Tail VaR (TVaR) o las
pruebas de estrés, estas implican la especificacion de escenarios de tension y el
analisis de como las carteras se comportarian en esas situaciones.

En tercer lugar, la relativa sencillez de un calculo del VaR donde exposiciones a una
amplia gama de instrumentos y mercados se pueden condensar en una sola cantidad
es a la vez una fortaleza y debilidad. Esta simplicidad ha sido la clave para la popula-
ridad de VaR, especialmente como medio de proporcionar informacién resumida. La
dificultad, sin embargo, reside en que una cifra tan agregada puede enmascarar los
desequilibrios en la exposicion al riesgo en mercados o activos individuales.

19 Para algunos ejemplos en los cuales el VaR es una medida incoherente, ver Acerbiy Tasche (2002).
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A pesar de las debilidades del VaR este se ha extendido ampliamente para la medicion
del riesgo, por lo que en este capitulo hemos examinado distintas técnicas para su
validacion. El analisis de las diferentes técnicas de backtesting muestra que no existe
un test exclusivo que sirva para medir directamente la validez de un modelo VaR.
Dado que es preciso evaluar si los modelos superan la cobertura incondicional y la
independencia, al menos es preciso utilizar un test para evaluar cada aspecto. Los
test que tratan de medir la adecuacion a mdultiples niveles también deben utilizarse
para complementar los anteriores. A mayores, estos podrian complementarse con un
test basado en la cuantia, ya que seran preferibles lo modelos que presentan mucha
distancia a la pérdida maxima esperada. Finalmente, podria establecerse la eficiencia
de la medida VaR en base a la relacion de dependencia con la distribucion de rendi-
mientos real.

3.2. CRITERIOS TRADICIONALES DE SELECCION DE MODELOS

En el apartado anterior hemos analizado un conjunto de técnicas de backtesting
que pueden ser Utiles a la hora de evaluar un modelo de medicion de riesgo.
Dado que en general a priori desconocemos la bondad de un determinado mode-
lo, sera preciso plantear diferentes propuestas y evaluarlas de cara a seleccionar
la mas adecuada. La evaluaciéon puede llevarse a cabo utilizando diferentes test,
en cuyo caso el modelo mas adecuado sera el mas sencillo que, a su vez, supere
los distintos test respecto al VaR estimado. Adicionalmente, pueden llevarse a
cabo otros test estadisticos que pasamos a describir en este apartado. Dentro de
estos se encuentran los criterios basados en la funcion de verosimilitud y en el
analisis de los residuos, donde destacamos en particular los test de normalidad,
de incorrelacion y de homocedasticidad. Ninguna de las herramientas para el
ajuste de modelos puede evaluarse de forma aislada. Se recomienda el empleo
de todas ellas aprovechando asi las ventajas y reduciendo las debilidades de cada
técnica.

3.2.1. Criterios basados en la funcion de verosimilitud

En la seleccidn entre diferentes modelos puede utilizarse el criterio de simplici-
dad (parsimonia), de modo que sera preferible un modelo mas sencillo que otro
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mas complejo siempre y cuando el ajuste a los datos histdricos sea similar. En
el caso de que los modelos tengan el mismo nimero de parametros, se suele
utilizar como criterio de comparacion el valor de la funcién de log-verosimilitud.
Si por el contrario, los modelos presentan un nimero diferente de parametros,
sera preciso utilizar criterios que realicen un ajuste. En general, un modelo con
mas parametros presentard un mayor valor en la funcién de log-verosimilitud,
pero tendrd como contrapartida su mayor complejidad. Por este motivo, se han
propuesto diversos criterios que tienen en cuenta ambos aspectos. En particu-
lar, destacamos los criterios AIC (Akaike information criteria) propuesto por
Akaike (1973) y el criterio SBC (Schwarz criteria) propuesto por Schwarz (1978),
el criterio de Hannan-Quinn (HQC) y el test de la ratio o razén de verosimilitud
(LRT).

El criterio de Akaike [AIC)

El criterio de Akaike (AIC) selecciona el modelo que toma mayor valor de la diferen-
cia entre la funcién de log-verosimilitud bajo el modelo j-ésimo (/) y su nimero de
parametros [k_,-], es decir /;-k; . Bajo el criterio de Akaike, cada distribucién con un
parametro adicional debe aumentar la funcion de log-verosimilitud en, al menos,
una unidad. A veces el AIC se calcula como: AIC = —2?”+27k", siendo T el numero de
observaciones después de los ajustes, y en cuyo caso la seleccion de distribuciones
alternativas se basa en la eleccion del menor valor de AIC.

Criterio de informacion bayesiano

El criterio de informacidn bayesiano o criterio bayesiano de Schwarz (1978) reco-
mienda la seleccion del modelo con mayor puntuacion establecida a través de la
siguiente formula lj - (%) Inn, siendo /; el logaritmo de la funcién de verosimilitud en
su maximo, k; el nimero de parametros estimados y n el tamano muestral. De esta
forma a través de k; se establece una penalizacién a los modelos con mayor nimero
de parametros, teniendo ademas en cuenta el tamano muestral. De forma que
cuanto mayor es el tamano muestral el aumento de pardmetros estd mas penaliza-
do. De forma similar al AIC, es frecuente que en algunos programas estadisticos el

SBC se calcule como spc = _§+$ )
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Criterio de Hannan-Quinn

El Criterio de Hannan-Quinn (HQC) selecciona el modelo con mayor valor de ;- k; *
In(In n). Bajo los tres criterios analizados cada parametro adicional debe aumentar
elvalor de la funcion de log-verosimilitud, pero en el caso del SBC y HQC el aumen-
to necesario depende de la cantidad de datos disponible, de forma que cuanto ma-
yor es el tamano muestral el aumento de pardmetros estd mas penalizado. Se dice
que los criterios de seleccion SBC y HQC son consistentes, lo que significa que si el
modelo verdadero es uno de los que se compara sera seleccionado con una proba-
bilidad que se aproxima a 1 a medida que el tamano muestral se incrementa. Lo
anterior no es cierto para el AIC.

Ejemplo. En este ejemplo realizaremos una comparacion de modelos utilizando los cri-
terios de la funcion de verosimilitud. En el grafico siguiente se recoge la evolucion
mensual de los rendimientos logaritmicos del IBEX-35 para el periodo enero de 1992 a
diciembre de 2008.

MUALIARUMUMUMRRS U S IUUAE UL SAULE UL B UL IUULE JULALE SAULE UL
1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008

Supongamos que queremos analizar la adecuacion de un modelo normal y otro modelo
basado en la mixtura de dos normales para posteriormente utilizarlo como modelo inter-
no. En este apartado simplemente utilizamos los criterios basados en la funcion de vero-

similitud. Los pardmetros de ajuste de ambos modelos figuran en el cuadro siguiente.
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Modelo rendimientos normal

Yt = u+oZ, | p=0,6369% 0= 6,4186%

Modelo mixtura de dos normales

K
Y, = Zpi(#i +0,2) p=31,0492% u;=-1,7625% 0, =8,8030%
i M2 =1,7174% 0,=4,5925%

Una vez que disponemos de dichos datos se calculan los diferentes criterios de la funcion
de verosimilitud que resulta de la estimacion. Por ejemplo en el caso del modelo normal

y teniendo en cuenta que nuestra serie cuenta con 204 observaciones:

AIC =270,72 - 2=268,72
SBC=270,72-0,5-2 - ln 204 = 265,40
HQC = 270,72 - 2 - In(ln 204) = 267,38

Como se puede comprobar, el modelo de mixtura presenta un mayor valor en todos los
criterios basados en la funcidn de verosimilitud, de modo que se considera el mas ade-

cuado de ambos.

Modelo K LOG L AIC SBC HQC
Normal 2 270,72 268,72 265,40 267,38
Modelo mixtura de dos normales 5 276,94 271,94 263,64 268,58

El test de la ratio o razon de verosimilitud [LRT)

El test de la ratio o razén de verosimilitud (véase por ejemplo Klugman et &l., 2008)
también se puede emplear para comparar distintos modelos en el caso de que estos
se consideren versiones reducidas o casos especiales de modelos mas comple-
jos'®. Si un modelo con k; pardmetros es un caso especial del modelo con k, para-
metros siendo k, > k, entonces, si /, es la funcion de maximo verosimilitud del

120 Incluso en el caso de que los modelos no sean versiones reducidas el test de la ratio de verosi-
militud (LRT) puede emplearse como una aproximacién para la seleccién de modelos.
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modelo 1y /, es la funcidn de maximo verosimilitud del modelo 2, este test tiene
como estadistico T=2(/, - [,)=2(L,/ [,) que se distribuye como una y%con un nimero
de grados de libertad igual al de restricciones que supone la hipétesis nula frente a
la alternativa, es decir, k, - k; grados de libertad. La hipotesis nula del test es que no
se produce una mejora significativa del empleo del modelo mas complejo. La hipo-
tesis nula se rechaza si 7> ¢, donde c es calculado a partir de a =Pr (7> ¢).

Ejemplo. Continuando con la serie del IBEX-35 anterior, y dado que la distribucién nor-
mal es un caso particular de la distribucion mixtura de distribuciones normales, pode-
mos realizar un contraste de razon de verosimilitudes en el que la hipdtesis nula sera
que los rendimientos siguen una distribucion normal y la hipdtesis alternativa serd que
los rendimientos siguen la distribucion mas general. En el cuadro inferior se compara en
base al test de la ratio de verosimilitud la distribucién normal (modelo sencillo) con la
mixtura de normales. Se rechaza la hipétesis de que los rendimientos estan normalmen-

te distribuidos frente a la hipdtesis alternativa dada por el modelo mas complejo.

Ho: Modelo de rendimientos normal

H1: Modelo o Grados de o,
. Estadistico T’ . p-valor Conclusion 99%
alternativo libertad
Mixtura de 2 Rechazar
12,44 3 0,60%
normales Ho

El estadistico T se calcula como: 2(1,-1,) =2(276,94-270,72)=12,44. Los grados de libertad
se calculan como k,- k; =5-2=3. El p-valor lo podemos calcular en Excel mediante =DISTR.
CHI(12,44;3)=0,60% y dado que es menor que el 1% podemos rechazar con un 99% de

probabilidad la hipdtesis nula.

3.2.2. Test basados en el analisis de los residuos

En un modelo sin cambios de régimen los residuos estandarizados se definen

como ¢ =", donde r,es el rendimiento u,la media y ¢, la volatilidad del modelo.
A modo de ejemplo, en el modelo de rendimientos normales tanto la media como
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la desviacidn tipica son constantes a lo largo de la serie por lo que podemos decir

que el residuo es Unico y viene dado por & =%, Existen modelos en los que la vo-

latilidad no es constante, por ejemplo un modelo del tipo GARCH(1,1) venia dado por
las siguientes ecuaciones r; = i+ & & = 0pz; 0 = w + ayef_y + rofy por lo que el el
residuo nuevamente sera Unico y vendra dado por ¢ =%£. En los modelos de cam-

o

bio de régimen de Markov, dado un régimen p, los residuos generados se definen

T~ Hpe t

como &, ¢ = Dado que en estos modelos el proceso de movimiento entre regi-

—a
menes viene c;ado por una cadena de Markov oculta, aunque podamos identificar
el conjunto de posibles residuos no podemos directamente observar los residuos
como en el caso sin regimenes. Sin embargo, aunque el régimen no es directa-
mente observable podemos realizar inferencia acerca de cual es la probabilidad
de que el proceso esté en un determinado estado en un momento temporal con-

creto, estas probabilidades son lo que denotamos por p;(t) . Formalmente p; (t) = P(p,
=31 Yer---Yi) -

Freeland et al. (2009a) citan cuatro métodos para establecer los residuos de los
modelos de cambio de régimen de Markovy que podrian ser aplicados también a los
modelos provenientes de mixturas. El primer método calcula los residuos estanda-
rizados como:

Iy — (U1,tp1 ® + P-z,tpz(t))

N

=
\/Gitp1(t) + G%,tpz(t) + p1(t)(1 - p1(t))[u1,t - Hz,t]z
Iy — (P—Ltpl(t) + |J-2,tp2(t))

Jpl(t) [Git + P-it] +p2 () [Gg,t + P-%,t] - (P—l,tpl(t) + Hz,tpz(t))

Freeland et al. (2009a) citan como desventaja de esta técnica que los residuos seran
demasiado pequenos, especialmente cuando las medias de cada régimen sean muy
distintas y los datos muestrales caigan cerca del medio de las dos medias.

El segundo método calcula los residuos estandarizados como el residuo esperado o
ponderado, es decir:

& = E1,p1(t) + &,p2 (1)
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Freeland et al. (2009a) citan como desventaja de esta técnica que cuando los datos
muestrales estén entre las dos medias se producen colas mas ligeras en los resi-
duos de las que observariamos si pudiéramos conocer el régimen verdadero en el
que esta el proceso, ya que se estaria cogiendo una media ponderada entre un resi-
duo positivo y negativo.

El tercer método calcula los residuos estandarizados como los mas probables:
& = &1l (>0, T E2tlip,()>0,5)

Siendo I una funcioén indicador que tomara el valor 1 cuando la probabilidad en un
momento temporal supere el valor de 0,5y 0 en el caso contrario. Este es el método
empleado en Hardy et al. (2006) para analizar la bondad de ajuste de los modelos
sugeridos. Freeland et 4l. (2009a) citan que la ventaja de esta técnica es que la ma-
yoria de los valores de los residuos son iguales a los actuales residuos inobserva-
dos. Sin embargo cuando la funcién selecciona el residuo incorrecto, el verdadero
residuo probablemente tenga un tamano superior y signo contrario. Ademas, nue-
vamente este procedimiento tiende a generar residuos con colas mas ligeras que
los verdaderos residuos del modelo.

El cuarto método calcula los residuos estandarizados mediante una técnica esto-
castica que modifica el método anterior. En este sentido se emplean las probabili-
dades de cada régimen en cada momento del tiempo para generar un conjunto de
residuos estocastico, es decir:

éfc,t = él,tl{pl(t)>n} + éz,tl{pz(t)>yt}

Donde Y7 es una sucesion de nimeros aleatorios distribuidos uniformemente entre
Oy 1y T =1gp,wmsyg * 2lp,w>ya, por lo que 1, es el régimen elegido aleatoriamente
que serd empleado en un momento temporal t para generar el residuo. Cada con-
junto de nimeros aleatorios {y,, ..., v, } resultard en un conjunto diferente de regi-
menes elegidos {7,,..., 7,} y por lo tanto en una realizacidn distinta de residuos {r,;
¢ Im +f- La principal ventaja de esta técnica es que se puede mostrar que son
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas segiin una normal
estandar bajo la hipétesis del modelo de cambio de régimen (Freeland et al., 2009b).

266



El ajuste de un modelo también puede ser evaluado en base al error de sus predic-
ciones. Destacaremos solamente las dos medidas mas empleadas, la raiz del error
cuadrético medio (RMSE) y el error absoluto medio (MAE). Cuyas férmulas vienen
dadas por:

X (re — 7)?
N
2?1=1|rt — 7l

N

RMSE =
MAE =

Donde r, y 7; representan la muestra de tamano N de los valores de rendimientos
observados y los estimados por el modelo. Un valor de RMSE o MAE igual a cero
indica un ajuste perfecto. Otras medidas de este tipo son los denominados errores
MAPE o MASE. Véase un ejemplo reciente del uso de tales medidas en la validacion
de modelos de volatilidad en Triick y Liang (2012).

3.2.2.1. Normalidad

El anélisis de la adecuacion de los residuos estandarizados a un determinado tipo de
distribucion ha de realizarse a través del nivel de ajuste a los datos observados. Dicho
contraste se puede realizar a través de pruebas informales y pruebas formales. La
hipdtesis habitual es que dichos residuos se distribuyan como una normal estandar.
El anélisis de normalidad de los residuos se suele realizar a través de cualquiera de
los test tradicionales (graficos QQ, graficos PP, Test de Jarque Bera, Shapiro-Wilk,
etc.). En el caso de que una de estas pruebas muestre que el modelo no tenga resi-
duos normales es indicativo de que el modelo no se ajusta bien a los datos.

A. Pruebas informales

Una vez estimado un modelo procedemos estimar los residuos, cuyos valores
constituyen los inputs sobre los que se realizara el analisis de normalidad. Dicho
analisis tiene sentido en la medida que el modelo estimado considere que el resi-
duo es normal, en la practica se puede emplear la hipdtesis de que siguen una t
de Student, una distribucién del error generalizada, etc. o mismo no asumir nin-
guna distribucién empleando en su simulacion los empiricos. Existen una serie de
pruebas informales o técnicas no paramétricas entre las que destacamos: los
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graficos de coincidencia o superposicidon, el grafico QQ, el grafico PP, el grafico de
medias y la tabla de medidas relevantes.

Gréfico de coincidencia

Esta prueba consiste en representar en el mismo grafico las frecuencias absolutas
empiricas frente a las tedricas permitiendo una comparacion visual. Si los puntos
del grafico caen aproximadamente sobre el histograma entonces el hipotético mo-
delo es apropiado. Este grafico permite apreciar si la distribucion tedrica coincide
con la proporcionada por los datos, tanto de forma global como por areas especifi-
cas (coincidencia alrededor de la media o de los extremos, etc.). A continuacion se
muestran dos graficos de coincidencia o superposicion. En el grafico de la izquierda
mostramos una distribucién con buen ajuste a los datos empiricos y en la derecha
una distribucién con mal ajuste’?".

Normal(99,7; 51,4) Uniforme(-31,784; 245 51)

Vilores x 1043

300

Analisis de los graficos QQ (Quantile-Quantile o QQ plots)

El grafico QQ es un tipo de grafico que representa los valores de los cuantiles de
la distribucidn de datos empirica en comparacion con los valores de los cuantiles
de la funcion de distribucion teérica. Si el ajuste proporcionado por la distribucion
analizada es bueno, dicho grafico se aproximara al de una linea recta que parta del

121 En los sucesivos ejemplos se muestran de forma comparativa el ajuste a unos 200 datos genera-
dos a través de una Normal (100,50), mediante dos distribuciones ajustadas a dichos valores: la
Normal (99,7; 51,4) frente a una Uniforme (-31,78;245,51). El ejemplo sdlo tiene interés ilustrativo, ya
que las distribuciones empleadas para el ajuste presentan obviamente un buen ajuste y un mal ajuste
respectivamente. En la practica es mas dificultosa esta diferenciacion, por lo que se emplean los
métodos formales.
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origen con un angulo de 45°. A continuacion se muestran dos graficos QQ. En el
grafico izquierda mostramos una distribucion con buen ajuste a los datos empiricos
(linea casi recta) y en el grafico de la derecha una distribucién con mal ajuste.

Normal(99,741; 51,456) Uniforme(-31,784; 245,51)

Cuantil ajustado
Cuantil ajustado
g & 8 B

B

50 0 50 100 150 200 250 50 o 50 100 150 200 250
Input cuantil Input cuantil

Gréficos PP [Probability-Probability o PP Plots]'?

El grafico PP muestra la probabilidad empirica acumulada en comparacion con la
probabilidad teérica acumulada esperada bajo la hipdtesis de que los datos siguen
una distribucion especifica. Si el ajuste proporcionado por la distribucion es bueno el
grafico serd, como en el caso del grafico QQ, casi una linea diagonal. A continuacién
se muestra dos graficos PP, en el de la izquierda mostramos una distribucion con
buen ajuste a los datos empiricos, y en la derecha una distribuciéon con mal ajuste.

Normal(99,741; 51,456) Uniforme(-31,784; 245,51)

p-valores ajstados
p-valores ajstados
e

Input p-valores. Input p-value

122 El gréfico se crea seleccionando n valores de nuestra variable x de forma 0 <x,< ---<x,. Después
cada punto se dibuja para cada valor (Fn(x), F(x)). Es comun establecer intervalos de confianza para
un nivel del 95%.
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Gréfico de diferencias

Es un grafico donde se muestra el error absoluto D(x) entre la distribucion tedrica
F(x) y la funcion de distribucion empirica F,(x). Por lo tanto, representa la funcion
D(x) = F,(x) - F(x). A continuacion se muestra dos graficos de diferencias. En el gra-
fico de la izquierda'® mostramos una distribucién con buen ajuste a los datos em-
piricos ya que los errores absolutos se distribuyen aleatoriamente sobre el valor
cero, y en la derecha una distribucidon con mal ajuste ya que los errores absolutos no
muestran aleatoriedad'?.

Normal(99,741; 51,456) Uniforme(-31,784; 245,51)

Valores x 1013
Valores x 103

Comparacién de medidas relevantes

La ultima prueba informal consiste en comparar las medidas de dispersidon empiri-
cas de los residuos estandarizados con las obtenidas de la distribucion propuesta.
Principalmente se recurre al andlisis de diversos cuantiles para analizar la bondad
del ajuste del modelo a los datos extremos (comparando valores elevados de p para
los cuantiles).

123 Una vez calculada la diferencia vertical entre las dos funciones es Util representar intervalos de
confianza al 95%, de modo que un modelo sera satisfactorio en la medida en que sus diferencias
permanezcan dentro de los limites.

124 Debe observarse un cambio en la escala del eje vertical (Error absoluto) que varia de -2,5 a 2,5
en el gréfico de la izquierda y de -4 a 4 en el de la derecha.
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B. Pruebas formales

Las pruebas informales permiten una primera aproximacioén para analizar la bon-
dad de ajuste de una distribucién a una muestra. Sin embargo, existen diferentes
pruebas estadisticas para verificar el ajuste de los datos a una distribucion de pro-
babilidad. Test genéricos que pueden ser aplicados al analisis de la normalidad son
el contraste y? de Pearson, el test de Kolmogorov-Smirnov, el test de Anderson-
Darling y el Cramer-Von Mises (CVM). Existen otros test especificos cominmente
empleados para probar la normalidad de una serie de datos como el de Jarque-
Bera, Shapiro-Francia, Lilliefors-Kolmogorov-Smirnov, etc.

Test Chi cuadrado de bondad de ajuste

El test Chi cuadrado se utiliza para comprobar formalmente si una muestra de da-
tos proviene de una poblacién con una determinada distribucion. En este caso, lo
que deseamos probar es si los residuos estandarizados son normales. Para calcu-
lar el estadistico y* primero se deben agrupar los datos en intervalos y posterior-
mente se emplea la siguiente formula:

zk:N E;)?

i=1

Donde k es el nimero de intervalos, N, es el nUmero de observaciones que hay en
el intervalo iy E; es el nUmero de observaciones que se esperan que haya en ese
intervalo'®. Uno de los inconvenientes del estadistico Chi cuadrado es que no
existe una regla precisa sobre la seleccion del nimero y localizacion de los inter-
valos, pudiendo alcanzarse diferentes conclusiones a partir de unos mismos da-
tos dependiendo de cdmo se establezcan los intervalos. En la practica es comudn
el empleo de compartimentos equiprobables (Mann y Wald, 1942 o Cohen y
Sackrowitz, 1975). Una modificacién sobre este agrupamiento es establecida por
Schorr (1974) que fija el nimero de intervalos en 21%* siendo 7 el tamafno mues-
tral. Otra desventaja de la prueba de Chi cuadrado es que se requiere un tamafno

125 Se calcula como producto del numero total de datos observados y la probabilidad acumulada
existente en cada intervalo.
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muestral suficiente para que la aproximacion sea valida, en general, que la fre-
cuencia esperada de cada intervalo sea mayor a 5. El test Chi cuadrado se define
entonces de la siguiente forma:

Ho: Los datos siguen la distribucion especificada.
H1: Los datos no siguen la distribucion especificada.

Dicho test sigue aproximadamente, una distribucién y? con k - ¢ - 1 grados de liber-
tad, donde ¢ es el nUmero de parametros estimados. En el caso de testar la hipdtesis
nula de normalidad, dado que se debe estimar media y desviacion tipica, tendremos
k - 3 grados de libertad. El test se puede realizar mediante los valores criticos una
vez establecido el nivel de significatividad alfa. Entonces calculamos el valor de la
distribucion Chi cuadrado, de forma que si el valor del estadistico es mayor que
Xi-t-1 rechazamos la hipétesis de que los datos provienen de una distribucién nor-
mal. Otra forma de realizar el test es por medio de los p-valores. Una vez calculado
el estadistico y%, se debe aplicar a la distribucién Chi cuadrado definida sobre el
valor obtenido para obtener el p-valor. Se acepta el modelo si el p-valor obtenido es
mayor a un nivel de significatividad alfa empleado, siendo comun emplear el 5%. La
regla que se emplea es la siguiente, si el p-valor obtenido es menor que un nivel de
significatividad alfa exigido rechazamos la hipétesis de que los datos provienen de
una distribucién especificada.
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Ejemplo. Dada una serie de 12 rendimientos'? (N=12) procedemos a estandarizarlos en

el modelo normal a través de su media (0,1814) y desviacion tipica (1,1784), mediante la

formula & = T%‘t
Rendimiento ‘ Residuo estandarizado
1,1515 1,1312
0,6665 0,7196
-0,8219 -0,5435
-0,3505 -0,1435
0,6292 0,6879
-1,7858 -1,3615
-1,6022 -1,2057
-0,8658 -0,5808
-1,7813 -1,3577
1,0152 1,0155
1,4028 1,3444
0,1652 0,2942

El primer paso para realizar el test es seleccionar el nimero de intervalos, en este caso
hemos decidido establecer 6 intervalos por lo que cada uno tendrad una probabilidad del
0,1667. Los valores de la distribucién normal estandar que se corresponden con esos valo-
res de probabilidad se calculan mediante =DISTR.NORM.ESTAND.INV(probabilidad). En la
tercera columna contamos el nimero de residuos estandarizados que caen en los interva-

los (-o0,-0,9674),...(0,9674,00), obteniendo asi la frecuencia observada en cada intervalo.

La frecuencia esperada (cuarta columna), dado que los intervalos son equiprobables, se
calcula por medio de la multiplicacion de la probabilidad (0,1667) por el tamafio muestral
(12). Finalmente obtenemos el estadistico como la suma de la dltima columna
X2 = E?ﬂ%:z. Dicho valor debe ser comparado con el de una distribucion Xz con k-t-1
grados de libertad, en este caso concreto tendremos 6-1 grados de libertad (6-2-1 en el
caso de que tuviéramos que estimar los parametros de la distribucion normal). Dicho
valor puede ser obtenido en Excel como =PRUEBA.CHI.INV(0,05;5) que proporciona un

valor de 11,0705 (7,8147 en caso de ajustar los grados de libertad) por lo cual con un nivel

126 Aunque los rendimientos estén en tanto por ciento obviaremos la expresién % para simplificar
la notacion.
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de significacion del 5% no podemos rechazar la hipdtesis nula de normalidad.

Alternativamente llegariamos a la misma conclusion comparando el p-valor obtenido
mediante =DISTR.CHI(2;5)=0,8491 (0,5724 ajustando los grados de libertad) con el valor
de 0,05.

i | o | 5
0,1667 -0,9674 3 2 05
0,3333 -0,4307 2 2 0
0,5000 - 1 5 05
0,6667 0,4307 1 2 05
0,8333 0,9674 2 ? 0
1,0000 3 5 05

Test de Kolmogorov-Smirnov (K-S)

Es un estadistico para medir la bondad de ajuste de datos que no requiere el esta-
blecimiento de intervalos, lo cual hace que sea menos arbitrario que el Chi cuadra-
do. Otra ventaja es que se trata de una prueba exacta, a diferencia del test Chi cua-
drado que depende del adecuado tamano de la muestra para que la aproximacion
seavalida. El principal inconveniente del test K-S para analizar la normalidad de los
residuos es que tiende a ser mas sensible al centro de la distribucion, por lo que se
dice que no detecta muy bien discrepancias en los extremos.

Si tenemos una muestra de n valores provenientes de una distribucion podemos
realizar una prueba de bondad de ajuste a través del denominado estadistico K-S. El
test Kolmogorov-Smirnov se define entonces de la siguiente forma:

Ho: Los datos siguen la distribucion especificada

H1: Los datos no siguen la distribucion especificada

Sea x;, X,,..., X, Una muestra de tamano » de una variable aleatoria continua X con
funcion de distribucion empirica F,(x). El test K-S es un test no paramétrico basado
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en la funcion de distribucion empirica (empirical cumulative distribution function,
ECDF). El estadistico o la distancia K-S se define como la mayor distancia entre la
funcidn de distribucion empirica F,(x) y la funcién de distribucién esperada F(x) (ex-
pected EDF) bajo la hipétesis nula Ho. Formalmente:

Dy (F) = supx|Fy () — F(x)| = max[Dy (F), Dy (F)]

Siendo:

D (F) = supy [F4() ~ F9] = max (FG) ~

N——

D (F) = supy [F(x) — Fy(9)] = max <% - F(x))

Por lo que podemos resumir que la distancia de K-S es:

i—1 i
Dn(F) = max (F(x) T F(X))

Los valores criticos para el test K-S dependen de la distribucion especifica que se
esté testando, sin embargo existen algunas tablas para ciertas distribuciones que
se han calculado empleando el método de Monte Carlo. El contraste de hipétesis es
de una sola cola, y la hipdtesis de que la distribucion es de una forma especifica
es rechazada si D,(F) es mayor que el valor critico.

Test de Lilliefors o Kolmogorov-Smirnov para normalidad (L-K-S test]
Para testar la hipotesis nula de normalidad deben estimarse los pardmetros desco-

nocidos que caracterizan a la distribucion tedrica (la media u y desviacion tipica o).
En este caso, la distribucion del estadistico K-S original cambia a:

D (F) = supx|Fy (x) — @((x — w)/o| = max[Dy (F), Dy (F)]

El estadistico D,(F) representa la maxima discrepancia entre la funcion de distribu-
cion empirica de los residuos y la funcion de distribucion de la normal ajustada.
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Ejemplo. A continuacion realizaremos un ejemplo del test de Lilliefors. Dada una serie de
12 residuos estandarizados (N=12), en primer lugar ordenamos de menor a mayor valor
dichos residuos (segunda columna), asignando a cada uno de ellos su nueva posicion [i).
Se calcula la frecuencia acumulada observada (cuarta columna) dividiendo i/N , es decir,
el mas pequeno serd 1/12, el siguiente 2/12, etc. Posteriormente calculamos la funcion
de distribucion de cada valor dada su media y desviacion, por ejemplo para el dato i=/
empleamos la funcién=DISTR.NORM(-1,3615;PROMEDIO(residuos); DESVEST(residuos);1)
o dado que se analizan residuos estandarizados =DISTR.NORM.ESTAND(-1,3615).

En las dos Gltimas columnas calculamos las distancias: Dy, (F) es la diferencia en valores
absolutas entre la frecuencia observada y esperada, mientras que D; (F) es el valor
absoluto de la diferencia entre la frecuencia observada y la proxima frecuencia esperada.
Finalmente el estadistico de Lilliefors D,(F) es el mayor valor de D5 (F) y D (F). A modo
de ejemplo Dj (F) =ABS(0,0833-0,0867), D7 (F) = ABS(0-0,0867).

El valor de D,(F) se debe comparar con el p-valor obtenido para aceptar o rechazar la
hipotesis de normalidad. Los datos obtenidos son un valor del estadistico D,(F) de 0,1709
que tiene asociado un p-valor de 0,4314 por lo que con un 5% de significacion no podemos

rechazar la hipétesis de normalidad.

Frecuencia Frecuencia

Residuo Residuo
estandarizado | ordenado UL S Al
observada esperada
1,1312 -1,3615 1 0,0833 0,0867 0,0033 0,0867
0,7196 -1,3577 2 0,1667 0,0873 0,0794 0,0039
-0,5435 -1,2057 3 0,2500 0,1140 0,1360 0,0527
-0,1435 -0,5808 4 0,3333 0,2807 0,0526 0,0307
0,6879 -0,5435 5 0,4167 0,2934 0,1233 0,0400
-1,3615 -0,1435 6 0,5000 0,4430 0,0570 0,0263
-1,2057 0,2942 7 0,5833 0,6157 0,0323 0,1157
-0,5808 0,6879 8 0,6667 0,7542 0,0876 0,1709
-1,3577 0,7196 9 0,7500 0,7641 0,0141 0,0974
1,0155 1,0155 10 0,8333 0,8451 0,0117 0,0951
1,3444 1,1312 11 0,9167 0,8710 0,0457 0,0377
0,2942 1,3444 12 1,0000 0,9106 0,0894 0,0061
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Estadistico de Anderson-Darling (A-D test)

El test Anderson-Darling es una modificacion del test K-S, ya que usa una medida
distinta de diferencia entre las distribuciones tedricas y empiricas, proporcionando
un mayor peso a las colas. En este sentido el test A-D destaca las diferencias entre
los extremos de la distribucion ajustada y los datos observados. El test A-D perte-
nece a la familia de test cuadraticos generales, que vienen definidos para una fun-
cion de ponderacion w segun la siguiente expresion:

+oo

() =n f [F(x) — FQ)P? wlF ()] dF ()

0

En el caso del test A-D la funcién de ponderacién empleada es w[F(x)] =m.

Asi, el estadistico viene dado por:

AD = nfm [Fa () = FCOI” dF (x)
0

F(x)[1 = F(x)]

La prueba de Anderson-Darling para normalidad compara la distribucién acumula-
da empirica con la tedrica (normal). A efectos practicos el estadistico de Anderson-

Darling se calcula como:
T

AD = -T — %Z(Zi = D[In F(x) +In (1 — F(Xq-i+0))]

i=1

Donde T es el tamano de la muestra, F(x,) es la funcion de distribucion acumulada
de la distribucién normal e i es el i-ésimo valor de la muestra de residuos cuando
se clasifican en orden ascendente (de menor a mayor). El contraste de hipdtesis es
de una sola cola (unilateral], y la hipdtesis de que la distribucion de los residuos es
normal es rechazada si AD es mayor que el valor critico. Los p-valores'? de este
test se calculan a partir del estadistico modificado:

AD* = AD - (1+0,75/T + 2,25/T?)

127 La tabla es la siguiente, calculandose el p-valor para la primera condiciéon cumplida por AD:

Valor de D* ‘ Valor del p-valor asociado

AD*<0,2 =1-exp(-13,436+101,14*-223,73* AD*"2)
AD*<0,34 =1-exp(-8,318+42,796*4D*-59,938*AD*12)
AD*<0,6 =exp(0,9177-4,279*AD*-1,38* 4D *12)

AD*<0,6 =max(1;=exp(1,2937-5,709*AD*+0,0186* 4D *"2))
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Ejemplo. A continuacion realizaremos un ejemplo del test de Anderson-Darling. Dada
una serie de 12 residuos ordenados de menor a mayor valor los residuos (primera co-
lumna), asignamos a cada uno de ellos su nueva posicion (i). Se calcula la funcién de
distribucion normal F(x;) de cada valor dada la media y desviacion de los residuos me-
diante la funcion =DISTR.NORM.ESTAND(residuo ordenado). En la siguiente columna
calculamos 1-F(x;), para posteriormente ordenar los valores de 1-F(x;) de menor a mayor
(quinta columna). Finalmente para cada i se calcula (2i-1)[In F(x;) + In (1-F (X,..10))] Y S€

procede al célculo del estadistico mediante la siguiente formula:
AD =12 — 1—122[(—4,8602) + -+ (—4,2393)]=0,3943
Y el estadistico modificado como:
AD* = AD - (1 + 0,75/12 + 2,25/144)=0.4251

A partir del cual obtendriamos un p-valor de 0,3164, por lo que con un 5% de significacion

no podemos rechazar la hipdtesis de normalidad.

(2i — 1)[In F(x;)

Residuo

ordenado | ¢ | F l-F(x) 1-F(%,.i.0) tlFrZX(l e
-1,3615 | 1] 00867 | 09133 0,0894 -4,8602
-1,3577 | 2| 00873 | 09127 0,1290 -13,4600
-1,2057 | 3| 01140 | 0,8860 0,1549 -20,1831
-05808 | 4 | 02807 | 07193 0,359 -19,0041
-05435 | 5| 02934 | 0,7066 0,2458 -23,6674
-0,1435 | 6| 04430 | 05570 0,3843 -19,4763

02942 | 7| 06157 | 0,3843 0,5570 -139117
06879 | 8| 07542 | 0,2458 0,7066 -9,4395
07196 | 9| 07641 | 0,2359 0,7193 -10,1747
1,0155 | 10 | 0,8451 | 0,1549 0,8860 -5,4974
1,312 | 11| 08710 | 0,1290 09127 -4,8180
1,3444 | 12 | 09106 | 0,089 09133 -4,2393
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Test de Cramer-Von Mises (CVYM]

Otro test derivado de esta familia de test cuadraticos es el}sst de Cramer-Von Mises

(CVM] que se corresponde en lafuncién general Q. (F) = nf [F.(0) = F(0)]? w[F (x)] dF (x)
0

con la funciéon w[F(x)], dando como resultado:

W2(F) = n f IR - FOOR dF )
0

A efectos practicos el estadistico de Cramer-Von Mises se calcula como:

2i— 172

Wi =+ Y [ -

i=1

Y el estadistico modificado a partir del cual se calculan los p-valores'? es:

Wi (F)* = (1+ 0,5/n) Wi (F)

Ejemplo. A continuacién realizaremos un ejemplo del test de CVM. Dada una serie de 12
residuos ordenados de menor a mayor valor los residuos (primera columna), asignamos

a cada uno de ellos su nueva posicion (i). Se calcula la funcion de distribucién normal F(x;)

de cada valor. En la dltima columna calculamos para cada i la funcion [F(xi)—Zi'l]z.

2n

Finalmente se procede al calculo del estadistico mediante la siguiente formula:

W2(F) = ﬁ +¥12.[(0,0020) + - + (0,0023)]2=0,0568

Y el estadistico modificado como:

W2(F)* = (1+ 0,5/12) - W,2(F)=0,0591

128 | a tabla es la siguiente calculandose el p-valor para la primera condicién cumplida por w2(F):
Valorde. W;2(F)* | Valor del p-valor asociado

W2(F)*<0,0275 =1-exp(-13,953+775 5*W,2(F)-12542 6 1*W,2 (F)*A2)
W,2(F)'<0,051 =1-exp(-5,903+179 546* W2 (F)*-1515 29%W,2 (F)"A2)
W,2(F)*<0,092 =exp(0,886-31,62%W,2(F)"+10 897*W,2 (F)"A2)

WZ(F)" >0,092 =max(Liexp(1,111-34 242¥ W2 (F) +12 832* W2 (F)"A2))
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A partir del cual obtendriamos un p-valor de 0,3885 por lo que nuevamente con un 5% de

significacion no podemos rechazar la hipétesis de normalidad.

Residuo ordenado

-1,3615 1 0,0867 0,0020
-1,3577 2 0,0873 0,0014
-1,2057 3 0,1140 0,0089
-0,5808 4 0,2807 0,0001
-0,5435 5 0,2934 0,0067
-0,1435 6 0,4430 0,0002
0,2942 7 0,6157 0,0055
0,6879 8 0,7502 0,0167
0,7196 9 0,7641 0,0031
1,0155 10 0,8451 0,0029
1,1312 11 0,8710 0,0000
1,3444 12 0,9106 0,0023

Shapiro-Francia (SP test]

El test de Shapiro-Francia esta basado en el coeficiente de correlacion al cuadrado
entre los valores de los residuos ordenados y los cuantiles ordenados esperados
(aproximados) de la distribucién normal. Si los datos se distribuyen normalmente,
la correlacion debe ser alta.

Ejemplo. A continuacidn realizaremos un ejemplo del test de Shapiro-Francia. Dada una
serie de 12 residuos ordenados de menor a mayor valor y su posicion [(i). Se calcula la
serie de valores s;= (i—a)/(nt+1—2-a)paraidesde elvalor 1 alvalor ny generalmente
con a = 3/8. En nuestro caso el primer valor sera (1-3/8)/(12+1-2*3/8)= -1,6250 y asi su-

cesivamente.
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A los anteriores valores le calculamos su cuantil en base a la distribucién normal estan-
dar F! (s;) mediante la formula=DISTR.NORM.ESTAND.INV(s,) . Finalmente calculamos el
coeficiente de correlacion entre la Ultima columna calculada y la columna de los residuos
mediante =COEF.DE.CORREL (residuo ordenado, F*' (s;)) y elevamos su valor al cuadrado
obteniendo el valor del estadistico de Shapiro-Francia (SP) de 0,9359 y el p-valor asocia-

do'? de 0,3751 por lo que nuevamente con un 5% de significacion no podemos rechazar

la hipotesis de normalidad.

Residuo ordenado ‘ i ‘ (i—a)/(mnt1-2"-a)
-1,3615 1 -1,6250 0,0510
-1,3577 2 -1,1011 0,1327
-1,2057 3 -0,7764 0,2143
-0,5808 4 -0,5184 0,2959
-0,5435 5 -0,2913 0,3776
-0,1435 6 -0,0704 0,4592
0,2942 7 0,1309 0,5408
0,6879 8 0,3462 0,6224
0,7196 9 0,5791 0,7041
1,0155 10 0,8491 0,7857
1,1312 11 1,2025 0,8673
1,3444 12 1,8627 0,9490

Estadistico Jarque-Bera (Q)

Hemos visto al inicio del primer apartado de este manual que, bajo la hipétesis de
que los rendimientos estan distribuidos normalmente y para T suficientemente
grande, el coeficiente de asimetria y curtosis se distribuyen de la siguiente manera
$§,~N(0;6/T) y K, — 3~N(0;24/T). De esta forma se pueden aplicar los test de simetria,
curtosis y normalidad de Jarque-Bera para analizar la normalidad de los residuos
estandarizados de los distintos modelos.

129 Los p-valores se calulan a partir de p-valor=1-®(z) siendo ® la funcién de distribucién normal
estandary z viene dado por z=(In(1-SP)-a)/b, en donde a=-1,2725+1,0521*(In(In(n))-In(n)) y b=1,0308-
0,26758*(In(tn(n))+2/c).
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Recordemos que bajo la hipdtesis de normalidad el coeficiente de asimetria mues-
tral (para muestras mayores a 50) sigue una distribucion asintdtica normal con me-
dia cero y varianza 6/T donde T es el niUmero de residuos. Tipificando, se define el

coeficiente de asimetria estandarizado S como S=JZ’7 ~N(0;1) bajo la hipdtesis

nula de normalidad. La regla de decision es rechazar la hipétesis nula H, de distri-
bucion simétrica si ISI > Z,, o de forma analoga si el p-valor es menor que a.

El test de curtosis sirve para contrastar la hipdtesis de que el coeficiente de apun-
tamiento o curtosis muestral es cero, propiedad que verifica la distribuciéon normal.
Bajo la hipotesis de normalidad la distribucion asintdtica del coeficiente de curtosis
sigue unadistribucion asintética normal con media cero y varianza 24/T . Tipificando,
se define el estadistico k como K =% ~N(0;1) bajo la hipétesis nula de normali-
dad. La regla de decision es rechazar la hipdtesis nula H, de distribucion con colas
normales si IKl > Z,, 0 de forma analoga si el p-valor es menor que a.

El estadistico del test de Jarque-Bera (Jarque y Bera, 1980, 1987) combina los dos
anteriores contrastes en uno conjunto, por lo que emplea la asimetria Sy la curtosis
C de los residuos:

_ 2 2_2 a2 (Rr_g)z
Q=K*+82=¢(8" +——

Bajo la hipdtesis de que los residuos son normales el estadistico Q tiene una distri-
bucidn x? con dos grados de libertad. De este modo, rechazaremos la hipétesis nula
de que los residuos son normales cuando |Q] > ¥%(«) o de forma anéloga cuando el
p-valor asociado a la distribuciény? sea inferior a 0,05. Es decir, si O toma valores
grandes superiores al valor critico se rechaza que la distribucion es simétrica y/o
que tiene curtosis nula y, en consecuencia, la hipdtesis de normalidad.
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Ejemplo. A continuacién realizamos un ejemplo del test de Jarque Bera'®. Dada una serie
de 12 residuos estandarizados debemos calcular su asimetria y curtosis. El valor del test
de asimetria lo realizamos como =COEFICIENTE.ASIMETRIA(residuos)/RAIZ(6/12) y el test
de curtosis mediante =CURTOSIS(residuos)/RAIZ(24/12). Los p-valores de ambos test los
obtenemos mediante la funcién =2*DISTR.NORM.ESTAND(] aplicada al valor de cada test.
Finalmente el test de Jarque Bera puede ser calculado mediante =(12/6)*(COEFICIENTE.
ASIMETRIA(residuos)*2+ CURTOSIS(residuos)*2/4)y su p-valor asociado mediante =DISTR.
CHI(1,2894;2]) lo que proporciona un p-valor de 0,5248 por lo que nuevamente con un 5% de
significacion no podemos rechazar la hipdtesis de normalidad. La razén es que no pode-

mos rechazar que la distribucion de los residuos es simétrica (p-valor del test de sime-

tria>0,05) ni que su curtosis es distinta a cero (p-valor del test de simetria<0,2662).

Residuo estandarizado Estadistica

1,1312 T 12
0,7196 Asimetria -0,1626
-0,5435 Curtosis -1,5726
-0,1435 Test simetria -0,2300
0,6879 p-valor 0,8181
-1,3615 Test curtosis -1,1120
-1,2057 p-valor 0,2662
-0,5808 Test JB 1,2894
-1,3577 p-valor 0,5248
1,0155

1,3444

0,2942

Las pruebas basadas en la asimetria y la curtosis como el test de Jarque Bera se
centran en los momentos de la distribucion. Las pruebas que comparan las funciones
de distribucion acumulada de los datos observados y la distribucién normal cuantifi-
can la diferencia entre las dos funciones de diferentes formas, perteneciendo a este
tipo de pruebas los test de Kolmogorov-Smirnov, Cramer-Von Mises, Anderson-

130 Obviemos el problema de trabajar con una muestra pequefia ya que el ejemplo tiene un propd-
sito meramente ilustrativo.
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Darling o Lilliefors, entre otros. La prueba de Kolmogorov-Smirnov o Lilliefors, toma
como prueba estadistica el valor maximo de la diferencia absoluta entre las dos fun-
ciones, por lo que una debilidad de esta prueba es que pone un gran peso a las obser-
vaciones en torno a la media. El test Anderson-Darling emplea una medida distinta de
diferencia entre las distribuciones teéricas y empiricas, proporcionando un mayor
peso a las colas ya que destaca las diferencias entre los extremos de la distribucion
ajustada y los datos observados. Asi, podemos concluir que los diferentes test'' pue-
den producir en ocasiones distintos resultados porque dependen de si comparan la
distribucién normal y empirica en base a sus momentos (asimetria o curtosis) o en
base a sus valores (énfasis en los valores centrales o colas). La conclusion obvia es
que se recomienda analizar varios de ellos, al mismo tiempo que alguna de las prue-
bas informales, en especial los graficos QQ o PP, para detectar aquellos valores extre-
mos que pueden provocar la no normalidad de la serie de residuos.

Ejemplo. Analizaremos la normalidad de los residuos de distintos modelos para la serie
mensual de rendimientos logaritmicos del IBEX-35 para el periodo Enero de 1992 a
Diciembre de 2008. Para ello hemos decidido utilizar los graficos QQ y el test de Jarque-
Bera y Shapiro-Francia. Los modelos analizados seran el modelo normal, la mixtura de
dos normales, el modelo GARCH (1, 1) y el modelo de cambio de régimen de Markov de 2
regimenes (RSLN2). Para el modelo de mixtura y de cambio de régimen se emplean los

residuos generados por el submodelo con una mayor probabilidad asociada.

131 En R pueden verse los anteriores test en el paquete fBasics. En la tabla inferior se muestran las
formulas que se aplicada a cada test para evaluar la normalidad de una serie financiera (rendimien-
tos o residuos):

jarqueberaTest Jarque-Bera test
adTest Anderson-Darling test
cvmTest Cramer-von Mises test
lillieTest Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov] test
pchiTest Chi cuadrado de Pearson test
sfTest Shapiro-Francia test

El test Jarque Bera de dicho paquete es una mejora del aqui analizado. Ademas, también permite
realizar dos test no tratados en este trabajo: el test de D’Agostino (dagoTest) y el test de Shapiro-
Wilk (shapiroTest).).

284



Como podemos comprobar en los graficos QQ todos los modelos parecen realizar un

buen ajuste a los datos centrales. El modelo normal, la mixtura de dos normales vy el

modelo GARCH presentan un pobre ajuste a las cola izquierda (pérdidas extremas), ya

que las diferencias entre cuantiles empiricos de los residuos (eje horizontal] no se ajus-

tan adecuadamente a los tedricos de la distribucion normal. Sin embargo, en la cola de-

recha de la distribucién el modelo de mixtura parece proporcionar un ajuste adecuado. El

modelo RSLN2 proporciona un muy buen ajuste a ambas colas.

Normal

Mixtura 2 normales

GARCH

RSLN2
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No obstante, sin realizar una prueba formal, no sabemos si dicho ajuste es suficiente
para decidir que los residuos son normales. A través del test de Jarque Bera, se corro-
bora que los residuos del modelo normal y GARCH (1, 1) no superan con un 5% de
confianza el test de normalidad de Jarque Bera. Por el contrario, en el modelo mixtura
de 2 normales y el modelo de cambio de régimen de Markov no se puede rechazar la
hipdtesis de normalidad dado que el p-valor asociado al estadistico supera el 5%. Sin
embargo, con los resultados del test de Shapiro-Francia se rechaza la normalidad del
modelo normal, mixtura de dos normales y GARCH, siendo tan sélo superado por el
modelo RSLN2.

Modelo ‘ JB ‘ p-valor ‘ SP ‘ p-valor
Normal 19,96 0,00% 0,974 0,15%
Mixtura 2 normales 5,91 5,21% 0,983 1,83%
GARCH (1,1) 11,83 0,28% 0,981 0,99%
RSLN2 0,49 78,45% 0,997 94,80%

Cuando nos encontremos con series multivariantes un primer analisis es evaluar
de forma individual cada una de las series de residuos en base a la pruebas anterio-
res, pero dicho anélisis no es suficiente. También existen extensiones al campo
multivariante de algunas de las pruebas formales e informales anteriormente de-
sarrolladas. Una herramienta informal es el grafico QQ multivariante para evaluar
el ajuste global de los modelos multivariantes a todas las series de rendimientos.
Dicho grafico se basa en el hecho de que la matriz de residuos estandarizados (&)
de un modelo multivariante N-dimensional es un vector de variables aleatorias in-
dependientes e idénticamente distribuidas como una normal estandar, de esta for-
ma el producto &&:~x% . El gréfico representa los cuantiles empiricos de ¢z, respec-
to a los tedricos de x& , de forma que si el grafico se desvia significativamente de la
linea de 45° el ajuste de la distribucion de rendimientos dada por el modelo multi-
variante sera bajo. A continuacion se muestra un ejemplo para una serie multiva-
riante formada por 4 activos en donde se observa que las colas de los residuos
proporcionadas por el modelo se ajustan de forma no satisfactoria a la hipétesis de
normalidad multivariante.
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Cuantiles empiricos
15
Il

Cuantiles Chi-cuadrado(4)

Existen extensiones de los test univariantes al campo multivariante algunos de los
cuales estan incluidos en los paquetes de software, nos centraremos en las que
en nuestro conocimiento se pueden realizar actualmente en R. El paquete vars de
R contiene la funcion normality.test que permite realizar un test de Jarque Bera
normal multivariante y el test de asimetria y curtosis que lo componen. El paque-
te mvnormtest tiene la funcion mshapiro.test que realiza el test multivariante de
Shapiro-Wilk. El paquete QRMLib contiene la funcion MardiaTest que permite rea-
lizar el test de Mardia, quien establecié una generalizacidon de las medidas de
asimetria y curtosis para la distribucion normal multivariante de forma que se
pueden calcular la estadistica correspondiente. Este Ultimo paquete también cuen-
ta con la funcidn jointnormalTest que proporciona un test de normalidad multiva-
riante basado en la distancia de Mahalanobis al tiempo que realiza un grafico QQ
multivariante.

3.2.2.2. Autocorrelacion y heterocedasticidad

Ademas del analisis de normalidad, la correcta especificacion del modelo esti-
mado requiere analizar si los residuos estandarizados y sus cuadrados estén
incorrelacionados. Como ya hemos expuesto en el primer capitulo, para evaluar
la correlacidén entre una serie de datos puede realizarse el analisis del correlo-
grama y los valores de la funcidn de autocorrelacion simple y autocorrelacion
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parcial. Cuando hemos estimado un modelo, los residuos resultantes deberian
estar ausentes de autocorrelacion, ya que si los datos originales la tienen, este
deberia capturarlay, de este modo, eliminarla de los residuos. Un test frecuen-
temente empleado es la Q de Ljung y Box (1979). La hipdtesis nula del test para
el retardo k es que no existe autocorrelacidon para drdenes no superiores a k. El
estadistico se define como ¢ = T(T+2)zj?=1r%, donde 7; es la j-ésima autocorrela-
cidony Tes el nimero de observaciones. Q esta asintéticamente distribuido como
una y? con grados de libertad igual al nimero de autocorrelaciones. Otro test
frecuentemente empleado es el test Q de Box y Pierce (1970) definido como

Q =T2f=17-'j2-

Ejemplo. Para el calculo del test de Box y Pierce se parte de las autocorrelaciones [1:/-]
calculadas de una serie de datos'? (columna segunda) y se elevan al cuadrado (co-
lumna tercera). En la cuarta columna las acumulamos, para posteriormente multi-
plicarlas por el nimero de observaciones de la serie de datos (quinta columna), pro-
porcionando el valor del estadistico Q de Box y Pierce. En este ejemplo hemos su-
puesto la serie de datos original tiene 100 observaciones (T=100). El p-valor lo calcu-
laremos en Excel como =DISTR.CHI(TZ§=1TJ-2;j]. A modo de ejemplo para testar la hi-
potesis nula de que no existe autocorrelacion de orden 1 calculariamos =DISTR.
CHI(0,1436;1)=0,7047, por lo que con un 5% de significacién no podemos rechazar la

hipotesis de incorrelacion.

132 En este ejemplo se muestran las autocorrelaciones de orden 1 hasta el orden 12. Podriamos
haberlas calculado en Excel de forma sencilla. Simplemente supongamos que tenemos 100 datos
en la columna A (desde la celda A1 a A100), la primera autocorrelacion se calcula mediante =COEF.
DE.CORREL(A1:A99;A2:A100), la segunda como =COEF.DE.CORREL(A1:A98; A3:A100), la tercera
como COEF.DE.CORREL(A1:A97;A4:A100), y asi sucesivamente.
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Retardo j

1 0,0379 0,0014 0,0014 0,1436 0,7047
2 0,0332 0,0011 0,0025 0,2539 0,8808
3 0,0030 0,0000 0,0025 0,2548 0,9683
4 -0,0013 0,0000 0,0025 0,2549 0,9925
5 0,0204 0,0004 0,0030 0,2966 0,9977
6 0,0328 0,0011 0,0040 0,4041 0,9988
7 0,0117 0,0001 0,0042 0,4178 0,9997
8 -0,0439 0,0019 0,0061 0,6105 0,9997
9 -0,0550 0,0030 0,0091 0,9130 0,9996
10 -0,0223 0,0005 0,0096 0,9628 0,9999
11 -0,0389 0,0015 0,0111 1,1141 0,9999
12 0,0129 0,0002 0,0113 1,1307 1,0000

Para realizar el test de Ljung y Box se procede de forma similar. A partir de las autoco-

rrelaciones calculadas, se procede a elevarlas al cuadrado pero ahora el resultado debe

dividirse por (100-j) (columna tercera). En la cuarta columna las acumulamos, para pos-

teriormente multiplicarlas por T(T + 2) (10.200 en este ejemplo) proporcionando el valor

del estadistico Q de Ljung y Box (quinta columnal). EL p-valor lo calcularemos en Excel

nuevamente mediante la funciéon =DISTR.CHI(Q;j). A modo de ejemplo, el valor del esta-

distico Q(1), para testar la hipdtesis nula de que no existe autocorrelacion de orden 1,

resulta en un p-valor de 0,7047, por lo que con un 5% de significacién no podemos recha-

zar la hipétesis de incorrelacion.
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Retardo j

1 0,0379 1,45E-05 1,45E-05 0,1480 0,7005
2 0,0332 1,12E-05 2,58E-05 0,2627 0,8769
3 0,003 9,28E-08 2,58E-05 0,2637 0,9667
4 -0,0013 1,76E-08 2,59E-05 0,2638 0,9920
5 0,0204 4,38E-06 3,02E-05 0,3085 0,9975
6 0,0328 1,14E-05 4,17E-05 0,4253 0,9986
7 0,0117 1,47E-06 4,32E-05 0,4403 0,9996
8 -0,0439 2,09E-05 6,41E-05 0,6539 0,9996
9 -0,055 3,32E-05 9,74E-05 0,9930 0,9995
10 -0,0223 5,53E-06 1,03E-04 1,0494 0,9998
11 -0,0389 1,70E-05 1,20E-04 1,2228 0,9999
12 0,0129 1,89E-06 1,22E-04 1,2421 1,0000

Como se puede apreciar los p-valores para los distintos retardos son muy similares en
ambos test por lo que es suficiente el empleo de uno de ellos. En general es mas comun

y aconsejable el empleo de Q de Ljung y Box.

Ejemplo. Siguiendo con el ejemplo de los residuos de la serie mensual de rendimientos
logaritmicos del IBEX-35 mostramos en el cuadro inferior los p-valores asociados al es-
tadistico de Ljung y Box para los residuos (R] y residuos al cuadrado (R?) de los distintos
modelos analizados. Observamos que sélo para el modelo GARCH los residuos estan
incorrelacionados y son homocedasticos para cualquier retardo. Como podemos obser-
var, el p-valor asociado al modelo normal, mixtura de normales y RSLN2 permite asumir
que los residuos no presentan autocorrelacion, pero si sus cuadrados para algunos de
sus retardos (todos en el caso del modelo normall, lo que es indicativo de que el modelo
no es adecuado para capturar la heterocedasticidad de la serie original. Esto supone que
no recogen adecuadamente la volatilidad del mercado, lo cual puede tener consecuen-

cias importantes en la estimacion del riesgo de inversion.
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1 0,35 0,00 0,48 0,27 0,22 0,58 0,79 0,06
2 0,65 0,00 0,78 0,00 0,43 0,81 0,92 0,00
3 0,83 0,00 0,90 0,00 0,60 0,93 0,80 0,01
4 0,80 0,00 0,89 0,01 0,68 0,95 0,60 0,02
5 0,89 0,00 0,95 0,01 0,80 0,97 0,73 0,04
6 0,82 0,00 0,89 0,03 0,75 0,98 0,80 0,06
7 0,87 0,00 0,92 0,04 0,81 0,98 0,88 0,09
8 0,92 0,00 0,94 0,06 0,87 0,97 0,93 0,12
9 0,90 0,00 0,73 0,05 0,73 0,98 0,87 0,16
10 0,79 0,00 0,69 0,06 0,64 0,92 0,87 0,22
15 0,93 0,00 0,76 0,00 0,89 0,97 0,93 0,35
20 0,98 0,00 0,91 0,00 0,98 0,99 0,95 0,27
25 0,99 0,02 0,96 0,00 0,98 0,99 0,93 0,43
50 0,94 0,02 0,66 0,00 0,99 0,99 0,82 0,38

Si bien la hipdtesis de normalidad no es indispensable para la generacion de esce-
narios futuros, si lo suele ser la incorrelacion y homocedasticidad de los residuos.
En caso de que no se cumplan que los residuos estandarizados son una variable
independiente e idénticamente distribuida como una normal estandar, se suele re-
currir en la simulacion a la técnica del bootstrap o remuestreo de residuos. El
bootstrap es un enfoque de simulacion que consiste en crear muestras aleatorias
de datos. Los métodos de remuestreo desarrollados para series temporales pue-
den subdividirse teniendo en cuenta si utilizan o no un modelo para la estructura de
dependencia de la serie temporal. EL denominado enfoque basado en modelo aplica
el bootstrap a los residuos obtenidos a partir de ajustar a la serie temporal un mo-
delo adecuado, mientras que también se podria emplear el enfoque no basado en
modelo en el que se toman remuestras de bloques de observaciones consecutivas
de la serie temporal (Alonso et al. 2002).

En el caso de los modelos que proporcionan residuos no normales, los residuos

estandarizados se remuestrean de manera aleatoria con reemplazo para formar
nuevas series de innovaciones'y, a partir de estos las nuevas series de rendimientos
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esperados. Si los casos estos residuos no muestran dependencia serial en sus va-
lores ni en sus cuadrados se realiza un remuestreo tradicional. El remuestreo per-
mite no tener que hacer hipétesis sobre la distribucion de probabilidad de los resi-
duos. El método bootstrap tradicional proporciona una buena solucién cuando los
datos son independientes e idénticamente distribuidos. Sin embargo, el bootstrap
original destruye cualquier tipo de dependencia serial en los datos por lo que no es
adecuado para los datos de series temporales con correlacion serial y heterocedas-
ticidad, sino que resulta mas adecuado el denominado block bootstrap o remues-
treo por bloques (véase Ruiz y Pascual, 2002; Hardle, et al. 2003). En este método se
dividen los datos en varios bloques, de forma que se puede preservar la dependen-
cia original de la serie dentro de un bloque. Sin embargo, la exactitud del método es
sensible a la eleccion de la longitud de bloque, y la longitud de bloque 6ptima depen-
de del tamano de la muestra, el proceso de generacion de los datos y la estadistica
considerada (media, desviacidn estandar, percentil, etc.). Hasta la fecha, no existe
una herramienta de diagndstico apropiada para seleccionar las longitudes 6ptimas
de los bloques (Cogneau y Zakamouline, 2012).
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CAPiTl}LO 4. ADECUACION DE LOS MODELOS PREVIOS
AL ANALISIS DE DIFERENTES RIESGOS DE MERCADO:
ANALISIS EMPIRICO

En este ultimo capitulo del trabajo analizaremos el riesgo de renta variable, en in-
muebles, tipos de cambio y spread. Todos estos riesgos se encuadran en el modelo
estandar dentro de los riesgos de mercado. El objetivo es mostrar como en la prac-
tica una compania aseguradora puede desarrollar su propio modelo para generar
escenarios econémicos futuros con los cuales estimar sus necesidades de capital.
De esta forma, emplearemos multiples de los conceptos abordados en los capitulos
anteriores. Al mismo tiempo también haremos referenciar a cémo el modelo estan-
dar propuesto en el cuarto y especialmente el quinto estudio de impacto cuantitati-
vo (QIS4 y QIS5]) aborda los anteriores riesgos. Debe advertirse al lector de que pos-
teriormente a la redaccion de este trabajo se ha desarrollado un nuevo estudio para
las companias aseguradoras, el LTGA o estudio de los productos con garantias a
largo plazo. Ademas se ha realizado otro estudio de impacto cuantitativo exclusivo
para los fondos de pensiones.

4.1. ANALISIS DEL RIESGO DE RENTA VARIABLE

En este primer apartado nos centraremos en el analisis del riesgo de inversion en
renta variable. Este apartado tiene por objeto analizar modelos alternativos pro-
puestos en la literatura econémica para la medicion del riesgo de renta variable al
que estan expuestas las companias de seguros. Los modelos calibrados permiten
comparar los requerimientos de capital resultantes frente a la propuesta del QIS4 y
QIS5.

4.1.1. Introduccion y revision teorica
El riesgo de inversidn en renta variable mide la sensibilidad del valor de los acti-
vos, los pasivos y los instrumentos financieros ante variaciones en el nivel o la

volatilidad de los precios de mercado de las acciones. El modelo de rendimientos
normal, implicito en el calculo de la formula estandar hasta el cuarto estudio de
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impacto cuantitativo, fue elegido por razones de simplicidad y transparencia. En
QIS5 es sustituido por una alternativa basada en la distribucion empirica, que fija
un porcentaje base al cual se le aplica un ajuste (amortiguador) que puede supo-
ner un incremento o una reduccion de hasta un 10% sobre dicho porcentaje. Este
modelo esta en linea con el Articulo 106 de la Directiva de Solvencia Il, que esta-
blece que en el modelo estandar el submaédulo del riesgo de renta variable com-
prenderd un ajuste simétrico'™® del requisito de capital, que no dara lugar a la
aplicacion de una carga de capital que sea inferior o superior en 10 puntos por-
centuales al requisito estandar de capital. La carga de capital base establecida en
QIS5 fue del 39% para las acciones globales y del 49% para la categoria otras
(inferior al 45% y 55% que se habia propuesto anteriormente por el CEIOPS,
2010c). El shock estandar final de QIS5 fue reducido en un 9% pasando al 30% y
40% respectivamente. ELamortiguador se calculé con base en precios de mercado
del indice MSCI World en relacion con la media movil de 3 afios. A finales de 2009,
los precios de la renta variable fueron un 9% inferiores a su promedio de los lti-
mos 3 anos y asi el estrés se establecid en el 30% y 40%. El objetivo de emplear
este amortiguador es reducir la prociclicidad o buscar un efecto contraciclico, es
decir, evitar mayores cargas de capital cuando los mercados estan cayendo de
forma que las companias no tengan que vender activos justo cuando estos estan
cayendo. A finales del ano 2010, los precios de dicho indice fueron un 11% supe-
riores a la media movil de 3 afos por lo que el estrés final resultante debiera ser
del 49% siguiendo la misma metodologia (39% base + 10% maximo) seguin los
célculos efectuados por Barrie & Hibbert (2011).

La EIOPA realizd en el ano 2011 pruebas de estrés para recibir informacion so-
bre la vulnerabilidad del sector asegurador europeo frente a escenarios adver-
sos (EIOPA, 2011b). Se establecieron tres escenarios de estrés: base (severo),
adverso (deterioro mas severo en las variables macroecondmicas) e inflacionis-
ta (incremento rapido de la inflacion que fuerza al Banco Central Europeo a au-
mentar rapidamente los tipos de interés). Centrandonos en el riesgo de la ren-
ta variable se aplicd un shock fijo del 15% para toda la renta variable en el

138 Es simétrico en el sentido de que puede aumentar o reducir la carga de capital por cantidades
iguales. Sin embargo, si se asume que los mercados de acciones tienden a subir en el largo plazo
la frecuencia del ajuste no serd simétrica, es decir, el ajuste al alza se aplicara con mas frecuencia
que el ajuste a la baja.
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escenario adverso y del 7,5% en el escenario base. Los datos se resumen en la
tabla inferior.

‘ Base ‘ Adverso ‘ Inflacionista
Shock -7,5% -15% 0%

El argumento tipico a favor de reducir la prociclicidad es que en caso de una crisis
economica o una caida de las bolsas, los requisitos de capital basados en el riesgo
podrian obligar a las aseguradoras a vender los activos en tiempos de crisis, lo
que podria agravar la crisis. En relacion al modelo estandar, relajar los requeri-
mientos de capital en los mercados a la baja puede sistematicamente disminuir el
nivel de confianza al que se determina el VaR, mientras que aumentar los reque-
rimientos de capital en los mercados al alza podria aumentar el nivel de confianza
del VaR. En este sentido, Eling y Pankoke (2012) muestran que el modelo propues-
to en QIS5 provoca que los factores de estrés aplicables se desvien sustancial-
mente de la propuesta del VaR al 99,5% de confianza que rige Solvencia Il. Por otra
parte, la hipdtesis de normalidad empleada en QIS4 puede subestimar la cola de
la distribucién de pérdidas (resultados extremos) y no capturar la variabilidad que
puede presentar la volatilidad, por lo que el modelo normal es menos apropiado
para representar periodos temporales mas largos (Hardy, 2001). Los rendimien-
tos pueden tener otras propiedades tales como la correlacion serial en la media,
volatilidad no constante a lo largo del tiempo y clusters de volatilidad. Los mode-
los autorregresivos (AR y ARMA] son adecuados para capturar la dependencia
serial que existe entre los rendimientos de los activos. Si la varianza cambia a lo
largo del tiempo, los modelos ARCH y GARCH pueden ser apropiados (Engle, 1982
y Bollerslev, 1986). En posteriores propuestas, estos modelos han sido adaptados
para incorporar el efecto apalancamiento, donde destaca la propuesta del modelo
GARCH exponencial de Nelson (1991). No obstante, los modelos mencionados no
son capaces de capturar cambios imprevistos en el comportamiento del mercado,
habituales en situaciones de crisis o de cambios en las politicas estatales. La
transformacion de los modelos previos, introduciendo cambios de régimen puede
ser mas adecuada para medir el riesgo de renta variable. En este sentido, algunos
trabajos han mostrado su superioridad para rendimientos a corto plazo (Liy Lin,
2004, Sajjad et al. 2008). No obstante, en Solvencia Il el riesgo de mercado es
calculado al plazo de un ano. Por este motivo, algunos autores han evaluado la
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adecuacién de estos modelos utilizando otros periodos de analisis (Hardy, 2001;
Won y Chang, 2005; Hardy et al., 2006).

En este apartado analizaremos la adecuacion de los modelos de Markov para medir
el riesgo de renta variable, de modo que pretendemos ver si los cambios extremos
experimentados por el mercado en la crisis financiera actual son capturados de
forma adecuada. Para ello, hemos ajustado varios modelos con y sin cambio de ré-
gimen a las series de cuatro indices europeos. A través de la simulacion de Monte
Carlo hemos estimado los requerimientos de capital y los hemos comparado con los
que resultarian de aplicar el modelo estandar bajo las especificaciones del dltimo
estudio de impacto cuantitativo (QIS5). Finalmente, hemos analizado si la revision
del ultimo estudio de impacto cuantitativo fue adecuada para capturar el riesgo de
renta variable, respecto a la propuesta anterior.

Revision tedrica de modelos

La investigacion sobre la distribucion de los rendimientos de la renta variable se
inicia con el trabajo de Bachelier (1900), quien propone un proceso de ruido blan-
co normal. La hipdtesis de normalidad de los rendimientos ha sido la base de
modelos muy importantes desarrollados en el dambito de la teoria financiera,
como son los modelos de optimizacion de carteras de media-varianza de
Markowitz (Markowitz; 1952, 1959], el modelo de Valoracién de Activos Financieros
CAPM (Capital Asset Pricing Model) desarrollado por Sharpe (1964), Lintner (1965)
y Mossin (1966) o el modelo de valoracién de opciones de Black y Scholes (1973).
Sin embargo, son numerosos los estudios que advierten que la distribucion empi-
rica de los rendimientos suele tener una mayor curtosis que la proporcionada por
la distribucién normal. Con la finalidad de superar las limitaciones del modelo de
rendimientos normal, surgen nuevas propuestas que optan por el uso de distribu-
ciones alternativas. Entre otros destacan los trabajos de Mandelbrot (1963) y
Fama (1963, 1965), quienes consideraron la familia de distribuciones estables y la
distribucion t de Student, propuesta por Praetz (1972) y Blattberg y Gonedes
(1974), que presenta unas colas mayores que las de la distribucion normal.
Posteriormente, Gray y French (1990) sugirieron la distribucidn de error generali-
zada (generalized error distribution o GED) y Eberlein y Keller (1995] la distribu-
cion hiperbdlica (hyperbolic distribution). También se ha recurrido a la mixtura de
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distribuciones, donde el modelo mas empleado es la mixtura discreta de dos dis-
tribuciones normales (Ball y Torous, 1983)'34,

En el caso particular de la actividad aseguradora, recientemente han surgido distin-
tos trabajos en el mercado norteamericano, que se han interesado por la modeliza-
cion del comportamiento de la renta variable con la finalidad de evaluar las necesi-
dades de capital. No obstante, dadas las caracteristicas del negocio, y a diferencia
de la mayor parte de los trabajos previos, el interés se ha centrado en el comporta-
miento del valor de la cartera a largo plazo. Este aspecto es muy importante ya que
los modelos que mejor proyectan el comportamiento del activo a corto plazo, no
tienen por qué ser los mas adecuados para analizar el riesgo a largo plazo. Los
trabajos realizados hasta el momento para analizar el riesgo derivado de la inver-
sidn en renta variable en companias de seguros pueden englobarse dentro de dos
grupos (véase la tabla siguiente).

Por un lado estan aquellos que se integran dentro de otros mas amplios que tratan
de proyectar estocasticamente el comportamiento conjunto de la cartera de activos
y pasivos del asegurador a medio y largo plazo en modelos ALM o DFA. Todos ellos
se caracterizan por proponer un determinado modelo pero sin comprobar si la op-
cion elegida es la mas adecuada. Asi, Schmeiser (2004) opta por el modelo de ren-
dimientos normal, Kaufmann et 4l. (2001) y el modelo DynaMo 3" proponen un
“modelo lineal”, mientras que Hibbert et al. (2001) y Ahlgrim et al. (2004b) incorpo-
ran el modelo de cambio de régimen de Hardy (2001), justificando el mejor ajuste a
las “colas gruesas” que muestran las rentabilidades histéricas. Frente a estos, y a
raiz del trabajo de Hardy (2001), surgen diversos estudios, que pretenden comparar
diferentes alternativas para la modelizacion del riesgo a través de criterios estadis-
ticos. En esta linea, Hardy (2001) propone un modelo de cambio de régimen lognor-
mal (RSLN) y compara el ajuste logrado con otros modelos econométricos para los

13 QOtra familia popular de distribuciones son las distribuciones provenientes de la teoria de valor
extremo: la distribucién generalizada de Pareto y la distribucion generalizada de valor extremo. La
principal diferencia de las distribuciones de valor extremo respecto a las anteriores, es que las
primeras sélo emplean para su ajuste un conjunto limitado de datos que son los maximos de bloque
o los valores que superen un determinado umbral.

135 DynaMo es un modelo de analisis financiero dinamico (DFA) descrito en D'Arcy et &l. (1997, 1998).
Para una aplicacién del modelo Dynamo 3 puede consultarse D'Arcy y Gorvett (2004). En la actualidad
estd siendo actualizado por la sociedad de actuarios americana CAS (Casualty Actuarial Society).
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indices Standard and Poor ‘s 500 (S&P500] y Toronto Stock Exchange 300 (TS300).
En sus resultados destaca que el modelo RSLN presenta un mejor ajuste que el
resto de modelos, tiene forma explicita para el calculo del VaR y TVaR y con dos re-
gimenes es suficiente para ajustar los datos mensuales. Una version del modelo de
Hardy, que incorpora un término de reversion de los rendimientos en caso de caidas
del indice, es propuesta por Panneton (2003), denominada Regimen Switching
Draw-Down (RSSD). Bayliffe y Pauling (2003) realizan una comparacion de los mo-
delos lognormal, lognormal autorregresivo, RSLN y GARCH, concluyendo que los
modelos que presentan reversion a la media y colas gruesas son los que proporcio-
nan mejor ajuste para datos a largo plazo. Wong y Chan (2005) emplean dos nuevos
modelos, la mixtura autorregresiva [MAR] y la mixtura de ARCH (MARCH)]'3¢, cuyo
ajuste comparan con el modelo lognormal, la mixtura de dos normales y el RSLN,
para los datos ajustados a los indices TSE 300 y S&P 500. De su trabajo se despren-
de que los nuevos modelos se ajustan peor que la alternativa de cambio de régimen,
si bien pueden ser Utiles para la modelizacion de las colas. Un trabajo de caracte-
risticas similares es el realizado por Hardy et al. (2006), quienes comparan un am-
plio nUmero de modelos estimados por maxima verosimilitud para la rentabilidad
delindice S&P 500. La comparacion de los modelos permite concluir que los mode-
los GARCH presentan un buen ajuste global pero un mal ajuste en las colas de la
distribucion, mientras que los de cambio de régimen tienen el mejor ajuste en la
cola izquierda de la distribucion y por tanto una mejor adecuacion a la evaluacion
del riesgo. Finalmente, Boudreault y Panneton (2009) realizan una comparacién de
distintos modelos GARCH multivariantes y modelos de cambio de régimen multiva-
riantes para los rendimientos mensuales del mercado canadiense, americano, bri-
tanico y japonés. En general se observa que los modelos GARCH tienen un mejor
ajuste global que los de cambio de régimen, pero estos Ultimos representan mucho
mejor las colas gruesas de la distribucion. Los resultados alcanzados estan en linea
con los que se han obtenido en la literatura para los modelos univariantes.

13 Wong y Li (2000) introducen los modelos autorregresivos mixtos (mixture autoregressive models
0 MAR] que son la mixtura de K componentes autorregresivos, y Wong y Li (2001) los modelos de
heterocedasticidad condicional autorregresiva mixtos (mixture autoregressive conditional heteros-
cedastic models o MARCH), mixtura de K componentes autorregresivos con heterocedaticidad con-
dicional autorregresiva.
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Autores

Kaufmann et

Caracteristicas
El modelo propuesto es denominado modelo lineal y se incluye dentro de

una propuesta de analisis financiero dinamico. Se trata de una version del

al. (2001), CAPM en donde se correlaciona negativamente el cambio en los tipos de
Dynamo 3 interés a la rentabilidad de las acciones. En este trabajo no se realiza
ningun ajuste a los datos de mercado ni se compara con otras alternativas.
Hardy propone un modelo de cambio de régimen lognormal y compara el
ajuste logrado con otros modelos econométricos para los indices S&P500 y
TS300. Tras dicho andlisis, concluye que el RSLN presenta un mejor ajuste
Hardy (2001)

que el resto de modelos y que con dos regimenes es suficiente para ajustar
los datos mensuales. Otra ventaja que tiene este modelo es que presenta
formula explicita para el calculo de medidas del riesgo.

Hibbert et al.
(2001)

Aplican un modelo de cambio de régimen, a semejanza de la propuesta de
Hardy, en el que en cada régimen el rendimiento sobre el activo libre de
riesgo se distribuye normalmente. Dicho modelo se integra dentro de un
modelo generacion de escenarios para compafias aseguradoras.

Propone un modelo de cambio de régimen que permite la reversion en los
rendimientos de las acciones pero preserva las colas gruesas observadas
en los rendimientos mensuales de los activos. Se trata de una variante del

Panneton . . ——

(2003) modelo de Hardy denominada Regimen Switching Draw-Down (RSSD) que
consiste en anadir un término que compensa la caida de los rendimientos.
Tras calibrar el modelo al indice TSE 300, Panneton (2006] indica que dicho
término resulta significativo.
Comparan los modelos lognormal, lognormal autorregresivo, RSLN y
GARCH. Los autores concluyen que los modelos de corto plazo no son

Bayliffe y necesariamente buenos modelos a largo plazo. Aquellos modelos que

Pauling presentan reversion a la media y colas gruesas son los que proporcionan

(2003) mejor ajuste para datos a largo plazo. Para datos mensuales el modelo
RSLN es el que presenta un mejor ajuste. Ademas, es el Unico que supera
el test de normalidad de los residuos.
En este trabajo, Schmeiser propone un modelo de analisis financiero

. dindmico (DFA) que opta por el modelo lognormal para simular los riesgos
Schmeiser . . - - .
(2004) financieros y que utiliza para calcular la probabilidad de ruina de una

compania de seguros generales alemana que opta por diferentes carteras

de inversion.
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Autores

Ahlgrim et al.
(2004a,
2004b)

Caracteristicas
Ahlgrim et al. (2004b) desarrollan, a peticion de las sociedades de actuarios
americanas Casualty Actuarial Society (CAS) y Society of Actuaries (SOA],
un modelo para generacion de escenarios econémicos para emplearse en
DFA. En dicho modelo emplean la propuesta de Hardy (2001) para la renta
variable. Ahlgrim et al. (2004a) comparan el “modelo lineal” con un modelo
de cambio de régimen de Hardy (2001). En su estudio comprueban que la
volatilidad de los rendimientos de las acciones es mayor que en la
aproximacion lineal, lo cual puede afectar de forma importante al

asegurador que invierta un elevado porcentaje de su cartera en acciones.

Wongy Chan
(2005)

Estos autores comparan los modelos de mixtura autorregresivos (MAR] y
ARCH [MARCH] con el modelo lognormal, la mixtura de dos normales, el
modelo de cambio de régimen lognormal con dos regimenes (RSLNJ,
ajustados a los indices TSE 300 y S&P 500. Utilizando diferentes criterios de
comparacion llegan a la conclusion de que el RSLN presenta un buen nivel
de ajuste y es simple y parsimonioso. Los modelos de mixtura, a pesar de
ser mas complejos, presentan un peor ajuste y requieren parametros
adicionales, pero pueden ser adecuados para modelizar las colas de la
distribucion.

AAA (2005)

Proponen un modelo de volatilidad estocéstica lognormal (Stochastic Log-
Volatility o SLV).

Hardy et al.
(2006)

Estos autores comparan los modelos lognormal, GARCH(1,1), diversas
modalidades de modelos de cambio de régimen y un modelo de volatilidad
estocastica lognormal a semejanza de la propuesta de AAA (2005) ajustados
alindice S&P 500. Concluyen, mediante el analisis de los residuos y el
empleo de bootstrap, que los modelos de cambio de régimen presentan un
mejor ajuste en la cola izquierda de la distribucion que el resto de los
modelos.

CEIOPS
(2008a,
2008b)

La determinacion del capital en el informe de impacto cuantitativo de
Solvencia Il (Q1S4) se basa en el modelo lognormal de precios, con media 'y
volatilidad histérica.

Boudreault
y Panneton
(2009)

En este trabajo se comparan los modelos GARCH multivariantes con los de
cambio de régimen para los datos relativos a diferentes mercados (Canada,
EEUU, Reino Unido y Japdn). En general se observa que los modelos
GARCH presentan un mejor ajuste global que los de cambio de régimen,
pero estos Ultimos representan mucho mejor las colas gruesas de la
distribucion.
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Modelos considerados para el analisis del riesgo de renta variable

La tabla inferior muestra las especificaciones de los modelos que hemos evaluado
susceptibles de ser utilizados como modelos internos de riesgo de renta variable.
En particular, hemos considerado el modelo normal por constituir la base de
Solvencia Il, los modelos GARCH y EGARCH, asi como sus variantes incorporando
cambio de régimen de Markov. Por tanto, intentamos evaluar si la incorporacion del
cambio de régimen es adecuada para modelizar el riesgo de renta variable a largo

plazo.
Modelo ‘ Especificacion'’
Normal Ve =p+0Z;
GARCH (1,1) Ve = U+ & =0z 0F = 0+ ayefg + Brof,
EGARCH (1,1) Ye=p+es & =073 108(07) = 0+ ay |22 4y, 22 4+ By log(of )
RSLN (k regimenes) Ve =t +0iZe; (pe=1,..,k)
RS-GARCH (1,1) Ve =Mt e & =032 0f = wi+ai(E-1)’ +Broly; ((=12)
RS-EGARCH (1,1) Ve = i+ €6 & = 07,3 log (7)) = w0 + @ J;’—‘|f\/2/n +Bi log(ay) +6; J_ (i=12)

A continuacion describimos brevemente los modelos que se han evaluado, exponien-
do en este apartado exclusivamente aquellos que incorporan cambio de régimen.

Modelo de cambio de regimen lognormal (RSLN)

Los modelos de cambio de régimen fueron introducidos por Hamilton (1989), quien
describid un proceso de cambio de régimen autorregresivo. En Hamilton y Susmel
(1994) se analizan varios modelos, variando el nimero de regimenes y la forma del
modelo dentro de cada régimen. EL modelo lognormal de cambio de régimen fue
propuesto en la industria aseguradora por Hardy (2001) con la finalidad de modeli-
zar los rendimientos a largo plazo, con un desarrollo posterior en Hardy (2003). Este
modelo utiliza una cadena de Markov i = {1, 2...} que representa la evolucion del
estado de la economia, que puede estar en dos situaciones posibles, conocidas

187 Z~N(0; 1): Z, es una distribucién normal estandar.

301



como regimenes. En cada régimen, lo rendimientos siguen una distribucion normal,
donde los parametros son diferentes en cada régimen:

Ye =i +0Zy (i=12)

Donde: Z~N (0; 1); e i representa cada uno de los regimenes.
Modelo de cambio de régimen GARCH

Este modelo fue propuesto por Gray (1996) y posteriormente fue modificado por
Klaassen (2002). Marcucci (2005) compara un conjunto de modelos GARCH, EGARCH
y GJR-GARCH considerando el cambio de régimen y diferentes distribuciones para
los errores con la finalidad de evaluar su capacidad para predecir la volatilidad del
indice S&P100. El modelo que proponemos en nuestro analisis es un RS-GARCH (1,
1) con dos regimenes y responde a la siguente especificacidn:

Ve = Ui¢ + & donde & = 0y 2
A diferencia del modelo RSLN, que asume una volatilidad constante, en los modelos
de cambio de régimen la volatilidad varia de acuerdo a un proceso ARMA, por lo que
la ecuacion de la varianza para cada régimen viene dada por:
ol = w; + a(ge-1)* + Biofy (i=12)
Gray (1996) propone una medida para la volatilidad o¢ que no sea dependiente:

0f = pre(ui +02) + (L= pr) W5 + 030) — (Prets + (1 — Prediz)?

Bajo esta propuesta, la varianza condicional depende sélo del régimen y no de toda
la historia del proceso.

Modelo de cambio de régimen E-GARCH

En la literatura financiera se ha destacado el comportamiento asimétrico de la vo-
latilidad de las acciones. Por este motivo, Nelson (1991) propone el modelo E-Garch
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para capturar esta asimetria. Los rendimientos de las acciones tienden a mostrar
mas volatilidad en el caso de shocks negativos que despues shocks positivos de la
misma magnitud. La ecuacion de la varianza para cada régimen viene dada por:

Ef_ Ep_
log (62) = w; + a; ||[———=| — V/2/m | + B; log(c%1) + 8 —= , (i = 1,2)

0'2 ' O-tz—l

pet-1

La forma logaritmica de la varianza condicional o garantiza valores positivos, evi-
tando las restricciones de no negatividad caracteristicas de la estimacién de mode-
los Garch.

4.1.2. Analisis empirico, backtesting y simulacion

Los datos analizados para calibrar el riesgo de renta variable estan compuestos por
observaciones mensuales de los rendimientos logaritmicos de cuatro indices de las
principales bolsas Europeas (FTSE 100, CAC40, DAXy IBEX-35])'%8. Como las compa-
fias de seguros deben proteger los intereses de sus asegurados en el medio y largo
plazo, es habitual utilizar datos mensuales [ver Hardy (2001], Panneton (2003), Wong
y Chan (2005), Hardy et 4l. (2006) o Boudreault y Panneton (2009]], e incluso el
CEIOPS ha calibrado el modelo estandar europeo de QIS4 utilizando datos cuatri-
mestrales. Los estadisticos descriptivos y la informacion relativa a la normalidad
medida con el test de Jarque Bera se muestran en la tabla inferior.

138 | a serie de rendimientos tiene distinto nimero de observaciones para cada indice ya que ha sido
calculada a través de las observaciones hasta Diciembre de 2009 pero con distinto inicio: Enero de
1990 para el FTSE-100, Marzo de 1990 para el CAC-40, Diciembre de 1990 para el DAXy Enero de 1992
para el IBEX-35.
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| cac | FTSE |  BEX | DAX

Media 0,0027 0,0033 0,0068 0,0061
Mediana 0,0123 0,0075 0,0100 0,0137
Maximo 0,1259 0,1088 0,2342 0,1937
Minimo -0,1923 -0,1395 -0,2340 -0,2933
Desviacion estandar 0,0573 0,0428 0,0666 0,0638
Asimetria -0,5326 -0,5756 -0,2675 -0,8101
Curtosis 3,4354 3,6043 4,2821 5,4654
JB estadistico 13,1325 16,9036 17,3706 83,0442
Probabilidad 0,0014 0,0002 0,0002 0,0000
Observaciones 238 240 216 229

Como puede verse en los diferentes indices, el rendimiento medio no es muy rele-
vante y la asimetria es significativa y negativa, implicando un posible efecto apalan-
camiento. Ademas, la curtosis es mayor que la de una distribuciéon normal, indican-
do que los rendimientos tienen colas pesadas. Esto es consistente con los valores
mostrados en el test de Jarque-Bera, que rechaza la hipdtesis de normalidad en el
comportamiento de los rendimientos de los diferentes indices. Como se muestra en
los graficos inferiores, los rendimientos presentan agrupamientos de volatilidad.
Por este motivo es importante determinar qué modelo se ajusta mejor al compor-
tamiento de la varianza a lo largo del tiempo. La funcidn de autocorrelacion simple
(ACF) y la de autocorrelacion parcial (PACF) de los rendimientos al cuadrado mues-
tran una gran estructura de dependencia que implica la existencia de dependencia
en la varianza de los rendimientos mensuales. Esto significa que los modelos que
no consideran una volatilidad constante en el tiempo pueden ser mas apropiados
para analizar el riesgo de renta variable.
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A continuacion presentamos los resultados de estimar los modelos a partir de las
series analizadas y realizamos una comparacion utilizando métodos de backtesting
y diferentes criterios estadisticos. En la tabla siguiente mostramos los parame-
tros resultantes de la estimacion maximo verosimil. El modelo de dos regimenes
(RSLN2] proporciona un régimen mas estable con rendimientos esperados positi-
vos y uno mas volatil con esperanza negativa. La elevada significatividad de los pa-
rametros de la ecuacion para la varianza de los modelos GARCH es consistente con
la persistencia de volatilidad de los datos empiricos. Como puede verse, la estima-
cion de los modelos de cambio de régimen implica un gran nimero de parametros
y, por tanto, una mayor complejidad de estimacion. De hecho, el modelo E-GARCH
de cambio de régimen no ha podido ser estimado debido a que el algoritmo presen-
t6 problemas de convergencia y no fue posible encontrar una solucion robusta.

\ | cac40 | FTSE100 | IBEX-35 | DAX
U 0,0026 0,0033 0,0068 0,0060
NORMAL
o 0,0572 0,0425 0,0664 0,0636
U 0,0062 0,0067 0,0106 0,0096
GARCH [0) 0,0004 0,0001 0,0001 0,0003
(1,1 a; 0,1819 0,1989 0,1735 0,1408
b 0,7162 0,7624 0,8103 0,801
U 0,0059 0,0068 0,0106 0,0086
EGARCH ® -1,4569 -1,0561 -0,7445 -0,7298
(1.1) 7 -0,1951 -0,1063 -0,0818 -0,0512
a; 0,3117 0,3213 0,2891 0,2554
B 0,7949 0,8762 0,9077 0,9047
Pl112) PL211) 0,9316/0,1011 0,9560/0,0220 0,9572/0,0507 0,9777/0,0170
Régimen 1 Régimen 1 Régimen 1 Régimen 1
RSLN2 Ui/ 0y 0,0152/0,0394 0,0111/0,0204 | -0,0042/0,0831 | -0,00389/0,0839
Régimen 2 Régimen 2 Régimen 2 Régimen 2
U/ o, | -0,0156/0,07221 | -0,00126/0,0506 | 0,01898/0,0375 | 0,0140/0,0388
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\ | cac40 | FTSE100 | IBEX-35 | DAX

P(1]1),P(2[1) 0,9304/0,0614 0,3649/0,0217 0,8281/0,1657 0,9699/0,0002
Pl212,PB3I2) | 0,69513/0,30264 | 0,6303/0,96587 | 0,9449/0,0546 0,5638/0,4330
Régimen 1 Régimen 1 Régimen 1 Régimen 1
u;; /o | 0,01004/0,03803 | 0,0588/0,0035 | -0,01261/0,1170 | -0,00497/0,0850
RSLNS Régimen 2 Régimen 2 Régimen 2 Régimen 2
Wi/ O -0,0648/0,0205 | -0,0033/0,0504 0,0199/0,0378 -0,0033/0,0365
Régimen 3 Régimen 3 Régimen 3 Régimen 3
Wiz / O3 0,0671/0,0081 0,0110/0,0201 -0,0028/0,0661 0,0410/0,0242
Pl112)/P(211) 0,2609/0,8890 0,1506/0,0632 | 0,95677/0,0439 | 0,9126/0,2439
Régimen 1 Régimen 1 Régimen 1 Régimen 1
U -0,0061 -0,0876 -0,0073 0,0184
W, 0,0498 0,0000 0,0698 0,0306
RS- ap, 0,0343 0,0757 0,2112 0,0516
B 0,8141 0,0430 0,274 0,8353
GARCH : - - - -
Régimen 2 Régimen 2 Régimen 2 Régimen 2
U 0,0181 0,0102 0,0185 -0,0228
o} 0,0000 0,0213 0,0342 0,0000
a, 0,5745 0,1539 0,1401 0,0478
P2 0,3864 0,6889 0,5065 0,9753

La seleccion de modelos la haremos utilizando en primer lugar el criterio de simpli-
cidad, es decir, siendo preferible un modelo mas sencillo cuando proporciona un
ajuste similar a los datos. En particular, esta seccion tiene en cuenta el criterio AIC
propuesto por Akaike (1973), el SBC propuesto por Schwartz (1978) y el HQC (Hannan
Quinn). Para cada modelo, la tabla inferior muestra los valores del logaritmo de la
funcion de verosimilitud y los criterios AIC, SBC y HQC. En general puede observar-
se que los modelos de cambio de régimen superan a los otros modelos. Frente a
estos, el modelo normal muestra el peor ajuste a la serie empirica de todos los in-
dices. No obstante, la mera transformacion del modelo a través de la incorporacion
de dos regimenes da lugar a la alternativa de mejor ajuste, superando a los modelos
Garch y E-Garch en todos los indices considerados. En el caso de los modelos
RSLN3y RS-GARCH, el ajuste global es muy bueno pero su complejidad los penali-
za frente a la version mas simple.
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CAC40 | FTSE100 | IBEX-35 | DAX

NORMAL
Log likelihood 1,4421 17376 1,2923 1,3351
SBC 1,4191 1,7148 1,2674 1,3114
Hac 1,4278 17234 1,2767 1,3203
AIC 1,4337 1,7293 1,2831 1,3264

E— SRR
Log likelihood 1,4808 1,6962 1,3651 1,3968
SBC 1,4348 1,6507 1,3154 1,3493
Hac 1,4523 1,6680 1,3651 1,3968
AIC 1,640 1,6796 1,3466 1,3793

I E-GARCHI(1,1)

Log likelihood 1,5017 1,7931 1,3666 1,3422
SBC 1,442 1,7362 1,3044 1,2829
Hac 1,4659 1,7578 1,3666 1,3422
AIC 1,4806 1,723 1,3435 1,3204

[ RSLN 2
Log likelihood 1,4943 1,8335 1,3807 1,4378
SBC 1,4254 1,7652 1,3060 1,3666
Hac 1,4515 1,7911 1,3340 1,3934
AIC 1,4691 1,8086 1,3529 1,416

[ RSLN3
Log likelihood 1,5230 1,8438 1,3944 1,6497
SBC 1,3851 1,7072 1,2451 1,3073
Hac 1,4373 1,7590 1,3010 1,3610
AIC 1,4726 1,7940 1,3389 1,3973

[ RS-GARCH
Log likelihood 1,5030 1,8288 1,3962 1,6489
SBC 1,3876 1,7147 1,2713 1,3298
Hac 1,4313 1,7579 1,3180 1,3747
AIC 1,4608 1,7871 1,3496 1,4050

El ajuste global no es el Unico criterio a considerar al elegir un modelo para el ana-
lisis del riesgo de renta variable. De hecho, es necesario analizar el ajuste que pre-
sentan los datos a los valores extremos. En este sentido, podria ser que modelos
con mayores valores proporcionasen un buen ajuste global pero un mal ajuste a
datos extremos, que sin embargo son los que revisten un mayor interés desde la
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perspectiva del riesgo. Por tanto, es preciso evaluar en qué medida los residuos
superan el test de normalidad, especialmente en la cola izquierda de la distribucion.
En el caso de que los residuos no sean normales, el ajuste del modelo no es adecua-
do. Los residuos para los modelos de cambio de régimen han sido calculados utili-
zado los residuos ponderados. El test de normalidad ha sido realizado utilizando el
test de Jarque-Bera. La tabla inferior muestra como los modelos que no tienen en
consideracion la existencia de regimenes, no superan el test de normalidad al 99%
de confianza. No obstante, todos los modelos de cambio de régimen pasan el test de
Jarque-Bera. Estos resultados estan en linea con los obtenidos por Hardy et al.
(2006) para los indices TSE y S&P 500.

Modelo |  CAC40 | FTSE100 |  IBEX-35 | DAX
Normal 13,132(0,001) | 17,156 (0,000) 17,370 (0,000) | 83,044 (0,000)
Garch 14,432 (0,000) | 14,097 (0,0000 | 12,235(0,002) 40,373 (0,000)
Egarch 6,371 (0,041) 11,326 (0,003) 24,888(0,000) 38,791 (0,000)
RSLN? 4,0341(0,133) | 39079(0,142) | 1,5482(0,461) 1,4582 (0,482)
RSLN3 3,861{0,145) | 4,0396(0,133) | 6,0575(0,048) 4,0139 (0,134)
RS-Garch | 2,7844(0,249) | 3,5996(0,165) 0,7938 (0,672) 2,8378 (0,242)

Ademas de la normalidad, la correcta especificacion de los modelos requiere anali-
zar si los residuos y sus cuadrados estan correlacionados. Un test utilizado con
frecuencia es el propuesto por Ljungy Box (1979). En la tabla inferior mostramos los
p-valores asociados al estadistico Q de los residuos (RES) y los residuos al cuadrado
(RES2). Nuevamente, con excepcién del modelo normal, los residuos y sus cuadra-
dos no presentan autocorrelacion. En el caso del IBEX-35, en los residuos al cua-
drado en el modelo RSLN2 también se detecta presencia de autocorrelacion.
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ali) NORMAL | GARCH | EGARCH | RSLN2 | RSLN3 | RSGARCH
8 REs |RES2| RES |RES2 | RES |RES2| RES |RES2| RES |RES2| RES |RES?

FTSE-100

0,284 | 0,013 0,841 0,528 | 0,962 | 0,521 | 0,807 | 0,668 | 0,417 | 0,915 | 0,396 | 0.513

0,439 | 0,000 | 0,836 | 0,570 | 0,814 | 0,604 | 0,354 | 0,239 | 0,214 | 0,252 | 0,469 | 0.916

0,241 0,000 | 0,497 0,881 | 0,513 0,918 | 0,333 | 0,573 | 0,161 | 0,592 | 0,326 | 0.824

O |0~ W | —

0,230 | 0,000 | 0,380 | 0,959 | 0,402 | 0,996 | 0,370 | 0,720 | 0,253 | 0,585 | 0,306 | 0.405

—_
N

0,417 10,002 | 0,560 | 0,943 | 0,544 | 0,919 | 0,591 | 0,795 | 0,417 | 0,627 | 0,511 | 0.268

CAC-40

0,112 ] 0,002 | 0,083 | 0,929 | 0,166 | 0,934 | 0,472 | 0,123 | 0,638 | 0.962 | 0,139 | 0,419

0,261 | 0,001 |0,285| 0,991 | 0,495 | 0,923 | 0,867 | 0,168 | 0,818 | 0.896 | 0,446 | 0,504

0,597 (0,002 {0,579 | 0,790 | 0,792 | 0,341 | 0,990 | 0,102 | 0,940 | 0.720 | 0,755 | 0,402

O |0~ |W | —

0,535 | 0,004 | 0,443 | 0,802 | 0,507 | 0,390 | 0,812 | 0,087 | 0,824 | 0.598 | 0,628 | 0,363

—
N

0,269 | 0,006 | 0,390 | 0,881 | 0,459 | 0,541 | 0,527 | 0,130 | 0,902 | 0.713 | 0,398 | 0,445

DAX

0,453 | 0,247 | 0,327 | 0,772 | 0,433 | 0,805 | 0,745 | 0,635 | 0,454 | 0,712 | 0,577 | 0,178

0,644 10,002 | 0,433 0,988 | 0,506 | 0,990 | 0,936 | 0,584 | 0,693 | 0,228 | 0,835 | 0,236

0,785 | 0,007 | 0,553 | 0,957 | 0,616 | 0,954 | 0,971 | 0,657 | 0,883 | 0,312 | 0,924 | 0,387

O |0~ W | —

0,608 | 0,002 | 0,532 | 0,872 | 0,533 | 0,900 | 0,862 | 0,787 | 0,634 | 0,385 | 0,712 | 0,257

—_
N

0,604 | 0,000 | 0,598 | 0,866 | 0,607 | 0,848 | 0,921 | 0,680 | 0,791 | 0,266 | 0,857 | 0,278

IBEX-35

0,564 | 0,000 | 0,291 | 0,549 | 0,372 | 0,642 | 0,891 | 0,056 | 0,963 | 0,353 | 0,778 | 0,815

0,501 | 0,000 | 0,530 | 0,928 | 0,601 | 0,969 | 0,987 | 0,006 | 0,997 | 0,337 | 0,837 | 0,657

0,755 | 0,000 | 0,857 | 0,845 | 0,901 | 0,974 | 0,986 | 0,019 | 0,972 | 0,330 | 0,959 | 0,618

O |0~ |W|—

0,829 | 0,000 | 0,830 | 0,616 | 0,947 | 0,930 | 0,965 | 0,043 | 0,908 | 0,296 | 0,900 | 0,585

—
N

0,813 0,000 0,792 0,708 | 0,901 | 0,638 | 0,957 | 0,075 | 0,907 | 0,203 | 0,903 | 0,479

Los modelos que hemos revisado estan disenados para analizar el riesgo de renta
variable en el que incurre el asegurador a través del calculo del Value at Risk (VaR).
Formalmente, el VaR es la pérdida tal que la probabilidad de que ésta sea igual o
mayor es igual a p:

VaR,(Y) = Prob(Y 2Y*) =p
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En los modelos paramétricos, los cuantiles son funciones directas de la desviacion
estandary, por tanto, los modelos GARCH y de cambio de régimen presentan una
medida dindmica del VaR definida como:

VaR?, (r) = p+ 0p41F, 1(2)

Los test de diagndstico utilizados en estudios previos [Hardy (2001), Panneton
(2003), Wong y Chan (2005), Hardy et al. (2006) y Boudreault y Panneton (2009)] pue-
den ser inadecuados para elegir el mejor modelo. En este sentido, Hansen (1996) y
McLachlan y Peel (2000) muestran que los test estandar de maxima verosimilitud
no pueden ser empleados para analizar los modelos de régimen simples frente a
los modelos de Markov. Ademas, Sarma et al. (2003) muestran como diferentes
metodologias pueden conducir a diferentes medidas el VaR para la misma carteray
puede provocar errores significativos en la medicion del riesgo. De forma alternati-
va, y en linea con lo propuesto por Sajjad et 4l. (2008), hemos complementado nues-
tro analisis a través de la realizacion de dos pruebas de backtesting in sample. Taly
como expusimos en el capitulo anterior, el backtesting consiste en evaluar el nime-
ro de veces que las pérdidas de los diferentes indices superan el VaR durante el
periodo analizado. Como indica Campbell (2005), la precision del modelo depende
de si la secuencia de la variable supera las propiedades de cobertura condicional e
incondicional. Estas propiedades confirman que la secuencia de fallos es indepen-
diente e idénticamente distribuida como una variable aleatoria de Bernoulli con pro-
babilidad a. En nuestro estudio comparamos el cumplimiento de ambas propieda-
des a través del test de Kupiec (1995) y de Christoffersen (1998).

El analisis de ambos test para los modelos propuestos y los diferentes indices
muestra que los modelos de cambio de régimen RSLN2 y RS-Garch pasan todos los
test. Algo similar ocurre para el modelo E-Garch, que excepto en el caso de la serie
del IBEX-35, supera ambos test. De forma similar, el modelo normal y el Garch
pasan los test para niveles bajos de confianza pero fallan para niveles elevados en
la mayor parte de los indices. Finalmente, querriamos destacar que, en algunos
casos, los modelos de mejor ajuste dependen de los datos utilizados, por lo cual la
seleccion de los mismos debe realizarse de forma especifica. Por tanto, podemos
concluir que sélo los modelos RS-GARCH superan los test de normalidad, homoce-
dasticidad, autocorrelacion, cobertura incondicional e independencia. Por tanto, a
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pesar de la mayor complejidad que supone su estimacion e implementacion, son
mas adecuados para la configuracion de modelos internos para el riesgo de renta
variable. También queremos destacar que el modelo RSLN2 muestra un buen equi-
librio entre simplicidad y ajuste, ya que ha superado todos los test excepto la homo-
cedasticidad en el caso particular del IBEX-35. La tabla inferior recoge los p-valores
de los test de Kupiec y de Christoffersen para los cuatro indices analizados.

NORMAL | GARCH |E-GARCH| RSLN | RSLN-3 | RS-GARCH
POF TEST (99,5%) 0,0426 0,1635 0,4978 | 0,1224 | 10,0000 0,1226
POF TEST (99%) 0,0147 0,0147 0,3362 | 0,3093 | 10,0002 0,3093

CHRISTOFFERSEN
LR TEST (99,5%)

0,7115 0,7820 0,8539 1,0000 | 0,3319 1,0000

NORMAL | GARCH |E-GARCH | RSLN | RSLN-3 | RS-GARCH
POF TEST (99,5%) 0,1668 0,0095 0,0438 | 0,8505 | 0,8505 0,8505
POF TEST (99%) 0,0497 0,0497 0,1409 | 0,8505 | 0,7893 0,7893

CHRISTOFFERSEN
LR TEST (99,5%)

0,0207 0,6446 0,7127 0,9271 0,9271 0,5791

NORMAL | GARCH |E-GARCH| RSLN RSLN-3 | RS-GARCH
POF TEST (99,5%) 0,1288 0,1288 0,1288 | 0,9377 0,1411 0,4278
POF TEST (99%) 0,5875 0,2606 0,56875 | 0,3753 0,0372 0,9118

CHRISTOFFERSEN
LR TEST (99,5%)

0,7713 0,7713 0,7713 | 0,9232 1,0000 0,8467

NORMAL | GARCH | E-GARCH | RSLN RSLN-3 | RS-GARCH
POF TEST (99,5%) 0,0077 0,0374 0,1488 0,8896 0,8896 0,1488
POF TEST (99%) 0,0404 0,0404 0,3043 0,3348 0,3348 0,6526

CHRISTOFFERSEN
LR TEST (99,5%)

0,6366 0,7061 0,7061 0,9254 | 10,9254 0,7778

Comparacion de las necesidades de capital
A continuacion compararemos el capital resultante de utilizar los modelos anterio-

res en relacion al que se exige en el modelo estandar. En este sentido, tratamos de
mostrar las diferencias en la cuantificacion de las necesidades de capital a través
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de la aplicaciéon de modelos de cambio de régimen que hemos visto que presen-
tan un mejor ajuste a las series de varios indices europeos. Habiendo visto la
superioridad de los modelos de Markov para capturar el riesgo de renta variable
hemos considerado los calculos obtenidos bajo esta alternativa como los reque-
rimientos de capital mas adecuados. Si los modelos simples no capturan todo el
riesgo, asumimos que las necesidades de capital estaran subestimadas y que-
remos conocer a cuanto asciende dicha diferencia. En particular hemos analiza-
do las diferencias respecto al RS-GARCH y RSLN2 porque son los mejores mo-
delos en términos de ajuste y parsimonia, respectivamente. Adicionalmente,
comparamos el resultado de aplicar un modelo interno que proporciona un buen
ajuste a los datos de mercado con las necesidades de capital del modelo estan-
dar, antes (QIS4) y después de la crisis financiera (QIS5).

Aqui presentamos los resultados de estimar las necesidades de capital de una
cartera que contiene cualquiera de los indices que han sido analizados en el
estudio. Con este propdsito se ha realizado una simulacién de 100.000 escena-
rios por el método latino hipercubico al plazo de un ano. Dado que el ajuste se
ha realizado a partir de datos mensuales y el calculo del capital se ha estimado
anualmente, es necesario llevar a cabo la agregacion temporal de los rendi-
mientos simulados. Para analizar el problema de la agregacion temporal es Gtil
definir el concepto de factor de acumulacion 4;. Sea P, el valor mensual de una
serie temporal en el momento t, para t = 0,1, ... n y definimos el rendimiento
logaritmico del mes t como yt=In % Las series de los rendimientos logaritmi-
cos para el mes m pueden construirse como:

mT

Pm T

Yr =In Ve

Pm(r-1) t=m(t—1)+1

Para: T=1,2, ...,N, donde N = [n/m] es un entero.

El factor de acumulacion 4, o tasa de crecimiento del valor de mercado del indi-
ce puede ser definido como:

P,
Ar = 5—"— = exp(¥r)
m(t—1)
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Por tanto, el factor al plazo de un afo (m = 12) basado en rendimientos logarit-
micos mensuales puede ser obtenido facilmente como:

Ap; = exp(Ye + Yer1 + Yoz + 0 + Yer11)

Y, por tanto, el valor de indice en el mes 12 seréd igual a:
P, = PyAq,

La tabla inferior muestra las necesidades de capital que resultan de aplicar los
diferentes modelos previamente analizados, calibrados al igual que en el mode-
lo estandar para un VaR al 99,5% de confianza. Como puede verse, el modelo de
rendimientos normal, implicito en el modelo estandar QIS4 (-32%), subestima
significativamente la cuantia de capital, en relaciéon al resto de modelos.

| NORMAL | GARCH | EGARCH | RSLN2 | RSLN3 | RSGARCH

CAC

VaR (99,5%) | -32.4% | -31.4% | -345% | -37.5% | -385% | -39,9%
DAX

VaR (99,5%) | -325% | -335% | -353% | -41.0% | -402% | -36,7%
IBEX

VaR(99.5%) | -331% | -351% | -363% | -404% | -404% | -36,6%
FTSE

VaR(99.5%) | -252% | -275% | -27.7% | -30.6% | -31.0% | -31,2%

La tabla inferior muestra las diferencias de cargas de capital con respecto a las
que se obtienen al aplicarse los modelos RS-GARCH. Como se puede ver, para
todos los indices evaluados, las cargas de capital son sustancialmente mayores
que aquellas estimados a través del modelo normal, GARCH y E-GARCH. En
particular, las diferencias oscilan en media desde -5,50% a -2,65%, y varian con-
siderablemente dependiendo del indice analizado. Esto significa que el uso de
modelos simples puede suponer una infraestimacion del riesgo asumido y el
calculo de cargas de capital inferiores a las precisas. Ademas, también es im-
portante destacar que la determinacién de las necesidades de capital es especi-
fica de cada indice.
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Media de diferencias

‘ NORMAL ‘ GARCH EGARCH ‘ a6 e
CAC40 -7,50% -8,50% -5,40% -7,13%
DAX -4,20% -3,20% -1,40% -2,93%
IBEX -3,50% -1,50% -0,30% -1,77%
FTSE -6,00% -3,70% -3,50% -4,40%
Media por modelo -5,30% -4,23% -2,65% -4,06%

Finalmente, queremos analizar el impacto de usar el modelo estandar bajo las
especificaciones de QIS4 y QIS5 (shock base, es decir, sin considerar el ajuste
simétrico). En la tabla inferior se muestran las diferencias en las necesidades
de capital entre Solvencia Il y un modelo interno basado en un RS-GARCH.
Recordemos que bajo QIS4 las necesidades de capital se establecieron en el
32%, pero en QIS5 esta cuantia se incrementa hasta el 39%. Después de la com-
paracion podemos ver que las necesidades de capital bajo las especificaciones
de QIS4 resultaron en media un 4,1% inferiores que bajo el modelo interno ba-
sado en un RS-GARCH. Esto implica la incapacidad del modelo estandar esta-
blecido en QIS4 para capturar el riesgo de los principales indices después de la
crisis financiera. Por otra parte, el aumento de la carga de capital en las nuevas
especificaciones de Solvencia Il (QIS5) provoca un exceso de 2,9% en los reque-
rimientos de capital en comparacion a las estimaciones del modelo interno. En
este sentido, los nuevos requerimientos son consistentes con el riesgo real-
mente asumido. Sin embargo, el efecto amortiguador introducido en QIS5, pro-
voca a diferencia de los modelos internos analizados, que las cargas de capital
se reduzcan en situaciones de alta volatilidad. Finalmente, destacar que el uso
de un modelo interno podria suponer un ahorro de capital, como ocurre en el
caso analizado comparando los resultados obtenidos con el shock base de QIS5.
Ademas, recordar que de aplicar la metodologia del QIS5 la carga de capital re-
sultante para mercados de paises OCDE resultaria en un 49% dados los calculos
efectuados por Barrie & Hibbert (2011).
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| Qis4 | QiS5 (base) | RSGARCH | Diferencia QIS4 | Diferencia QIS5

CAC 40 32% 39% 39,90% -7,9% -0,9%
DAX 32% 39% 36,70% -4,7% 2,3%
IBEX 35 32% 39% 36,60% -4,6% 2,4%
FTSE 100 32% 39% 31,20% 0,8% 7,8%

Media -4,1% 2,9%

4.2. ANALISIS DEL RIESGO DE INMUEBLES

Este apartado tiene por objeto evaluar el modelo estandar propuesto en QIS5
para el riesgo de inversion inmobiliaria. La calibracion del riesgo se efectué en
el modelo estdndar de QIS5 a partir de los rendimientos globales del indice
mensual IPD del Reino Unido para los periodos comprendidos entre 1987 y 2009.
En general, se considera que los rendimientos de los indices basados en tasa-
ciones estdn mas suavizados que los que se derivan de indices basados en tran-
sacciones. Por eso el objetivo de este apartado es aplicar diversas técnicas de
“des-suavizado” a dicho indice. Los resultados muestran que las cargas de ca-
pital resultantes, aplicando la misma metodologia de calculo que QIS5, superan
en general a las propuestas en el modelo estandar.

4.2.1. Introduccion y revision tedrica

La calibracion del riesgo en QIS5 se efectud a partir del indice mensual IPD del
Reino Unido para los periodos comprendidos entre Diciembre de 1986 y
Diciembre de 2009 (CEIOPS, 2010b). Se calculé un VaR histérico al 99,5% de
confianza para los rendimientos anuales empiricos sin “des-suavizar”. En gene-
ral, se considera que los rendimientos de los indices basados en tasaciones,
como el IPD, son mas suavizados que los que se derivan de indices basados en
transacciones u operaciones de compra-venta. Este suavizado provoca que las
series temporales sean menos volatiles y, por lo tanto, subestiman la variacion
real experimentada por el mercado. Este trabajo contribuye a la literatura exis-
tente aplicando diversas técnicas de “des-suavizado” a dicho indice, empleando
la serie temporal 1987-2010. La metodologia utilizada es susceptible de ser re-
plicada por parte del sector asegurador para construir modelos internos con los
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que evaluar su nivel de exposicion al riesgo y los requerimientos de capital ne-
cesarios de acuerdo con la nueva regulacion.

A continuacidn detallaremos las caracteristicas de la inversidn en inmuebles e
importancia en las carteras de las aseguradoras. La inversion en inmuebles se
puede clasificar en un primer nivel en directa e indirecta. La inversidn indirecta
es aquella que se materializa en acciones de companias inmobiliarias y en fon-
dos y sociedades de inversidén inmobiliaria'’. Por el contrario, la inversién di-
recta involucra el proceso de adquisicion y gestion de los activos, clasificaAndose
en comercial y no comercial. Dentro de inversidn comercial es frecuente distin-
guir entre oficinas, industrial (fabricas, almacenes, etc.) y locales comerciales
mientras que la no comercial estaria formada principalmente por inversion re-
sidencial.

Tradicionalmente se asume que la inversion inmobiliaria directa comercial pro-
porciona las siguientes ventajas: defensa ciclica frente a la economia lo que pro-
voca rendimientos mas estables que otros activos, cobertura frente a la infla-
cion, diversificacion de la carteray oportunidades en el mercado. Las principales
desventajas son que: sus valoraciones son basadas frecuentemente en tasacio-
nes, las series histoéricas de rendimientos son menos completas que para otros
activos, es un mercado poco liquido y con costes de transaccion relativamente
elevados. Estas caracteristicas provocan que las inversion directas sean consi-
deradas como inversiones a largo plazo, con un periodo medio en cartera en
torno a diez afos (Fisher y Young 2000, Collet et al., 2003). Estas ventajas y des-
ventajas se detallan en la tabla siguiente.

1% En Espafa se denominan SOCIMI - Sociedades Anénimas Cotizadas de Inversidn en el Mercado
Inmobiliario mientras que en inglés se conocen como REITs o Real Estate Investment Trust.
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Defensa ciclica
y rendimientos
relativamente
estables

Los mercados burséatiles y de renta fija, por lo general, se mueven
conjuntamente con los ciclos econdmicos. Por contra, los ingresos
de los inmuebles se benefician de contratos de arrendamiento de
varios anos. Como resultado, las propiedades pueden generar
flujos de ingresos mas estables y alejados de la evolucidn de la
economia. Esto es una caracteristica muy Gtil para los inversores
que necesitan casar los flujos de sus activos con los de sus
pasivos, como las companias de seguros. Ademas el rendimiento
global (renta mas capital) es histéricamente menos volatil que la
inversion en renta variable, alcanzando con menor frecuencia
rentabilidades negativas.

Diversificacion

La inversion en inmuebles muestra bajas correlaciones con bonos
y acciones. Ademas, la correlacion entre mercados es menor que

para otros activos.

Proteccion contra
la inflacion

Los alquileres estan normalmente indexados a la inflacion lo que
provoca su aumento ante un incremento en los indices de precios.

Por lo general, también aumentan los valores de las propiedades.

Oportunidades
en el mercado

Se dice que el mercado inmobiliario es débilmente eficiente, ya
que las ganancias estan autocorrelacionadas. Las ineficiencias
del mercado crean oportunidades de valor para inversores

cualificados.

Mercado
sin liquidez

El mercado inmobiliario es un mercado pasivo en la medida que el
numero de transacciones que tiene lugar es relativamente bajo. Por
otra parte, la liquidez es variable en el tiempo, con mayor liquidez

en los mercados al alzay menor en los mercados a la baja.

140 Sin embargo, dado el alto valor individual de cada propiedad en relacién con otros activos es
necesaria una cartera de mayor volumen para efectuar una correcta diversificacion.
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Desventajas
La inversion en bienes inmuebles tiene un periodo de tenencia
largo, donde no se realizan operaciones de compra-venta. Sin
Valoracion basada embargo, los inmuebles se tasan de forma periédica con el fin de
en tasaciones medir el rendimiento. Una tasacion es una estimacion del valor de
una propiedad que se diferencia del posible valor de transacciony
por lo tanto, provoca una incertidumbre en la medicion del riesgo.

. , Las series de rendimientos son mas cortas que para otros activos
Series mas cortas ) ) o ) .,
y tienen una menor frecuencia. Los rendimientos de la inversion
y con menor ) ) L ) _

) directa en inmuebles estan disponibles cada ano, semestre,
frecuencia ) o, ,
trimestre o mes en funcion del pais.

» Los costes de transaccion en el mercado de bienes inmuebles son
Costes de transaccion

relativamente altos.

Resulta de interés valorar la importancia de la inversién en inmuebles en las
carteras de los aseguradores espanoles y europeos. En Espana la inversion di-
recta representd un 16,55% del total de cartera de un asegurador no vida (ICEA,
2010)™". Este dato es muy superior al 1,44% del total de la cartera para las com-
panias de seguros de vida, resultando en un promedio del 4,62% para el conjun-
to asegurador'?. Los resultados son relativamente superiores a los Gltimos da-
tos publicados para el mercado europeo, que sitian la inversiéon en inmuebles
en el afio 2009 en el 3,2% del total de la cartera (CEA, 2011a)™#3. Como se aprecia
en la tabla inferior este dato varia considerablemente entre paises.

41 Por lo tanto representa el tercer activo en importancia después de la renta fija extranjera
(27,23%) y nacional (21,79%).

142 Datos facilitados por 161 entidades y grupos que representan un 86,12% del volumen total de
inversiones del sector asegurador. ICEA (Investigacion Cooperativa entre Entidades Aseguradorasy
Fondos de Pensiones] es una asociacién de entidades de seguros espafiola encargada de realizary
publicar las estadisticas del sector asegurador espariol.

143 | os datos son recogidos por las 34 asociaciones nacionales de seguros miembras de la CEA
(Comité Europeo de Seguros) con muestras que representan un porcentaje muy elevado (en torno
al 90%) de cada mercado. Los miembros de la CEA son las asociaciones nacionales del seguro en
34 paises europeos. La Unién Espafiola de Entidades Aseguradoras y Reaseguradoras (UNESPA] es
la asociacion empresarial del sequro en Espana.
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% inversion cartera 2009 ‘ Ano ‘ % inversion cartera CEA

Portugal 10,2% 2000 5,0%
Reino Unido 9,3% 2001 4,9%
Suiza 7,6% 2002 5,0%
Francia 4,0% 2003 4,5%
Espana 3,4% 2004 4,2%
CEA 3,2% 2005 4,0%
UE - 27 miembros 3,0% 2006 4,0%
Alemania 1,4% 2007 3,9%
Irlanda 0,4% 2008 3,7%
Estonia 0,0% 2009 3,2%

Fuente: Elaborado a partir de CEA (2011a)

Espafna se encuentra cerca de la media de los datos para los 27 paises miem-
bros de la Unidn Europea y los miembros de CEA. Destaca el elevado peso que
tiene esta inversion en paises con Portugal o el Reino Unido o el reducido en
paises como Alemania e Irlanda. También se aprecia una reduccion afo a ano
del peso relativo medio de los inmuebles en la cartera de un asegurador miem-
bro de la CEA a lo largo del periodo 2000-2009. Estos porcentajes son inferiores
a los que resultan de estudios de carteras eficientes. Hoesli et al. (2004) anali-
zan el problema de la distribucién de la cartera para siete paises encontrando
que la proporcidn dptima asignada a inversion inmobiliaria directa es entre el
15% al 25%.

Medicion del riesgo inmobiliario en Solvencia Il

En este apartado estableceremos cémo se ha realizado la medicion del riesgo
inmobiliario en Solvencia Il a través de los QIS y las pruebas de estrés. El riesgo
de mercado de los inmuebles surge por la variabilidad de los precios de merca-
do de las propiedades inmobiliarias. En QIS2, QIS3 y QIS4 la caida del precio de
los activos estipulada era de un 20% y fue calibrada a partir de los indices IPD
referidos al rendimiento global (rendimiento en renta y en capital) en inversidn
directa comercial en inmuebles y con frecuencia anual para los paises de
Holanda, Francia, Alemania, Suecia y Reino Unido. Por simplicidad no se dis-
tinguid entre inversidn directa ni indirecta, ni entre las distintas subclases de
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inversion (locales comerciales, oficinas e industrial]. El intervalo temporal abar-
cado fue distinto en funcion del pais considerado. Asi, para Holanda se empled
el intervalo 1997-2005, para Francia 1998-2005, para Alemania 1996-2005, para
Suecia 1997-2005 y para el Reino Unido 1971-2005. Dado que el indice IPD se
construye con datos basados en tasaciones, las series temporales serdn mas
suaves que aquellas que resultarian de transacciones reales. Para contrarres-
tar este efecto se aplicd un filtro autorregresivo de orden 1. Se calculé el VaR
para el indice “des-suavizado” de cada pais mediante su ajuste a través de una
distribucion normal para los rendimientos. El valor alcanzado para cada pais fue
muy diferente evolucionando del 8,92% de Francia al 28,87% de Reino Unido. En
base a las ponderaciones del valor estimado de la inversién en cada pais se for-
mo una cesta, sin embargo, finalmente se opté por tomar directamente una car-
ga del 20% bajo el supuesto implicito de alta correlacion entre los cinco mer-
cados',

En QIS5 la carga de capital se basa en el calculo de un escenario de estrés don-
de el shock es el efecto de una caida del 25 % en el valor de todas las exposicio-
nes individuales directas e indirectas a los precios de los inmuebles'®. La cali-
bracion del riesgo se efectudé Unicamente a partir del indice mensual IPD del
Reino Unido para los periodos comprendidos entre Diciembre de 1986 y
Diciembre de 2009. Se calculd un VaR histérico al 99,5% de confianza para los
rendimientos anuales empiricos, por lo que no se asume ninguna distribucion
paramétrica. Los rendimientos anuales son calculados a partir de los rendi-
mientos mensuales mediante una ventana mévil (rolling window) de 12 meses.
No se realizé el “des-suavizado” de los rendimientos sino que se trabajo con los

144 En caso de suponer mercados independientes la carga de capital resultante para la cesta seria
del 14,68% mientras que en perfecta dependencia seria del 22,13%.

145 Se establece que las siguientes inversiones se tratan en el médulo inmobiliario: terrenos, edifi-
cios, participaciones directa o indirecta en empresas inmobiliarias que generan rentas periédicas o
que tengan propdsito de inversion y propiedades de uso propio. Seran tratadas en el modulo de in-
version en renta variable las inversiones en empresas dedicadas a la gestion inmobiliaria, empre-
sas que desarrollen proyectos inmobiliarios o actividades similares, o empresa que pidan présta-
mos de instituciones fuera del &mbito del grupo de seguros con el fin de apalancar sus inversiones.
La inversion inmobiliaria colectiva deben ser tratada a través enfoque denominado “look-through”,
segun el cual se debe evaluar los riesgos aplicables a los activos subyacentes y aplicar las exigen-
cias de capital calculadas para cada sub-modulo.
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datos sin ajustar del indice'*. Ademas se asumio, a la luz de los datos analiza-
dos, que no existian diferencias significativas entre el indice de todas las propie-
dades y los distintos subindices'’. En EIOPA (2011a) se resumen los resultados
obtenidos por la industria aseguradora europea en QIS5. EL 12% de la carga de
capital (14% en grupos aseguradores) de los riesgos de mercado fue causada
por el riesgo inmobiliario en promedio, sin embargo existen grandes diferencias
en funcion de cada compania. Pesé a que el modelo estandar para dicho riesgo
no fue de los mas criticados por la industria, si que hubo menciones acerca de
que dicho médulo no estaba lo suficientemente desarrollado dado que no consi-
deraba la ubicacion de la propiedad ni su uso, que proporcionaba cargas dema-
siado elevadas y que la calibracion era inadecuada para activos que respaldan
obligaciones a largo plazo.

En el afo 2011 se publicé un informe encargado a IPD por asociaciones de los sec-
tores inmobiliario y asegurador centrados el analisis del riesgo de inversion directa
en inmuebles en Solvencia Il (IPD, 2011a). La critica mas relevante es que el calculo
del requerimiento de capital para las propiedades inmobiliarias es menos robusto
en QIS5 que en los anteriores estudios. Se argumenta que los datos se limitan al
mercado de Reino Unido'*®, que es un mercado mucho mas volatil estadisticamente
que los principales mercados europeos donde las aseguradoras tienen la mayor
parte de sus exposiciones. Ademas, en QIS5 se desestima la aplicacion de una téc-
nica de “des-suavizado” a los rendimientos. De esta forma, en este informe se ela-
bora un indice paneuropeo cuatrimestral a partir de datos de IPD que incluye 15
paises para los afos 1999-2009 a partir del cual estiman el VaR'. Los resultados

146 Posteriormente se afirma que se “des-suavizan” los indices proporcionando mayores cargas de
capital (agrava la cola izquierda de la distribucion empirica anual de rendimientos) y una volatilidad
muy inferior que la volatilidad del indice de rentabilidad total MSCI de paises desarrollados (em-
pleado para la calibracion del riesgo de renta variable).

147 EL VaR histérico variaba entre el 25,74% del indice general, el 25,93% de oficinas, el 27,47% de
locales y el 27,67% de industrial.

148 | o cual contrasta con la cobertura global para otros riesgos de mercado como los tipos de inte-
résy el mercado de valores.

149 | os datos incluyen un periodo corto y variable en funcion del pais. EL fin del periodo temporal
considerado es Diciembre de 2009 pero el inicio de la serie es: 1999 para Dinamarca, Francia,
Alemania, Irlanda, Paises Bajos, Noruega, Portugal, Suecia y Reino Unido; 2000 para Espana; 2002
para Suiza; 2003 para Austria, finalmente, 2004 para Bélgica y Polonia.

Los rendimientos cuatrimestrales han sido calculados a través de interpolacion de los rendimientos
anuales para casi todos los paises. Se excluye Irlanda para el cual el indice IPD es cuatrimestral y
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obtenidos muestran que la carga de capital seria del 7,1% para indice IPD basado en
tasacionesy de un 13,3% para el indice “des-suavizado”'. En base a estos resulta-
dos se recomienda que la carga de capital finalmente empleada en el modelo estan-
dar de Solvencia Il no supere el 15%.

Finalmente, hemos de destacar que la EIOPA realizé este ano pruebas de estrés
para recibir informacion sobre la vulnerabilidad del sector asegurador europeo
frente a escenarios adversos (EIOPA, 2011b). Los escenarios de estrés se han
considerado en linea con los supuestos macroecondmicos que se aplican a la
pruebas de estrés en el sector bancario, si bien se han adaptado a las especifici-
dades de la actividad aseguradora''. Se establecen tres escenarios de estrés:
base (severo), adverso (deterioro mas severo en las variables macroecondmicas)
e inflacionista (incremento répido de la inflacion que fuerza al Banco Central
Europeo a aumentar rapidamente los tipos de interés). Centrandonos en el ries-
go asociado a los inmuebles destaca la separacién, no realizada en los distintos
QIS, entre inversion comercial y residencial. Para el riesgo residencial el BCE ha
proporcionado las hipétesis sobre la variacidon de precios de vivienda'? Para la
inversion comercial, la caida en el indice IPD para el Reino Unido en el afo 2008
se considera como el escenario adverso. En base a esto se asume un shock del
25% en el escenario adversoy del 12,5% en el escenario base. Los datos se resu-
men en la tabla inferior.

‘ Base ‘ Adverso ‘ Inflacionista
Residencial -3,8% -11.6% 0%
Comercial -12,5% -25% 0%

parcialmente los Paises Bajos y Reino Unido para los que se emplea el IPD cuatrimestral en perio-
dos recientes. Esto provoca una reduccion en la volatilidad y podria influir en el calculo del VaR.

150 No aplican una de las técnicas de “des-suavizado” de las que explicaremos posteriormente en
este trabajo, sino el denominado indice TLI (transaction linked index] que es un indice hibrido que
establece una regresion de las valoraciones efectuadas (como sustituto del precio heddnico) sobre
los precios de venta, capturando una mayor volatilidad que los indices basados en tasaciones (véase
Devaney y Martinez, 2010). EL método es similar al presentado por Fisher et 4l. (2007) y empleado
por el MIT Centre for Real Estate sobre la base de datos NCREIF (disponible en http://web.mit.edu/
cre/research/credl/tbi.html).

81 | os escenarios macroeconémicos han sido proporcionados por el Banco Central Europeo (BCE).

152 E|OPA ha empleado el shock para los afios 2011-2012 para el escenario adversoy el del afio 2011
para el escenario base.
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4.2.2. Causas del suavizado y técnicas de “des-suavizado”

Existen fundamentalmente tres grandes metodologias para medir el rendimiento
inmobiliario de los bienes comerciales: indices basados en tasaciones, indices de
ventas repetidas y indices basados en precios hedénicos (véase Booth y Marcato,
2004). Los indices basados en tasaciones emplean los datos de las valoraciones
efectuadas periddicamente por tasadores. Los indices de ventas repetidas em-
plean los datos registrados de inmuebles que han sido por lo menos vendidos dos
veces dentro del periodo de estudio. Es frecuente que sélo un bajo porcentaje de
propiedades cumplan con el criterio anterior, sin embargo el método de ventas
repetidas ponderadas o método de regresion de ventas repetidas puede utilizar
una muestra mucho mayor de las propiedades que se han trasmitido por lo menos
dos veces durante el periodo total de de medicidn (desde el principio hasta el final
del periodo de construccion del indice, y no necesariamente entre cada dos fechas
de célculo). En el método de precios heddnicos se realiza una regresién multiva-
riante de los elementos que influyen sobre el valor de un inmueble, de forma que
se modeliza su precio, el cual se denomina precio heddnico, en funcion de tales
caracteristicas. Es posible producir un indice del precio de una propiedad que po-
sea las caracteristicas estandar. Finalmente puede realizarse un método hibrido
o combinacion de las técnicas anteriores.

Los indices de rendimiento inmobiliario comercial mas conocidos y empleados
son el indice IPD (/Investment Property Databank Index)'® en el Reino Unido y el
NPI (NCREIF Property Index) en los EE.UU (también denominado simplemente
NCREIF-National Council of Real Estate Investment Fiduciaries), ambos basa-
dos en tasaciones. Se calculan agregando el rendimiento de las propiedades
comerciales individuales de inversores institucionales (companias de seguros,
fondos de pensiones y fondos de inversion). Los rendimientos de los indices ba-
sados en tasaciones son mas suavizados que los que se derivan de indices ba-
sados en transacciones u operaciones de compra-venta. Los tasadores general-
mente realizan la valoracion de una propiedad al final de un periodo (afo,
semestre, trimestre o mes funcién del indice), siendo por tanto conscientes de

153 |PD es una empresa especializada en andlisis de rendimientos inmobiliarios. Esta presente en
mas de 20 paises siendo lider mundial del analisis de mercados inmobiliarios. Para mas informa-
cién sobre la metodologia empleada en los indices IPD puede consultarse el documento IPD (2011b).
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los valores de tasacion anteriores. Esto conduce a menudo a autocorrelacion y
crea una volatilidad menor'* que los indices basados en transacciones (véase
evidencia en Fisher et al., 1999; 2003). Este efecto se conoce como suavizado y
se han desarrollado distintas técnicas de “des-suavizado” (unsmoothing) que
pueden ser utilizadas para desarrollar series que representen de manera mas
exacta los precios subyacentes.

El suavizado en los indices basados en tasaciones viene causado principalmente
por el proceso de valoracién individual de las propiedades y en el proceso de agre-
gacion de las valoraciones individuales en el indice (véase por ejemplo, Blundell y
Ward, 1987; Quan y Quigley, 1989, 1991; Geltner, 1991, 1993a; Fisher et al., 1994;
Barkham y Geltner, 1994; Brown y Matysiak 1998, 2000; Key y Marcato, 2007).

A nivel individual se dice que el proceso de valoracion inmobiliario es retrospec-
tivo y basado en comparables, lo que causa el suavizado a nivel desagregado o
micro (propiedades individuales). Dada la baja liquidez de los mercados inmobi-
liarios, existe muy poca informacidon nueva comparable para realizar una nueva
valoracion, especialmente para aquellas realizadas en breves periodos (por
ejemplo mensual o trimestral). Un tasador que no ha recibido nuevos elementos
de prueba suficientes para realizar una nueva estimacion de confianza del valor
suele remitirse a la Ultima tasacion efectuada. Ademas, es probable que tengan
mayores dificultades para explicar grandes cambios de valor que cambios mas
reducidos, lo que todavia cobraria mayor peso en el caso de que ese tasador
fuese el mismo que efectuase la Ultima valoracién. Finalmente, las valoraciones
pueden estar aln mds ancladas a su Ultimo valor de forma que un tasador no
informe de cambio alguno en la valoraciéon hasta que se supere determinado li-
mite (por ejemplo un cambio del 1% del valor del inmueble). De esta forma, los
tasadores muestran un comportamiento conservador y valoran las propiedades
ajustando los valores precedentes, por lo que no incorporan completamente los
movimientos observados en el mercado.

154 Lai y Wang (1998) muestran que la hipétesis de menor volatilidad ampliamente aceptada en la
literatura especializada no siempre es cierta. Se produce cuando los valores de los rendimientos de
mercado alteran de signo positivo a negativo o viceversa, siendo no cierta en mercados cuyos valo-
res crecen permanentemente.
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Blundelly Ward (1987) en el Reino Unido y Quany Quigley (1989, 1991]) en los EE.UU.
fueron los primeros en sugerir que cada valoracion puede considerarse como una
media ponderada de la ultima valoracion y la nueva evidencia del mercado:

Vt = (1 - k)Pt + kVt—l

Donde ¥, es la valoracion actual emitida por el tasador, P, el precio estimado del
mercado en base a su situacidn actual (precios de transaccién mas recientes),
V., la ultima valoracidon efectuada y k£ un coeficiente de ponderacién con un valor
entre 0y 1. Un valor de k igual a 0 supondria una valoracidén totalmente basada
en la evidencia actual de mercado, por lo que el valor de tasacion seria muy
cercano al verdadero. Un valor de kigual a 1 resultaria en una valoracion idénti-
ca a la efectuada en el periodo anterior'®. Cuando mayor incertidumbre exista,
es decir, en entornos mas volatiles, es probable que un tasador ponga mas én-
fasis en los valores previos. Este proceso de valoraciéon ha sido documentado
empiricamente por autores como Diaz y Wolverton (1998] y Clayton et al. (2001).
Este procedimiento retrospectivo es visto como una estrategia 6ptima dada la
incertidumbre del mercado inmobiliario y no implica incompetencia alguna de
los tasadores (Quan y Quigley, 1991; Brown y Matysiak, 2000). Sin embargo, exis-
te el problema de que los tasadores pueden estar influenciados externamente
por sus clientes principalmente cuando los mercados son a la baja, lo que po-
dria resultar en un suavizado adicional. Baum et al. (2000) exploraron las poten-
ciales influencias de los clientes sobre las valoraciones individuales's®.

El proceso de agregacion de las valoraciones individuales en el indice provoca
suavizado aunque las tasaciones individuales representen los verdaderos valo-
res de mercado. Las valoraciones de las propiedades individuales, son tomadas
como estimadores de los precios de mercado, que cambian con el tiempo debido
a cambios en el mercado. El valor de un indice en un punto especifico en el tiem-
po, por ejemplo al final de un mes, se basa en las valoraciones realizadas durante

% El modelo de Quan y Quigley (1991) proporciona una expresion formal para el valor de k que
viene dada por k = o2/(c2 +0?), donde 9 es la varianza de los verdaderos precios de mercado y o7
es la varianza adicional de los precios de mercado.

1% | as tasaciones a veces estan sometidas a conflictos de intereses por pertenecer las tasadoras
a entidades financieras lo cual contribuye a distorsionar los precios.
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un breve periodo de tiempo anterior a dicha fecha. De esta forma, las valoracio-
nes en el indice son un promedio moévil suavizado de las observaciones durante
un periodo corto de tiempo (Geltner, 1993a). Es ademas posible que diferentes
tasadores muestren diferente velocidad de reaccion a las nuevas evidencias de
mercado (Brown y Matysiak, 2000).

Mientras que el suavizado viene causado teéricamente por el proceso de valora-
cién individualy el proceso de agregacion , los rendimientos de los indices basa-
dos en tasaciones tienen tres caracteristicas empiricas que confirman que es-
tan suavizados (véase Corgel y de Ross, 1999 o Key y Marcato, 2007):

e Muestran una correlacion serial positiva, por lo que altos y bajos rendimien-
tos tienden a persistir de un periodo a otro.

e Tienen una volatilidad muy reducida en relacién con otros activos de riesgo,
incluidos los valores de las companias inmobiliarias. Ademas, no estan co-
rrelacionados con los rendimientos de los valores de dichas companias.

e Los modelos de carteras eficientes producen asignaciones que superan muy
ampliamente las observadas en las carteras de inversion del mundo real.

Técnicas de “des-suavizado”

En la literatura se han desarrollado diversas técnicas para “des-suavizar” los
rendimientos' y obtener asi una nueva serie de rendimientos que se ha ajusta-
do para eliminar el comportamiento de los tasadores y por lo tanto resulte mas
volatil. EL modelo general viene dado por (Corgel y de Ross, 1999):

0 = wory + w(B)ri_4
Donde ' es el rendimiento del indice observado o suavizado durante el periodo

t, 7,es el valor verdadero o valor “des-suavizado” durante el periodo t, m, es una
ponderacion entre 0y 1, w(B) = w,; + w,B + w;B* siendo B el operador de retardos.

57 En literatura anglosajona se les conoce como unsmoothing techniques o recovery models.
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Podemos expresar 1 en términos de los valores pasados y presentes de 7i_;:

i =¢BIrii; +&

Donde ¢(B)= ¢, + ¢,B + ¢,B> + ... es el polinomio del operador de retardos y ¢, = w7,
donde w, representa el denominado factor de “des-suavizado”. Asi, el término
residual ¢, contiene el rendimiento “des-suavizado” y el efecto suavizado de las
tasaciones. El término #(B)ri_; captura el efecto en la media de los rendimientos
previos sobre el rendimiento actual. Despejando obtenemos que los rendimien-
tos “des-suavizados” vienen dados por:

=

(¢ — dp(BIT{_q)

Wo

Distintos modelos asumen distintas hipdtesis dentro de este modelo general.
Los modelos més empleados en la literatura son el modelo de Geltner (1993a) y
Fisher et al. (1994), sin embargo también analizaremos el denominado filtro au-
torregresivo de orden n, el modelo de Chaplin (1997] y el de Brown y Matysiak
(1998). El analisis no intenta proporcionar una revisién completa de los métodos
existentes en la literatura’™®, sino que emplea aquellos analizados por Key y
Marcato (2007).

El modelo de Geltner (1993a) o filtro autorregresivo de orden 1 se deriva direc-
tamente del proceso de valoracién de Quan y Quigley (1991). Dada la valoracién
efectuada por los tasadores V,= (1-k) P, + kV,;, se puede obtener el precio de
mercado como P,= (V,- kV,,)/(1-k) y, por lo tanto, los rendimientos “des-suavi-
zados” de un indice como:

_ (r; —kr{_1)
Tk

158 A'modo de ejemplo existe la version modificada del modelo de Fisher et al. (1994) propuesta por
Cho et &l. (2003). Tampoco es valorado el modelo de Geltner (1993b) que no intenta eliminar las
autocorrelaciones de los datos sino que presupone que tenemos idea del valor del parametro de
“des-suavizado” de la serie analizada. En Geltner et al. (2007, Capitulo 25) se relaciona su valor con
el nimero promedio de periodos de retardo, definido como el tiempo promedio que tardan los valo-
res de tasacion para recoger los precios de transaccion.
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Donde k es el parametro autorregresivo de primer orden de la serie de rendi-
mientos observados o suavizados ™. El método de Geltner (1993a) fue aplicado
a datos anuales y corrige la correlacion serial de primer orden para el rendi-
miento entre un periodo y el siguiente. En indices de mayor frecuencia es razo-
nable esperar que los vinculos entre la valoracion actual y anteriores se remon-
ten a mas de un periodo. Una versidn mas generalizada consistiria en aplicar un
filtro autorregresivo de orden n en donde los rendimientos “des-suavizados” se
obtendrian como:

— (f = kyriq — kori_y — - — k1)
¢ 1—ky—ky— - —k,

Los parametros autorregresivos (k; parai =1, ..., n) pueden ser estimado empi-
ricamente a partir de los datos observados de ¢ . Para determinar los retardos
adecuados se seleccionan aquellos coeficientes significativos basandose en la
estadistica t asociada, el poder explicativo del modelo (R?) o en los tradicionales
criterios de seleccion de modelos basados en la funcion de verosimilitud: SBC,
AIC o HQ.

Fisher et al. (1994) proponen un modelo que incorpora una relacién entre la vo-
latilidad de la renta variable (0,5, 0 desviacién del indice bursatil Standard &
Poor’s 500, al ser aplicado al mercado americano)y la verdadera volatilidad de
los rendimientos comerciales (o,), de forma que la primera es el doble que la
segunda (g,, = 0,50 /2). Estiman los rendimientos “des-suavizados” a partir de:

(Tt* — (kyriq + k4rt*—4))
Wn

e =

El valor retardado de cuarto orden se incluye para recoger el hecho de que exis-
ten propiedades en el indice NPI que son efectivamente revaloradas sdlo anual-
mente, lo que ocurre en el cuarto cuatrimestre del ano. El valor del w, se calcu-
la mediante w, = 20[rf — (kari_y + ka1i_4)1/0spso0= 20¢,/0sps00, donde o,, es la desviacidn
estandar de los residuos del modelo autorregresivo, los cuales son una proxy de
la desviacion de los rendimientos “des-suavizados”. Este modelo podria ser
empleado aplicando un filtro autorregresivo de primer orden en caso de que el
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parametro autorregresivo k,no fuera significativo. En este caso e = (¥ — kari_1)/wo
con wo = 20¢,/0spsoo . Como se observa, w, toma un valor inferior a 1 cuando la
volatilidad de la renta variable es méas del doble de la volatilidad de los valores
de rendimiento “des-suavizados”, resultando en un mayor aumento de la volati-
lidad de los rendimientos “des-suavizados” finales. Cuando la volatilidad de la
renta variable es menor que el doble de los valores de rendimiento “des-suavizados”,
®, toma un valor superior a 1y amortigua la volatilidad de los valores finales de
los rendimientos “des-suavizados”. El valor de 2 asignado a la relacion entre la
volatilidad de los rendimientos inmobiliarios y la del mercado bursatil es una
cuestion de criterio. Una especificacion alternativa a la condicidn de volatilidad es
fijar el valor de w, de tal manera que la media de la serie “des-suavizada” sea igual
a la de la series sin suavizar. Lo anterior es siempre aconsejable ya que el “des-
suavizado” de una serie debiera alterar la volatilidad y la autocorrelacidn de una
serie pero no su media, lo cual no siempre se consigue.

El método de los diferentes estados del mercado propuesto por Chaplin (1997),
asume distintas tasas de suavizado k; en funcion de la situacion del mercado. Se
asume que los indices estadn mas suavizados cuando se producen altas tasas de
apreciacion o depreciacidon en el mercado, porque la evidencia o informacion
proporcionada por el mercado es menos cierta en los periodos de cambio rapido
de los precios que en aquellos mercados mas estables. Ademas, los efectos de
suavizado son mas propensos a ser fuertes en los mercados a la baja que al
alza, ya que los tasadores son mas reacios a bajar las valoraciones que a au-
mentarlas. Por lo tanto el modelo resulta en:

o (rf —kir_1)
¢ 1—k;

Donde el coeficiente de “des-suavizado” k; varia en torno a un valor base que
resulta del método autorregresivo de orden 1 siendo comun aplicar el si-
guiente procedimiento (véase Key y Marcato, 2007). El mayor valor que se le
anade al valor base se produce en los periodos en que los rendimientos sua-
vizados estan alejados mas de + 2 desviaciones estandar de la media. Se
realizan pequenas adiciones o deducciones en el valor base para los perio-
dos con rendimientos entre 1y 2 desviaciones estandar de la media, o los
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que se encuentran dentro de una desviacion estandar de la media. El tamano
de las adiciones o deducciones sigue siendo una cuestion de criterio, sujeto
a que sumen cero o lo que es lo mismo que el valor medio de k aplicado se
mantenga sin cambios.

El método de Brown y Matysiak (1998) permite variar la magnitud de los efectos
de suavizado en los rendimientos. A diferencia del modelo de Chaplin (1997),
donde estos se producen en funcion de los denominados estados del mercado,
se realiza a través de los cambios en la correlacion serial observada durante los
distintos periodos temporales. Se aplica un filtro de Kalman para estimar los
coeficientes de “des-suavizado” como el coeficiente de correlacion serial obser-
vado en la serie original v/ durante un periodo precedente. Asi, este método
necesita respecto a los anteriores mayor nimero de observaciones para produ-
cir una estimacion razonablemente fiable de los cambios en la correlacion de la
serie de rendimientos, de forma que es mas adecuado para series mensuales o
trimestrales que anuales. El modelo resulta en:

(rf — keri—q)

rt: 1_kt

Donde k, es un pardmetro autorregresivo que varia en el tiempo siendo cal-
culado sobre una serie de rendimientos precedentes en cada momento de
tiempo.

Las técnicas de “des-suavizado” requieren varias elecciones: el modelo a em-
plear, el empleo de rendimientos totales o en capital, y finalmente, el empleo
de rendimientos nominales o reales. En primer lugar, respecto al modelo a
utilizar, Brown y Matysiak (2000) afirman que a pesar de la literatura existente
todavia no existe un método superior para “des-suavizar” una serie de rendi-
mientos, si bien parece que el suavizado de una serie debe variar en el tiempo.
En segundo lugar, la serie de rendimientos empleada puede ser la de rendi-
mientos totales (rendimiento en capital mas rendimiento en renta) o sélo los
rendimientos en capital. Las técnicas de “des-suavizado” se pueden aplicar a
los rendimientos totales, pero hay autores que reconocen que este problema
puede estar presente en mayor medida en los rendimientos en capital (Fisher
et al. 1994). En caso de emplear los rendimientos en capital, y dado que el
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objetivo es calcular una serie “des-suavizada” del rendimiento total se aplica
el siguiente procedimiento, que esta sujeto a determinado grado de error'’:

e Se calcula para cada afo el valor de los ingresos por alquileres (rentas) en
base al indice suavizado. Es decir, se multiplica el valor del indice suavizado
a principio de ano por el rendimiento alcanzado durante el ano.

Renta (€) = % rentabilidad en renta t x indice del valor del capital t-1

e Se calcula el indice “des-suavizado” de los valores de apreciacion del capi-
tal en base a alguna técnica de “des-suavizado”.

e Se dividen el valor de los ingresos por alquileres entre el indice de valor
“des-suavizado” para crear una serie de renta “des-suavizada”.

Rentabilidad alquileres “des-suavizada” (%) = Renta (€] / indice
del valor del capital “des-suavizado” t-1

e Finalmente se agregan los valores de rentabilidad por alquileres “des-sua-
vizada” mas el crecimiento del capital “des-suavizado” para obtener el ren-
dimiento total o global “des-suavizado”.

Rentabilidad global “des-suavizada” = Rent. alquileres “des-suavizada”
+ Rent. capital “des-suavizado”

La tercera y ultima decision a tomar es emplear los rendimientos nominales o em-
plear los rendimientos reales (Fisher et al. 1994). En caso de emplear los rendimien-
tos nominales, estos se transforman en reales restandoles el efecto de la inflacion,
para posteriormente aplicarles las técnicas de “des-suavizado”. Finalmente obten-
driamos los rendimientos nominales afadiéndole nuevamente la inflacion.

159 Key y Marcato (2007) advierten que en el indice original IPD el denominador de la rentabilidad gene-
rada es el capital empleado que incorpora los ingresos acumulados continuamente durante el periodo
de medicion. Por lo tanto el procedimiento descrito es una aproximacion que se acerca al valor real
cuando el crecimiento del capital es modesto. Sin embargo, cuando se analizan largos periodos de
tiempo los errores se acumulan, produciendo series de rendimiento “des-suavizadas” cada vez menos
realistas.
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4.2.3. Andlisis empirico de la serie de rendimientos suavizada y “des-suavizada”

En el grafico inferior se muestra la serie mensual IPD global del Reino Unido
para todas las propiedades para el periodo comprendido entre 31/12/1986 y
31/12/2010 (linea central). Dicha serie muestra un patrén muy similar al de sus
subindices'® aunque en distintos niveles. La serie IPD locales casi se superpone
a la anterior (representa casi el 50% del indice), por lo que s6lo se muestra el
IPD industrial (serie superior) e IPD oficinas (serie inferior). Se observa la clara
tendencia ascendente del indice IPD en toda la muestra a excepcion del afo
1990 a principios de 1991, en los que se produjo una ligera caida, y los periodos
de brusco deterioro del mercado comprendidos entre Agosto de 2007 a Junio de
2009. Dicho comportamiento es casi idéntico para las otras series analizadas,
sin embargo la serie IPD locales se adelantd a ambas crisis en tres meses en el
ano 1990y en dos en el ano 2007 respecto al indice general.
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El patron similar entre el indice global de todas las propiedades se confirma a
través de la alta correlacion entre los rendimientos aritméticos totales de la serie
y sus subindices a lo largo del periodo temporal analizado (véase la tabla inferior).
Ademas hemos contrastado que dichos coeficientes permanecen relativamente
estables y son altamente significativos a lo largo de distintas submuestras.

160 E| indice IPD esta formado en realidad de otros subindices, hemos obviado el estudio de “otras
propiedades” ya que representan un porcentaje del valor del indice del 3%, y la separacion que se
realiza dentro de las tres grandes categorias descritas. A modo de ejemplo el sub indice “oficinas”
estd compuesta de los siguientes sub indices: la denominada City de Londres, el area urbana del
West End de Londres, la regidn del South East de Inglaterray el resto de Reino Unido.
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IPD todas las ‘ IPD

‘ IPD oficinas ‘ IPD locales

propiedades industrial
IPD todas las propiedades 1 0,952 0,962 0,969
IPD industrial 0,952 1 0,922 0,887
IPD oficinas 0,962 0,922 1 0,873
IPD locales 0,969 0,887 0,873 1

Centraremos nuestro analisis en el indice IPD mensual todas las propiedades, a
semejanza del analisis efectuado en QIS5. En el grafico inferior izquierda se
muestra la evolucidon temporal de los rendimientos aritméticos totales de la se-
rie IPD, que confirma la fuerte crisis experimentada a partir de mediados de
2007 y la recuperacion de mercado a partir de mediados de 2009. En la derecha
se muestra el histograma en el que se aprecian como la distribucién de los ren-
dimientos mensuales es asimétrica y presenta un exceso de curtosis.
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En la siguiente tabla se muestran los principales estadisticos resumen de los
rendimientos globales mensuales de la serie analizada, donde se puede obser-
var el exceso de curtosis y el rechazo de la hipdtesis de normalidad medida a
través del test de Jarque-Bera. Los rendimientos totales son generados a partir
de los rendimientos de capital y de los rendimientos por rentas. La variabilidad
de la serie de rendimientos por renta (0,09%) es muy inferior a la serie de ren-
dimientos por capital (1,16%).
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Estadistica Rendimiento global

Media 0,72% 0,58% 0,14%
Maximo (Diciembre 2009) 3,64% 0,78% 3,01%
Minimo (Diciembre 2008) -5,27% 0,39% -5,84%
Desviacion tipica 1,16% 0,09% 1,16%
Sesgo -1,62 -0,17 -1,51
Curtosis 8,96 2,19 8,54
Jarque-Bera 551,77 9,14 478,69
Probabilidad 0,00 0,01 0,00

En el gréfico inferior se muestra en la izquierda la evolucién temporal de los
rendimientos en capital y en el grafico derecho de los rendimientos en rentas, el
coeficiente de correlacion lineal entre ambas series es cercano a cero y no sig-

nificativo'®.
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En la literatura se asume que los indices inmobiliarios basados en tasaciones mues-
tran una fuerte correlacién serial positiva. El gréfico inferior muestra los rendimien-
tos mensuales totales del indice IPD para el periodo 1987-2010 frente a los de su pe-
riodo precedente. Si dichos rendimientos no estuvieran correlacionados el grafico
mostraria puntos con un caracter puramente aleatorio y la recta de regresion seria
plana (pendiente igual a cero). La pendiente positiva (valor de 0,90) indica una asocia-
cion positiva entre los rendimientos entre periodos sucesivos La bondad del ajuste
medida a través del coeficiente de determinacion R? ajustado (0,82) es elevada.

161 El coeficiente de correlacion es de -0,08 con una estadistica t asociada de -1,36 (p-valor de 0,17).
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En la funcién de autocorrelacion simple (ACF) y la funcién de autocorrelacion
parcial (PACF) de los rendimientos totales, representadas en el gréafico inferior,
se observa una fuerte estructura de autocorrelacion lineal. Podemos afirmar
que los rendimientos dependen fuertemente y de forma persistente de los ren-
dimientos previos, el coeficiente de autocorrelacion lineal de primer orden as-
ciende a 0,903, mientras que dicho coeficiente para 12 retardos asciende a 0,174.
Las caracteristicas de autocorrelacion de la serie de rendimientos totales no
estan generadas por la baja variabilidad de la serie de rentas generadas'®?, sino
que los resultados obtenidos en caso de analizar los rendimientos por capital
son muy similares (los coeficientes son de 0,905, y 0,180 respectivamente).
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162 Muestra coeficientes de 0,994 y 0,740 respectivamente.
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A continuacién procedemos a aplicar las técnicas de “des-suavizado” descritas

anteriormente a la serie de rendimientos totales nominales del IPD. De esta

forma simplificamos el procedimiento no teniendo que ajustar la serie a los

efectos de la inflacion ni cometemos errores de calculo al estimar la serie de

rentabilidades por renta “des-suavizada”. Ademas, dicha serie es la empleada

en el analisis efectuado en la calibracién de QIS5 y en el informe por IPD (2011a).

Las hipdtesis y calculos necesarios en la estimacion de los modelos son los si-

guientes:
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Para el método de Geltner (1993a) el Unico parametro a estimar es el coefi-
ciente AR(1) de los rendimientos suavizados. El valor estimado es de 0,90.

Para el modelo autorregresivo de orden n hemos testado distintos modelos
con multiples 6rdenes. Modelos distintos del AR(1]) resultan en pardmetros no
significativos y que no superan al anterior en base a los criterios de seleccion
de modelos, por lo que dichos modelos quedan excluidos del analisis.

Para el modelo de Fisher et al. (1994) hemos empleado el modelo base
AR(1) al resultar no significativo el pardmetro k, asociado a "-+. Dentro de
este modelo establecemos dos alternativas para el valor de w,. La primera
toma el valor w, = 2a,,/ oz, en base el ratio entre la desviacién de los rendi-
mientos “des-suavizados” y la del mercado de renta variable (medido a tra-
vés del indice FTSE). Los valores estimados son 6,,=0,49% y o, =4,13%, re-
sultanto en un valor de w, =0,24. La segunda, wolE(r) =E(r), emplea la
hipotesis de igualdad de medias entre la serie “"des-suavizada” y original.
Como resultado de aplicar este método se obtiene la siguiente proporcion
wy = 0,81 o,, /oy, que resulta en un valor de w, =0,10. Por lo tanto, la aplica-
cién de este segundo método resultara en un mayor aumento de la volatili-
dad de los rendimientos “des-suavizados” finales.

Para el método de Brown y Matysiak (1998] los valores del parametro de “des-
suavizado” son fijados a partir del parametro autorregresivo calculado en
cada periodo sobre los 36 meses anteriores mediante un filtro de Kalman.
Ademas, para testar la sensibilidad del anterior modelo hemos realizado es-
timaciones sobre los 24, 48y 60 meses anteriores. Los valores de los parametros



autorregresivos estimados para sobre la base de 36 y 60 meses pueden verse
en el gréfico inferior. En el caso del modelo estimado sobre 36 meses [linea
continua), destaca principalmente la brusca caida en la correlacién serial
desde niveles en torno a 0,88 (mediados de 2002) a niveles minimos de de 0,07
(febrero de 2007) fecha a partir de la cual se ha experimentado un rapido in-
cremento hasta regresar a niveles en torno a 0,9 (principios de 2009), a partir
del cual se ha mantenido relativamente estable. Las otras dos caidas de la
correlacion serial se produjeron la primera de mediados de 1991 (valores en
torno a 0,95) a inicios de 1993 (en torno a 0,53), mientras que la segunda de
marzo de 1998 (0,86) a junio de 1999 (0,61). En el modelo estimado sobre 60
meses (linea discontinua) las caidas en el pardmetro de “des-suavizado” se
ven amortiguadas, sin embargo podemos afirmar que el parametro de “des-
suavizado” parece nuevamente variable en el tiempo.
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Para el método de Chaplin (1997) se ha aplicado subjetivamente adicciones /
deducciones sobre el valor proporcionado por el parametro AR(1) (k = 0,90) en
base a la relacion entre los rendimientos suavizados y su distancia en desvia-
ciones estandar (o) a la media [#). Dado el elevado valor base (0,90) no se
ha podido establecer demasiadas diferencias entre los parametros de “des-
suavizado” en cada estado de mercado (véase la tabla inferior). Se han em-
pleado unos parametros que mantiene la media de la serie “des-suavizada”
similar a la original, sin embargo no estan exentos de juicios de valor.
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Adicciones/

Estados de mercado Hipotesis sobre rendimientos .
Deducciones
0,92 Siry >30% 1>, + 205 0,02
0,89 30%< 1} >19% Mo t+20 ST >p.+ 1oy -0,01
0,87 1.9%< ri >0,7% pot+loy <n>p. -0,03
0,88 0.7%< 17 >-04% By ST >, — 1oy -0,02
0,91 04%< 17 >-1,6% W —log ST>p. =20y 0,01
0,93 e <-16% Ty S W, — 205 0,03

En la tabla inferior se recogen los resultados de la serie original de IPD y las
series “des-suavizadas” aplicando los métodos expuestos. Los métodos de Geltner
(1993a), Chaplin (1997) y Brown y Matysiak (1998] calculado sobre la base de una
ventana moévil de 36 meses obtienen valores para la media mensual similares a
los originales (0,72%), lo cual es una caracteristica deseable. El modelo de
Fisher et al. (1994) en base al ratio entre la desviacidn de los rendimientos “des-
suavizados” y la del mercado (versidn original] obtiene valores inferiores, sin
embargo dicho problema es subsanado en su segunda version. Todos los méto-
dos analizados elevan la volatilidad mensual de la serie original (1,16%]). El mo-
delo de Geltner (1993a) la multiplica en 4,4 veces, el modelo de Fisher et al.
(1994) en su versidon original en 1,8, mientras que su version modificada en 4,4,
el modelo de Chaplin (1997) en 6 veces mientras que el modelo de Brown y
Matysiak (1998]) en 3,5 veces (version 36 meses). En el caso de analizar la vola-
tilidad anual, los métodos analizados también elevan la volatilidad de la serie
original aunque en menor cuantia, bien atendiendo a afos naturales (finales de
Diciembre de cada afo) bien calculando los rendimientos anuales en base a una
ventana movil de 12 meses. Los métodos analizados eliminan la elevada autoco-
rrelacion de la serie original. Se muestran los coeficientes de correlacion serial
de orden 1y 2, que resultan no significativos para los modelos analizadosé.
Ademas bajo todos los modelos “des-suavizados” se rechaza la hipdtesis de
normalidad para los rendimientos mensuales y anuales (en base al afio natural
y ventana mavil], lo cual también sucedia para la serie IPD original.

163 Se exceptua el modelo de Brown y Matysiak (1998) calculado sobre 24 meses.
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Finalmente se muestra el calculo efectuado del VaR, que reproduce la metodo-
logia empleada en la calibracion de QIS5. Para ello se calcula el percentil 0,5%
que representa la cola izquierda de la distribucion empirica de rendimientos
anuales calculados en base a una ventana movil de 12 meses. Los distintos mo-
delos proporcionan distintas cargas de capital, que a excepcion del modelo ori-
ginal de Fisher et 4l. (1994), superan las establecidas en el modelo estandar
(25%). La carga de capital del indice IPD sin “des-suavizar” es del 26,08%, muy
similar a la del modelo estandar.

Los modelos los podemos agrupar en cuatro grandes grupos'é4. El primer gru-
po, estaria formado por el modelo de Fisher et al. (1994) original que proporcio-
na un VaR del 17,13%. La explicacion a esta reducida carga proviene de que la
volatilidad de la proxy empleada para los rendimientos “des-suavizados” o,, re-
sulta ser muy inferior a la de mercado oy para el periodo analizado, por lo que
el valor asignado de 2 a la relacién entre volatilidades parece ser no adecuada.
El segundo grupo estaria formado por el Brown y Matysiak (1998) en sus versio-
nes de 36, 48y 60 meses que proporcionan cargas de capital en torno al 33%. La
estimacion de este modelo sobre la base de ventanas de 24 meses proporciona
parametros autorregresivos muy volatiles, por lo que ocasiona resultados no
muy fiables. El tercer grupo esta formado por el modelo de Geltner (1993a) y el
modelo de Fisher et al. (1994) que emplea la hipétesis de igualdad de medias
entre la serie “des-suavizada” y original. Ambos modelos proporcionan cargas
de capital en torno al 40% del valor de la inversion. Finalmente, el Ultimo grupo
estaria formado por el modelo de Chaplin (1997), que obtiene una carga de capi-
tal muy elevada, lo cual no es sorprendente dada la subjetividad del modelo,
alcanzando valores muy diferentes a partir de distintas hipdtesis de partida.
Finalmente, debemos advertir que la distribucién empirica de los rendimientos
sobre la cual se calcula el VaR segun el método expuesto por el CEIOPS es muy
irregular en el tiempo. De esta forma si se empleara dicha técnica hasta el ano
2007, y por lo tanto se excluyeran las mayores y recientes caidas del mercado,
se obtendria un VaR histérico del 7,82% para el indice IPD original.

164 Si en vez de emplear los rendimientos calculados en base a una ventana maévil se emplean los
del afio natural (30 de Diciembre], los resultados son similares para todas las técnicas de “des-
suavizado” analizadas pero se reducen para el IPD original hasta un valor de 20,68%.
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Debemos destacar que existen varios aspectos importantes en el analisis del
riesgo de inmobiliario que no han sido tratados en este trabajo ni en el modelo
estandar QIS5, proponiéndose como futuras lineas de investigacion: estudiar la
sensibilidad de los resultados obtenidos analizando el efecto del “des-suavizado”
de los rendimientos de capital y del empleo de datos en términos reales, exten-
der el analisis a mercados ajenos a Reino Unido, el anélisis detallado de la co-
rrelacion con otros riesgos de mercado, utilizacion de indices no basados en
tasaciones, distincion adecuada entre inversidn directa / indirecta y comercial /
residencial y, finalmente, el posible empleo de los denominados modelos VaR
para el calculo de la carga de capital.

Nos parece adecuado realizar una reflexion sobre algunos de los aspectos ante-
riormente mencionados. Los problemas para la medicion del riesgo en mercados
ajenos al Reino Unido vienen derivados de la escasez de datos, debido a la menor
frecuencia y la ausencia en muchos mercados de datos de series temporales lar-
gas para una estimacion del percentil 0,5% fiable. En la relativo a la frecuencia,
IPD en Europa proporciona un sélo indice mensual (en el Reino Unido), tres indi-
ces trimestrales (Paises Bajos y Reino Unido), dos bianuales (Francia e Italial, y
once indices anuales (Austria, Bélgica, Dinamarca, Finlandia, Alemania, Noruega,
Polonia, Portugal, Espana, Suecia y Suiza). Fuera de Europa, una mayor propor-
cién de los indices del IPD se actualizan trimestralmente (EE.UU., Australia,
Canada y Nueva Zelanda), pero algunos todavia se limitan a frecuencia bianual
(Sudafrica) o anual (Corea y Japdn). A partir de los cuales se componen los deno-
minados IPD Eurozona, IPD Pan - Europeo e IPD Global, ambos con frecuencia
anual (véase IPD, 2011b). Como ya se recomendd en IPD (2011a), el empleo de un
indice global o por lo memos, pan-europeo, debiera ser considerado en el modelo
de riesgo de Solvencia Il. Esto provocaria probablemente cargas de capital meno-
res a las actualmente consideradas en el modelo estandar.

El andlisis de la correlacion con otros riesgos de mercado es de nuevo una tarea
complicada dada la escasez de datos de mercado, por lo que como se afirma en
IPD (2011a) las correlaciones estipuladas en QIS5 respecto a los otros riesgos
de mercado son vistas por las companias aseguradoras europeas como dema-
siado conservadoras (elevadas). Otra cuestion importante, y ya utilizada en el
anterior informe, es el posible empleo de indices no basados en tasaciones. La
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metodologia empleada en el estudio de IPD (2011a) podria ser empleada para la
calibracion del riesgo inmobiliario. El indice LTI (véase Devaney y Martinez,
2010) no estd basado en tasaciones y por lo tanto, no es necesario aplicar las
técnicas analizadas en este trabajo.

Otra propuesta es evaluar la conveniencia de distinguir entre inversion directa e
indirecta, o como se ha realizado en las pruebas de estrés de 2011 la separacion
entre inversion comercial y residencial. En la actualidad existe una gran duda en
las aseguradoras europeas acerca de como deben considerar las inversiones
indirectas en fondos de inversidon a la hora de estimar los requerimientos de
capital. QIS5 hace referencia a que las cargas de instrumentos de inversion co-
lectiva deben tratarse a través de la técnica “look-through”, segun la cual se
debe evaluar los riesgos aplicables a los activos subyacentes y aplicar las exi-
gencias de capital calculadas para cada sub médulo. Ello provoca en la practica
que algunas companias consideren tales inversiones como puramente inmobi-
liarias mientras que otras las consideran renta variable (véase IPD, 2011a). En
este sentido parece que las companias demandan una mayor especificidad del
modelo estandar, como pudiera ser la realizada en el test de solvencia suizo'®.
El modelo suizo es mucho mas granular que el modelo estandar de Solvencia Il.
Actualmente hay 77 factores de riesgo de mercado que se supone estan distri-
buidos normalmente y se aplican las correlaciones histéricas para su agrega-
cion, calculando el TVaR al 99%. En lo relativo al riesgo de inversidon inmobiliario
se distinguen cuatro factores: dos para inversion directa y dos para indirecta
(véase FINMA, 2011). El riesgo de inversién inmobiliaria directa se aproxima por
el indice SWX IAZI de inversion inmobiliaria (inversion residencial) y la volatili-
dad de las propiedades comerciales directas. Para las inversiones indirectas se
aplica para los fondos el indice Riid Blass y para las compafias inmobiliarias el
Wuest & Partner WUPIX A. Respecto a la separacion entre comercial y residen-
cial, el modelo espafol de solvencia (MES) desarrollado por ICEA y UNESPA
como alternativa a Q1S3 ya sugeria esta distincion, para la calibracion del riesgo
residencial se emple¢ el indice Nationwide HPI para el Reino Unido.

165 El test de solvencia suizo fue presentado como un nuevo método para evaluar la solvencia de las
companias de seguros el 1 de enero de 2006. Finalizado el periodo de transicién de cinco afos, se
ha introducido el 1 de enero 2011. El test de solvencia suizo es un modelo que tiene muchas simili-
tudes con Solvencia Il, de hecho se espera que sea considerado como pais de equivalencia, lo que
en la practica supone confianza en su régimen de supervision.
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Finalmente deseamos hacer un comentario acerca del empleo de técnicas para-
métricas para el calculo del VaR. Es bien conocido que los rendimientos del
mercado inmobiliario no son normales. Miles y McCue (1984), Myer y Webb
(1994) Graff et &l. (1997), Maitland-Smith y Brooks (1999) y Maurer et al. (2004)
proporcionan evidencia para distintos mercados (americano, australiano, brita-
nico y germano). En QIS5 se ha empleado la distribucién empirica de los rendi-
mientos para calcular el VaR, dado que los datos no sustentaban la normalidad
de la serie analizada En este trabajo, nosotros replicamos dicha metodologia.
Otras alternativas podrian emplear técnicas de series temporales para estimar
modelos de valor en riesgo y posteriormente realizar un backtesting de los re-
sultados obtenidos.

4.3. ANALISIS DEL RIESGO DE TIPOS DE CAMBIO

En este apartado del trabajo se centra en la estimacion, comparacidn y back-
testingde distintas alternativas paramodelizareltipo de cambio. Posteriormente,
hemos comparado la determinacién de capital resultante de aplicar estos mo-
delos frente a la propuesta del cuarto y quinto estudio de impacto cuantitativo
(QIS4 y QISS).

4.3.1. Introduccion y revision tedrica

La probabilidad de tener pérdidas debidas a fluctuaciones desfavorables e inespe-
radas (no cubiertas) en los tipos de cambio es lo que se conoce como riesgo cam-
biario, de divisa o de tipos de cambio (currency risk). La exposicién al riesgo de
tipos de cambio para una compania aseguradora puede tomar diferentes formas:
exposicion de transaccion, exposicion por traslacion y exposicidon operativa. La
exposicion de transaccion surge de las transacciones que implican movimientos
de flujos de efectivo futuros denominados en una moneda diferente a la moneda
local. El riesgo se produce cuando varia el tipo de cambio desde la fecha del
acuerdo celebrado y la fecha en que la transaccion se realiza financieramente, y
puede afectar tanto a acuerdos referentes a activos como a pasivos. Esta exposi-
cién es la que se trata dentro del mddulo de riesgo de mercado. La exposicion
operativa valora el cambio en el valor presente de los flujos de efectivo operativos
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esperados en el futuro. Se dice que es una exposicion econémica ya que el valor
futuro de la compania es una funcion de los flujos de efectivo futuros de la misma,
sin embargo no estad contemplado actualmente en el modelo estandar. La exposi-
cidn por traslacion es una exposicion contable que afecta principalmente a las
empresas transnacionales o multinacionales, pues estas requieren expresar las
cuentas anuales de sus filiales en la mondeda local a fin de elaborar sus cuentas
anuales consolidadas. Esta operacion puede afectar las distintas cuentas afectan-
do el valor del activo, pasivo y patrimonio neto en los grupos de empresas por lo
que también se recoge para los mismos en Solvencia |1,

El riesgo en divisa depende de los sistemas cambiarios de los distintos paises,
que se pueden clasificar como sistemas de tipo flexible, fijo y semifijo. En el siste-
ma flexible se deja actuar libremente a la oferta y a la demanda de las distintas
divisas, lo que tiene por resultado la mayor o menor oscilacion de los tipos de
cambio. En un sistema de cambios fijo el tipo de cotizacién se mantiene sin varia-
ciones en el tiempo mediante intervenciones en el mercado. Finalmente, un siste-
ma semifijo permite variaciones en el tipo de cambio dentro de los limites o ban-
das de fluctuaciéon marcadas. El sistema de cambios de una divisa no es algo
inamovible en el tiempo, sino que en las Ultimas décadas hemos visto como dis-
tintos paises dejaron fluctuar libremente las monedas en el mercado o, en el sen-
tido opuesto, se incorporaron a uniones monetarias o emplearon la dolarizacion.

La modelizacion de los tipos de cambio ha sido tradicionalmente abordada a tra-
vés de los denominados modelos fundamentales y econométricos. El enfoque fun-
damental para la modelizacién de los tipos de cambio se basa en una amplia
gama de datos de variables econdmicas fundamentales que determinan los tipos
de cambio. El tipo de cambio de una moneda viene determinado por muchas va-
riables econdmicas, como por ejemplo los tipos de interés y la inflacion. Altas ta-
sas de inflacion e interés relativas provocaran una depreciacion de la moneda,
siguiendo los postulados de la teoria de la paridad del poder adquisitivo y el efec-
to Fisher internacional. De esta forma podriamos considerar que los tipos de

16 Este riesgo haria referencia al tratado en el apartado G.2.3. Additional guidance for the calcula-
tion of the consolidated group SCR a. Market risk (currency risk] de la seccién 6 de las especifica-
ciones técnicas del QIS5 relativas a Grupos. Esta carga adicional a nivel de grupos cuando las filia-
les estan en zona no euro ha sido tratado por la CEA (2011b) y el CRO Forum (2011).
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cambio son una variable estadisticamente exdgena a otras variables macroecond-
micas. Ejemplos de estas variables que han sido consideradas en distintos traba-
jos serian el PIB, el consumo, la balanza comercial, la inflacidn, los tipos de inte-
rés, la productividad, las tasa de desempleo, la oferta monetaria, etc. Meese y
Rogoff (1983a, b) encontraron que los modelos fundamentales del tipo de cambio
fallaban sistematicamente en la prediccién de los valores futuros, no siendo capa-
ces de realizar mejores pronosticos que un paseo aleatorio simple en horizontes
de hasta un ano. Engel y Kenneth (2004, 2005) ofrecen una explicacién de la natu-
raleza de paseo aleatorio del tipo de cambio en que existen algunas variables
fundamentales que no son observables y que siguen un camino aleatorio, lo que
es contrario a la mayoria de los modelos macroeconémicos formulados.

La segunda técnica de modelizacion no se basa en el andlisis de las variables fun-
damentales de una economia sino que confia en el analisis univariante. Friedmany
Vandersteel (1982) estimaron distintos modelos, entre los que se encontraban la
distribucion Pareto estable y la mixtura de normales, sugiriendo que los rendimien-
tos del tipo de cambio pueden ser descritos por una distribucion normal con para-
metros que varien el tiempo. Aplicaciones de distintos modelos GARCH para los ti-
pos de cambio se pueden ver, entre otros, en los trabajos iniciales de Engle y
Bollerslev (1986) y Hsieh (1988), y en otros posteriores (véase por ejemplo Hsieh,
1989; Bailliey Bollerslev, 1989; Engle y Gau, 1997; Johnston y Scott, 2000). Asimismo,
se han aplicado modelos de cambio de régimen (RS normal, RSGARCH]) en el traba-
jo original de Engel y Hamilton (1990), asi como en Engle (1994), Bollen et &L. (2000
y Klaassen (2002) y de los modelos de mixtura GARCH en Alexander y Lazar (2006).

La modelizacion de los tipos de cambio dentro del ambito asegurador ha sido
abordada en los trabajos de Wilkie (1995), Gorvett (2001), Blum et al. (2001) y Chan
et al. (2004) empleandose tanto modelos fundamentales como econométricos.
Wilkie (1995) modeliza el proceso como autorregresivo con un componente basa-
do en la paridad del poder de compra. Gorvett (2001) propone como posibles can-
didatos un modelo normal o un modelo con reversion a la media como el CIR (Cox,
Ingersolly Ross, 1985). Blum et 4l. (2001) emplean modelos de regresion multiple
dindmica en los que se tiene en cuenta la diferencia entre las tasas de inflaciony
la diferencia entre los tipos de interés de las distintas momedas. Finalmente,
Chan et al. (2004) proponen un modelo autorregresivo por umbrales (SETAR].
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El riesgo en divisa en QIS5 y su calibracion a partir de los distintos QIS

En QIS5 se afirma que el riesgo cambiario surge de los cambios en el nivel o
volatilidad de los tipos de cambio. Las empresas pueden estar expuestas al ries-
go de divisa por sus activos y pasivos. Se denomina moneda local a la divisa en
la que la compania aseguradora prepara sus cuentas anuales, mientras que el
resto de divisas se le denomina como monedas extranjeras. Se dice que una
moneda extranjera es relevante en Solvencia Il para el calculo de escenarios de
capital si la cantidad de fondos propios de base depende del tipo de cambio en-
tre la moneda extranjera y la moneda local. Para cada moneda extranjera rele-
vante (C) se debe calcular la posicion en divisas siempre que el riesgo cambiario
no esté cubierto (empleo de derivados, etc.), ya que los otros sub-médulos de
mercado (renta variable, tipos de interés, inmuebles, etc.) no han sido disefados
para tener en cuenta el riesgo en divisa. Para cada divisa relevante se debe cal-
cular la carga de capital Mktfx,C que se determina como el maximo de la carga
de capital en el escenario de subida de tipos Mktfx,CUp y en el de bajada
Mktfx,CDown. Estos escenarios han sido fijados en QIS5 como los producidos
por un cambio del +/-25% del valor (subida y bajada respectivamente) frente a
todas las divisas relevantes'’. La carga de capital total Mktfx es la suma de to-
das las cargas individuales Mktfx,C.

Para la calibracion del shock del 25% en QIS5 se emplean datos diarios de divi-
sas frente a la libra esterlina britanica para el periodo comprendido entre enero
de 1971y junio de 2009 y al euro (para la mayoria de divisas los datos son desde
1999 a 2009). Las divisas para las que se computan los rendimientos anuales por
acumulacion de los rendimientos diarios son: el yen japonés (JPY), el real brasi-
lefio (BRL), la lita lituana (LTL), la rupia india (INR), el yuan chinés (CNY], el délar
de Hong Kong (HKDJ, el délar australiano (AUD), el délar de Nueva Zelanda
(NZD), la corona noruega (NOK], la corona sueca, (SEK) la corona danesa (DKK],
el franco suizo (CHF) y la libra esterlina (GBP). Se considera que las divisas CNY,
INR, HKD, AUD, BRL y ARS son una proxy de la exposicidn a mercados emergen-
tes. Del estudio de la distribucion anual acumulada de rendimientos se aprecia

167 | os escenarios de subida y bajada se han establecido en una cantidad muy inferior para ciertas
monedas con tipos de cambio vinculados al euro: un +/- 2,25% de la corona danesa, un 0% para la
corona estonia, un +/-1% para el lats leton y un 0% para la lita lituana.
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que las distribuciones tienen un exceso de curtosis y son asimétricas lo que
violaria la ley normal que se establece en QIS4 y sus predecesores. Ademas, el
shock del 20% establecido en QIS4 resulta insuficiente para la mayoria de las
divisas analizando el percentil empirico al 99,5% de probabilidad, destacando
que dicho percentil se alcanza ademas para muchas de las divisas en los ulti-
mos periodos muestrales (afios 2008 y 2009). Posteriormente, se analizan los
peores escenarios producidos para cada moneda y se establecen posibles 16
cestas de divisas formadas con ponderaciones distintas. Los resultados varian
sensiblemente en funcion del peso que se le asigna en cada cesta a las distintas
divisas, en especial a la proporcidon otorgada a los mercados emergentes dado
que son los de mayor volatilidad. También se analiza el efecto de la concentra-
cién de riesgos en las principales divisas (USD, JPY, CHF y GBP) y el efecto de no
considerar la exposicion a mercados emergentes. Como resultado de estos test
de sensibilidad se propone un factor de estrés simétrico del 25%.

En QIS4 la carga de capital es el resultado de dos escenarios predefinidos en los
que se calculan un shock de subida y de bajada del 20% de todas las monedas
distintas a la cual la empresa presenta sus cuentas y se calcula el efecto inme-
diato en el valor neto de los activos y pasivos. Este factor permanece inalterado
respecto a QIS3 en donde en su calibracién se emplearon los tipos de cambio
mensuales contra el euro durante el periodo 1958-2006 de un grupo de divisas,
empleandose su hipotética cotizacion para el periodo anterior a 1999. Tomando
estas divisas se formaron una cesta de monedas'®® frente al euro que represen-
taban las posiciones mantenidas por las instituciones financieras de Holanda. El
ajuste de las variaciones porcentuales entre el tipo de cambio de dichas divisas
frente al euro se modeliza a través de una distribucién normal'®’. El VaR de la
cesta resultante era, a partir de las volatilidades obtenidas, algo inferior al

168 | os pesos de cada moneda en las cestas eran de un 35% para el délar americano (USD), un 24%
para la libra britanica (GBP), un 13% para el peso argentino (ARS), un 8% para el yen japonés (JPY),
un 7% para la corona sueca (SEK), un 7% para el franco suizo (CHF) y un 6% para el délar australia-
no (AUD). El peso argentino fue empleado como una proxy de exposicién del riesgo de cambio a los
mercados emergentes.

169 En vista a los resultados obtenidos la hipétesis de normalidad se considerd aceptable por el
CEIOPS, sin embargo, también se cité que el ajuste a través de otros modelos mas sofisticados
podrian proporcionar un mejor ajuste.
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20%"70. Posteriormente se efectuaron dos analisis de sensibilidad de dicho fac-
tor. En el primero, se consideraban las variaciones en el tipo de cambio respec-
to a la libra esterlina para el periodo 1973-2006, obteniendo un factor ligera-

mente superior al 20%'"

. En el segundo, se modificaron las ponderaciones de
cada divisa en la cesta de monedas frente al euro y frente a la libra esterlina,

siendo los resultados consistentes con la aplicacién de un factor del 20%'72.
4.3.2. Analisis empirico, backtesting y simulacion

Las companias aseguradoras espanolas deben presentar sus cuentas anuales
en euros, por lo que centraremos nuestra exposicion a dicha moneda sin consi-
derar la libra esterlina, a diferencia de los distintos QIS. El euro como moneda
comun solo existe desde el ano 1999, circulando los billetes y monedas desde el
1 de enero de 2002 por los paises de la zona euro'®. El periodo transcurrido
desde entonces podria no proporcionar observaciones suficientes para permitir
un analisis empirico detallado del riesgo en divisas por lo cual hemos decidido
utilizar una serie histérica mas larga. Esto estd en linea con lo realizado en
QIS3/Q1S4 donde se emplearon los tipos de cambio mensuales contra el euro de
una cesta de monedas'”* empledndose su hipotética cotizacion para el periodo
anterior a 1999. Eurostat publica diferentes datos sobre los tipos de cambio, a
los que se puede acceder gratuitamente a través de su web'’5. En especial nos

170 El valor calculado en base a las correlaciones establecidas es de -17,34%.
71 El valor calculado en base a las correlaciones establecidas es de -21,10%.

72 Para el caso del euro el mayor VaR obtenido resulté ser del -22,55%, mientras que para el caso
de la libra dichos factores fueron superiores resultando el peor escenario un VaR del -25,41%.

7% Los doce paises que adoptaron el euro ese afo fueron Alemania, Austria, Bélgica, Espana,
Finlandia, Francia, Grecia, Irlanda, Italia, Luxemburgo, Paises Bajos y Portugal. Actualmente el
euro es la moneda oficial de 17 paises ya que el 1 de enero de 2007 el euro entro en circulacion en
Eslovenia, el 1 de enero de 2008 el euro entrd en circulacién en Chipre y Malta, el 1 de enero de 2009
el euro entrd en circulacion en Eslovaquia, y finalmente, el 1 de enero de 2011 el euro entré en cir-
culacidon en Estonia.

174 |os pesos de cada moneda en las cestas eran de un 35% para el dolar americano (USD), un 24%
para la libra britanica (GBP), un 13% para el peso argentino (ARS), un 8% para el yen japonés (JPY],
un 7% para la corona sueca (SEK), un 7% para el franco suizo (CHF) y un 6% para el délar australia-
no (AUD). El peso argentino fue empleado como una proxy de exposicién del riesgo de cambio a los
mercados emergentes.

75 Pueden descargarse en http://epp.eurostat.ec.europa.eu/portal/page/portal/exchange_rates/
data/database
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interesan los tipos de cambio bilaterales entre las distintas monedas en relacion
con el euro, que emplea para el periodo anterior a 1999 la relacidn con la unidad
monetaria europea (ECU). EL ECU dejé de existir el 1 de enero de 1999, cuando
fue sustituido por el euro al tipo de cambio de 1 a 1. Desde esa fecha, las mone-
das de la zona del euro se convirtieron a tasas de conversion irrevocable, en el
caso espanol 166,386 pesetas equivaldrian a 1 euro. Para el periodo anterior a
1979 los tipos de cambio se refieren a la Unidad de Cuenta Europea (UCE] y no
ECU. Sin embargo, el valor de la ECU y la composicion, cuando se presentd, era
idéntica a la UCE, que empez0 a existir oficialmente el 28 de junio de 1974, cuan-
do fue igual a 1 DEG (Derecho Especial de Giro). La serie de tipos de cambio
mensuales, con fecha fin de cada mes, esta disponible a partir de julio de 19747¢.
La ventaja de emplear esta serie es que cubre casi completamente la historia
del sistema de tipos de cambio flexibles implantado con la caida del sistema
monetario internacional del patrén oro establecido en Bretton Woods (1944-
1971).

Al emplear el ECU como el precursor del euro, debemos ser conscientes de tres
posibles problemas. En primer lugar, en la cesta del ECU figuran monedas que
no se han fusionado en el euro en 1999: el dracma griego que lo hizo el 1 de
enero de 2001 y dos monedas que todavia no lo han hecho (la libra esterlinay la
corona danesa). En segundo lugar, en la cesta del ECU no se incluyen monedas
de otros paises que forman parte del euro (el chelin austriaco y el marco finlan-
dés). En tercer lugar, la cesta del ECU ha sufrido modificaciones desde que fue
concebida. Su composicion inicial perduré hasta el 16 de septiembre de 1984,
sufridé una primera variacion en las monedas y ponderaciones de estas hasta el
21 de Septiembre de1989, y una segunda que perduraria hasta el fin de su exis-
tencia el 31 de Diciembre de 1999. Esto puede dar lugar a ciertas dudas sobre el
paralelismo del euroy el ECU.

El modelo estandar para el riesgo en divisa ha sido calibrado a partir de una
cesta de divisas intentando recoger de una manera simple y en un Unico shock

176 Los datos proporcionados por Eurostat proceden del Banco Central Europeo, para los datos
anteriores al 31 de diciembre de 1998 (serie ECU]) los tipos fueron calculadas por la Comisién
Europea. Para mas informacion léase http://epp.eurostat.ec.europa.eu/cache/ITY_SDDS/EN/ert_
bil_esms.htm
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la exposicion de una aseguradora a multiples divisas, por lo tanto a diferencia de
la calibracion del riesgo de inmuebles recoge un shock global. Sin embargo, un
modelo interno debiera modelizar Gnicamente la/s divisa/s a las que esta ex-
puesta una compania aseguradora en sus activos o pasivos. La serie elegida en
el siguiente apartado se refiere a una Unica moneda extranjera (délar) por sim-
plicidad, pudiéndose extender de manera analoga el andlisis realizado a todas
aquellas monedas extranjeras relevantes para el calculo de la carga de capital.

Analisis rendimientos logaritmicos délar/euro [1974-2010)

A continuacién se muestran los tipos de cambio de la serie mensual délar/
euro'” (grafico izquierda) desde julio de 1974 hasta diciembre de 2010 (438 ob-
servaciones). Se observa una fuerte caida del tipo de cambio délar/euro desde
principios de los afos 80 a mediados de década, fecha a partir de la cual el tipo
de cambio comienza a subir. Como ejemplo, podemos decir que el tipo de cam-
bio en enero de 1980 era de 1,43 marcando su valor minimo (0,67) en febrero de
1985, fecha a partir de la cual rebota. La segunda gran caida histérica se produ-
ce en torno al afno 2000, en donde se marcaron varios minimos cercanos a 0,84.
A partir del ano 2002 se observa un fuerte incremento que llevaria a alcanzar un
nivel maximo de 1,58 a principios de 2008. En el grafico inferior derecho se
muestran los rendimientos logaritmicos de los tipos de cambio de la serie men-
sual délar/euro de agosto de 1974 hasta diciembre de 2010 (437 observaciones).
Se observa como los rendimientos mensuales se han mantenido en niveles
aproximados dentro de la banda (-12%; 10%).

77 Hemos empleado los tipos de cambio indirectos (délar/euro) en vez de los directos (euro/délar).
Para pasar del tipo de cambio indirecto al directo se obtiene mediante el inverso. De esta forma las
estadisticas calculadas pueden variar en funcidon de la forma en el que el tipo de cambio venga expre-
sado. En concreto, la mediay mediana tendra el mismo valor pero signo opuesto, el maximo del direc-
to serd el minimo del indirecto y viceversa, caso semejante ocurre con los distintos percentiles, mien-
tras que la desviacion tipica sera idéntica. Al emplear rendimientos logaritmicos podemos afirmar
que dichas propiedades se siguen cumpliendo ya que una caracteristica de los rendimientos logarit-
micos es que los rendimientos de un tipo de cambio en cualquier periodo es de igual cuantia pero
signo contrario al calculado para el tipo de cambio directo. Es decir: 7igummicodedirecto = = Tiogarimicosdcindivecto SN
embargo, en el caso de los rendimientos aritméticos se produce la siguiente igualdad 7. micodedirecro =
1AV P ogartimico, wdcindirecro)» POT L0 que las estadisticas calculadas son distintas.
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Las estadisticas resumen de ambas series (tipos de cambio y rendimientos lo-

garitmicos) se muestran en la tabla inferior.

Estadistica Tipos de cambio Rendimientos logaritmicos
Minimo 0,6676 -11,77%
Percentil 0,5% 0,7113 -9,58%
1° cuartil 1,0675 -1,65%
Media 1,1621 0,02%
Mediana 1,1810 0,03%
30 cuartil 1,2849 1,85%
Percentil 99,5% 1,5598 8,64%
Maximo 1,5812 9,31%
Desv. tipica 17,87% 3,07%

Si realizamos un agrupamiento de los datos de la serie de rendimientos del tipo
de cambio vemos que un 89,02% (387 observaciones) de los valores estd compren-
dido entre -5% y un 5% de variacién mensual. Las probabilidades de cada interva-
lo, proporcionadas por las de la distribucién normal ajustada (media y desviacién
calculadas), se muestran al lado del porcentaje empirico para cada intervalo. Se
aprecia el pobre ajuste de la distribucion normal a la cola izquierda (rendimientos
extremadamente negativos) de la serie, dado que es incapaz de recoger las brus-
cas caidas del tipo de cambio sucedidas empiricamente (apreciaciones del délar o
depreciaciones del euro, dado que trabajamos con tipo de cambio indirecto).
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Intervalo ‘ Casos ‘ Porcentaje real ‘ Probabilidad normal

P[-0,15; -0,1) 2 0,46% 0,05%
P[-0,1; -0,05) 22 5,03% 5,04%
P [-0,05; 0) 192 43,94% 44,61%
P [0; 0,05) 197 45,08% 45,05%
P [0,05; 0,1) 24 5,49% 5,19%
P[0,1;0,15) 0 0,00% 0,06%
Total 437 100,00% 100,00%

A continuacion mostramos el histograma y el grafico de densidad'”® de la serie
mensual de rendimientos. Los rendimientos son ligeramente asimétricos a la iz-
quierda (el coeficiente de simetria asciende a -0,17) y presentan un claro exceso
de curtosis'” (el coeficiente de curtosis asciende a 4,15), lo que lleva a rechazar la
hipdtesis de normalidad (p-valor<5%) como se aprecia en la tabla inferior'®,

Densidad
Densidad

178 Se ha empleado una funcién de densidad o Kernel gaussiano.
179 Calculado suponiendo la curtosis de la distribucién normal igual a 3.

180 Dicho test sélo tiene en cuenta los momentos de la serie por lo que para analizar otras caracte-
risticas empleamos otros test tradicionales (Anderson-Darling, Cramer-von Mises, Lilliefors y
Shapiro-Francia). Todos los test rechazan la normalidad.

Délar/Euro
Test
Estadistica p-valor
Anderson-Darling 1,47 0,08%
Cramer-von Mises 0,25 0,13%
Lilliefors 0,05 1,52%
Shapiro-Francia 0,99 0,05%
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‘ Rendimientos logaritmicos Délar/Euro

Asimetria -0,17
Curtosis 4,15
Jarque Bera 26,33
Prob. 0,00%

Los correlogramas de las serie de rendimientos muestran que los rendimientos
estan incorrelacionados (tabla inferior). Los correlogramas de las serie de rendi-
mientos al cuadrado muestran que, en general, estan correlacionados a lo largo del
tiempo para ambas series. Se rechaza la hipdtesis nula de incorrelacion para los
retardos inferiores a cuatro (p-valor inferior al 5%). Esta estructura de dependencia
implica la existencia de dependencia en la varianza de los rendimientos mensuales.

Rendimientos délar/euro ‘ Rendimientos al cuadrado délar/euro

AC PAC Q p-valor AC PAC Q p-valor
1 0,032 0,032 0,443 0,506 0,085 0,085 3,155 0,076
2 0,043 0,042 1,242 0,537 0,105 0,098 7,982 0,018
3 0,057 0,055 2,682 0,443 0,035 0,019 8,627 0,036
4 -0,043 | -0,049 | 3,516 0,475 0,069 0,056 | 10,631 0,031
5 0,037 0,035 | 4,123 0,532 0,025 0,011 | 10,906 0,053
6 -0,034 | -0,036 | 4,634 0,592 | -0,034 | -0,050 | 11,426 0,076
7 0,006 0,011 4,650 0,703 0,032 0,033 | 11,883 0,104
8 0,003 | -0,001 4,653 0,794 | -0,033 | -0,035 | 12,356 0,136
9 0,043 0,050 5,495 0,789 0,030 0,030 | 12,770 0,173
10 0,026 0,017 5,793 0,832 0,024 0,030 | 13,028 0,222
11 0,087 0,086 9,188 0,605 0,027 0,017 | 13,364 0,270
12 -0,037 | -0,053 9,814 0,632 | -0,010 | -0,018 | 13,406 0,340

Si analizamos la evolucidon temporal de la serie de rendimientos al cuadrado
como estimadores de la volatilidad se aprecia como esta ha sido muy variable
alo largo del tiempo (gréfico inferior izquierda). Esta variaciéon en la volatilidad
en el periodo observado se aprecia nuevamente en el grafico de la derecha, que
representa las desviaciones tipicas muestrales calculadas para los rendimien-
tos mensuales de cada afno natural entre 1975y 2010'8'. Se observa que ha

181 Se calcula la desviacion de la serie de rendimientos mensual por periodos de cada afo, es decir
se estima con las doce observaciones disponibles en cada ano su volatilidad.
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existido una menor varianza entre los anos 1994 y 2007, fecha a partir de la
cual la volatilidad vuelve a aumentar.
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Fruto del anterior analisis podemos resumir los siguientes datos. Respecto al
tipo de cambio délar/euro: el valor minimo (0,6676) se alcanza en febrero de
1985, mientras que el valor maximo (1,5812) en marzo de 2008. El valor medio
de la serie para el periodo temporal analizada se sitia en torno a 1,16, valor que
esta alejado relativamente del valor de finales de 2010 (1,33). Respecto a los
rendimientos logaritmicos su valor minimo (-11,77%) se alcanza en marzo de
1991, mientras que su valor maximo (9,31%]) se alcanza en octubre de 1978. La
serie muestra una media de 0,02%, lo que conlleva una apreciacion media del
euro (depreciacion del délar) a lo largo del periodo analizado. La distribucién de
los rendimientos es no normal dada su elevada curtosis, al tiempo que la distri-
bucion es ligeramente asimétrica a la izquierda. Los rendimientos estan inco-
rrelacionados a lo largo del tiempo pero no sus cuadrados, lo que indica la exis-
tencia de cambios en la volatilidad de la serie a lo largo del tiempo.

Analizaremos ahora la distribucion de rendimientos anuales aritméticos calcu-
lada como acumulacion de los rendimientos mensuales de cada serie, de forma
semejante a lo realizado en QIS5 con datos diarios'®. Dado que teniamos 438

182 Recuérdese que se realizd un andlisis similar con una serie temporal mas corta para un mayor
numero de divisas y por acumulacion de rendimientos diarios, lo que daria un mayor nimero de
observaciones de los rendimientos anuales generados.
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observaciones de la serie del tipo de cambio podemos generar 426 rendimientos
anuales acumulando los rendimientos de 12 meses consecutivos (grafico infe-
rior]. Se aprecia como los peores escenarios histéricos en términos de riesgo
han sido julio de 1981 donde se acumulé una caida anual del tipo de cambio del
-27,82% (de 1,4174 en julio de 1980 a 1,0203 en julio de 1981) y febrero de 1986
donde la subida anual acumulada ascendi6 al 45,39% (de 0,6676 en febrero de
1985 a 0,9707 en febrero de 1986).
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El histograma y el grafico de densidad de la serie de rendimientos anuales acu-
mulados se muestran a continuacidn. En ellos se aprecia que la serie dista de
ser normal, apareciendo dos picos en el grafico de densidad (bi-modal).
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En la tabla inferior se muestran las estadisticas resumen de la distribucién de
rendimientos anuales empirica empleando la técnica de la ventana movil de 12
meses, es decir por acumulaciéon de todos los rendimientos mensuales, frente a
la resultante de emplear el afo natural (enero a diciembre del afio). Se observa
como el empleo el método del rolling window genera mas riesgo medido en
términos de valores extremos (maximo y minimo), percentiles y desviacién tipica
que el empleo del ano natural. Destaca ademas la gran diferencia que el valor
maximo de la serie anual de rendimientos mediante ventana mavil (45,39%) y el
percentil al 99,5% de probabilidad de la distribucion (32,59%). Esto es debido a
que este valor maximo esta muy alejado de los siguientes valores mas altos de
la serie. El segundo valor maximo asciende a 35,77%, estando dicho percentil
entre el tercer valor méas elevado (33,10%) y el cuarto (29,04%). En las dos ulti-
mas columnas se muestran los datos que se obtendrian de haber analizado el

tipo de cambio directo.

R. a. indirecto R. a. directo

Estadistica Ventana de 12 A Ventana de 12 N
meses fo natural meses Afo natural
Minimo -27,82% -11,79% -31,22% -20,83%
Percentil 0,5% -25,96% -11,78% -24,57% -20,28%
1° cuartil -8,65% -7,53% -8,32% -9,58%
Media 0,86% 2,15% 0,55% -1,04%
Mediana -0,21% -1,65% 0,21% 1,68%
3° cuartil 9,08% 10,60% 9,46% 8,15%
Percentil 99,5% 32,59% 25,46% 35,07% 13,36%
Maximo 45,39% 26,32% 38,55% 13,36%
Desv. tipica 12,03% 10,90% 11,84% 10,29%
Asimetria 0,38 0,38 0,17 -0,15
Curtosis'® 2,78 1,95 2,66 2,25

En la tabla inferior se resumen los shocks (subida y bajada) que se corresponde-
rian con un valor en riesgo al 99,5% de probabilidad para los rendimientos anuales
empiricos y su comparativa con los resultantes del empleo de la distribucion nor-
mal. En el caso de los rendimientos empiricos el método del ano natural, en vez

183 Calculado suponiendo la curtosis de la distribucién normal igual a 3.
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de emplear el método del rolling window, provoca en general menores cargas de
capital, dado que los peores escenarios historicos fueron acontecidos a mitad del
ano. El segundo hecho que queremos resaltar es que la hipdtesis de normalidad
amplifica, en la mayor parte de los casos, los shocks empiricos.

[Canice para Ty Modelo ‘ Escenario ‘ Shock
rendimientos
o pra— i o
Ventana de 12 meses Empirico Escenar!o ca|d.a [percentll.U,S %) 24,57%
o Escenario subida (percentil 99,5%) 35,07%
(426 rendimientos ., -
les) Normal Escenario caida (percentil 0,5%) -29,95%
anuates Escenario subida (percentil 99,5%) 31,04%
. Escenario caida (percentil 0,5%) -20,28%
- Empirico - - -
Ao natural (36 Escenario subida (percentil 99,5%) 13,36%
rendimientos anuales) N L Escenario caida (percentil 0,5%) -27,54%
orma
Escenario subida (percentil 99,5%) 25,47%

Centrandonos en los rendimientos anuales aritméticos generados mediante la
ventana movil deseamos analizar el cumplimiento de la hipdtesis de normali-
dad. El coeficiente de asimetria de la serie de rendimientos anuales del délar/
euro asciende a 0,38 y su curtosis a 2,78. Esto lleva a rechazar la hipotesis de
normalidad de la serie del délar mediante el test de Jarque Bera (p-valor infe-
rior al 5%)'8, razon por la cual los shocks resultantes que se debieran aplicar
serian los empiricos, que alcanzan un valor de -24,57% en el escenario de caida
de tipos (percentil 0,5%) y del 35,07% en el escenario de subida (percentil 99,5%)
que se aplicarian al valor actual neto de los activos y pasivos en moneda extran-
jera denominados en euros. El valor del shock de depreciacion del délar es si-
milar al propuesto por el modelo estandar en QIS5 (25%), pero el shock de apre-
ciacion del dolar resulta 10 puntos basicos mas severo.

18 Se confirma mediante otros test.

Test ‘ Estadistica ‘ p-valor
Jarque Bera 11,355 0,34%
Anderson-Darling 2,782 0,00%
Cramer-von Mises 0,489 0,00%
Lilliefors 0,082 0,00%
Shapiro-Francia 0,981 0,00%
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Estimacion y backtesting de modelos

El modelo de rendimientos normal suele presentar un pobre ajuste a las colas de los
datos empiricos de series financieras, provocando el rechazo de dicha hipétesis para
los rendimientos mensuales y anuales del tipo de cambio frente al délar. La inade-
cuada estimacion del riesgo en la cola puede provocar dentro del marco de Solvencia
Il 'una infraestimacion del riesgo realmente asumido por la exposicion de activos o
pasivos en monedas distintas al euro. Por otro lado el empleo de un VaR empirico
tiene principalmente tres problemas. El primero que es incapaz de recoger escena-
rios mas adversos que los sucedidos histéricamente, lo cual no tiene que acontecer
necesariamente en el futuro. Ligado al anterior y en segundo lugar, el hecho de que
puede haber unos escenarios extremos que no contempla el VaR empirico, dado que
se queda en el andlisis del percentil al 0,5% y 99,5% de probabilidad, y que no se
tienen en cuenta'®, El tercero y ultimo es que no considera la situacién actual (baja
o alta) de volatilidad en los mercados, provocando la misma carga de capital inde-
pendientemente de éstos. Como alternativas al modelo normaly empirico analizare-
mos distintos modelos de cambio de régimen y GARCH para recoger esa mayor cur-
tosis, la volatilidad no constante en el tiempo y su persistencia o conglomerados de
volatilidad. En el cuadro inferior recogemos la especificacion de los modelos de cam-
bio de régimen y de mixtura para dos procesos GARCH (1, 1), al mismo tiempo que
presentamos la especificacion de los otros modelos analizados.

Modelo ‘ Especificacion
Normal Ve =W+ o0z
GARCH (1,1) Ve = U+ & & =017 0F =w+ ayet g + Prot,
RSLN (k regimenes) Ve =y, + 05,25 (e =1,..,k)
RS-GARCH (1.1) Ve = Up, + &6 & = OppZe; Op, = Wy, + Ap,1(&21)% + Bp, 10515
‘ (pe=12)
Ve = Xiapi + &) & =20y 0ff = wp+ () +
M-GARCH [1,1] ﬂiaizt—l; 2?:1 pi=1

Siendo: y, es el rendimiento logaritmico; x es la media, o la volatilidad, ¢, las innovaciones, p,

cada uno de los estados, z,~ N(0; 1), w, a, By y son parametros a estimar.

185 Sj bien los peores escenarios histéricos podrian ser empleados como escenarios de estrés para
complementar el anélisis de la suficiencia del capital de una compania.
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En la tabla siguiente mostramos los parametros resultantes de la estimacion
maximo verosimil de los distintos modelos. Como puede verse, la estimacion de
los modelos de cambio de régimen implica un gran nimero de parametrosy, por
tanto, una mayor complejidad de estimacion. Tal y como afirman Ang y Bekaert
(2002) la estimacion de los modelos de cambio de régimen en muestras finitas
muestran la presencia de multiples maximos locales. Para asegurarnos de que
se alcanza un maximo a nivel global se emplean algoritmos con distintos valores
de partida y se comprueba la estabilidad de los mismos'®. El modelo de dos
regimenes (RSLN2) proporciona un régimen mas estable con rendimientos es-
perados positivos y uno mas volatil con esperanza negativa, lo cual es el resul-
tado comudn de la estimacion de este modelo. Para el resto de los modelos se
han establecido las siguientes restricciones en la especificacion general deta-
llada en la tabla anterior. En el modelo GARCH(1,1) no se ha estimado intercepto
o constante en la ecuacién de la media (¢ = 0) dado que no resultaba significati-
va, en el modelo RSLN3 se ha fijado como nula la probabilidad de transicion del
régimen 2al 1, p,, =0, dado que la estimacion del modelo no restringido propor-
cionaba ya de por si una muy baja probabilidad (inferior al 0,5%). En el modelo
RSGARCH y MGARCH no se ha estimado intercepto o constante en la ecuacion
de la media (u = 0) ni en la ecuacidén de la varianza en el régimen o mixtura 1.

18 Cuando se emplean este tipo de modelos puede resultar que algunos modelos no converjan.
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Modelo ‘ Parametros ‘ Valor
Normal £ 0,02%
o 3,08%
10) 0,01%
GARCH (1,1) a 6,64%
Bi 84,69%
Pu/Pr 4,14% [ 9,37%
Régimen 1:
RSLN2 u;/ o, -0,23% / 3,47%
Régimen 2:
1/ 0 0,59% / 1,74%
/P 90,69% / 9,28%
D21/ D2 0,00% / 88,78%
P31/ Ps 13,10% / 18,14%
Régimen 1:
RSLN3 1/ 0,88%/1,62%
Régimen 2:
U/ 0y -0,04% / 3,69%
Régimen 3:
13/ 03 -0,97% /1,27%
P12/ Dai 45,92% / 82,51%
Régimen 1:
ay 7,99%
RS-GARCH Bu ,87_‘59%
Régimen 2:
w, 0,11%
0y, 25,34%
B, 20,18%
Di 67,83%
Proceso 1:
oy 7,68%
M-GARCH bu 88.68%
Proceso 2:
, 0,10%
o 15,03%
P 28,81%
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A continuacién analizamos los modelos estimados con el criterio AIC, el SBC y
el HQC. Para cada modelo, la tabla inferior muestra los valores del logaritmo de
la funcion de verosimilitud y los criterios AIC, SBC y HQC. Puede observarse que
los modelos de cambio de régimen y mixtura de GARCH mejoran al modelo nor-
mal, que muestra el peor ajuste a la serie empirica del délar. El modelo que
proporciona un mejor ajuste global es el RSLN3 en base al criterio AIC pero es

penalizado por su elevado nimero de parametros en base a los otros criterios,
resultando el MGARCH elegido por los criterios SBC y HQC.

Modelo SO Log ‘ AIC ‘ SBC ‘ Hac
estimados verosimilitud

NORMAL 2 902,68 900,68 896,60 899,07
GARCH 3 907,84 904,84 898,72 902,43
RSLN 6 916,29 910,29 898,05 905,46
RSLN3 11 923,19 912,19 889,75 903,33
RSGARCH 7 918,32 911,32 897,04 905,68
MGARCH 6 918,06 912,06 899,82 907,23

El ajuste global no es el Unico criterio a considerar al elegir un modelo para el
analisis del riesgo sino que es necesario evaluar en qué medida los residuos
superan el test de normalidad, especialmente en las colas de la distribucion. En
el caso de que los residuos no sean normales, el ajuste del modelo no es ade-
cuado. Los residuos para los modelos de cambio de régimen y mixtura han sido
calculados asignandole el residuo a cada submodelo, de acuerdo con su proba-
bilidad condicional de ocurrencia. El test de normalidad ha sido realizado utili-
zando el test de Jarque-Bera. La tabla inferior muestra el valor del test y su
probabilidad asociada (entre paréntesis). Apreciamos que los modelos normal y
GARCH, que no tienen en consideracion la existencia de regimenes, no superan
el test de normalidad al 99% de confianza.
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Modelo ‘ JB (p-valor)

NORMAL 26,330 (0,00%)
GARCH 36,511 (0,00%)
RSLN 2,153 (34,08%)
RSLN3 0,809 (66,72%)
RSGARCH 3,246 (19,73%)
MGARCH 3,192 (20,27%)

Ademas de la normalidad, la correcta especificacion de los modelos requiere
analizar si los residuos y sus cuadrados estan correlacionados. Un test utilizado
con frecuencia es el propuesto por Ljung y Box (1979). En la tabla inferior mos-
tramos los p-valores asociados al estadistico Q de Ljung y Box de los residuos
(RES] y sus cuadrados (RES2). Con excepcion del modelo normal, los residuos al
cuadrado no presentan autocorrelacion. Sin embargo el modelo RSGARCH vy
MGARCH empeoran la capacidad de superar el test de incorrelacion de los resi-
duos, mientras que el resto de modelos incluido el normal lo superan.

Retards | NORMAL | GARCH | RSIN2 | RSIN3 | RSGARCH | MGARCH
REs | REs2 | Res | REs2 | Res | Res2 | REs | REs2 | RES | RES2 | RES | RES2
1 [ 0506 | 0,076 [ 0210 | 0,604 | 0297 | 0,298 | 0,574 | 0329 | 0,043 | 0,827 | 0,052 | 0,682
3 | 0443 | 0036 | 0,269 | 0,724 | 0,467 | 0361 | 0467 | 0,625 | 0,061 | 0,892 | 0,072 | 0,820
6 | 05920076 | 0510 [ 0891 | 0577 | 0561 | 0,598 | 0,797 | 0,147 | 0,904 | 0,170 | 0,848
9 | 0789 [0173 | 0.754 [ 0975 [ 0,742 [ 0,699 [ 0,815 [ 0,868 | 0.229 [ 0,970 | 0,246 | 0946
12 | 0632 [ 0,340 | 0,606 [ 0995 [ 0,603 | 0,766 [ 0,844 | 0,920 | 0,133 [ 0,996 | 0,144 | 0,991

Validacion de los modelos a través de backtesting

Los modelos que hemos revisado en las secciones anteriores estan disefados
para analizar el riesgo de divisa en el que incurre el asegurador a través del
calculo del Value at Risk (VaR], por lo que deben ser establecidas pruebas de
backtesting y asi evaluar el nimero de veces que las pérdidas han superado el
VaR durante el periodo analizado. Los test que se han empleado son el test
de Kupiec (1995) y de Christoffersen (1998). No se reportan valores para el test de
independencia de Christoffersen porque no han existido violaciones consecuti-
vas, por lo que todos los modelos pasan el test en cuestidn, por lo que a conti-
nuacion nos centraremos en el test de Kupiec. En funcion del valor actual de los
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activos y pasivos de una compania aseguradora esta afectada por el riesgo de
subida o bajada de los tipos de cambio, por lo que en la tabla inferior se muestra
los p-valores asociados al test de Kupiec para el escenario de caida (Down]y de

subida (Up] de los mismos.

‘ NORMAL ‘ GARCH ‘ RSLN2 ‘ RSLN3 ‘ RSGARCH ‘ MGARCH
Up
Fallos 6 4 7 3 3 2 3 0 2 0 4 3

p-valor | 3,34% [27,03%| 0,95% |60,10% [60,10%|89,87%|60,10%| NA |89,87%| NA |27,03%60,10%

Down Down Up Down Up Down Up Down Up Down Up

En el modelo RSGARCH y RSLN3, para el VaR calculado al 99,5% en el caso de
subida de tipos de cambio del délar, el p-valor no se muestra dado que existen
cero violaciones. Es decir el test de Kupiec no esta definido en el caso de 0 vio-
laciones dado que el logaritmo de 0 es indeterminado. Sin embargo, la posibili-
dad de que no ocurran violaciones en el VaR ha sucedido en nuestros datos y
para solucionar el problema empleamos el Z-test, que es la variante del test de
Wald de la ratio de verosimilitud propuesto por Kupiec. El p-valor asociado para
este caso es del 6,65%, lo cual significa que se acepta el modelo por tener un
numero de fallos adecuado, ya que la probabilidad de que teniendo 0 fallos el
modelo sea correcto es superior al 5%. Para el resto de los modelos se muestra
el p-valor que llevaria a aceptar la hipdtesis nula de que el porcentaje de fallos
en un determinado periodo es acorde el modelo con el nivel de confianza del
95% para todos los modelos excepto el normal y GARCH, que no superan el test
en lo relativo al escenario de caida.

Podemos concluir que sélo los modelos RSLN en sus versiones de dos y tres
regimenes superan los test de normalidad, homocedasticidad, autocorrelacion,
cobertura incondicional e independencia. Por tanto, a pesar de la mayor com-
plejidad que supone su estimacion e implementacion, son mas adecuados para
la configuracion de modelos internos para el riesgo en divisa en nuestra serie.
También queremos destacar que el modelo RSGARCH y MGARCH también superan
los test de normalidad, homocedasticidad, cobertura incondicional e indepen-
dencia presentando algln problema de autocorrelacion en los residuos, segura-
mente causado por la estimacidn de modelos simplificados o de pardmetros
mas reducidos que el general.
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Finalmente deseamos que el modelo interno no sea simplemente lo suficiente-
mente conservador, es decir que proporcione una cobertura condicional e in-
condicional apropiada, sino que también no sobreestime el riesgo en periodos
de baja volatilidad del mercado. La prueba realizada consiste en evaluar la rela-
cion entre las estimaciones de VaR y el valor de los rendimientos empiricos me-
diante el coeficiente de Spearman. Observamos que el p-valor (tabla inferior)
del test es menor al 5% para el caso del modelo RSLNZ2, de forma que se recha-
za la hipdtesis nula de incorrelacion entre el VaR de cada periodo y los rendi-
mientos del tipo de cambio délar/euro. En cambio para el caso del resto de mo-
delos no se detecta existencia de relacion no lineal entre ambas variables.

GARCH RSLN2 RSLN3 ‘ RSGARCH ‘ MGARCH
p-valor 85,89% 0,00% 8,86% 62,21% 87,09%

Comparacion de las necesidades de capital a través de los distintos modelos

A continuacion comparamos el capital resultante de utilizar los modelos anterio-
res en relacion al que se exige en el modelo estandar. En este sentido, tratamos
de mostrar las diferencias en la cuantificacion de las necesidades de capital a
través de la aplicacion de los distintos modelos que hemos visto que presentan un
mejor ajuste a la series de tipos de cambio analizado. Con este propdsito se ha
realizado una simulacion de 100.000 escenarios mensuales por el método latino
hipercubico al plazo de un ano. Dado que el ajuste se ha realizado a partir de datos
mensualesy el calculo del capital se ha estimado anualmente, es necesario llevar
a cabo la agregacion temporal de los rendimientos continuos simulados. Final-
mente, y dado que los modelos han sido ajustados al tipo de cambio indirecto, se
ajusta el shock resultante para aplicar directamente al valor de mercado actual de
los activos y pasivos de la compania aseguradora en euros'®’. Si el valor de mer-
cado de los activos es mayor que el de los pasivos la compahia esta expuesta al
riesgo de depreciacion del délar, mientras que si el valor de los pasivos es mayor
al de los activos estara expuesta a riesgo de apreciacion del ddlar.

187 En primer lugar se simulan rendimientos continuos para los proximos 12 meses segun la expre-
sion matematica de cada modelo. Posteriormente, se aplica la funcién exponencial y acumulamos
los rendimientos mensuales mediante su producto, restandole el valor de 1 para obtener el shock
discreto anual. Dado que el shock resultante debe ser aplicado a valores expresados en euros se
aplica la funcién -1+1/(1+shock indirecto anual).
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La tabla inferior muestra las necesidades de capital (VaR al 99,5% de confianza)
que resultan de aplicar los diferentes modelos previamente analizados. Como
puede verse, el modelo RSLN es que proporcionaria una menor cuantia de capi-
tal, en relacion al resto de modelos incluido el normal. Para todos los modelos
evaluados las cargas de capital son asimétricas, es decir, distintas para el esce-
nario de subida y de caida del tipo de cambio.

VaR (99,5%) | NORMAL | GARCH | RSLN2 | RSLN3 | RSGARCH | MGARCH

Shock depreciacion

d6lar -24,04% | -27,65% | -22,60% | -24,92% -29,65% | -28,97%

Shock apreciacion

d6lar 30,70% 38,88% 29,92% 36,98% 42,35% | 40,52%

En la siguiente tabla se aprecia el orden de la cuantia de capital asignada, deno-
tdndose con el nimero 1 el modelo que estima una menor necesidad de capital
y con un 6 el modelo con mayor necesidad de capital. Los resultados muestran
que el orden de los modelos es idéntico en el shock de subida y de caida del tipo

de cambio.

Orden | NORMAL | GARCH | RSLN2 | RSLN3 | RSGARCH | MGARCH
S{wckdepreuaaon 9 4 1 3 6 5
dolar
Si}ockapreaaaon 9 4 1 3 6 5
dolar

Finalmente, queremos analizar el impacto de usar el modelo estandar bajo las
especificaciones de QIS4 y QIS5. Recordemos que bajo QIS4 las necesidades de
capital para el riesgo en divisa se establecen en base a un shock de subida y baja-
da del 20%, pero en QIS5 esta cuantia se incrementa hasta el 25% con la finalidad
de capturar los efectos de la crisis financiera. Estos shocks han sido calibrados a
hipotéticas cestas de divisas con el fin de representar una exposicion promedio de
un asegurador europeo. Sin embargo, consideramos que la exposicion real de un
asegurador a distintos mercados tanto en activos (inversiones en renta variable,
en inmuebles, efectivo, etc.) como en pasivos (provisiones, préstamos, etc.) puede
recomendar el empleo de un modelo estandar para capturar el riesgo realmente
asumido [distinta volatilidad de las divisas). Después de la comparacion de distintos
modelos, podemos ver que las necesidades de capital bajo las especificaciones de
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QIS4 resultaron inferiores a las estimadas por los modelos analizados. Esto impli-
ca la incapacidad del anterior modelo estandar para capturar el riesgo en divisa
después de la crisis financiera iniciada en el ano 2007. Por otra parte, el aumento
de la carga de capital en las nuevas especificaciones de QIS5 provoca cargas mas
acordes con las de los modelos analizados para el shock que resultaria de la de-
preciacion dolar (entre el -22,60% del modelo RSLN2 y el -29,65% del modelo
RSGARCH). Sin embargo, el shock resultante de un escenario de apreciacion do-
lar resulta en todos los modelos analizados superior al 25% (entre el 29,92% del
modelo RSLN2 y el 40,52% del modelo RSGARCH).

En la tabla inferior se resumen las cargas de capital de los modelos estandar,
RSLN2 y el modelo empirico que emplea la misma metodologia empleada en la
calibracion de QIS5. El modelo RSLN2 es capaz de recoger un shock simétrico
como el resultante del modelo empirico. Ademas, debe destacarse que el uso de
un modelo interno puede suponer un ahorro de capital, como ocurre en el caso
analizado comparando el modelo RSLN2 con el actual shock de QIS5.

Rendimientos anuales Empirico Shock depreciacion | -24,57%
historicos Délar frente euro
(ventana de 12 meses) (1974-2010) Shock apreciacién 35,07%

RSLN2 Shock depreciacion | -22,60%

Délar frente euro (1974-2010)

Modelo interno
Shock apreciacion 29,92%

QIS4 Shock depreciacion | -20,00%
Cesta divisas frente libray euro
(1958-2006) Shock apreciacion 20,00%
Modelo estandar
QIS5 Shock depreciacion | -25,00%

Cesta divisas frente libra
(1971-2009) y euro (1999-2009) | Shock apreciacion 25,00%

Finalmente, advertir que los modelos analizados permiten una proyeccién del
riesgo en divisa generando un conjunto amplio de escenarios para medir la
solvencia de la compania. Sin embargo, una compania aseguradora puede tener
activos y pasivos nominados en distintas monedas, por lo que puede ser necesa-
rio emplear modelos multivariantes, modelos univariantes correlacionados o a
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semejanza de lo realizado en los distintos QIS, calibrar el modelo a los rendi-
mientos ponderados de una cesta de divisas.

4.4. ANALISIS DEL RIESGO DE SPREAD

En este apartado del trabajo analizamos el riesgo de spread inherente a la inver-
sion en titulos de renta fija dentro de las calificaciones crediticias comprendidas
entre AAA y BBB. Para ello, evaluamos la adecuacion de diversas especificacio-
nes, entre las que se incluyen, modelos garch, E-garch y modelos de cambio de
régimen de Markov, para medir el riesgo de spread. Para ello, hemos ajustado
varios modelos a las series mensuales de spreads difundidas por Merrill Lynch
para el periodo 2000-2010 en las categorias indicadas anteriormente. La selec-
cion de los modelos méas adecuados se ha realizado a través de diversas técnicas
de backtesting y diversos test estadisticos. Una vez seleccionados dichos mode-
los, a través de la simulacion de Monte Carlo hemos simulado los niveles a un ano
a partir de los cuales se podrian determinar los requerimientos de capital.

4.4.1. Introduccion y revision tedrica

Los bonos con riesgo de crédito deben proporcionar un rendimiento superior a
los bonos sin riesgo para compensar las posibles pérdidas del capital invertido.
Por esta razon, un bono con idéntico cupon y vencimiento al de otro bono pero
con mayor riesgo crediticio, se comercializara a un precio inferior. La diferencia
entre la rentabilidad, medida a través de la tasa interna de rentabilidad, que
proporciona el bono con riesgo y el bono sin riesgo comparable es el diferencial
o spread de crédito'®. Ademas en la medida en que los bonos sin riesgo no sean
exactamente comparables a aquellos con riesgo, el spread recoge esas caracte-
risticas distintas, debidas a diferencias de liquidez, tratamiento fiscal, especula-
cion, etc. El precio de los bonos variara en el mercado ante cambios en el spread.

188 De esta forma el diferencial o spread de crédito s(#,7) observado en un momento temporal ¢ para
una categoria de rating especifica (index credit spread] y para un vencimiento 7 se calcula como la
diferencia entre el tipo de interés libre de riesgo y el tipo de interés proporcionado por esa categoria
de rating. Al mismo tiempo, se puede calcular la estructura temporal de los spreads o curva de di-
ferenciales de crédito como la diferencia entre la estructura temporal de la clase de ratingy la ETTI
libre de riesgo.

369



Dado que las companias de seguros invierten una parte muy importante de sus
recursos en renta fija, estdn sometidas a riesgo de spread. Este riesgo es parti-
cularmente relevante en el caso de las companias de seguros generales espa-
nolas, ya que segun los datos estadisticos aportados por ICEA en 2008 destina-
ban directamente un 46,6 por ciento de su cartera a la inversion en activos de
renta fija, fundamentalmente del area euro.

El riesgo de spread en el modelo estandar de QIS5

El riesgo de spread recoge el cambio en el valor de los activos netos'® debido a
movimientos de la curva de rendimientos respecto a la estructura temporal libre
de riesgo. Para su consideracion se deben tener en cuenta variaciones en la
volatilidad y en el nivel. La carga de capital para los riesgos de spread se deter-
mina para los siguientes cuatro tipos de activos:

e Bonos
e Préstamos hipotecarios
e Elriesgo de spread es aplicable a los productos estructurados de crédito

e Ademas el riesgo de spread también cubre derivados de crédito (CDS, Total
return swaps o CLNs])

En este trabajo nos centramos exclusivamente en los spreads de los bonos cor-
porativos. En QIS4 las companias europeas informaron que mas del 94% de la
inversion se realizaba en bonos calificados en el intervalo AAA-BBB, siendo ade-
mas mayores las duraciones en las clases de mayor rating. La calibracion en el
ltimo estudio de impacto cuantitativo (QIS5) se ha realizado a partir de los datos
mensuales de los indices para bonos corporativos de Merill Lynch para el perio-
do febrero 1999-febrero 2010. Dicho analisis se ha realizado de forma desglosa-
da, en funcion del vencimiento de los activos, obteniendo de este modo un factor

187 |os activos asignados a pélizas en los que los beneficiarios carguen con los riesgos de inversién
estan excluidos del riesgo de spread, siempre y cuando estas pélizas no tengan opciones implicitas
o garantias.
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de stress que varia en funcion del rating y de su vencimiento. No obstante, en la
formula estandar definitiva no se han considerado variaciones diferentes para
cada bono en funcién de la duracién. Las necesidades individuales de capital por
riesgo de spread para los titulos de renta fija (Mkt...q) se calculan como el pro-
ducto del valor de mercado de cada titulo (¥M;) por una funcién de su duraciéon
modificada del titulo (m(dur; ))'° y por un factor que depende del rating de ese
titulo F(rating; ):

Mktd eaa = Z VM; - m(dury) - F(rating;)
7

Se establece un limite inferior y superior a la duracion modificada en funcidn del
rating, de modo que se reduce la variacidon maxima, ya que al asumir una rela-
cion lineal se estaria sobreestimado el riesgo y, consecuentemente, el nivel de
capital necesario. Dicho factor se ha estimado de manera consistente con un
VaR empirico al 99,5% y sus valores se determinan a partir de la tabla inferior. A
modo de ejemplo para un bono AAA con una duracién de 10 anos, se asumiria

una pérdida de valor del 9%.

Rating; F(Rating;) Duracion maxima
AAA 0,9% 1 36
AA 1,1% 1 29
A 1,4% 1 23
BBB 2,5% 1 13
BB 4,5% 1 10
B o inferior 7,5% 1 8
Sin rating 3,0% 1 12

Asimismo, se incluye un tratamiento especial de dicho riesgo para las cédulas
hipotecarias, los bonos garantizados (covered bonds) asi como para los bonos
emitidos por gobiernosy bancos centrales. En relacidn a los primeros, si el bono
tiene una calificacion AAA se aplicara un factor de riesgo de 0,6% y el cap de la
duracidon modificada sera de 53 anos. No se establece requisito de capital en el
sub-maddulo de spread a las emisiones realizadas o garantizadas por un gobierno

190 Se establece un limite inferior y superior a la duracién modificada en funcién del rating, de modo
que se reduce la variacion maxima, ya que al asumir una relacion lineal se estaria sobreestimado
el riesgo y, consecuentemente, el nivel de capital necesario.
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nacional de un Estado del EEE (Espacio Econdémico Europeo), emitidos en la mo-
neda del gobierno, o emitidos por un banco de desarrollo multilateral de los ci-
tados en el anexo VI, parte 1, nUmero 4, de la Directiva sobre requisitos de capi-
tal (2006/48/CE) o expedido por una organizacidn internacional de las que
figuran en el anexo VI, parte 1, nimero 5 de la citada Directiva o emitidos por el
Banco Central Europeo. Por otra parte, las inversiones en bonos emitidos por
gobiernosy bancos centrales, distintos a los citados anteriormente, con califica-
ciones AAAy AA no requieren ninguna carga de capital, pero si el resto de califi-
caciones a la cudles se les aplicaran factores ligeramente inferiores a los bonos
corporativos de igual calificacion.

Revision tedrica

La literatura sobre la modelizacion de los spreads de crédito abarca tres ambitos
diferentes. Por un lado, existen numerosos estudios tedricos que centran su obje-
to de estudio en la determinacion de los spreads de crédito y que se clasifican
dentro de dos enfoques denominados modelos estructurales y los modelos en
forma reducida. Los modelos estructurales (structural models'') comienzan con
el trabajo de Merton (1974) y continGan con Black y Cox (1976), y Longstaff y
Schwartz (1995a) entre otros. Asumen que el valor de una empresa sigue un pro-
ceso estocastico, y el incumplimiento o default ocurre cuando dicho valor es me-
nor que el valor de la deuda emitida o cuando cae por debajo de un limite especificado.
Los modelos en forma reducida (reduced-form models'”?) como los propuestos
en Jarrow y Turnbull (1995), Jarrow et &l. (1997), Duffie y Kan (1996) y Duffie y
Singleton (1999]) describen el evento de crédito de forma separada al valor de la
compania (exgenamente). Los modelos estructurales tienen la ventaja de que
vinculan el impago de una compafia con variables especificas a ésta (valor de
los activos, valor de la deuda, etc.). Sin embargo, han sido criticados porque de ellos
se obtienen spreads de crédito menores que los observados en el mercado. Por
otro lado, los spreads resultantes de los modelos en forma reducida se ajustan
mejor a los spreads observados en el mercado.

191 También conocidos como diffusion-based models, asset-pricing models, firm-value based mod-
els o option pricing models.

192 Estos modelos también son conocidos como intensity models.
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En segundo lugar, se encuentran los estudios que han analizado los factores de-
terminantes de los spreads de crédito. Se incluyen dentro de los mismos, los tra-
bajos de Delianedis y Geske (2001), quienes estudian los factores que determinan
los spreads de las empresas estadounidenses en el periodo 1991-1998. De su
trabajo se obtiene que los spreads de crédito estan afectados por la fiscalidad, la
liquidez, la tasa de recuperacion y la volatilidad, asi como de factores de mercado.
Eso significa que la tasa de recuperacion y la probabilidad de default explican sélo
parcialmente los spreads de crédito. Por su parte, Brown (2001) incluye en su
analisis factores como el rendimiento de los bonos del Tesoro, la confianza del
consumidor, un indice de mercado y la liquidez. Dicho estudio incorpora informa-
cion relativa a bonos corporativos estadounidenses en el periodo 1984-1999 y con-
cluye que un 30% de las variaciones vienen explicadas por dichos factores. Una
conclusion relevante de este trabajo es que una proporcion considerable de la
volatilidad de los spreads de crédito es debida a componentes no relacionados con
el default. Por su parte, Nerin et al. (2002] estudiaron los componentes del riesgo
de crédito de los derivados de crédito y de los bonos corporativos norteamerica-
nos en el periodo 1998-2000. De su trabajo se deduce que los ratings de crédito,
el nivel y la pendiente de la curva de rendimientos, los precios de las acciones, la
volatilidad del valor de la empresa, los rendimientos de los indices y otros factores
de mercado explicaban en aproximadamente un 60% los cambios en los spreads,
siendo el mercado de acciones el factor principal, puesto que explicaba practica-
mente el 50%. Bansal et al. (2004) incorporaron un modelo de cambio de régimen
de la estructura temporal basado en Hamilton (1989) y aplicado al rendimiento
mensual del bono del Tesoro americano en el periodo 1964-2002. De su trabajo se
desprende que su modelo puede justificar las dinamicas de transicién de los ren-
dimientos del Tesoro y encuentra un vinculo entre los ciclos econdmicos y los re-
gimenes. También Davies (2004) analiza a través de un modelo de cambio de régi-
men los determinantes de los spreads de crédito para los ratings comprendidos
entre AAA y BAA (Moody s). En este trabajo, el tipo de interés libre de riesgo, el
rendimiento de las acciones, la pendiente de la curva de rendimientos y la produc-
cién industrial son factores explicativos de los spreads a corto plazo. Clarida et al.
(2006) evallan la aplicacion de un modelo de Markov asimétrico multivariante a la
serie semanal de los tipos del euro para los bonos alemanes, japoneses y nor-
teamericanos para el periodo 1982-2000. Los autores encuentran evidencia de no
linealidad en las estructuras temporales y como los regimenes se asocian a los
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ciclos econémicos y la inflacién. Finalmente, Gabrielsen (2010) incorpora dos va-
riables macroeconémicas nuevas no consideradas en estudios previos: inflaciony
un indice sobre commodities. De su trabajo se deduce que sélo la inflaciéon es re-
levante y que los determinantes de los spreads son relevantes en momentos de
elevada volatilidad.

En tercer lugar se encuentran los trabajos que han analizado la dindmica de los
spreads, es decir, el comportamiento de las series temporales. El primer traba-
jo que considera la volatilidad variante en el tiempo fue realizado por Weiss
(1984), quien analiza los rendimientos de los bonos corporativos AAA a través
del uso de un modelo ARCH. En esta linea, Pedrosa y Roll (1998) emplean los
indices de spreads diarios con datos proporcionados por Bloomberg para bonos
norteamericanos corporativos con grado de inversion entre octubre de 1995y
marzo de 1997. Estos autores modelizan el comportamiento leptocurtico de los
cambios logaritmicos en los spreads a través de una mixtura de distribuciones
normales y encuentran un alto nivel de persistencia en la volatilidad. Por su
parte, Prigent et al. (2001) emplean los datos de los niveles de spreads agrega-
dos de crédito de Moody’s con observaciones diarias entre enero de 1986 a mar-
zo de 2000 (3.561 observaciones) para estimar los parametros de los modelos de
tipos de interés recogidos en Chan et al. (1992) y un modelo de un proceso
de Ornstein-Uhlenbeck con saltos simétricos'?. Posteriormente, Bierens et al.
(2005) emplean un modelo autorregresivo con variables dependientes, hetero-
cedasticidad condicional y saltos [ARX(1])-ARCH(1)-Jump model) para modelizar
las variaciones logaritmicas diarias de los spreads estadounidenses en el perio-
do, diciembre de 1996 y agosto de 2002. Ademas, Batchelor y Manzoni (2006)
investigan el impacto de las revisiones de rating en la volatilidad de los spreads
de los eurobonos, encontrando asimetria en la respuesta de las volatilidades de
los spreads a los cambios en los ratings. No obstante, se ha realizado muy poca
investigacion respecto al comportamiento dindmico de los momentos de orden
superior (volatilidad, asimetria y curtosis). En este sentido, los trabajos de Bond
(2000), Burns (2002), Angelidis et al. (2004) y Wilhelmsson (2009) muestran que
los modelos GARCH proporcionan estimaciones mucho mas adecuadas, respecto

1% Encuentran que para el spread Aaa el modelo de tipo CKLS que mejor se ajusta es el de Vasicek
(1977), mientras que para el spread Baa es Brennany Schwartz (1980). También encuentran eviden-
cia empirica para el modelo con saltos.
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a aquellos que sélo tienen en cuenta especificaciones de segundos momentos.
En particular, Bond (2000) muestra como las distribuciones no normales asimé-
tricas (distribucion t asimétrica de Hansen) proporcionan mejores predicciones
que aquellas basadas en distribuciones normales. Ademas, Angelidis et al.
(2004) indican que el proceso de la media no es relevante y que las distribucio-
nes leptoclrticas proporcionan mejores estimaciones de VaR. Esto es debido a
que captan mejor los movimientos extremos y las colas gruesas. Asimismo,
Wilhelmsson (2009) propone una distribucién normal inversa que permite que
sus parametros varien con el tiempo y mejora la estimacion del VaR. Finalmente,
Gabrielsen (2010) analiza el desempefio de diversos modelos para predecir la
volatilidad de los spreads de bonos europeos. Su trabajo muestra que el ARCH-
SK es el modelo que genera la mejor volatilidad a 1 dia, mientras que el GJR-
GARCH es mejor para la volatilidad a 5 dias. Las pruebas de backtesting realiza-
das mediante el método de Christoffersen (1998) muestran que no existe un
modelo adecuado para todos los horizontes temporales.

4.4.2. Analisis empirico, backtesting y simulacion

Dado que nuestro trabajo propone alternativas para la modelizacién de los
spreads es necesario realizar un andlisis de la serie historica de los mismos. En
la tabla inferior se muestran las estadisticas resumen de las series mensuales
de spreads para las categorias de rating AAA, AA, Ay BBB durante el periodo
temporal, febrero de 2000 a diciembre de 2010, del indice Corporates and
Banking elaborado por Merrill Lynch (MSCI Eurocredit Corporate Spreads). El
grafico muestra la evolucion temporal de las cuatro series analizadas en puntos
basicos y en variaciones logaritmicas.
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‘ Spreads en niveles ‘ Variaciones logaritmicas

AAA AA A BBB AAA AA A BBB
Media 37,42 | 79,60 | 163,45 | 395,46 0,006 | 0,009 | 0,010 0,010
Mediana 29,00 | 49,00 | 85,00 | 216,00 0,000 | 0,000 | 0,000 0,002
Méximo 115,00 | 327,00 | 834,00 |2.702,00 0,383 | 0,397 | 0,385 | 0,415
Minimo 12,00 | 22,00 | 40,00 70,00 | -0,223 | -0,319 | -0,299 | -0,377

Desviacion 24,84 68,94 | 177,55 491,48 0,105 0,103 0,110 0,145
Estandar

Asimetria 1,16 1,80 2,30 2,61 0,731 0,867 | 0,894 0,126
Curtosis 3,61 5,87 8,12 10,21 4,160 | 5,677 | 5114 3,656
Jarque Bera | 32,65 | 120,68 | 270,29 386,31 | 19,743 | 57,661 | 43,437 2,386
Probabilidad 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,30

2,800

2,400 -

2,000 |

1,600

1,200

800 -

400 -

0 T T Y T T -4 T T T T T
25 50 75 100 125 25 50 75 100 125

—A AA —— AAA —— BBB | ——RA —— RAA —— RAAA —— RBBB

Al analizar los niveles de los spreads de crédito entre categorias de ratings aprecia-
mos que tanto la media como la desviacidn tipica aumenta a medida que empeora
la calificacion crediticia. Dado que el spread de crédito de un bono compensa a su
poseedor por la pérdida esperada, de forma que a peor categoria de rating (indica-
dor del riesgo de crédito) mayor sera el spread requerido. Ademas se observa como
la volatilidad de los spreads aumenta para los bonos peor calificados, resultado que
es consistente con la evidencia empirica mostrada en Duffee (1998]), lo que indica
una mayor heterogeneidad dentro de esas categorias, es decir, no todos los bonos
dentro de una misma categoria tienen el mismo riesgo de spread. Esta caracteris-
tica también es encontrada en la serie analizada en Longstaff y Schwartz (1995a)'%.

1% |os autores calculan los spreads mensuales para el periodo Abril 1977 a Diciembre 1992 (190
observaciones) para distintas calificaciones crediticias de tres industrias distintas (sector indus-
trial, sector ferrocarril y utilities) empleando la fuente Moody'’s.
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La ausencia de normalidad de los spreads se verifica a través del test de Jarque
Bera para todas las categorias de rating. Para cada una de las series de la
muestra la hipdtesis nula de normalidad se rechaza al 1%, salvo en el caso de
los rendimientos logaritmicos de la serie triple B. Al analizar las variaciones
logaritmicas de los spreads entre las distintas categorias de rating, los coefi-
cientes de asimetria y curtosis difieren de los de una distribucion normaly por
tanto se rechaza la hipotesis de que los spreads estén distribuidos lognormal-
mente, con excepcion del triple B. Ademas, como se muestra en el grafico ante-
rior, los rendimientos presentan agrupamientos de volatilidad. Por este motivo
es importante determinar qué modelo se ajusta mejor al comportamiento de la
varianza a lo largo del tiempo. El estadistico Q asociado a las variaciones loga-
ritmicas en los spreads muestra estructura de dependencia tanto en las varia-
ciones como en sus cuadrados en las series AAy A, mientras que en las series
AAA 'y BBB, la dependencia es sdlo en la serie de variaciones. Esto puede impli-
car que el modelo adecuado para representar una categoria de rating sea espe-
cifico para cada serie.

j ‘ Rendimientos Spread ‘ Rendimientos Spread al cuadrado
AAA Q(j) Prob. Qlj) Prob.
1 0,2625 0,608 0,1799 0,671
3 7,9402 0,047 0,7833 0,853
6 13,627 0,034 0,8838 0,990
9 17,344 0,044 2,2016 0,988
12 19,676 0,073 2,6907 0,997
AA Qlj) Prob. alj) Prob.
1 8,4612 0,004 3,4991 0,061
3 15,789 0,001 4,6579 0,199
6 19,295 0,004 6,9716 0,323
9 26,189 0,002 12,657 0,179
12 28,104 0,005 17,302 0,139
A Qlj) Prob. alj) Prob.
1 15,693 0,0000 7,5598 0,006
3 26,022 0,0000 12,787 0,005
6 30,561 0,0000 14,592 0,024
9 35,769 0,0000 15,076 0,089
12 37,679 0,0000 18,467 0,102
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j ‘ Rendimientos Spread ‘ Rendimientos Spread al cuadrado

BBB Qafj). Prob. Qafj). Prob.
1 9,4606 0,002 0,0143 0,905

3 14,037 0,003 4,4882 0,213

6 20,47 0,002 7,8572 0,249

9 24,668 0,003 13,365 0,147
12 26,304 0,001 14,325 0,280

Desde un punto de vista tedrico, se asume que los spreads de crédito presentan
reversion a la media a largo plazo debido a que dependen del entorno econdmi-
co. Durante los periodos de desaceleracidon econdmica los spreads de crédito
tienden a aumentar, mientras que en los periodos de crecimiento se reducen'?.
A continuacién vamos a investigar si la serie analizada muestra reversion a la
media en el periodo temporal analizado'?. Para ello realizamos la siguiente re-
gresion de los cambios en los spreads ante su nivel'”’:

ASpy1 = Ser1 — St =a+bSe + €r4q

Donde S, es el valor del spread en el periodo anterior, a es la constante o térmi-
no de intercepcion, b es el coeficiente de pendientey ¢, , ;, es el error de la regre-
sion. Para que exista reversion a la media, el coeficiente » debe ser negativo,
ademas el valor de -b indica la tasa o velocidad a la que el spread de crédito re-
vierte a su media a largo plazo, siendo esta ultima -a/b. Los resultados de la
estimacidon de la regresion para cada una de las categorias de rating se mues-
tran en la tabla inferior.

195 Arak y Corcoran (1996) encuentran evidencia empirica de que los spreads de crédito estan ne-
gativamente correlacionados con la actividad econdémica y con su tendencia. De esta forma los
spreads tienden a reducirse en las situaciones en las que la actividad econdmica es elevada o esta
expandiéndose.

1% Los spreads de crédito recogen el riesgo de crédito y la prima por liquidez. Los cambios en el
riesgo de crédito fluctdian con los cambios en las variables econdomicas reales como los ciclos econd-
micos y son duraderos a largo plazo, mientras que los cambios en la prima por liquidez dependen de
los sentimientos del mercado siendo mas volatiles y su duracion se mide en meses. Por eso es razo-
nable pensar que la velocidad de reversion a la media del componente de liquidez es mayor que el de
crédito. De esta forma si analizamos una serie temporal larga, dado que los bonos con mejor calidad
crediticia tienen un mayor componente de liquidez en sus spreads, es de esperar intuitivamente que
reviertan a su media a largo plazo antes que aquellos con peor calificacién (Prigent et &l. 2001).

197 Longstaffy Schwartz (1995b) encuentran reversién a la media en las variaciones logaritmicas de
los spreads de crédito, por lo que proponen un proceso Ornstein-Uhlenbeck para su modelizacion.
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. Estadistica T Estadistica T Velocidad de Media
Rating a b s ,

‘ ‘ (p-valor) ‘ ‘ (p-valor) reversion (-b) (-a/b)
0,6929 12,0458

AAA 0,0062 -1,0434 1,0434 0,0060
(0,4896) (0,000)
0,0073 -8,9318

AA 0,0073 -0,7521 0,7521 0,0097
(0,4019) (0,0000)
0,035 -8,1236

A 0,0063 -0,6636 0,6635 0,0095
(0,4829) (0,000)
-0,4834 7,8780

BBB -0,0062 0,7130 -0,7129 0,0088
(0,6297) (0,000)

Los resultados obtenidos reflejan dos hechos importantes. Primero, que los
coeficientes b de las regresion son muy significativos'?® para las series analiza-
dasy, segundo, que los coeficientes de pendiente de las regresiones son nega-
tivos excepto en el caso de la categoria BBB. Ademas, los coeficientes de deter-
minacion toman valores elevados, lo que significa que el efecto de reversion es
relevante en tres de las series evaluadas durante el periodo de analisis.

Modelos considerados

La tabla inferior muestra las especificaciones de los modelos que hemos consi-
derado para modelizar el riesgo de spread. En particular, hemos considerado el
modelo de tipos de interés de un factor propuesto por Cox et 4l. (1985), el mode-
lo normal, los modelos GARCH y EGARCH, asi como sus variantes Markov
Switching. Por tanto, intentamos evaluar la adecuacién de los modelos que se
exponen para modelizar el riesgo de spread a largo plazo, asi como el efecto que
tiene la incorporacion de cambios de régimen'. A continuacion explicaremos
brevemente el modelo de Cox et 4l. (1985), dado que los anteriores ya han sido
explicados anteriormente.

198 Si el p-valor asociado al estadistico T es mayor al nivel de significacion (normalmente 0,05) se
rechaza que el parametro asociado es significativo en la regresion.

199 Por otra parte, dado que hemos observado autocorrelacion de orden 1 en algunas series de
rendimientos logaritmicos, hemos intentado incorporar un modelo AR(1]) en la ecuacién de la media
para lograr un mejor ajuste. Sin embargo, dado que en los modelos mas complejos el proceso ite-
rativo de optimizacion de la funcion de verosimilitud no convergia hemos decidido eliminarlos para
mantener la exposicion mas sencilla.
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El modelo de Cox et al. (1985), CIR (1985), CIR-SR o “proceso de la raiz cuadra-
da” relaciona la volatilidad de los spreads con la raiz cuadrada de su nivel ac-
tual. Es decir la restriccidon que se impone en la formula general de Chan et al.
(1992) es que y = 1/2 por lo que se obtiene:

ds; = k(u —s.)dt + a\/s—tdzt

Donde ds, es el cambio continuo en el nivel actual de los spreads, k es la veloci-
dad de reversion a la media de los spreads a corto plazo, u es es el tipo al cual
revierten los spreads a corto plazo, o es la volatilidad (desviacion estandar) de
los spreads a cortoy Z,~ N (0;1). La anterior ecuacién la podemos transformar
haciendo x=-Byu =% en ds; = —B (_%—St) dt + 0./sdz, por lo que finalmente ob-
tendriamos que ds, =(a + Bs,)dt + 0,/s,dz,. Una ventaja del modelo CIR (1985] es
que los spreads no pueden ser la negativos y que relaciona la volatilidad condi-
cional con el nivel de los spreads.

Estimacion y seleccion de modelos

En este apartado presentamos los resultados de estimar los modelos a partir
de las series analizadas y realizamos una comparacion utilizando métodos de
backtesting y diferentes criterios estadisticos. En el cuadro inferior mostramos
los parametros resultantes de la estimacion mediante los procedimientos de
minimos cuadrados y maxima verosimilitud. El modelo de dos regimenes
(RSLN2] proporciona un régimen mas estable con rendimientos esperados ne-
gativos y uno mas volatil con esperanza positiva. La elevada significatividad de
los parametros de la ecuacidn para la varianza de los modelos GARCH es con-
sistente con la persistencia de volatilidad de los datos empiricos. Como puede
verse, la estimacion de los modelos de cambio de régimen implica un gran nu-
mero de parametros y, por tanto, una mayor complejidad de estimacion. De he-
cho, el modelo RS-GARCH de cambio de régimen no ha podido ser estimado
debido a que el algoritmo presentd problemas de convergencia o bien no fue
posible de encontrar una solucién robusta con parametros consistentes.
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| A AA A BBB
) 0,0062 0,0094 0,0098 0,0100
NORMAL
o 0,0105 0,1030 0,1102 0,1450
o -0,0025 -0,0044 0,0001 -0,0025
CIR p -0,0098 -0,0116 1,8547 -0,1245
o 0,0070 0,0116 0,0150 0,0359
) 0,0040 0,0021 0,0046 0,0051
AR(1)-Garch AR(1) -0,0760 0,1838 0,3429 0,2892
w 0,0001 0,0002 0,0006 0,0022
(.1 o, -0,0542 0,0770 0,1292 0,0579
b 1,0574 0,9175 0,8198 0,8302
i 0,0031 -0,0023 0,0044 -0,0026
AR(1) -0,1155 0,3633 0,3272 0,1918
AR(1])- 9} -7,6799 -5,4028 -0,4953 -8,0781
EGARCH(1,1) Vi 0,0414 1,2097 0,2479 0,1435
0 0,2253 0,0689 0,0721 0,3021
B -0,6791 0,0491 0,9338 -0,9223
E{;:;} 0,96232/0,1546 | 0,81369/0,9489 | 0,78197/0,9155 | 0,91525/0,8519
Régimen 1 Régimen 1 Régimen 1: Régimen 1
RSLNZ s/ | -0,0064/0,0867 | 0,06769/0,16996 | 0,00574/0,16966 | 0,03401/0,17022
. Régimen 2 Régimen 2 Régimen 2 Régimen 2
i/ 0, | 0,28853/0,0535 | -0,0062/0,0666 | -0.0090/0,0649 | -0,0286/0,0730
E{;:;} 0,00002/1,0000 | 0,98752/0,99154 | 0,39609/1,0000 sgmg
Régimen 1 Régimen 1 Régimen 1 Régimen 1
1y - 0,0275 -0,0036 -1,0366 Nd
w,; 0,8812 0,0879 837,2630 Nd
0 -0,0320 -0,1725 -0,2449 Nd
RS-GARCH B 0,6222 0,9572 0,6690 Nd
Régimen 2 Régimen 2 Régimen 2 Régimen 2
1 0,0052 - 0,0033 0,0051 Nd
W, 0,0107 0,0036 0,0677 Nd
a;, 0,0320 0,0834 0,1918 Nd
Bz -0,6222 0,4511 0,5647 Nd
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Tras la estimacion de los modelos, hemos comprobado si los residuos superan
el test de normalidad. En el caso de que los residuos no sean normales, el ajus-
te del modelo puede no ser adecuado puesto que indicaria que hay valores ex-
tremos que no captura convenientemente. Los residuos empleados para los mo-
delos de cambio de régimen son los residuos ponderados. EL cumplimiento de la
normalidad se ha realizado mediante el test de Jarque-Bera. La tabla inferior
muestra como solo los modelos RSLN2 superan el test de normalidad al 99% de
confianza para la totalidad de las series. No obstante, los modelos E-garch su-
peran el test para las series BBB y AA, mientras que el modelo Garch lo hace para
la AAA y BBB. Finalmente, la serie BBB también supera el test de normalidad
para el modelo normal. No ocurre lo mismo con el modelo CIR, que resulta cla-
ramente inadecuado para captar el riesgo de las colas.

Modelo JAVAVAY AA A BBB
19,74 57,66 43,43 2,38
Normal
(0,0001) (0,0000) (0,0000) (0,3033)
CIR 194,68 420,53 276,87 157,13
(0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)
3,98 26,75 26,69 4,33
AR(1) Garch(1, 1)
(0,1365) (0,0002) (0,0000) (0,1146)
9,71 6,52 22,22 1,66
AR(1) Egarch(1, 1)
(0,0077) (0,0382) (0,0001) (0,4348)
0,99 3,01 2,92 2,06
RSLN2
(0,608) (0,221) (0,232) (0,356)
20,11 0,52 53,35
RS-Garchl(1, 1) -
(0,0000) (0,77) (0,000)

Nota: Se muestra el valor del estadistico JB y entre paréntesis el p-valor asociado.

A continuacion analizaremos si los residuos y sus cuadrados estan correlacio-
nados a través de la Q de Ljung y Box (1979]). En la tabla inferior mostramos los
p-valores asociados, asi como el estadistico de los residuos y sus cuadrados.
Nuevamente, con excepcion del modelo normal y del RSLN, los residuos y sus
cuadrados no presentan autocorrelacion.
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AR(1)

NORMAL ‘ CIR ‘ AR(1)-GARCH ‘ E_GARCH ‘ RSLN2
RES | RES2 | RES | RES2 | RES | RES2 | RES | RES2 | RES | RES2
AAA
1 | 0608|0738 | 0533 | 0545 | - - - - | 0117 | 0,878
3 | 0047 | 0,883 | 0,014 | 0,234 | 0,024 | 0,75 | 0,012 | 0,805 | 0,061 | 0,424
6 | 003 | 0992 | 0,018 | 0,358 | 0,016 | 0,955 | 0,017 | 0,986 | 0,048 | 0,168
9 | 0044 | 0986 | 0,011 | 0,402 | 0,025 | 0,811 | 0,021 | 0,972 | 0,066 | 0,093
12 | 0,073 | 0,996 | 0,018 | 0,402 | 0,050 | 0,932 | 0,034 | 0,993 | 0,140 | 0,049
AA
1 | 0,004 | 0,095 | 0000|0013 [ - - - - | 0,208 | 0,994
3 | 0001 | 0283 | 0000|0080 | 0,119 | 0,175 | 0,156 | 0,497 | 0,083 | 0,864
6 | 0004 | 0382 | 0,002 | 0,130 | 0,227 | 0,319 | 0,161 | 0,741 | 0,156 | 0,942
9 | 0002 | 014 | 0000|0002 | 0345 | 0,382 | 0,268 | 0,688 | 0,167 | 0,709
12 | 0,005 | 0,087 | 0,000 | 0,000 | 0,506 | 0,574 | 0,390 | 0,083 | 0,258 | 0,867
A
1 | 0,000 | 0,009 | 0,000 | 0,000 [ - - - - | 0011 | 0,802
3 | 0,000 | 0,006 | 0,000 | 0,000 | 0,476 | 0,668 | 0,384 | 0,803 | 0,009 | 0,384
6 | 0,000 | 0,027 | 0,000 | 0,000 | 0,816 | 0,590 | 0,744 | 0,675 | 0,0024 | 0,266
9 | 0,000 | 0,089 | 0,000 | 0,000 | 0,712 | 0,790 | 0,653 | 0,852 | 0,0280 | 0,491
12| 0,000 | 0,079 | 0,000 | 0,000 | 0,875 | 0,756 | 0,832 | 0,732 | 0,083 | 0,396
BBB
1 | 000208120000 0000 | - - - - | 0,004 | 0,411
3 | 0003|0188 | 0,000 | 0,000 | 0,353 | 0,401 | 0,210 | 0,818 | 0,006 | 0,148
6 | 0002|0175 | 0,001 | 0,001 | 0,037 | 0,624 | 0,135 | 0,880 | 0,001 | 0,099
9 | 0003 | 0,099 | 0,000 | 0,000 | 0,031 | 0,298 | 0,117 | 0,622 | 0,002 | 0,119
12 | 0,010 | 0,214 | 0,001 | 0,001 | 0,051 | 0,448 | 0,214 | 0,537 | 0,003 | 0,222

Los modelos que hemos revisado en las secciones anteriores estan disefados
para analizar el riesgo de spread en el que incurre el asegurador a través del
calculo del Value at Risk (VaR). Una forma alternativa de validacion de los mode-
los consiste en la aplicacion de pruebas de backtestingy asi evaluar el nUmero
de veces que las pérdidas han superado el VaR durante el periodo analizado. Los
test que se han empleado son el test de Kupiec (1995) y de Christoffersen (1998].
A diferencia de lo que es habitual para modelos aplicables a series de alta fre-
cuencia, para evaluar el riesgo a largo plazo no se dispone de datos suficientes
para poder estimar los modelos y, posteriormente, aplicar el backtesting a un
periodo posterior. Por este motivo, se analizan los modelos sobre la misma serie
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sobre la que se han estimado y sin efectuar una nueva modificacién en la esti-
macion de los parametros de los mismos. Si un modelo supera los test, enten-
demos que tiene un nimero de fallos adecuado en un periodo suficientemente
amplio que permite asumir que es adecuado para medir el riesgo. En el caso
particular de las series analizadas, no se reportan valores para el test de inde-
pendencia de Christoffersen porque no han existido violaciones consecutivas, lo
que implica que todos los modelos pasan el test en cuestion.

El andlisis del test de Kupiec revela que sdlo los modelos RSLN2 superan el test
para todas las categorias de spread. El resto de modelos no lo superan por pre-
sentar un niumero de fallos superior al permitido, salvo en la serie de BBB, donde
todos superan el test. Esto indica que los modelos de mejor ajuste dependen de
los datos utilizados, por lo cual la seleccion de los mismos debe realizarse de
forma especifica. No obstante, el RSLN2 es el Unico modelo que supera el back-
testing y, al igual que sucede para otras series financieras, vuelve a ser un buen
candidato para construir modelos internos para medir el riesgo de spread ya que
muestra un buen equilibrio entre simplicidad y ajuste. No obstante, en las series
analizadas la inclusién de un modelo autorregresivo podria ayudar a lograr un
mejor ajuste y eliminar los problemas detectados de autocorrelacion?®,

| NORMAL | AR(1)-GARCHI1,1) | AR(1)-EGARCH(1,1)|  RSLN2
AAA
FALLOS 3 3 3 0
POF (99.,5%) 0,0372 0,0372 0,0372 0,2042
AA
FALLOS 5 5 4 0
POF (99.5%) 0,0006 0,0006 0,0053 0,2042
A
FALLOS 4 4 4 0
POF (99.5%) 0,0056 0,0056 0,0056 0,2042
BBB
FALLOS 2 2 1 0
POF (99.,5%) 0,1422 0,1422 0,6113 0,2226

Nota: Para los modelos con 0 fallos se muestra el p-valor asociado al Z-test.

20 Es decir, un modelo de cambio de régimen donde las rentabilidades de cada régimen estuvieran
normalmente distribuidas y tuvieran un componente AR(1).

384



Evaluacion del comportamiento de los modelos

En este apartado realizaremos el andlisis de los resultados de los spreads pro-
yectados para cada rating por los modelos RSLN ajustados, comparandolos con
los resultantes de aplicar la distribucion anual empirica. Para ello se ha em-
pleado 50.000 simulaciones de tipo Latino-Hipercubico?®' para los rendimientos
logaritmicos de cada uno de los 12 meses simulados. Posteriormente se acu-
mulan dichos rendimientos y a partir del Gltimo valor histérico de cada categoria
de spread, simulamos los niveles de spreads proyectados a un ano. Estos valo-
res se compararan con los que resultarian de aplicar los escenarios anuales
histéricos.

En la tabla inferior se muestran la estadisticas resumen de los valores proyecta-
dos mediante la distribucién anual empirica y los modelos RSLN ajustados. Las
principales estadisticas (media y distintos percentiles) de la distribucién empirica
de rendimientos anuales aritméticos de los spreads ha sido calculada como acu-
mulacién de los rendimientos mensuales de cada serie (AAA, AA, Ay BBB). Estos
datos nos proporcionan informacion acerca de las variaciones que han experi-
mentado histéricamente los spreads empleando una ventana mévil de 12 meses.
Por ejemplo, la variacion medio anual de los spreads AAA a lo largo de la muestra
analizada ascendié a un incremento del 15,43%. En segundo término, se mues-
tran las estadisticas de los valores de spreads proyectados a 1 ano, aplicando las
anteriores variaciones empiricas a los Ultimos niveles de spread histdricos. Estos
datos nos proporcionan informacidn acerca de cuales serian los niveles de spreads
a un ano si se aplican los rendimientos empiricos observados en el pasado. A
modo de ejemplo, dado que el peor escenario anual empirico para el rating AAA
ha sido una subida anual del 231,25%, si aplicdsemos este escenario de estrés al
ultimo dato muestral resultaria un spread del 2,62% sobre el tipo libre de riesgo.
En tercer lugar, se muestran las estadisticas de los spreads simulados me-
diante los modelos de cambio de régimen de Markov estimados anteriormente.
Finalmente, las Ultimas cuatro columnas muestran informacion de las diferencias

21 El método de simulacién Latino Hibercubico (LHS) es un método de recogida de muestras por
estratificacion. Permite recrear una distribucion con una mayor precision para un mismo nimero
de iteraciones que el método de Monte Carlo comun, en el que las muestras son seleccionadas de
forma completamente aleatoria.
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porcentuales entre los niveles simulados por los modelos y aquellos proyectados
por la distribucion anual empirica. Se observa como en general los modelos simu-
lados generan niveles de spreads a un afo cuyos valores maximos sobrepasan
aquellos que resultan de aplicarsele el peor escenario histdrico de subida y valo-
res minimos que resultan inferiores a los que implicarian los mejores escenarios
histéricos de bajada. En la proyeccion de los percentiles centrales se observa me-
nor variabilidad que los resultantes de los percentiles mas extremos. Los niveles
de spreads simulados mediante el modelo RSLN2 no revierten a la media, lo que
provoca que en los escenarios de subida generen niveles poco realistas. Las op-
ciones para resolver este problema seria emplear datos de menor frecuencia para
aumentar el nUmero de observaciones y ademas modelizar la media condicional
ya que se aprecia términos autorregresivos en la media. Como futuras lineas de
investigacion se podrian ajustar los anteriores modelos a datos semanales o dia-
rios, lo que aumentaria notablemente el tamano de la muestra y permitiria el
ajuste de modelos con elevado nimero de parametros (modelos RSGARCH vy
RSLN con efectos autorregresivos en media). Ademas, también seria posible el
ajuste a nuevos modelos entre los que destacamos el GARCH-SK, que es un mo-
delo tipo GARCH en el que ademas de estimar la varianza condicional también se
estima la asimetria y curtosis condicional [véase por ejemplo Gabrielsen (2010) y
las referencias alli citadas]. Formalmente las ecuaciones del modelo GARCH(1,1)-
SKI(1,1) o GARCHSKI(1,1,1,1) se escriben como:

Ty =l T &
0f = ag+ a €2, + ayoi,
se=PBo+ ﬁ177§-1 + BoSi—1
ke =vo+vini—1 + Vaki1

Donde g, representa la ecuacion condicional de la media (puede ser un modelo
ARMA, una constante u omitirse si no es necesarial, ¢, son los residuos del mo-
delo, #, los residuos estandarizados calculados como 7 = &/0;, ¢ la varianza
condicional de r, s, la simetria condicional de los residuos estandarizados y &, la
curtosis condicional de los residuos estandarizados. Sobre los parametros de la
ecuacion deben imponerse una serie de restricciones para asegurar que la va-
rianza condicional y la curtosis sean positivas, y que el proceso de la varianza,
simetria y curtosis condicional sean estacionarios.
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A continuacion estableceremos como calcular el riesgo de spread de una compa-
nia aseguradora en Solvencia Il empleando modelos internos para el caso de un
bono. El riesgo de spread de una obligacion o bono se calcula refleja el cambio en
el valor de los activos debido al movimiento de la curva de tipos de interés en re-
lacion a la curva sin riesgo. Para calcular la carga de capital resultante de un
modelo interno se debe realizar un niUmero suficiente simulaciones para todas las
categorias de spreads a través de modelos adecuados. Mediante los spreads ge-
nerados se puede analizar la repercusion sobre el precio de un bono. De este
modo, el efecto del riesgo de spread al cabo de 12 meses se estima a través de los
cambios en el precio del bono para lo que se emplea la siguiente ecuacion:

o Z”: CF,
L1+ +CSy)

Donde: P;, es el precio del bono en el mes 12, CF, es el flujo de caja del bono, r
es la tir libre de riesgo que se supone constante a lo largo del periodo analizado,
CS), es el spread simulado para una determinada categoria de rating en el mes
12. Dicho spread serd una media ponderada de los spreads de los diferentes
ratings simulados, ya que se debe tener en cuenta el efecto de las matrices de
transicion entre los diferentes ratings a 1 ano. Esta matriz indica cual es la pro-
babilidad de que un bono con una determinada calificacion pase a tener otra
calificacion dentro del periodo de temporal considerado. De esta forma, para
simular el nivel de spread de un rating en el mes 12 podemos tener que simular
todas las categorias de rating, ya que aunque exista una alta probabilidad de que
el bono no varie de calidad crediticia, también existe una probabilidad de que
existan cambios de rating (subidas o bajadas)?®?. Dado que Solvencia Il establece
que las companias que empleen un modelo interno deben establecer su carga
de capital en base al VaR (99,5%) a un afo, se calcula la pérdida maxima espe-
rada al nivel de confianza establecido como el cuantil 0,5% de la distribucion de
pérdidas y ganancias del bono o cartera de bonos analizados.

El proyecto Solvencia Il lleva a cabo una revision de las normas de valoracion de
la situacion financiera con el objetivo de mejorar el control y la medicién de los

22 Formalmente se denomina migracién de rating.
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riesgos a los que se exponen las aseguradoras europeas. Bajo este nuevo mar-
co, la determinacion de las necesidades de capital se puede calcular mediante
un modelo estandar o bien con modelos internos previamente aprobados por el
regulador. El presente trabajo orienta sobre la forma de elaborar un modelo
interno para medir el riesgo de spread desde un punto de vista tedricoy median-
te el analisis del comportamiento empirico de distintas alternativas propuestas
en la literatura. El analisis del test de Kupiec y Christoffersen revela que sélo los
modelos de cambio de régimen de Markov donde los rendimientos generados en
cada régimen se distribuyen normalmente (RSLN] superan dichos test para to-
das las categorias de spread. Posteriormente se simulan los niveles de los
spreads mediante simulacidon Latino Hiberclbica comparando los niveles de
spread con los que resultarian de aplicar la distribucién anual empirica. Se ob-
serva como en general los modelos simulados generan niveles de spreads a un
ano cuyos valores maximos sobrepasan aquellos que resultan de aplicarsele el
peor escenario histérico de subida. Ademas, se simulan valores minimos que
resultan inferiores a los que implicarian los mejores escenarios histéricos de
bajada. En la proyeccion de los percentiles centrales se observa menor discre-
pancia que los resultantes de los percentiles mas extremos. Esto podria indicar
que los modelos RSLN, que son los que mejor se ajustan a los datos histéricos
superando las pruebas de backtesting, podrian no proyectar de forma adecuada
los niveles futuros al carecer de reversién a la media y sobre ajustarse a los
datos de rendimientos extremos. Esto supone un importante reto no soélo para
las companias aseguradoras que deseen desarrollar su modelo interno sino
también a las autoridades de supervision encargadas de aprobar su uso. Futuras
investigaciones parecen necesarias para determinar los mejores modelos del
riesgo de spread empleando datos de menor frecuencia para poder ajustar com-
ponentes autorregresivos en la media condicional.
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