Transformacion de los procesos markovianos
aplicados a la econometria

por
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[ INTRODUCCION
1.1. En el trabajo de Laurence J. LAU (1) titulado “Funcions of Forms in Econo-

metric model Bulding” trata de las relaciones funcionales lineales de forma que la
variable depende y pueda expresarse en términos como la siguiente igualdad:

y, = Reefi(x) (1.1.1)
0 aun con mas generalidad
g(y) = Zoo f(x) (1.1.2)

1.2 Casos particulares de la expresién anterior son ceando
f(x,) =X, (1.2.1)

También otro caso particularmente importante es cuando hacemos
f(x)=1(x.) (1.2.2)

Hemos modificado para generalizar las transformaciones de J. Lau incluyendo los
subindices de las variables explicativas.
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Tenemos numerosos ejemplos de transformaciones logaritmicas que especialmen-
te se estudian en Econometria.

Citemos expresamente el modelo econémico de Cobb y Douglas (2) y que puede
expresarse como una funcién del capital y del trabajo:

y = AK°L? (1.2.3)

donde A, o, B son pardmetros y K y L son las variables capital y trabajo. Generalmente
o, B estdn sujetas a las restriccién lineal o+8 =1 porque asi es una funcién homogénea
de primer grado los parametros expresan las correspondientes elasticidades.

Pero la expresién anterior ha sido minuciosamente estudiada por Arraw, Minhas y
Soley (3), en 1961 propuso otra funcién mis compleja y que puede expresarse asi

y = A [(1-0)KF+BL"}# (1.2.49)
pero la expresién anterior no es linealizable

Tukey (4) fue el primero que realizé un estudio detallado de las Transformaciones
para que las variables transformadas cumplieran los objetivos de linealizar praciica-
mente el modelo y para que los errores fueren mds homoced4sticos.

Es importante estudiar el problema fundamental para que la variable transformada
persiga los siguientes objetivos:

a} La Transformacion sea una variable linealizada.

b) Los errores sean homosceddsticos, 0 al menos reducir al minimo la posible
heteroscedasticidad; y

¢} La variable transformada siga una distribucién pricticamente normal.

Aun cuando no todas las variables transformadas siguen la distribucién normal,
recordemos el Teorema Central del Limite para todas las variables que sigan Ia misma
distribucion y no haya ningin cambio de estructura en el tiempo.

No todas las variables transformadas siguen una distribucién normal sino que
depende de la estructura del fendmeno representativo y si el Teorema Central del Li-
mite nos indica que la suma de variables que sigan la misma distribucién, podriamos
encontrar alguna variable transformada que siga la ley normal.

Este trabajo fa varianza depende de la diferencia de tiempos porque impon-
dremos a los procesos markovianos siguen las leyes de Wiener.
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Pero aun cuando no es la varianza constante si tiene una estructura sencilla y
ficilmente de analizar y se asemeja a la homocedasticidad cuando el conjunto
paramétrico es de nimeros enteros.

1.3 Una transformacién es buena cuando consigue estos objetivos simultdneamente

Tukey estudia la gama de transformaciones dependiente de dos pardmetros:

(X+op (13.1)
y mediante esta transformacion pretende linealizar el modelo transformado.

Box y Tidwell (5) describen un método basado en el desarrollo de Taylor y Brown,
Caves y Christensen (6) introdujeron un modelo aplicado a los servicios ferroviarios
basados en las transformaciones logaritmicas.

. Posteriormente, en 1963, Box y Cox (7) de las variables dependientes e indepen-
dientes efectdan transformaciones que como casos particulares, estdn las transforma-

ciones logaritmicas.

Como nuestro estudio se basard fundamentalmente en este tipo de transformaciones
(que aplicaremos a variables de tipo econdémico), la transformacién de Box-Cox es la

siguiente:

(y*1)/\ para A =0

¥(A) = (13.2)
Ly paraA=0

donde Ia transformacién de la variable y(X) depende del pardmetro A y que impondre-

mos las condiciones exigidas por Tukey para y(A) especialmente que siga una
distribucién aproximadamente normal. Es decir

y(A) = N (Bx, o) (1.3.3)
donde y() es un valor concreto para un valor dado de x.

Esta variable transformada podria también ampliarse amés de una variable; es decir
a una regresion de k dimensiones y, en este caso, la distribucién del vector

y(A) = N(xB, o) (1.3.4)

En cursos normales de Econometria la regresién miiltiple se estudia con deteni-
miento prescindiendo del pardmetro A.

T




TRANSFORMACION BE PROCESDS MARROVIANDS APLICADOS A LA ECONOMETRIA

En este Trabajo de Investigacién no haremos, en principio, aplicacién generali-
zada de la regresién miiltiple lo que perfeccionaria indiscutiblemente la finalidad
concreta de las buenas transformaciones expuestas por Tukey, Pero si haremos
brevemente algunas transformaciones de Tukey aunque por brevedad prescindiremos
deL pardmetro c.

Estudiaremos especialmente esta transformacion como si fuera un proceso esto-
cdstico siguiendo, en algunos de los conceptos a Barttlet (8), Blanc-Lapierre & Fortet
(9), Paul Levi (10), Kemeny and Snell (11) Gokman-Skorokhod (12), Doob (13)
referente a las leyes de probabilidad de las distribuciones de los procesos estocdsticos
y muy especialmente de las cadenas de Markov.

II CONCEPTOS FUNDAMENTALES

2.1 Es preciso conocer perfectamente el concepto de variable aleatoria para poder
entender el de funcidn ateatoria o mejor dicho, proceso estocdstico aunque remitimos
al lector a la bibliografia para ampliar estos conceptos.

Una variable aleatoria representativa de un fenémeno de naturaleza real viene
asociada con una funcidn de probabilidad para cada valor particular de la misma, Si la
variable es discreta tenemos la denominada funcidén de cuantia pero si la variable es
continua estd asociada con una funcion de densidad. Las relaciones de las funciones de
distribucién son bien conocidas.

2.2 Al cambiar o transformar una variable aleatoria. transformamos igualmente
su ley de probabilidad y exisie una relacion entre ambas, asi como las leyes de distri-
bucién. Es muy importante para este estudio deducir deun tipo sencillo de ley de
probabilidad, por ejemplo del tipo normal a otro mas complejo. Este problema lo
uiilizaremnos para determinar el intervalo o nivel de confianza de Ia variable primitiva
conociendo por hipétesis 1a ley de probabilidad de la variable transformada.

2.3 Pero las sencillas y elementales férmulas de la Ley de distribucion normal,
podemos de la distribucién unidimensional pasar a la multidimensional y a la funcién
caracteristica de la distribucién normal. Este hecho, cuando tenemos una suma de
variables aleatorias independientemente distribuidas nos conduce a una distribucion
normal y en consecuencia aplicar esta distribucién a la variable aleatoria suma.

Recordemos que la suma de un nimero cualquiera de términos independientes
(finito o infinito} converge a una distribucion normal.

Es importante sefialar aqui el Teorema de H. Cramer que dice que dadas dos
variables aleatorias independientes y si su suma difiere muy poce de la normat, cada
una de ellas, después de la adicion de una constante elegida convenientemente, la
distribucidn difiere muy poco de la normal.
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Este hecho nos revela que si cfectuamos transformaciones de variabies aleatorias
podemos encontrar una transformacion apropiada cuya distribucién sea priacticamente
la normal.

El Teorema de Liapounoff se ocupa de variables no acotadas. Los dos primeros
momentos pueden ser infinitos y no deben intervenir en una Teorfa General y este
Teorema reducido a su simple expresién nos dice que para que la suma de variables
dependa de una ley generalizada (muy poco diferente a la normal). es suficiente que el
mas grande de sus términos sea despreciable.

Para que la ley de la suma de variables aleatorias sean de un tipo generalizado
aproximadamente normal, es necesario y suficiente, que cada término no individual-
mente despreciable sea de un tipo muy poco diferente a la distribucién normal: y el
mayor de los términos individualmente despreciable sea é1 mismo despreciable.

2.4 El concepto de procese aleatorio, se describe como una funcién aleatoria que
depende de un pardmetro. A este parimetro lo designaremos por (. Para t=t, X(t) es una
vaniable aleatoria.

- gy

Dado ¢l conjunto T se denomina Cenjunte indice de parametro discreto cuando
T={tit=—c0,.,-3,-2,-1,0,+1,+2, ...00) y €§ pardmetro continuo cuando T={ t —o<t <o
donde t es el pardmetro de la variable aleatoria.

2.5 Se denomina proceso estocastico mds expresamente se define comoel conjunto
vectorial aleatorio que varfa con los valores de los pardmetros definidos en el conjunto
indice. Una muestra es la representacion de una trayectoria de un proceso estocdstico.
Al conjunto infinito de trayectorias muestrales se denomina también proceso aleatorio.
En consecuencia: proceso aleatorio significa una familia de variables aleatorias
dependiente del pardmetro (en nuestro caso el tiempo t).

2.6 No definiremos la distribucién conjunta —n— dimensional de n variables
aleatorias pertenecientes al conjunto fndice, asi como tampoco las condiciones de
compatibilidad y consistencia de Kolmogorov de las leyes de probabilidad de un vector
x de n dimensiones.

Indicaremos no obstante el concepto de estacionariedad de un proceso. Si a un
vector x(1) el conjunto paramétrico lo desplazamos en el tiempo de forma que la
componente t, para todo i a cada componente del conjunto paramétrico le sumamos la
misma cantidad h, el nuevo vector paramétrico si tiene la misma distribucion de
probabilidad se dice es estacionario.

2.7 Como utilizaremos el proceso estocdstico que sigue una distribucién normal,
fijaremos nuestra atencién en la definicidn de familia de variables aleatorias que siguen
la distribucion normal. '
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Recordemos que dado el vector X =(x1, x2, x3, ... xn) es normal cuando su funcién
caracteristica la podemos escribir

@(t,, t, ..t ) =exp(i tu—1/2tX't) (2.6.1)
siendo, como sabemos P el vector de las medias y ¥, la matriz de varianzas-covarianzas.

2.8 El mevimiento Browniano goza un papel importante en nuestro trabajo y por
eso solamente indicaremos algunas de sus propiedades que aplicaremos dejando para
que el lector pueda complementar estos conocimientos con la bibliografia citada u otra
andloga:

a) es un proceso de incrementos independientes.

b) el proceso es de incrementos estacionarios, y la matriz de covarianzas

Bit.s)=B(t-s) 2.7.1)

depende tan solo de la diferencia de tiempos en los instantes t y s.

¢) la media

m{E(s)-E(t)} = m(s-t) (27.2)
igualmente depende de la diferencia de tiempos.

d) la varianza

B{E(s)-E(t)} = 0%(s-1) 2.7.3)

Nodemostraremos estaspropiedades por considerarlas conocidas y pueden verse en
cualquier libro sobre procesos estocésticos y especialmente en fas citadas obras de P.
Levy, Doob, Gikhman y la célebre y cldsica de Wiener (14) v en mi articulo
“Introduccion a los Procesos Estocdsticos” .

2.9 Unos conceptos basicos adicionales son los Procesos y Cadenas de Markov. El
lector que conozca este tema puede pasar adelante.

Un proceso finito estocéstico es independiente si para cualquier estado E su certeza
depende del comportamiento de los estados precedentes.

Los estudios de crecimiento econdémico en un pais pueden, con clertas reservas,
por su cierta subjetividad, compararse analégicamente con las situaciones fisicas de un
estado en un momento dados. Se puede deducir el estado de un sistema fisico en un
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instante cualquiera t2 a partir del conocimiento de su estado en un instante anterior
{posterior) t1 y no depende del historial del sistema anterior (posterior) del instante ti,

Para los sistemas fisicos que obedecen leyes probabilisticas, fendmenos aleatorios,
en vez de deterministas, la probabilidad de que el sistema fisico (crecimiento-
decrecimiento) esté en un estado dado t2 se puede deducir de conocimiento de su estado
en un estado cualquiera y no depende del historial del sistema antes del instante t1.

Los procesos estocdsticos que representan observaciones de sistemas fisicos que
satisfacen esta condicién se denominan procesos de Markov.

Una clase especial de los procesos de Markov son las cadenas de Markov y que
definiremos como un proceso estocdstico cuyo desarrollo puede considerarse como
una serie de transiciones entre valores determinados {llamados “estados” del proceso)
yque tienen la propiedad de que la ley de probabilidad del desarrollo futuro del proceso,
una vez que estd en un estado dado, depende solo del estado ¥ no de como legé el
proceso a dicho estado. El niimero de estados posibles es finito o infinito.

Si suponemos ¢l estado Et, para pasar al Estado Et, conocidas las leyes de
probabilidad, a estas probabilidades (condicionadas) se denominan probabilidades de
transicion.

2.10 Otro concepto fundamental es la funcién de densidad de la distribucion
normal bidimensional, Asi, en todos los libros de estadistica, citaremos a Cramer (15)
como la més cldsica y que a partir de la distribucién normal bidimensional conjunta
deduce las distribuciones marginales y define la probabilidad condicionada de una de
las variables respecto a la otra.

Dadas las variables aleatorias X,y con funcién de densidad f(x,y) y funciones
marginales f1{x) y f2(y), a funcidn de densidad condicionada se define por el cociente

£ (y/x) = 11:1’((34 ) (2.10.1)

donde en el numerador aparece la funcién de: densidad conjunta y denominador la de
densidad marginal de la x. Este cociente es la funcién de densidad marginal de la x. Este
cociente es la funcién de densidd de y condicionada a un valor determinado de la x; es
decir: una funcion de densidad de probabilidad unidimensional de la variable aleatoria
de y pero que depende del valor de la x como un pardmetro condicionante de esta f. de

d.

Sustituyendo en estas expresiones las funciones de densidad conjunta y marginat
normales tendremos para la condicionada normal de y respecto de x la expresién:
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f(y/0)=(0,(2n(1-p%) "Plexp(-1/2(y-m,-p0 fo,(-ml/(1-p?)  (2.10.2)

Como es bien conocido el exponente (prescindiendo del signo) es una forma
cuadrética definida positiva que puede condensarse en forma matricial.

En la férmula anterior los parimetros m, m, son las medias de las x y de las y
respectivamente G, 0, las desviaciones tipicas y p el coeficiente de correlacién lineal.

En esta férmula recordando las varianzas residuales podemos sustituir o2(1-p%)'2
por G, , ¥ po,/G, por B, recordando las notaciones de Yule y Kendall (16) y también
de mi estudio sobre el “Espacio de Hilbert aplicado a la Estadistica’” (17). Aunque
debieran ampliarse los subindices cuando se trata de mds de una variable explicativa
no lo haremos e inclusive prescindiremos de los subindices 2.1 pero debe tenerse
presente su significado.

III PROCESOS ESTOCASTICOS CON DISTRIBUCION NORMAL
3.1. Hipoétesis fundamentales
12, La variable transformada y(A, t} de Box-Cos definida en (1.3.2) y (1.3.2) sigue

una distribucién normal & la cual introducimos el pardmetro t para representar un
proceso estocastico markoviano.

2% La variable aleatoria y(A, s} condicionada a que en el estado t tome el valor y(A,
t), en un tiempo anterior (s>t) es, segdn lo indicado procedentemente considerando la
y(A.s) normal en el tiempo s

y(A5) = y(AU+8 (s-t)+ 1, 3.1.1)

W, es un proceso estocdstico NJo, o(A)?(t-t_ )] de incrementos incorrelacionados.

151

De las hipétesis se deduce que la esperanza matemdtica de la variable y(A,s),
condicionada a que en €l momento 1 sea y(A.t) es precisamente

Efy(A,8)] = y(A.+B (s-t) (3.1.2)
3 La varianza del proceso estocdstico es
Efy(A,8)l-y(A.D-B(t-t, )* = 7 (A)(s-t) (3.1.3)

donde A es el pardmetro de la transformacion y dependiendo la varianza de referido
parametro.
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3.2 Las anteriores expresiones las podriamos haber calculado partiendo de la
funcidn de densidad de la variable aleatoria y(A.s) que por ser normal su funcién de
densidad condicionada es:

e lyOushyO0-B(s-01% /2 BWAs-0]
fly@®.s)ly(h.n] = SOONZED) @.2.1)

siendo su funcidn caracteristica

@s(A,1) = exp.(ir[y(A 048 (s-t)]-c*(A)(o-t)r /2] 3.2.2)

. Hemos empleado el pardmetro r para no confundirto con el parametro t del proceso
- estocdstico.

Derivando n veces la anterior con respecto al pardmetro r y haciendo r= 0 y

, dividiendo el resultado de cada derivacion por i* tenemos los momentos condicionados

- de la variable aleatoria y(A.s) condicionada a su valor que toma en el estado inicial
y(A.t).

Para n=1 tendremos la media de y(A,s) condicionada a y(A,1). E igualmente para el
momento de segundo orden respecto al origen y consecuente la varianza.

De esta forma obtendriamos las mismas férmulas de la media condicionada del
proceso estocdstico y la varianza condicicnada y que hemos partido de las hipétesis y
cuyas formulas eran las (3.1.1) y 1la (3.1.2).

IV ESTIMACION POR PUNTO DE LOS PARAMETROS
4.1 Formacién de la Funcién de Verosimilitud

Las propiedades de las funciones de verosimilitud y, sobre todo, recordando las
asintdticas de los estimadores hallados por este método son normales nos da mayor
claridad de exposicién y rigor en nuestras demostraciones yaque podemos asegurar que
mencionados estimadores siguen asintdticamente distribuciones normales.

Supondremos los instantes t=t t,,t,.t,..t =s donde t.<t . Estimaremos los pardmetros
o(A) y B por méxima verosimilitud. Por las hipétesis iniciales y siendo las u, normales
de incrementos incorrelacionados supone por las propiedades en la distribucién normal
el caso especial de independencia.

Laf. ded. es segin sabemos porla{3,2,1) y aplicando para dos instantes del tiempo
conseculivos L .1 es

i-1*
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_ explyQtp-y Q- DB P22 (13- 1)

La funcién de verosimilimd es el preducto de n factores independientes de
funciones de densidad (4.1.1) porque u, hemos postulado la independencia e incorre-
lacién por ser normales. Luego la funcion de verosimilitud es:

exp (-Z(y(Ati)-y(ht1 1)-B(a-t1. /262 (ti~4.1)) (4.1.2)
[2roM)212T1( -t 1)

LIy(L).B,6(0)2) =

4.2, Logaritmos y derivados parciales primeras de la funcion de verosimilitud,

La funcién de verosimilitud depende (para una muestra determinada) de los valores
poblacionales [B,5(A)?] y esta funcidén de densidad varia con los referidos pardmetros
poblacionales. Es l6gico pensar que si se verifican las hipdtesis para el proceso
estocdstico y(A.t) si se maximizara la funcién de verosimilitud (que depende de los
pardmetros poblacionales) entre todos los estimadores formados la muestra obtenida
serd la mas probable si estos estimadores hacen maxima la funcién de densidad
conjunta.

Asf pues tomando logarirmos neperianos de esta f. de v. y simplificando la notacién
tenemos:

L L()=Cn2nc(AP-S[Y(A -yt )-B(t—t D}26(AP(-t )  (4.2.1)
Derivemos parcialmente respecto a B y a(L)?
BL(.)/38 — L[y(A.D-y(AD-8(t-)]/o(A)* 4.2.2)
I LOBO) =—n/2/c(A+ZI(Y()-y (1, Bt Y/20(h)' (1) (4.2.3)
4.3 Derivadas Logaritmicas parciales segundas de la F. de V.

Las derivadas segundas son:

L (IO = Tt )/O(R)? = (s-1)/G(A)? 43.1)

porque en la sumatoria el extremo inferior de t, t,=t; y €l extremo superiorde t, t =s

Por el teorema de Swartz la derivada segunda mixta, el orden de derivacion es el
mismo. Luego:
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PL (RIS = ~ZlyA-yAD-B(t-t, JIOAFEt, )] (432)

il i
&L L{)/&o(A)? =
/26 Zlyht -y (At )81t )oY, )] (4.3.3)
4 4. Estimadores mdximo verosimiles
De las ecuaciones (4.2.2) y (4.2.3) los valores de lospardmetros poblacionales que

maximizan la funcién de verosimilitud serdn aquellos que sus primeras derivadas
parcialese sean nulas.

Asi pues, tenemos:

. 0= Z[Y(l’t;)_y(l’ti-l)_ﬁ([‘_[' )=

i i-d
.{ B= 10Ty Rt)-y 0t ) = [y us)yRD1/(s—0) @.4.1)

De forma semejante, igualando a cero para un valor que anule la derivada con
respecto a 6(A)? tenemos el estimador de la varianza que es

82 = 1n lyA.D-yA-Be-pret, )] (4.4.2)
4.5 Propiedades de los estimadores
Propiedades de B
1%, Es un estimador centrado.
En efecto: De la (4.4.1) deducimos
BB = ESly(h)-y(hs, JV(s-0) =
=EZB(t—t )+ M(s—t) =B (4.5.1)

segiin expusimos en 3.1.2
yh=y(At Bt HL (4.5.2)
y por las hipétesis de . de la cual se deduce la anterior.

2* Es un estimador consistente.

A
La varianza del estimador B es
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Var@®)=B@-8Y = B(Ziy(ut)yy(ht, )s—1>-8} =
E{Z[y(A, )=yt Blt—t_))/(s—1) = E{Zy }/(s—1)*
A
Var({B) = o(L)*/(s—t) 4.5.3)
De la anterior expresidn si s—t — o= se incrementa la (4.5.4) tiende a cero lo que
implica la consistencia que siendo B centrado y la varianza que depende de la diferencia
s—t tenderd a concentrarse en un solo punto con probabilidad la certeza.
Estudiaremos posteriormente si es o no eficiente.
Propiedades de 8(n)?
12 Es un estimador sesgado
Asi recordando que Ep? = o(A)*(t—t_,) y por la (4.4.2) tenemos:
J'<\5(7L)2 = I/DZ[Y(l,ti)—y(Mi_,)—/é(trti_l)]zl(ti—ti_,)] (45.4)

Sumando y restando B(t—. ) y recordando el valor de p, que se deduce de 1a (4.5.2)
la podemos escribir:

B = 1T { -yt )2/t~ )} =

= Un{Zut~, -8V, ) - 20 B-B)]}

Tomando esperanzas matemiticas hallamos la esperanza del estimador de la
varianza estimada por maxima verosimilitad:

EG(AL) = (A + SAPm-2ZENZly At )-yAt DIt )-8 =
= oA + o(AY/n - 2/nEXpdpn =
= 6(A)?2— o(A)}n + 26(A)/n =
ES(AY = o(A)P(1-1/n) (4.5.5)
que demuestra no es centrado pero lo es asintéticamente,
De la anterior podemos deducir una férmula para el estimador centrado:

BOY = SOV (1) (4.5.6)
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donde 3(%)’- es el estimador (4.5.4)
es decir

SO0 = 1(n-1) (SIy(p-y, y- Bt )P (45.6b)
4.6 Distribuciones de los estimadores
Distribucicn deﬁ
Por ser centrado y combinacidn de variables normales es normal. Luego

B = N8, o) (4.6.1)

Distribucion de 6(7\.)2

Para conocer ¢sta disiribucion recordaremos las hipdtesis de 1, y formemos una X
de la siguiente forma:

2p o)t ) =

z(y(xn) yg_im 1) - Bat-ti-D)P
o(A)2(t1-t1-1)

Sumando y restando ﬁ(li—ti_l) sacando factor comiin a t—_, tenemos;

x2 =T (y(ht)-y(At )-B(e -t )+B-B(t-t N2/c2t-t, )

i1 i il

=S +B-BE( 1 oy =aBMody+B-8y6-0/c())  46.2)

it

E! doble producto se anula,debido a la férmula (4.4.1) obtenida por mixima
verosimilitud para el estimador B.

En efecto:
SE-BOL)yOL Bt =B E ALy B, ))

y como lo encerrade entre corchetes es cero (recordando Ia condicién para estimar 8)
hemos demostrado la descomposicién de la X ? en dos X? de Pearson.

La primera es
x2=( B-BYsIN(s-1)? (463)
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A
recordando las propiedades del estimador B (4.6.1) y por ser el paréntesis una variable
tipificada que, al cuadrado es una X ?

Por el Teorema de Cochran (18) de la descomposicién de la X? tenemos que la otra
sumatoria es otra X2 pero con n—{ g. de 1 {

X, 2=n0(MYo(AY (4.6.4)

siendo S(A)?el estimador obtenido en (4.5.4)

Por las propiedades de la X2 tenemos:
E(X H=E{ n!'(rs(?L)I/O'OL)2 J=n-1=E{nS(0)?}=no(A)*(1-1/n)
como ya la obtuvimos anieriormente,
La varianza de este estimador sesgado es:
Var(Xn_f):Z(n-l)=Var(na(l)zlc(1)2)=n2fc(k)2=>
Var(G(A)2=2(n-1)6(A)n’ (4.6.5)
Distribucién del ~estimador centrado de la G(A)?
Este estimador centrado lo obtuvimos de (4.5.6) y, en consecuencia, tenemos:
ES(W=EnS (W) (n-1)=6(A)?
La varianza de este estimador centrado es:

Var(a(?u)z)=Var(n8'(l)2/(n- 1))=n2f(n-1YVar 3’(1)2:»

Var(@(A)?)=2a(A)/n-1) {4.6.6)

La distribucion del estimador S(A)2. Como la de e(l)zse relaciona con la X 2. Asi
que es sencillo encontrar su ley de distribucion.

Asilade n&(l)zlnc(k)2=xnl=> _

B =n8(M)¥(n-1)=6(A)X_ #n-1) 4.6.7)
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4.7. Matriz de informacidn y Cota de Cramer Rao

Para calcular la Matriz de Informacién nos basamos en las férmulas obtenidas en
4.3 de las derivadas segundas parciales del logaritmo de la funcién de verosimilitud

- {4.3.1),(4.3.2) y (4.3.3) calculando sus esperanzas mateméticas y cambiando de signo
E{&8LnL{(.)/62B }=-(s-t}/a(A)’ 4.7.1)
Ppor ser una constante.

E(82LaL()/3(8)36(1)2)=-ZE{{(y(A.t)-y(A.t, )-B(t-t JASA)'}=0

Finalmente la
ES82LnL(.)/526(A)2=n/26(L)*
Ei y(lsti)-y(a'!ti_ 1 )-B([i-ti—l ))f(o(l)ﬂ(ti'ti_l }=
=n/(26(1)%)-Tu oMLt )=-n/2o(M)*)
Luego la matriz de Informacidn es
[(s-t)/c(A)2, O}
MI=
(0,n/26(A)"]
Y la Cota de Cramer-Rao, por ser una matriz diagonal, es su inversa que es sencilla:
[6(AY/(s-1), 0]
YCR=
{0,20(A)/n]

y cuatquier estimador centrado de los pardmetros mencionados las varianzas de estos
estimadores no pueden ser inferiores a referidas cotas.

Pero las varianzas de los estimadores obtenidos por mixima verosimilitud la
correspondiente a% coincide con la Cota. No asf la del estimador centrado 3(A) que
difiere en el denominador y en una unidad.

Luego completando las propiedades de los estimadores podemos afiadir que como
el estimador 8 su varianza coincide con la Cota es un estimador eficiente.

Por otra parte el estimador de B(A)’, es consistente porque su varianza tiende a cero
con n—oo. Y por otra parte es asintéticamente eficiente.
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V ESTIMACION POR INTERVALO

5.1. Errores por causa de las transformaciones

En el capitulo anterior hemos considerado la estimacién por punto utilizando las
hipdtesis establecidas para las variables transformadas y por ser una familia de
transformaciones dependiente de pardmetros, solamente nos dedicamos a la aplicacidn
de los primeros momentos para determinar las caracteristicas de las estimaciones
efectuadas. Pero si partimos de unas hipdtesis, los errores que cometemos, dependen
de los pardmetros de ta poblacidn. Y evidente si los objetivos perseguidos por Tukey
basados en las observaciones empiricas al hacer variar los pardmetros conseguimos el
fin de hacer que las transformaciones de las variables cumplan las hipdtesis estableci-
das los errores por estas transformaciones son menores y estos errores tipicos se
reducirdn si las variables transformadas siguen pricticamente una distribucién normal,
y sin ninguna dificultad aplicaremos a estas variables las distribuciones de los errores.

Dos problemas trataremos aqui. El primero de ellos, los intervalos de confianza de
las variables transformadas con las hipétesis establecidas e incluso también (y a forma
un poco de introduccidn) las transformaciones de Tukey y posteriormente la de Box-
Cos complementando la teoria de los Procesos de Markov como venimos haciéndolo.

El segundo problema cuando conozcamos los intervalos de confianza para las
variables transformadas (en las hipdtesis que sigan rigurosamente la distribucion
normal) es deshacer el cambic y pasar a las variables originales; es decir: a las
primitivas. Es a onde se pr n los errores por d. usas fu entales.
125i no siguen exactamente las distribuciones transforrmadas las hipétesis establecidas
los errores se multiplican al deshacer el cambio de variable y la 2¢ por los errores de
muestreo en las estimaciones de los pardmetros poblacionales.

5.2. Transformacicén de Tukey

En (1.3.1) vimos cdmo fundamentalmente esta transformacién depende rigurosa-
mente de dos pardmetros o, y A y que para simplificar denominaremos y (oA} a la
expresion;

¥y, (A e)=(y+o)* (5.2.1)
Si y(i) lo relacionamos con alguna variable, X por ejemplo, y partimos de las

hipdtesis de regresion cldsicas, incorrelacién, normalidad de los errores, homocedas-
ticidad, etc. la anterior expresion podremos escribirla asi

¥, (A, 00=8 +B,x (A,.0)+u, (5.2.2)
donde x, es una variable exégena.
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Los parimetros ¢ y A pueden ser distintos para cada variabla y asi damos
generalidad a las expresiones anterior.

Si fueren un conjunto de k variables exdgenas la expresién anterior la podriamos
poner en forma matricial y cada una de las variables podria tener transformaciones
distintas.

La perturbacidn aleatoria ui la consideraremos cumple las condiciones clasicas del
modelo de regresion cuya varianza de . es 6(A,@) 0 simplemente 6(A)* como venimos
haciéndolo aunque dependa de dos pardmetros la transformacion de la x puede
modificarse dando valores distintos de A y o que a los de la variable y.

En el caso de ser un proceso de Markov la varianza seria igual a
O(A, )Xt -t ) (5.2.3)

Para cada par de parametros {0, A) obtendremos intervalos de confianza de la
transformada de y cuyo célculo es sencillo.

5.3. Intervalos de confianza para las y para un nivel de significacion determinado en
las transformaciones de Tukey conocidos los pardmetros.

Este caso no se dard nunca en la prictica excepto para datos construidos artificial-
mente.

Tomando el nivel de significacién € (para distinguirlo del pardmetro ot usualmente
utilizado como nivel de significacidon y que en nuestro caso tiene una significacion
diferente}, y con las hipdtesis establecidas tendremos

Prob(B +8 x2i(l)—tm0(l)<yi(l,a)<31+Bzx2i(?t,) J=l-€ 5.3.1)

2
donde 1a t la buscaremos en la tabla de la normal. Si elegimos el 5% de nivel de
significacién como sabemos t=1.96, y conocidos los regresores tendremos el intervalo
correspondiente.

De la expresidn precedente deducimas facilmente el inlervalo de confianza para la

variable primitiva deshaciendo la transformacién.

De la anterior el intervalo de confianza de 1-€ para y : es

-a(B +B8 %, (o)t 0(A) A<y <-ot (B +8,x, (A)+t, L0 (5.3.2)

2i

Hemos supuesto que conocemos los pardmetros poblacionales para determinar
estos intervalos de confianza de la variable transformada y de la primitiva. En la
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prictica esto no ocurre y habremos de estimarlos y aplicaremos en estas férmulas la t
de Student.

5.4 Funciones de probabilidades primitivas basadas en las hipdtesis de Tukey
Si las hipétesis se cumplen con rigurosidad los dos intervalos de confianza (5.3.1)
y (5.3.2) son correctos y la probabilidad que la variable y, (variable original) tome el
valor de y, es sencillamente por las hipétesis efectuadas:
fy)=f(y(Ao)ldy(A,00/dy! 541
donde
dy(h o= y+otdy (5.4.2)

Por las hipétesis de normalidad de la variable transformada obtendremos la (5.4.1)
sustituyendo los dos factores:

fly(A.c)=exp(-(y(A.00)-B -B,x,Y/206(A,0)?} Jo(hoN 2T (5.4.3)

Sustituyendo esta expresion en la (5.4.1) tenemos para la funcién de densidad de la

f(y)=exp{-((y+a0*-B -B,x,)26(A a2} My+oy-lo(ha2n  (5.44)

En la expresidn anterior hemos suprimido los subindices i para facilitar la compren-
sion y por razones tipograficas.

5.5 Intervalo de confianza para el proceso estocdstico de la transformada de Cox-Box
¥(A.8) cuando se conozcan los parimetros poblacionales.

Las razones expuestas para la transformacion de Tukey son vilidas para estas
transformaciones de Box-Cox excepto que la yarianza en egte caso concreto es de

G(AY(t-t ) (5.5.1)
si consideramos la transformacion como un proceso estocastico.

Conocidos los pardmetros poblacionales de las transformadas, por 1a normalidad la
perturbacién aleatoria que se encuentre en el intervalo es

Prob(-t_,6(AV(s-D)<u<t_,0AN(s-th=1-¢ (5.5.2)
siendo € el nivel de significacién elegido y los valores det_, son tomados de la normal.
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Sustituyamos |1, por su relacion con el proceso transformado y despejando y(A,s)la
probabilidad de que el proceso estocdstico transformado esté entre los extremos que a

. continuacion se relacionan es

Y D+B(s--1(0/2) oDV (s-D<(y (A.5)<
YOALU+B(s-1)+t(0/2)S(DV(5-1) (5.5.3)
siendo esta probabilidad |-

5.6 Intervalo de confianza de la variable original cuando las hipdtesis de Box-Cos son
ciertas y los pardmetros conocidos.

Igualmente que hemos hecho para el intervalo de y si haciamos la transformacion
de Tukey haremos para el proceso estocdstico y(t) pero supondremos el punto s
conocido el valor del proceso en su anterior situacién en el punto t.

Efectuando operaciones y sustituyendo y(A,t) por la variable primitiva tenemos la
siguiente desigualdad con un nivel de significacidén .

Sustituyendo en fa (5.5.3) la variable aleatoria i1, por su valor y después de calcular
el valor de y(s) cuando se conoce su estado en el tiempot es decir conocida y(t) tenemos
la siguiente expresion

(YO HAB(s-1)t_ 0N (s-D) P<y(s)<
(yOMAB(s-1+,GAN(s-t) A (5.6.1)
con probabilidad 1—€

Para valores concretos de A.B y o() los intervalos precedentes varian en funcion
de la raiz cuadrada de s-t y a medida que esta diferencia sea mayor, la amplitud
del intervalo es mayor. El menor intervalo es cuando s=t porque en este caso
coinciden ios extremos inferior y superior del intervalo y este intervalo es
degenerado porque se convierte en un punto cualquiera que sea el valordet_, y si
damos un valor suficientemente grande a t_, toda la masa de probabilidad estd
concentrada precisamente en y(t) por lo que el limite de la (5.6.1) se transforma en la
distribucidn en un solo punto y su probabilidad es la certeza.

5.7. Funciones de probabilidad de las variables primitivas de las transformaciones de
Box-Cox

Por un camino semejante a las transformaciones de Tukey determinamos las leyes
de probabilidad de las variables primitivas supuestas siempre que sus transformadas
siguen leyes normales.
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fy(sH=f(y(As)ldy(A.s)/dy(s)l (5.7.1)

donde fly(A,s)) es la funcién de densidad normal del proceso estocéstico en el punto s
Y

dy(hs)=y*'d, (5.7.2)

Luego laf. de d. de y(s) es

f(y(s))=
Y8 [exp(-{ y(s -y )A-B(s-1))426(M)(o-1) } /s(M(NQ2n(s-1))]  (5.7.8)

Esta funcién de densidad depende fundamentalmente del pardmetro de ia transfor-
macioén de su desviacién tipica 6(A) y de 8.

Un caso particularmente importante es cuando A—{,

Decimos particularmente importante porque demostraremos en el siguiente capi-
tulo que sigue la distribucion logaritmico normal del proceso y(s).

5.8. Intervalos de confianza de la transformacion de Box-Cox cuando son desconoci-
dos los pardmetros poblacionales.

1. Por la importancia de nuestro estudio en las aplicaciones pricticas recordaremos
que las estimaciones de los parametros poblacionales son las siguientes:
A

Estimador B.
A
Es centrado, Varianza de

Es var(lB\) =0(A)y¥/(s—t) donde s es el extremo superior de las observaciones det
tiempo y t es el inferior. Como nota importante el tiempo puede estar medido en afios,
meses, dias no siendo por qué ser entero necesariamente. No obstante examinaremos
este caso concreto mas adelante,

Estimador GO
1. Es sesgado E!t\JOL)z:(n—1;’n)<)’(?L}o2

2. El estudio de los intervalos de confianza lo haremos para el predictor con
respecto a su media tedrica y después con respecto a un valor individual.

Asf pues el predictor con respecto a la media poblacional de y(A.t) es decir con
Tespecto
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E(y(At)=y(ht, J+B(-t, ) (58.1)
El caso mds importante es cuando tomamos el tiempo de prediccién fuera del
intervalo del ajuste y Hlamando w > s (extremo superior del tiempo de estimacidn de los
pardmetros y siendo s el #ltimo valor del proceso para la estimacién de los pardmetros
y W el tiempo de prediccion. Tenemos para el predictor por punto con respecto ala
(5.8.1)
Py(A, w)=y(A,8)+B(w-5) (5.8.2)
En el supuesto que el proceso transformado no cambie su estructura poblacional.
Y por las propiedades del estimadorﬁ tenemaos
1. Esperanza matemdtica: del predictor respecto a su media poblacional
EPy(Aw))=y(h.s)}+B(w-s) (5.8.3)
¥y que nos indica su insesgadez.
2. Varianza del Predictor del proceso transformado con respecto a su media tedrica
De las (5.8.2) y (5.8.3) tenemos
A A
E{Py(h,w)-y(A,s)-B(w-8))’=E((B-B)Ew-s) =V ar(B)(w-s)
Var(P(y(A,w)=G(L){w-5)*/(C-t) (5.8.4)
recordando la varianza del estimador expuesta al principio de este parrafo.
Analizando el significado de esta varianza observamos que depende no solamente
del pardmetro de la transformacién A sino de las dos diferencias de tiempos:_la del

tiempo de prediccién w menos el tiempo efectuado en la Gltima observacion s y de la

diferencia de tiempos del ajuste (s—t).

Esta varianza por ser w 2 s (siendo el denominador s-t una diferencia entre los
extrermos del tiempo de los valores empiricos observados del proceso estocdstico) varfa
con w por cuanto el denominador es constante. Un caso particularmente importante es
cuando w—s ¥ se comprueba cémo disminuye )4 varianza del predictor es decir 1a
funcién de densidad de probabilidad y como la varianza tiende a cero y significa
que su ley de probabilidad es la distribucion en un punto siendo la funcion de
densidad en s la funcion delta de Dirac como limite de la normal degenerada.
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3. Intervalo de confianza para el Predictor del proceso transformado cuando no se
conocen los pardmetros poblacionales, cuando se mide respecto a la media pobla-
cional del proceso transformado.

Elegido un nivel de significacion € y como las estimaciones de los pardmetros son
conocidas formaremos una t de Student con n-1 grados de libertad y por su sencillez
omitimos ya que el numerador es una variable tipificada y en el denominador una raiz
cuadrada de x_ */(n-1)

Conocidas la esperanza y varianza del PREDICTOR respecto de su media pobla-
cional tipificaremos para obtener una normal (0,1},

Recordando la (5.8.2) y (5.8.3) la variable tipificada que decimos es:
(POLW-(y () +B(w-sHAO(R)(w-s):V(s-1))

Por otra parte recordemos la distribucion de la varianza estimada que se relaciona
con la X? y que es

x_ F=nS(Ya(A)?

Para formar la t de Student con n-1 grados de libertad pondremos en el numerador
la variable normal (0,1} del Predictor y dividiremos por la raiz cuadrada de la media de
la X? de Pearson (dividida por sus grados de libertad) siendo ambas variables
independientes como puede comprobarse en cualquier Tratado de Econometria.

Latde Studentconn-1g.del. es

Py w)-y(rs) - Biw-8)) / ( 6(A) (w-s):V(s-t))
V@IS 2/ o(A)2) /n-1

Latp.) =

Simplificando la anterior y recordando el estimador centrado G(A) de la varianza
la anterior puede escribirse sencillamente:

t = BX(A"W)'Y(A"S) - B(W'S_)
11 =500 (w-s)s-0)

(5.8.5)

Estat  sielegimos un nivel de significacion a dos bandas €/2 (probabilidad de
cada banda) la probabilidad que lat_, de 12(5.8.5) caigaentre—t_ (e/2) y +t_(€/2)es
lo mismo que la esperanza matematica del predictor P(y(\,w) desconocida caiga
dentro del intervalo
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y(?&,s)+ﬁ(w-s)—'6(7t)(w-s)N(s—t)<

EPy(Aw}}=y(A.s)+B(w-s)<

YOSy HBOW-S BN W-8)N(s-1) (5.8.6)
donde B(L)? como sabemos es un estimador centrado de 6(A)? y que depende de A.

Ahora los extremos del intervalo (5.8.6) son conocidos y esta expresidn significa
E que la esperanza de la prediccién del proceso transformado y(h,w) en w: es decir
E E{y(A.w)} caiga en el intervalo formado por los extremos de la prediccion tiene una
fiabilidad de 1- donde € es el nivel de significacion elegido.

4. Intervalo del proceso estocdstico y(w) cuando conocemos el intervalo del proceso
estocdstico de la prediccion respecto de su esperanza matemdtica del proceso
transformado y(A.w) desconociendo sus pardmetros poblacionales.

A la esperanza matemitica del proceso transformado en el punto w le corres-
ponderd una variable promedio del proceso original que representaremos por
Ry(w). Existe una correspondencia biunivoca. Variando w tenemos el valor promedio
Ry(w) correspondiente al proceos estocéstico transformado y(A,w).

Deshaciendo el cambio de variable y(A.t} y sustituyéndolo por su valor en el
supuesto que ¢l proceso transformado cumpla las hipétesis establecidas obtene-

mos el intervalo para el valor con respecto a {a variable primitiva del promedio del
proceso transformado y con probabilidad 1-€.

As{ después de efectuar operaciones y simplificar intervalo que buscamos es:
[y(s/+A{ Blw-5) BN w-s)N(s-0 <Ry (w)<
<[y (s BOW-s HBANw-s)N(s-1) )] (5.8.7)
donde &(A)? estimador centrado de o(A)? su valor es segiin sabemos
SOY=1/n- DI v)-yt, Bt )R, )

férmula que demostramos cuando tratamos de las estimaciones de los pardmetros
pablacionales, sus distribuciones y propiedades.

El valor de Ry(w) (repetimos nuevamente) es el punto promedio de laregresion del

proceso estocdstico en w correspondiente a la de la esperanza matemdtica de 1a variabie
transformada.
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Laférmula (5.8.7) nos permite encontrar intervalos de confianza para los puntos del
proceso estocasticos correspondientes a la de la regresién de los valores del proceso
estocéstico original conociendo su transformado y aunque en el proceso transformado
eran rectas en el del proceso original no tiene necesariamente que ser recta. Esto se ve
ficilmente por la naturaleza de la férmula del intervalo mencionada (5.8.7).

5. Intervalo del PREDICTOR del proceso estocdstico transformado y(A.w)} que
contenga un valor individual del proceso con probabilidad I-€ cuando se descono-
cen los pardmetros poblacionales.

El predictor representado por Py(A,w) coincide con el de la esperanza matemdtica.
Y segiin vimos en (5.8.2) es

Py(l,w):y(h,s)+ﬁ(w-s)
Pero ahora como el valor individual del proceso transformado es
YA, w)=y(As)+B{w-s)+u, (5.8.8)
si no ha cambiado de estructura en el proceso estocistico transformado.

1. La esperanza matemdtica de y{A,w) coincide con la esperanza matematica del
predictor y ambas son

E{y(A,w)=EPiy(A,W)=y(A,s)+B(W-s) (5.8.9)
2. La varianza del proceso estocdstico respecto del predictor es:
E(y(hw)-y(h.9) Bw-5)) =
E(y(l,s)+B(w-s)+uw-y(?t,s)-%(w—s) }2=
E| uw-(%—B)(w-s) }2=Varuw+(w—s)2var(ﬁ)
ya que el término doble producto su esperanza es nuia.
Recordando las varianzas tenemos, segin la (4.5.6) y la (5.8.4)
Varp (y(A,w)=0(Ay(w-s}+Hw-1) (A /(s-1) (5.8.10)
recordando la varianza de,I\S.

Formaremos unat, , grados de libertad. En el numerador estard la variable tipificada
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normal donde y(A,w) - P{y(A,w) (diferencia entre el valor individual respecto del

“ predictor) que dividida por su desviacidn tipica—laraiz cuadradadela(15.8.10)—esuna

variable tipificada. Y el denominador pondremos la raiz cuadrada de una X _Mn-1y
como la x* con n-1 grados de libertad es

3 (N/o()?

la t de Student con n-1 grados de libertad es:

A
__ YAW)-yAs) - Bw-5) A2 2\ it
1= 500 (wes) + (ws) Zf(s-o)lﬂ’\j(m(l) F o) 5 /-1y

y simplificando queda

yOuw)-yOus) - Bw-s)
B (w-s) + (w-s) Z(s-)li2

thoj = (5.8.11)

donde G(L)? es €l estimador centrado de o(A)?

Elegido £ como nivel de significacién (a dos bandas) para que t | est€ comprendido
entre tt_ (€ /2) equivale a que el proceso estocdstico transformado esté comprendido
en el intervalo de confianza

YOLSHB(W-5)-L_ (€ /20BN W-s+(W-5P)2(5-1) | 'P<y (A, w)<
y(l,s)+ﬁ(w-s)+tnrl(e F2VB(A(wW-s+(w=5)") */(s-1) } 17 (5.8.12)

que nos da el intervalo para el proceso estocdstico transformado individual en el punto
w con probabilidad fiducial de 1-€ cuando se conoce el valor del proceso en el punto
S.

5.9. Intervalo de confianza para el proceso estocdstico y(w) cuando se conoce el valor
del proceso estocdstico en el punto y(s) desconociéndose sus pardmetros y el
proceso transformado sigue las hipdtesis establecidos.

Para encontrar este intervalo partiremos de la (5.8.12) y recordaremos la transfor-
macién de Box and Cox.

Asf sustituyendo en Ia (5.8.12) los valores de y( A,s) e y( A,w) por los valc.es
originales del proceso recordando las formulas de Box-Cox de estas transformaciones
tendremos que la probabilidad serd la misma y, por otra parte, el intervalo se
pondri en relacion con el proceso estocastico markoviano. —
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(Y (P DAABW-5)-t_, (€ /ZIBAN (w-s+(W-sP/(0-D)<(y (W) 1)A<
(Y DABW-5)+_ (/2B (w-s(w-5)/(0-1)

Luego multiplicando por A pasando el menos -1, simplificando, y extrayendo la
raiz A el intervalo para el proceso original de un punto como valor original y(w) es:

{ (y(S)*+l(ﬁ(w-S)—tn_,(e 2T (AN (w-s+{(w-5)/(s-1)) ) <y (w)
{ (y(s)*+x(ﬁ(w-s)+tn_](e 12BN (W-s+(W-s)Y/(s-t)) } A (59.1)

Los extremos del intervalo son conocidos {excepto y(w) ) nos permite construir el
intervalo con una probabilidad fiducial de 1-€ de gue contenga el valor individual del
proceso y(w).

3.10. Funcién caracteristica de la transformacion de Cox-Box para el proceso
estocdstico y( A5} conocido el valor de y(A.t)

Sabemos que la funcidn caracteristica es la esperanza de la variable aleatoria (en
el punto 5) de la expresion:

eiT)‘ (A5}

siendo r el pardmetro que normalmente en los tratados de Estadistica se representa por
t y aqui hacemos esta distincidn sencilla de notacién para evitar confusién._Para un
0 oncreto del parametro tiempo a variable aleatoria por las hipotesi

E(eiry( l.s)zd‘ry(l‘l}i—ﬂ[s—t)vr 20(1)2(54)!2 (5 10.1 )

Analicemos esta expresion.

Conocidos el valor del proceso en t y(t) para s>t la funcién de densidad de
probabilidad es ia ya conocida y si en el eje de tiempos trazamos una perpendicular al
mismo en el punto s tendremos el campo de la variable aleatoria tome el valor y(s) en
la perpendicular, con su probabilidad elemental es la funcién de densidad (5.7.8)
multiplicada por la diferencial de la variable aleatoria dy(A,s).

Ahora bien cuando s—t la funcidn caracteristica toma precisamente ¢l valor

ity (5.10.2)
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El exponente no es sino la f.c. de la distribucién de un punto es 1a certeza como
hemos comentado en otras ocasiones puesto que hemos partido de la hipétesis que en
el estado inicial en t conocemos el valor del proceso estocdstico.

De la f. de d. observemos cuando sucede esto que si s—t la funcién de densidad
tiende a la funcion & de Dirac con la propiedad siguiente:

E
JH B(s,t)ds entre t- €<s<t+¢
+E (5.10.3)

siendo € es un niimero muy pequefio (cualquiera que sea), la integral definida tiende
a la unidad donde

0 para s distinto de t
s = (58.4)
oo para s=t

es la conocida funcién & de Dirac.

Las propiedades de esta funcién nos permite relacionar distribuciones discretas con
distribuciones continuas.

VI TRANSFORMACIONES DE PROCESOS MARKOVIANOS DE
DISTRIBUCION LOGARITMICO NORMAL

6.1. Caso especial de la transformacion de Box-Cox

Hemos indicado que un caso especialmente importante en las aplicaciones Econo-
métricas es cuando se estudian transformaciones logaritmicas.

Y decimos es importante por cuanto los coeficientes de estas transformaciones de
las variables logaritmicas representan los conceptos de elasticidades tan importante en
Economia. Pero justificamos este caso especial por su estudio separado aunque bien
pudiera iratarse como un caso particular de las transformaciones de Box-Cos. Pero
también y como anteriormente estudiaremos el proceso markoviano fundamentalmen-
te de tipo wiener.

Esta transformacién merece le dediquemos un breve capitulo por sus especiales
propiedades pero insistimos todas sus férmulas se obtienen hallando limites cuando

A—0 de la transformacién de Box-Cox. Asi si calculamos el Limite de y(A,s) cuando

A = 0- facilmente vemos que y(0,s) =1 y.
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Con carécter general estudiaremos las propieddes del proceso logaritmico transfor-

mado directamente aunque a veces recurramos a las férmulas generales de transforma-
cion ya obtenidas v tomemos su limite para A=0.

6.2 Funcion de densidad de probabilidad de un proceso markoviano logaritmico
normal

La funcidn de densidad es
£(1, y(s))=exp{ -l y(s)-Iny(t)-B(s-1))/267(t-s) oV (2m(t-s))y(s)) (6.2.1)

Por anilisis de esta férmula observamos que el proceso y(s) estd en el denominador
y a su vez el exponente de e su logaritmo neperiano. Por las caracterfstica especiales
el proceso y(t) [t= —ootoo) no puede ser negativo y(t) porgue Ln(y(t) no es real.

Luego el proceso y(s) como la funcién de densidad es siempre no negativa y
necesariamente la transformacion logaritmica iinicamente es viable cuando
y{s)=0.

Esta funcidn de densidad es un caso concreto aplicado al proceso estocdstico y(s)
de la funcidén de densidad logaritmico normal, muy conocida en los textos de
Estadistica.

Pero nosotros tratamos a y(s) como un proceso estocdstico que sigue su logaritmo
neperiano esa distribucién normal y con pardmeiros semejantes de B y de o(.0) con la

perturbaci6n .

En adelante 1a notacién 6(.0) lo escribiremos simplemente & y entenderemos o es
el lim. & — de o(A).

6.3. Funcién caracteristica y funcién generatriz de momentos del proceso logaritmi-
co estocdstico en el punto s cuando se conoce su valor en el punto t.(t 16).

La funcién caracteristica —cuya notacién la representaremos por ¢(r) y la funcién
generatriz de momentos por la notacién g(r)- estdn muy relacionadas y se definen

Q()=E(exp(irl y(s)) (6.3.1)
donde i es la unidad imaginaria (V-1)
gm=E{exp(rl y(s)} (6.3.2)

y recordando que Iny(s) es normal N(Iny{(t)+8(s-t), )
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o(r)=explir(l y(®)+B(s-1)}-r'o*(s-1)/2) (6.3.3)
y la funcién generatriz de momentos es
g(n=esp{r(l, y(t)+B(s-))-r0*(s-t)/2} (6.3.4)

Los momentos ordinarios y centrados del proceso logaritmico normal y(s) se
obtienen simplemente hallando las derivadas sucesivas respecto al pardmetro 1 e
igualando a cero bien de la funcion g.m. bien de la f.c. Si se utiliza esta para calcular
el momento condicionado centrado de orden k precisamos calcular las derivadas
sucesivas hasta lak inclusive, hacer r=0y dividir por i*. Utilizando la funcién generatriz
de momentos ordinarios no es preciso dividir la derivada por i*.

6.4. Momento ordinario de orden k del proceso markeviano y(s) cuando se conoce el
valor del proceso en el punto t (t < s) si se cumplen las hipdtesis para el proceso
logaritmico normal.

El momento ordinario de orden k del proceso estocastico y(s) es
E{y(s)4y() }=E{exp(k] y(s)| (6.4.1)

Si comparamos esta definicién con la (6.3.2) vemos que la (6.4.1) es un caso
particular ya que el pardmetro r toma ahora valores discontinuos porque k=0,1 22,350,

Luego el momento de orden k del proceso estocdstico en el punto s condicionado
al conocimiento del valor del proceso en el punto t es igual a la 6.3.4 cuando r=k: no
utilizaremos la notacién condicionada por comodidad.

o, (y(s))=exp(k(I y(+B(s-)+k*c*(s-1)/2} (6.4.2)
=g(k) (6.4.2)

La (6.4.2) puede escribirse:
o, (y(s) }=y(tyexp{kB(s-))+k’0(s-1)/2} (6.4.3)

La (6.4.3) nos da todos los momentos condicionados del proceso estocistico
logaritmico normal.

Dando valores a k=1,2 tendremos los dos primeros momentos del proceso marko-
viano cuya transformada sigue una distribucién normal y que son:

af(y(s))=y(Dexp{B(s-))+0*(s-1)/2} (6.4.4)
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o, { y(s) )=y(t)%exp{ 2B(s-t})+20%(s-1)} (6.4.5)
Obtenidos estos momentos ordinarios con respecto al origen es inmediato el cdlculo

de la varianza del proceso y(s) también condicionada al conocimiento del valor que
toma el proceso en €l momento t

Var{y(s)}=0,{y(s)}-afy(s) I*=
=y(t)’exp{ 2B(s-1)+20%(s-t)-y(*exp{ 2B(s-t)+c%(s-t) } =
=y()*{exp{2B(s-)+a2(s-1) Hexp{Gi(s-1) }-1

Luego la media poblacional y la varianza del proceso peblacional condicionadas
SOn:

o y(s) }=y(exp{ B(s-)+0*(s-1)/2 (6.4.4)
Var{y(s) }=y(t)*{exp{ 2(B(s-1)+0%(s-1) } (exp{ 6%(s-1) } -] (6.4.5"

6.5. Estimacién de los pardmetros poblacionales del proceso estocdstico.
Las estimaciones de B y de o” las podemos calcular por méxima verosimilitud o
como caso particular de las obtenidas en 1a transformacidn de Box-Cox. Emplearemos

este método.

. A o
Asi para la estimacién de B si calculamos el limite cuando A = 0 tenemos

11\3_ Z(Lny(t) - Loy(t i-1) 6.5.1)
B (s-t)
La estimacion de o2 es:
Ay 1 poy(t) - L ny(-1)

1j-4-1 (6.5.2)
6.6. Distribuciones de los estimadores (6.5.1) y (6.5.2)

A
1. El estimador B es una combinacién lincal de variables normales— sigue una
distribucién normal

BoN®.6/(s-)} (6.6.1)

. A ; . L.
2, El estimador ¢ estd relacionado con la x? porque segiin vimos y sabemos por
Estadistica
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A
no?2
52 Xn-12 (6.6.2)

siendo la estimacién de la varianza la férmula (6.5.2)
De este estimador obtenemos el estimador centrado de la varianza
2 Ao
6°=no*/(n-1) (6.6.3)

6.7. Predictor del proceso logaritmo neperiano de y(w) respecto a su media poblacio-
nal, cuando desconocemos los pardmetros poblacionales.

Como siempre supondremos se cumplen las hipétesis establecidas para esta

transformacion logaritmica. Los datos observados del proceso han sido en los tiempos
t,t,..t eincluso en el instante inicial t,

(i
Llamando al predictor de acuerdo con (8.8.2) y para este caso concreto
PL, y(w)=L,y(s)+B(w-s) 6.7.1)
su esperanza matematica es

E{PL y(w)=L y{(s)+B(w-s) (6.7.2)

La expresion anterior también es equivalente a la E{Lny(w)} ya que ambas
expresiones coinciden.

6.8. Varianza del predictor del logaritmo neperiano del proceso estocdstico respecto
de media logaritmica poblacional del predictor.

La desviacion del Plny(w) respecto de (6.7.2) es
PLny(w)-Lny(s)-B(w-s) (6.8.1)
y sustituyendo (6.7.1} y calculando la varianza tenemos:
Var(PLny(w):E{Lny(s)+ﬁ(w—s)—Lny(s)—B(w-s) =
=E{ fS\—B)iw—s) lz=(w—s)2var(’ﬁ\) (6.8.2)

A
y recordando el valor de la varianza del estimador B la varianza del predictor del
logaritmo transformado respecto de la media poblacional es:

Var(PLny(w) }=0%(w-5)2/(s-t) (6.8.2")
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por ser la variable aleatoria en w del Pin(w) una distribucion normal y cuyos pardmetros
nos son conocidos (6.8.1) y (6.8.2)

6.9. Distribucién del Plny(w). (Predictor del Ln del proceso respecto de su media
tedrica)

Como hemos visto y por segiin el teorema de adicién de combinacién de variables
normales independientes Plny(w) es normal y sus pardmetros son

Media EPLny(w)=Lny(s)+B(w-3) ¥y
Varianza=VarPIny(w)=(w-s)’G%*(s-t) (6.9.1)

Luego la variable tipificada es también normal:

PLny(w) - Ln-[(w-s)

oWV > N(0,1) (6.9.2)
Igualmente de acuerdo con la (6.5.2) Ia x* es:
nd2

Xpo12 = — (6.9.3)

)

Y dividiendo la (6.9.2} por la raiz cuadrada de la media de la Xn-1? y recordando
la (6.6.3) del estimador centrado de &2 formamos una t de Student con n-1 g.de 1.

t ]_PLL]X(W) 'iLnY(S)' B(W'S))
e F2(w-s)(s-1) (6.9.4)

siendo &7 ¢l estimador insesgado de o*

6.10 Intervalo de confianza para la media poblacional Lny{ ©) cuando se desconocen
los pardmetros poblacionales.

Conocida la distribucidn del predictor del logaritmo neperiano del proceso estocds-
tico y(w) con respecto de su media poblacional expresada por la relacién (6.9.4) es

sencilio determinar un intervalo fiducial para referida esperanza matemidtica cuando
hemos elegido un nivel de significacion.

La distribucién de la t de Student con n-1 grados de libertad nos da para el nivel a
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de significacion € a dos bandas por la variable (6.9.4) si es un estimador se encuentra
entre

P(t (e/2)<t, <t (€/2))=1-€ (6.10.2)

Sustituyendo en la anterior t_, por la (6.9.4) y despejando la media poblacional
E{PLny(w)}=y(s)+B(w-s) tenemos el intervalo que buscamos:

L y(s1Bw-5)-t, (€258 (w-s)N(s-D<E(ELny(w)=
=y(s)+B(w-s)<
Lay(s)+B(w-s)+,_ (€ /2(w-s)N(s-1) (6.10.3)
con probabilidad fiducial I-€ que contenga al proceso estocastico Iny(w).

6.1.1. Intervalo de confianza para el proceso y{w) que se relaciona con el valor medio
del logaritme neperiano de su transformado E{Lny(w)}.

Denominaremos Ry(w) al valor del proceso estocdstico que en w corresponde
biunivocamente con el de la E{Iny(w)} y que este valor pertenece a una linea de
regresion en el sentido de la transformacién que hemos indicado.

Asi poniendo por exponente del mimero e los miembros de 1a (6.1.10) y simplifi-
cando tenemos la siguiente desigualdad:

yis)exp{Bw-5)-t_(e/2)B(w-s)N(s-t) }<Ry(w)
<y(s)exp{Bw-sy+_(£/2)0(w-s)(s-1) (6.11.1)
La{6.11.1) podemos obtenerla directamente a partir del intervalo general deducido
de la transformacion de Box-Cox en (5.8.11) la cual depende del pardmetro A cuando

A—0.

Ltamando L. al limite del logaritmo neperiano de referido intervalo y calculando el
limite tenemos:

L=Lim1/A {Loy(s+A(B(w-s)tn-1(e 258 A)w-)(s-)
Esta indeterminacion la resolvemos aplicando L."Hopital
Luego
L=Lim.y(s)'L y(s)+B(w-s) t_(€/20A)w-s)N(s-) (6.11.2)
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y llamando ¢ al Lim. 6(A} cuando A—0 tenemos el Logaritmo neperiano de la (6.11.1)

donde el antilogaritmo es la (6.11.1) recordando el valor del Lim y(s)* cuando A—0 es
1a unidad.

Es decirque de las expresiones generales encontradas en 5.8 para la transformacion
de Box-Cox deducimos todas las transformaciones de este capitulo simplemente
calculando el limite A—0
6.12. Intervalo del Predictor del Logaritmo neperiano del proceso estocdstico que

contenga un valor individual del logaritmo neperiano del proceso estocdstico

y(w)} cuando estimamos sus pardmetros.

1. Porlas {6.7.1) y (6.7.2) tenemos el predictor del logaritmo neperiano del proceso
estocdstico en el punto w y su correspondiente esperanza matematica.

2. Ahora nos interesa relacionar el predictor con el correspondiente logaritmo
neperiano del proceso que tomard en el punto w del eje de tiempos cuando (como hasta
ahora hemos supuesto) conocemos el valor del proceso que toma en el momento s.

Por ser

Loy (w)=Loy(s)+B(w-s)+u 6.12.1)

la esperanza matemadtica de la (6.12.1) coincide con la (6.7.2). Asi la esperanza
matematica de

A
E{L y(W)-PL y(W)}=E{L y{(sB(w-s)+u_-Lny(s)-B(w-s)}*=
E{u_-(B-8(w-s) ’=Var(u_)+(w-syVar(l) (6.12.2)
siendo la esperanza del doble producto nula.

Segun la (5.8.9) y la varianza de la perturbacién del procese en el punte w cuando
se conoce el valor del proceso en el punto s, por hipétesis, tenemos:

Var(PiLny(w) } =0%(w-5)+(w-8)2G3/(s-t) (6.12.3)

3. Distribucion de la diferencia del Iny (w) y el predictor Lny(w).
Para determinar esta distribucién conocemos gue las esperanzas son nulas y como
por hipétesis son normales el proceso Iny(w) y, a su vez, el predictor estd formado por

combinacion lineal de variables normales, la distribucién de este también es normal.
Luego esta diferencia es normal de media nula y varianza la (6.12.3).
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Tipificando esta expresién tendremos una normal N{0,1) que es:

Lny{w) - Plny (w}

6.12.4
oV (w-s + (w-8) 2I(s-t)) ( )

Sustituyendo el numerador Plny(w) por su valor tenemos:

L‘ny(w) - Lﬂy (S) - % (W_S) —>N(0,1)
G'J(w-s + (w-8) </(5-1))
Por otra parte sabemos que
A

X, =X (6.12.5)

o?

es una x* con n-1 g.de L. Luego la anterior dividida por la raiz cuadrada de la media de
la— nos da una t de Student por ser ambas vartabies independientes.

Por la (6.6.2) 6 ? es un estimador centrado de ¢ 2

Es bien sabido por definicién que la t de Student se forman por el cociente entre dos
variables independientes: €l numerador una normal tipificada y el denominador la raiz
cuadrada de una media de una X2. Si dividimos la normal tipificada por la raiz cuadrada
de 1a media de 1a x* de Pearson y después de simplificar por las hipdtesis establecidas
tenemos:

_ Loy(w) - Lny (s) - %(w-s)

fae1 BV(w-s + (w-s) 2/(s-1))

(6.12.6)

que es la distribucién del logaritmo neperiano del proceso estocdstico individual
cuando conocemos el valor del proceso en el punto s desconocemos los valores de los
parimetros poblacionales.

4. Intervalo de confianza para el logaritmo del proceso estocastico en el punto w
cuando se cumplen las hipétesis establecidas de normalidad.

Es inmediata la obtencién del Lny(w) a partir de fa (6.11.6) y hemos estimado los
valores de los pardametros poblacionales. Para ello tendremos que elegir el nivel de
significacién correspondiente 4 a dos bandas y que la (6.11.6) esté comprendido entre
-t (e/2)y +t_,(€/2) es equivalente a despejar el Lny(w) —valor individual del proceso
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en el eje de tiempos en el punto w— con un nivel de confianza 1-g para que el proceso
estocdstico Iny(w) caiga dentro del intervalo formado por la siguiente expresion

A
Lny(s)+B(w-5)-t__(€ /2Y8V{ w-s+(w-5)%/(s-t) }<Lny(w)
<Lny(s)+ﬁ(w—s)+tn_](e /2)'§\N [ w-8)2/(s-t)} (6.12.7)

con una probabilidad fiduycial de 1-€ de que contenga el verdadero valor individual
del proceso estocastico Loy(w).

6.13. Intervalo para un punto individual del proceso estocdstico y(w) cuando se conoce
el valor del proceso en el punto s y se desconocen los pardmetros del proceso y
los logaritmos neperianos cumplen las hipotesis establecidas.

De la (6.12.7) se deduce ficilmente el intervalo de aceptacion de y(w). Tenemos
simplemente que hallar antilogaritmos neperianos o su equivalente que es la expresion
anterior pero siendo el exponente del nimero e.

Asf pues este intervalo para el valor individual del proceso estocdstico markoviano
que siga las hipdtesis establecidas simplificando los valores es:

A —~
y(s)exp{ B(w-s)-t, (€ /2)EV[w-sHw-s) (-8} }<
<y(w) <
y(s)exp{ B(w-s)+tn-1(e /256V[w-s+(w-s)e [t-s)]) (6.13.1)

Este intervalo de la aceptacién de un valor del proceso estocdstico en el punto futuro
del eje de tiempos w cuando se conoce la trayectoria pasada de t a s y a partir de los
valores del proceso en esa trayectoria se han estimado los parametros poblaciona-
les desconocidos.

Si se cumnplen las hipétesis este valor del proceso estocdstico contenido dentro del
intervalo obtenido para el valor individual en el tiempo futuro w si utilizameos la
transformacion general de Box-Cos es un caso particular si calculamos su limite (que
nos da una expresién indeterminada pero aplicando L’Hopital deshacemos la indeter-
minacioén) y el exponente del nimero e es el limite hallado y que coincide con la
expresién precedente,
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VII CASOS ESPECIALES DE LOS PROCESOS MARKOVIANOS CUANDO EL
PARAMETRO T ES ENTERO (TRANSFORMACION BOX and COX)

- 1.1, Introduccidn general a los casos especiales de las transformaciones de Box-Cox
cuando el pardmetro t=0,1,2,3, ..n del conjunto indice es discreta y sigue una
sucesion numerable.

Hasta ahora nos hemos detenido en férmulas mas generales pero seguramente no
- muy utilizables en Econometria porque los datos de las series temporales vienen
representados por series discretas y los tiempos son equidistantes. En este breve
capitulo resumiremos las férmulas aplicables especialmente a observaciones para la
sucesion estocastica estd definida sobre el conjunto indide T={0,1,2,3, ...n...)

Mas concretamente nuestra aplicacion sobre procesos markovianos o concretamen-
- te cadena de Markov son casos particulares de los estudiado hasta el presente. Y para
no repetir demostraciones, solamente haremos recopilar las formulas condensadas
- cuando el tiempo venga expresado en la forma indicada.

7.2. Valores del proceso estocdstico discreto transformado

Este valor del proceso de pardmetro discreto transformado markoviano es de la
forma (cuando aplicamos la transformacion de Box-Cox) como la siguiente:

Y=y 1)/A (7.2.1)

s decir tenemos n+1 valores del proceso {y())} = {j=0,1,...n) y de su transformado.
7.3. Hipétesis sobre las perturbaciones

Las hipdtesis sobre este proceso son semejantes a las estudiadas en la rransforma-
cién de Box-Cox pero como estas perturbaciones eran condicionadas ala diferencia de
tiempos de valores consecutivos, en nuestro caso esta diferencia es la unidad y el
proceso en el tiempo j conocido su valor de j-1 se relaciona por la siguiente expresion:

Y=y (A j-1)+B+u, (7.3.13

con las hipdtesis para J, para las perturbaciones:

1* La esperanza de |1, es nula.

Euj=0 para todo j (7.3.2)
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22 Incorrelacion

Eujuk =0 j#k (7.3.3)
32 Homoscedasticidad
Eu?=¢? Paratodoi (13.4)
4* Normalidad
u. = N{0,0)

7.5. Funcion de densidad del proceso transformado en j conocido si valor en |-
I(j=12...n).

Por las hipétesis planteadas y conocido el valor del proceso en el punto 3-1, la funcién
de densidad de y(A.j) es

iy )y (hj-D=
expl-(y(Aj)-y(A.j-1)-B)/26(A) V(G (AN 2m) ((7.5.1)

Esta funcién de densidad es condicionada a la aparicién del proceso transformado
en j-1. La representaremos por f(A,]) pero advertimos su naturaleza para que no ofrezca
ninguna duda.

En consecuencia si en lugar de conocer el proceso en el punto j-1lo conocemos en
h (siendo h < j) la varianza no serd la misma pues ahora depende de la diferencia de
tiempos y B e igualmente de la misma diferencia.

Esta probabilidad condicionada es
fly(Ai)y(d.h)=
=[exp.{-(y(Aj)-(y(h.h)-B(j-h) }/26%G-h))/(sV2m(j-h)
para todo j>h (7.5.2)
Obsérvese que la anterior (7.5.1) s un caso panicular cuando h=j-1.
7.6. Forma del proceso transformado en funcién del conocido en referide punto.
Esperanza, varianza y funcidn caracteristica del proceso transformado y(Aj)

cuando conocemos el proceso en un punto anterior h.

1. Forma del proceso transformado en funcién del proceso en un punto anterior —no
consecutivo—.

112




FRANCISCO JAVIER URBELZ [BARROLA
De las hipétesis iniciales tenemos:
YA )=yj- Dy,
j=h+1h+2,..n {7.6.1)

Dando valores a j y sumando y simplificando tenemos que la representacién del
proceso transformado en y(A.n) puede escribirse también

y(A,n)=y(Ah}+B(n-h+u,  +u +..u (7.6.2)
Un caso particular es cuando h=n-t. La (7.6.2) se convierte en
yun)=y(Ah)y+B+u_ (7.6.3)
2. Esperanza matemdtica condicionada.
La esperanza de la (7.6.2) es
E(y(A.n)}=y(AhHB(n-h) (7.6.4)
3. Varianza matemdtica condicionada.
Y la varianza (cuando conozcamos el valor del proceso en h) es
Var[y(A.n)/y(Ah)]=E[u,, +...u *=E6?X 2=
G°EX_,*=c*(n=h) (7.6.5)
por haber n-h sumandos y por hipétesis de incorrelacion entre [ y j1,.

Esta varianza la representaremos usualmente sin la condicionante que se supone
implicita. Asf la varianza es

Var[y(A.n)]=(n-h)a? (7.6.5)
Un caso particular es cuando h=n-1. La (7.6.3) se convierte en 82 es decir la
hipétesis de partica para el proceso transformado porque consideramos una cadena
consecutiva de una sucesién numerable que Markov. -
4, Funcién caracteristica
Esta funcidn caracteristica condicionada simplemente es
o(r)+E(exp(iry(l,j}=exp. {iry(Ah)+B8(-h)-r’c?(-h)/2 (7.6.1}
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y lo mismo podemos determinar la funcién generatriz de los momentos ordinarios
condicionados,

Cuando j=n tenemos la funcitn caracteristica en el punto n conocido el proceso
transformado en el punto h.

7.7. Estimaciones por punto de los pardmetros

Las férmulas de las estimaciones por punto son casos particulares de los generales
obtenidos y asi para

1. Estimador ﬁ

n

TRy j-1))
- (71.7.1)
n

=1.23,.n

Laexpresién anterior puede reducirse después de simplificar términos iguales pero
de signo contrario a

(7.1.2)

Esta férmula es un caso particular de la general deducida en (4.4.1) porgue ahora
los valores del proceso toman una secuencia del eje de tiempos de intervalos unitarios
siendo s=n y t=0.

2. Estimador SOV

Este estimador lo obtenemos de Ia (4.4.2) haciendo la diferencia de tiempos igual
alaunidad. Asi observemos que b no viene acompafiado de esta diferencia de tiempos
ni tampoco el denominador,

n
D[y j)-y0hj-1)87
o= L (7.7.3)
n

Esta férmula la deducimos por méxima verosimilitud recordando ahora las obser-
vaciones indicadas respecto a la diferencia de tiempos.
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3. Estimador &(A) 2 centrado

De la anterior deduciremos el estimador centrado para !c\r(l)z segin las (4.5.6) y
{4.5.6b).

Asi para nuestro caso concreto

n
3 Ay DB

21 774
o) — (7.7.4)
(=1,2,3..m)
 1.8. Varianzas de estos estimadores
‘ A
\ 1. Varianza de B
A
Var= iﬁﬁ (7.8.1)

. ¥no es sino un caso particular de la (4.5.3)
A
2. Varianza de o(A)?

. El estimador (7.7.3) no es centrado porque tampoco lo era el estimdor (4.5.4) y su
* esperanza es igualmente:
t

B8V =c(\)X(1-1/n) (7.8.2)
} que vernos es asintdticamente centrado.
i Y la varianza es idéntica a 1a (4.6.5)
Varg*(h):=2(n-1)o(A)/n? (7.8.3)
b 3. Varianza del estimador centrado de la varianza §(A)?
Coincide con la {4.6.6) aunque el estadisﬁ;:o B(A)\esel (7.7.4)
Var(G{A)P=2a(L)*/(n-1) (7.8.4)
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7.9. Distribuciones
A
Distribucién de B
A
La distribucion del estimador B es normal
A
B-N{B,c(A)/n) (7.9.1)

Luego la de su variable tipificada es

A
B-5

o(l)/\/;
A
2. Distribucidén de la variable 1B—B){§1sz\fn

La variable nG(A)Y/G(A)* es una X2, (79.3)

-N(G, 1) (7.9.2)

Formemos unatde Student conn-1 g.de 1. dividiendo la (7.9.2) por la raiz cuadrada
de la media de la (7.9.30 —al dividir por n-1-

tn.1= _ syt (71.9.4)
VoBou2/o(h)2/n-1

simplificando la anterior y poniendo la t de Student en funcién del estimador centrado
de la varianza, la (7.9.4) se reduce:

s
p-1= (7.9.5)
BN

férmula que nos permite obtener intervalos de confianza para el estimador del
parametro poblacional 8.

3. Distribucién del predictor transformado respecto de la media poblacional
transformada,

Llamando al predictor respecto de la media poblacional Py(A,w) siendo w un
niimero entero (w>n) tenemaos

Py(?x,,w):y(l,n):l\’)(w—n) (1.9.6)
siendo su esperanza
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E(Py(A,w) }=y(A,mH+B{w-n) (797
y como el proceso transformado en w es
w
y(A. W)=y n)+B(w-n)+ Euj
n+1
(j=n+1n+2,...w) (7.9.8)
también la esperanza de (y.9.8) coincide con la (7.9.7),
Varianza del predictor del proceso transformado respecto de su media.
Var{Py(hw) | =E{ yhn)+Bw-m)-(y () +6(w-n) =
=E{((B-6)(w-n)?}=(w-nyVar(®)
y recordandoe la (7.8.1) tenemos:
Var{Py(A,w)=c(AyY(w-n)’/n (7.9.9)

El predictor del proceso transformado por ser combinacion lineal de variables
normales, es normal con media teérica (7.9.7) y varianza la (7.9.9).

La variable normal tipificada del predictor respecto a su media poblacional es

Py(h ,w)-(yG m)+B8(w-n))
o(D(w-nNn

N{(0.1)

Por otra parte
no(A)2/o(A)2=x_*

Luego formando una t de Student con n-1 grados de libertad tenemos:

1= YOOI . N &6 o500 (01

t
s w-mNn

que simpfificando y poniendo en funcién del estimdor centrado o(A)’

]_Py(l,w)-(y(l\,n)+ﬂ(wi)l (1.9.10)
3o w-mNa

tn-
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Sustituyendo el predictor del proceso transformado por su valor (7.9.6) tenemos

i O BOw-n)-(yO ) +B(w-n)) (7.9.11)
’U(l)(w-n)/\/_
o también
tn_l_Py(A,w)-E{pyO»,W)} {(19.12)
30)w-mAn

donde py(A,w) es conocido.

4. Distribuci6n del predictor Py(h,w} con respecto a su valor individual.

Por ser ambas esperanzas iguales {segiin las (7.9.7) y las (7.9.8)} la varianza es

VarPry(h,w)/y(h,w)}=E{ Pry(A,w)-y(A,w)=
S AN w-n+{w-n)¥n} (7.9.13)
porque
E[y(A.w)-y(A,n)}?]=6(A)(w-n)

y recordando la {7.7.9) y la (7.6.5) que es la varianza respecto de la media.

Formemos la variable
A
xgl,nzﬂsgw-n!-gg,w!
ao(h) w-n+(w—n)2/n
Esta variable es una normal tipificada por ser combinacidn lineal de variables

normales y, ademds, su esperanza matemdtica es nula y su varianza la unidad segiin las
(7.9.6), (7.9.7) y (7.9.13).

Formemos una t de Student conn-1 g. de L.

- ﬂﬂ)ﬂmkm_l (7.9.14)
?S‘(?L)\}(w -n+{(w- -nP)n
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donde hemos simplificado y hemos sustituido la estimacion de la varianza por su
estimador centrado.

710, Estimacidn por intervalo

Estudiaremos al mismo nivel de significacién 4 (a dos bandas) los estimadores por
intervalos de los procesos transformados respecto a sus medias transformadas teéricas
y también con el intervalo de la prediccién que contenga el valor del proceso individual
transformado cuando no ha existido cambio de estructura con et tiempo.

1. Estimacién por intervalo de la media teérica del proceso transformado cuando se
conoce el predictor y la estimacidn de la varianza centrada.

Para que la (7.9.12) caiga entre —tn-1(€/2) y +mn-1(€/2) donde € es el nivel de
significacién elegido es lo mismo que la media teérica del proceso transformado
caiga en el intervalo de aceptacién con probabilidad fiducial 1-€.

‘ yOLm+Bw-n)t_ (e 2BM)(w-nyn<
<E{y(A,w)=y(An)+B(w-n)<
<y Bwny+_ (e 2RO w-m)AR 7.10.1)

2. Intervalo de aceptacién para el predictor que contenga un valor individual del

proceso _transformado en w cuando se_conoce su estimacién hasta n y la varianza
centrada.

De la (7.9.14) formaremos el intervalo pero en este caso el intervalo que contenga
el vaior individual transformado es

(l,n)+ﬁ(w-n)+tn- (e Q)‘&(k)\/ w-n+(w-n)2fn<

<y(h,w)<

(k,n)+lf\$(w—n)+tn- e RFAIW w—n+(w-n)2/n (7.10.2)

3. Intervalo de aceptacion para el proceso original en w correspondient
transformado promedio, conocidos gl proceso en el punto n y los valores estimados de
los padmetros y de la varianza centrada.

Llamaremos Ry(w) a este valor por ser el correspondiente en w de la esperanza
matematica del proceso transformado.
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Sustituyendo y(A,w)=(y(w)*~1)A en la (7.10.1) y simplificando tenemos
g A Bw-n)-t,_ (€ 2BANw-mNa)l<
<Py(w)*<

ywP+ALB(w-n)+t_ (€ 2N w-mAn)] .10.1)

de la que deducimos:
ywA{Bw-n)-t_ (€ 25BA)w-n)Nn] APy (w)<
yaA{B(w-n)-t_ (& 20 w-nyn ) (7.10.3)

que nos da el intervalo de confianza para el proceso y(w) del punto de regresién Py(w)
de la prediccién media.

4. Intervalo del predictor que contieng un valor individual del proceso conocidos los
parametros estimados y el ditimo punto del proceso estocdstico en n.

De la (7.10.2) podemos deducir el intervalo para el valor individual del proceso en
el punto w.

Sustituyendo el valor transformado por el del proceso tendremos para el intervalo
que contenga el valor individual del proceso y(w).

(W P+ A B-B)won)-_1e 2N w-nrw-nPm A<
<y(w)<
y(w P+ A{ (B-B)w-n)+tn-1€ /253N w-n+(w-n2/n /A

(7.10.4)

5. Intervato del proceso logaritmico normal respecto de su esperanza matematica,
cuando hemos estimado los valores poblacionales de B v de g{A)?

La transformacién en este caso —2 0 y la férmuta (7.10.1) se transforma en
Lny(n)+/é(w-n)»tn‘l(e £2)8(w-n)An < E{Lny(w) <

Loy(n)+B(w-ny+t_ (e /2)8(w-n)Nn (7.10.5)
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Hemos puesto Lim %(7&.) =6 cuando A — 0 y Lim y(A,w) = Lny(w)

5. Intervalo de aceptacién del proceso Jogaritmico transformado gue contenga un
valor individual del Lny(w) cuando se han estimnado los valores de los pardmetros y el
de la varianza centrada.

Este intervalo o obtendremos de la (7.10.2) calculando limites para A — 0.
Asf calculando limites de 1a (7.10.2) tenemos:

Lny(n)+%(w—n)-h-](e /2}3\/ w-n+(w-n)2/n < Lny(w) <
Liny(n)+B(w-n)+in.1(€/28Vw-n+(w-n2/n (7.10.6)

donde o es la raiz cuadrada del estimador centrado de la varianza.

7. Intervalo para la regresién del proceso en y{w) cuando el logaritmo neperiano del
proceso sigue una distribucién normal y cuyos pardmetros se hag estimado y la varianza

es centrada,

Este intervalo lo obtenemos de 1a (7.10.3) cuando A — 0 y en consecuencia
efectuando operaciones, por ser una expresion indeterminada, aplicando L’hopital
(después de tomar logaritmos neperianos [imites y velviendo a niimeros) tenemos

y(n) exp| (ﬁ(w-n)—tnfl(e {258 (w-n)/Nn ) j< Py(w) <
¥{n} exp[(ﬁ(w-n)ﬂn_](E;Q)’Ei(w—n)/\fn ) (7.10.7)]

con un nivel de confianza de 1-€ de que contenga el valor de la regresion correspon-
diente a la ELn(y(w).

8. Intervalo del proceso logaritmico que contiene un valor individual del proceso
y{w) cuando hemos estimado los pardmetros ﬁ y el estimador centrado de la varianza

Q[AF

Este caso 1o obtendremos del limite de la (7.10.4) cuando A — O por ser indetermi-
nado, tomaremos logaritmos, calcularemos el limite y después pasaremos a antiloga-
ritmos y nos queda, por sencilios calculos la siguiente férmula para el intervalo de
aceptacién de la prediceidn individual con un nivel de significacion €

y(n) exp| (IB\(W-n)-tn- 1(€ /2)3Vw-n+{w-n¥/n <
<y{w} <
A
y(n) exp{(B(w-n)+tn_1(e /255 \ w-n+(w-n¥/n (7.10.8)
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Las férmulas (7.10.7) y (7.10.8) son muy ttiles para predecir cudndo se utilizan el
proceso logaritmico y sigue las hipétesis establecidas y hemos de distinguir dos casos
biendistintos: El primero es gue estas férmulas de intervalos de confianza nos permiten
determinar con un nivel de confianza 1-g el intervalo correspondiente a la media

poblacional proceso estocdstico y el segundo cuando deseamos un valor individual del
proceso futuro en el punto w.,

CONCLUSIONES

1%, Nuestro estudio ha sido enfocado para transformar los procesos Markovianos en
otros procesos que gocen de las propiedades siguientes:

a) Posibilidad de que el proceso transformado sea linealizable.
b) Tenga una distribucién aproximadamente normal de media ¥ varianza constan-
te 0 mis concretamente es una constante multiplicada por la diferencia de

tiempos.

c) Estimar los pardmetros contrastando las hipétesis de si la distribucién es normal
y homocedistico aplicando los test usuales conocidos en Estadistica y Econometria.

22, Si conseguimos este objetivo deshacer la transformacién y calcular:

a) Estimadores y estimaciones puntuales del proceso original.

b) Establecer intervalos de confianza y

c) Utilizar los estimadores con fines predictivos

3 En todo el estudio que hemos realizado pueden introducirse cuantas variables
exogenas consideremos necesarias por lo que esto solamente influye en los grados de
libertad.

4* Las aplicaciones son numerosas porgue un caso particular del expuesto estdla
transformacidn logaritmica y que puede utilizarse en diversas aplicaciones practicas
como también las otras transformaciones.

No mencionamos pero ya pensamos en la posibilidad de aplicar esta técnica :

a) Mercados de opciones.

b} Mercados de futures que funcionan en E.U. y Eurcpa y que en Espaiia no
tenemos tan alto grado de especializacion.
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Si hacemos una transformacién y la variable transformada la ponemos en forma
Y*(S)=y*()+B (s-t)+B8,%,+u,

tenemos un modelo con una variable exdgena y que podemos analizar que no es sino
la(3.1.1) incluyendo el término de esta variable exdgena. Particularmente es interesan-
te cuando la diferencia de tiempos t -t de las observaciones es constante. Sila variable
X representa cotizaciones por ejemplo peseta ddlar, y la variable original representa la
cotizacién de futuro de una mercancia estamos en presencia de los mercados de futuro.

Como puede apreciarse en estas teorfas juega un papel sumamente importante el
predictor.
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