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i. INTRODUCCION

En el presente trabajo se pretende efectuar un estudio exhaustivo de la
problemitica propia que en las operaciones financieras y en particular en los
instrumentos de andlisis por ellas utilizados, rentas y flujos, plantea la incor-

poracion en sus términos de variaciones exponenciales o en progresién geo-
métrica.

En ia actualidad, tanto en el campo financiero como en el actuarial, se
presentan cada vez con mayor frecuencia operaciones en las que se ha pasa-
do de consideraciones de constancia, en los términos de las prestaciones o
contraprestaciones, a la incorporacion en dichos términos de factores cuya
influencia lleva consigo la consideracién de variaciones de tipo acumulativo,
dando lugar, en el caso discreto, a términos variables en progresion geomé-
trica, y en el caso continuo, a variaciones de tipo exponencial.

Ser4 conveniente, por tanto, desarrollar con una mayor profundidad la:
problemdtica que surge en la incorporacién de estos factores de variacion y
que la literatura clasica ha abordado de una forma superficial, ya que no se
dejaba sentir la necesidad de su estudio como en la época actual.

Trataremos, por tanto, de desarroliar en este trabajo los siguientes puntos:

a) La valoracién de rentas cuyos términos varian en progresion geomé-
trica. En este tema comenzaremos utilizando un planteamiento de analisis
clésico, llegando a expresiones que figuran en la mayoria de textos de Ma-
tematica Financiera, para pasar seguidamente a la comparacién con las ren-
tas constantes, tomando como término constante tanto el primero como el
ultimo de la renta variable, este ultimo en el caso temporal. Este plantea-
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miento nos permitird considerar el instrumento altamente elaborado de las
rentas constantes para valorar, previa la oportuna transformacion del tanto,
las rentas variables en progresién geométrica, utilizando para elle las tablas
financieras correspondientes a valores actuales y finales de rentas constantes
unitarias o bien las subrutinas incorporadas en las actuales calculadores es-
peciaimente programadas para resolver sencillos problemas financieros, en
las que tanto el valor actual como el final de dichas rentas unitarias estan
introducidos de forma que, dados dos cualesquiera de sus parametros, puede
obtenerse ¢l tercero sin méas que pulsar la correspondiente instruccion.

b) La extensidon de todo el planteamiento realizado anteriormente en el
caso discreto, para las rentas, al caso continuo, estudiando entonce la valo-
racién de los flujos con intensidad variable expone¢ncialmente, logrando
efectuar su valoracién también mediante la valoracién de rentas unitarias.

¢) Trataremos, finalmente, una aplicaciéon de la metodologia anterior al
andlisis de las operaciones de préstamos reembolsable periddicamente con
interés vencido y cuyos términos amortizativos varian en progresién geomé-
trica, viendo coHmo la metodologia propuesta para su andlisis resuelve de una
forma trivial el problema que hasta ahora la literatura en uso consideraba de
compleja solucién con los planteamientos clésicos; este problema es €l con-
sistente en la determinaciéon de la razén de variacién conocido el primer
término de la renta amortizativa o incluso si se nos da como dato el daltimo
de dichos términos, problema este ultimo no tratado por la literatura dis-
ponible.

2. VALORACION DE RENTAS VARIABLES EN PROGRESION
GEOMETRICA

Trataremos en este epigrafe la valoracién de renta cuyos términos varian
en progresion geométrica, teniendo dichas rentas periodicidad igual a P afios,

.. 1 .
o sea, frecuencia igual a m= - veces al afio, considerdndose como rentas
inmediatas y vencidas, analizindose ¢l caso temporal y el perpetuo.

Para realizar las oportunas valoraciones utilizaremos una ley estaciona-
ria de parametro A, correspondiente a un precio financiero o tanto instanta-
neo de interés constante p = 1n A, cuyo factor financiero de capitalizacién

viene dado por:
P e (0, )= Ar=ep

También consideraremos, en particular, un régimen financiero racional
de interés compuesto 2 tante anual { y periodo de capitalizacién p, que co-
rresponde a una ley estacionaria de pardmetro 4 =(1+i-p)'/?, que también
puede expresarse, a través del correspondiente tanto efective equivalente,
por periodo P de la renta, siendo entonces este tanto €l que viene dado por:

I,=Ar—1=(+i-p)rir—1
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2.1 RENTAS TEMPORALES

Consideraremos una renta temporal inmediata y vencida como un con-
junto de capitales financieros:

{(Cr » "’P)}r=|,2. s Al

- donde las cuantias C, seran variables en progresiéon geométrica, con primer
término C,>0, y siendo la razén de la progresién ¢>>0; de esta forma, el
término r-ésimo, con r=1, 2, ..., n, serd igual a:

C,=C g

asegurdndose asi la positividad de todos los términos, al ser positivos tanto
el primero de ellos como la razén de variacion geométrica. Podriamos repre-
sentar la variacion de los términos en el grafico siguiente, segin los posibles
valores de la razén ¢:

' Fd
C, .7 g>]
d’
L |
- [
- 1
-9 1
- ) |
Cloanf 4 ‘ ' =1
- I‘::__:i-—"l'" P B
~P- | ! ]
: | I I
i ! r\""dr‘ I
X ! 1 ' ~—-b. oL L0<g<]
I{ 2 3 r . n r

Observandose, por tanto, que para ¢>>1 la renta sera creciente, decre-
ciente para 0 <<g<{1 y apareciendo un caso degenerado de variacién en pro-
gresién geométrica en ¢l caso en que la razén es g= 1, ya que entonces la
renta es constante de término a=(C,=...=C,.

21.1 Valor actual

™ El valor actual vendrd dado por la cuantia del capital suma financiera,
con dlfenmento cero, del conjunto de capitales que forman la renta, o sea:

=3 C A= 5 Crgml ATTP=C AP 3 (gAY

Para obtener la suma anterior tendremos en cuenta los dos casos siguientes:

a} Seaen primer lugar el caso en que g- A— =1, o sea, cuando g= A",
tendremos que: ,

n Cn
V.= _A_p_ 1= e P gy I
0"—C| r§| —C| A n————P
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b) Siexceptuamos el caso particular ya obtenido, serAg- A—7#1, o, lo
que es idéntico, g7 A%, teniéndose cntonces que ¢l sumatorio serd la suma
de una progresion geométrica de razén g- A—7, con lo que:

_ 1—(QA—P)"7lqA_P l_qn.A—u-P
Wh=Ci-rA—¢: =
o i 1—q-A-" ! AP —g

Luego, resumiendo, tendremos que:

_Cj'}n_ si g= A*F
V0=
l _ qn AP
Af—gq
Si ponemos el parametro A en funcidn del precio financiero o tanto ins-
tantdneo de interés, siendo A = e”, obtendremos que:

C, si g# AP

o i g=er?
I/é:
—_— ~g—PnFP
G L {lpe p si gF#er P
e —

Si en particular la valoracion se realiza en interés compuesto, tendre-
mos que:

Ci'n _ Cn

1" g= i - Pip—
A+ip) = T sig=(l+i-p)ypir=1+1,

[/t'):

l—gm(Qtip) e _ o g (1 h) "

+ipr—g ' (1+I)—gq
si g#(1+i-p)Plr=1+1,

C|'

2.1.2 Valor final

La obtencién del valor final, como sabemos, es inmediata conocido el
valor actual, pues simplemente deberemos multiplicar éste por el factor de
capitalizacién:

e, n- Py=A"* =(+i-pyfe=(+1,)y
quedando:
V.=V-e©, n P

24




LA VARIACION EXPONENCIAL O EN PROGRESION GEOMETRICA EN LAS OPERACIONES FINANCIERAS

con lo que tendremos, segin una ley estacionaria de parametro A:

Ci-nAn—rr si g=A?
[/;.:
An-P_qn .
C———— si g# AF
| AP g q
Y en funcién del precio financiero o tanto instantaneo de interés P tendremos:
C h-epn=li? si g=er?
V.=
n ep-n’P‘,_ n .
e q si g7 er’
erf—gqg

Y si en particular se trata de interés compuesto, quedaré:

Ci-n-(1+i-pyn=Nrie=Ci-n-(1+ 1)~
si g=(1+i-p)yPlr=1+1,
L(tiprre—gn L (+ L) —g
(1+i-p)flr—gq YA+ 1L)—gq
st gF(L+i-pyrir=14+1,

Como puede verse, segun las expresiones obtenidas para ¥, y ¥, estos
valores no son facilmente tabulables como lo eran los correspondientes a las
rentas constantes, ya que aun haciendo C, =1, como se hace en las constan-
tes al transformarlas en unitarias, aqui la expresién resultante quedara en
funcién de tres parametros: la razén de variacién g, el namero de periodos n
y ¢l tanto efectivo por periodo 7,, lo que requeriria una tabla con ires entra-
das, muy incomoda de manejar.

P::=

G

2.2 RENTAS PERPETUAS

La renta perpetua quedara aqui definida a través de un conjunto infinito
numerable de capitales financieros, comao sigue:

{(Crl r'P)}r=I.2....2

El problema de calcular el valor actual de la renta perpetua lleva consigo
impiicitamente el problema de convergencia de la serie formada por las

cuantias de los capitales equivalentes, con diferimento cero, a los que for-
man la renta; asi: '

V(’)oe:rzl Cr.AﬁpP:ru_i Cl.qr—[.Akr-P: Cl.AF.P.r:zl (q.A—F)r—I

en la que aparece ¢l valor de la suma de una serie geométrica de razén g- A7,
¥, como sabemos, la condicién de convergencia seri que:

q.A—P=|q.A—-P|<l
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0, lo que e¢s lo mismo, g<< A’ serd entonces:

1 C
Be=C- A" = .
0 ! [—q-A-* AP —gq
Este valor en funcién de p sera:
- C, . _
W I con la condicién g<Ce? ?

Y en el caso particular del interés compuesto nos queda que:
_ To _ C
(1+i-pyir—gq (1+15)—gq

debiendo ser aqui g<(l+i-p)Pr=1+1,.

I/Ocn

2.3 LA VALORACION DE RENTAS CONSTANTES COMO CASO PARTICULAR DE-

GENERADO DE LAS RENTAS VARIABLES EN PROGRESION GEOMETRICA

Si en las expresiones correspondientes a los valores actuales y final de las
rentas variables en progresiéon geométrica hacemos ¢ =1, y tenemos en cuen-

ta que entonces

g=1<AP=er P=(1+i-p)rir=1+1,

obtendremos:
I_]n.A—n-P
h=0C- - =C
nP__|nr
Vn: Cl-_A;....—l_:CI B
Af—1
y
po=—S
Af—1

1—A-"F tm)
a1 G R
ArP—1 {m)

T 6
()
C| ' aa,,

que expresadas en interés compuesto al tanto efectivo ,, por periodo P de la

renta nos dara:

I— 17 (1+1,)—" I—(+r)-"
N (R A < A 1 e
_ (+r)y —1- (1+1r)y—1
V.=C,- =¢c, -2l T
n 1 A+1) 1 1 I Co s,
y, por .iitimo,
C C
V== ! - I =C, a=
T A - 1, Gl
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2.4 VALORACION DE RENTAS VARIABLES EN PROGRESION GEOMETRICA A TRA-
VES DE LA VALORACION DE RENTAS UNITARIAS CONSTANTES
Como hemos visto en el epigrafe 2.2.1,
C] “n .
—_— sig=1+1
i+1, q m

1—gn-(1+1,)-"
(I+1)—q

. si g#1+1,

Ahora bien, en el caso en que ¢# 1+ 1, podriamos escribir:

v=c — ‘\—led+L) 9 ¢ 1-lg 41y
o=C, (+L)y[1—q-(+1) 1] 1+1, I—q (141,

y considerar entonces los dos casos siguientes:

a) En primer lugar supondremos que ¢<<1+1,, con lo que
g (141, f'=—-—l_flm <1
podremos entonces definir X, >0 como sigue:
q9  _ 1
1+1, 1+ X,
obteniéndose a partir de aqui X,, como
17, (= 1+1,—gq
q q

y de aqui, en funcidén de X,, que podriamos considerar como un tanto efec-
tivo de periodo P, resultante de comparar ¢l factor 1+ 1/, con la razén g,

podremos escribir el valor actual de la renta variable en progresion geomé-
trica como:

=(1+Xx,)!

Xn=

_ C 1—(1+X,)—" C 1—{1+X,)—"
V.= i . m —_ A1+ X)) m
YU+, =+ X! 1+1, ( ) +Xx)—I
C[ Cl CI
-__ v . + . - . — .
1417 (1+X,) anx, 141, azx,, N 1. (1 +an—|lx..)
. _+i5,—q .
siendo X,,=———" = ei tanto efectivo al que debe obtenerse el valor ac-

tual de la renta unitaria anticipada a;,x, .

b) Si ahora suponemos gque g> 1+ 1, con lo que

—_ q
{1+ l=— 1 _ >
q-(1+1,) YA
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podremos entonces definir ¥,,>>0 como sigue: — 91 =14 Y,. conlo que
obtendremos Y,, como: 1+,
"1+, 1+ I,

y de aqui, en funcién de Y,, que podriamos considerar también como un
tanto efectivo de periodo P, resultante de comparar la razén ¢ con el factor
1+17,, podremos escribir el valor actual de la renta variable en progresién
geométrica como:

po_ G 1-(+Yy _ 6 (+¥)y—t _ G o
Y1+, 1—(1+Y,) 1+1, Y., t+1, "
(+1,)

. - 49—
siendo ¥, T+ 1

final de la renta unitaria.

el tanto efectivo al que debe obtenerse el valor

Resumiendo, tendremos que:

{ ¢ 1+1,— .
I—Jrlfm—'(1+a“:“x") con X,,,=——;E— si g<1+1,
C .
Voz* H—Il'n 81 q=]+1,,,
o _ q—(1+1,) )
—_—— - §n con ¥, =—>— " sig>1+1,
\ 1AL, 1+1, g

De esta forma podemos calcular el valor actual de la renta temporal
variable en progresién geométrica a partir del valor actual o final de una
renta unitaria vencida, valorada al tanto X, o Y, respectivamente.

Asimismo, el valor final de la renta, sin mds que multiplicar por (1+1I,)",
- vendra dado por:

C-(1+ 1)1 (1 +a;=pyx) con x,,,=_1"";+_"-~ si g<1+1,
.={ ¢ -(+L)"n | si g=1+1,
Cr-(1+ 1) " sqy, con Y,,,=q—_l-%]_‘;i si g>1+1,

k m

En el caso del valor final también es muy interesante obtenerlo en fun-
cion del gltimo término de la renta, o sea, en funcion de C,= C,-g"—!, esto
es inmediato, sin mas que hacer C,= C," ¢—@—" quedando:

1+1,—q

Co' s, con X, =——1 si g<1+1,

V,={ C,n si g=1+1,
_ 9—(@a+1) :

C,"(1taz=myx,) con Y,,,w——-—~l—_+T— sx‘ g>1+1,
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ya que:
Cr(I+1)m= 8, =C,-g =0 (14 [ -ag,, =
= Co (I X, a5, = Gy s,
C(1+ 1)t n=C,g==0-(1+ L7 -n=C,n
y

Co-(+1)n—tsqy, =Crg=r (1 L)~ 55y, =
=C,(1+ Y,,,)—‘"*”-s;l,,m=C,,-a;|ym= C, -+ a,,;T\xm)

En este epigrafe hemos reducido la valoracién de rentas variables en pro-
gresidn geométrica a la obtencion del valor actual o final de las correspon-
dientes rentas unitarias, valoradas al tanto conveniente en cada caso, con lo
que seran aplicables para su determinacién las tablas existentes para las ren-
tas unitarias y, en la actualidad, las subrutinas que calculan dichos valores y
que se encuentran incorporadas e¢n la mayoria de las maquinas de calcular,
que poseen un minimo de subrutinas aplicables al célculo financiero.

También en el caso de las rentas perpetuas, con g<<1+ [, para que sea
convergente, podemos escribir:

Vo= C'I — CI . 1 = Cl
Yoo+l —q 141, l1—gq-(1+1)"! 1+1,
1 _ C| l — Cl
1—(I+X,) ! 1+1, ( m) X, 1+1I,
G

‘(1+Xm)'a§|,\rm= (I+a§5[)(m)

]
— e tdgy = — ———
1+ o VI

expresion formalmente indéntica a la correspondiente a las rentas tempora-
les con g<1+1,, sin mas que hacer n —~eco,

Por ultimo, a partir de estas expresiones tenemos que €l caso de las ren-
tas constantes cuando ¢ = ! surge de inmediato, sin mas que tener en cuenta
que |=g<1+1, con lo que:

1+1,—q _ 1+1,—1

sz = :Im
q 1
siendo entonces:
_ C _ C _
V()__ITII_'(I +an—||x,,,)‘_l—+ll_'aiii,,,—cl “qAL,

V=C-(+ L)y~ (I+ta;—x)=C (It 1)~ "az, =
=G (L) a5, =C sy,
o bien directamente, V, = C, 55, = C,* 55, al ser C;,= C,, y también, por
Gltimo:
_G
1+,

C
(1+1,)a5,,=C 'aaﬂl...:"}_l’

que no son sino los valores actuales y finales de una renta constante:

V=
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3. VALORACION DE FLUJOS DE INTENSIDAD VARIABLE
EXPONENCIALMENTE

Trataremos aqui la valoracion de disponibilidades financieras que se
producen en el campo temporal continuo y a lo largo de un cierto intervalo,
y que hemos venido en denominar flujos financieros ciertos; éstos quedan
totalmente especificados al dar la funcidn de intensidad del flujo ¢(7) y el
intervalo temporal en el que se contempla el acceso de la disponibilidad que
corresponde a dicha intensidad (d, d+1¢); si ¢ es finito, surgen los flujos
temporales, y si ¢ es %, los perpetuos; d serd el diferimiento del flujo y se
considerard a éste como inmediato si d=0.

Nosotros estamos interesados aqui en. los flujos cuya funcién de intensi-
dad sea exponencial, o sea, de la forma:

c(n)=vy"8

donde 7 tomara valores en el intervalo de definicion y los pardmetros y y &
deberan ser positivos para asegurar, asi, la positividad de la intensidad para
todo valor de .

Podriamos representar aqui, igual que hemos hecho en el caso de las
rentas, la variacion en la intensidad del flujo exponencial, en el grafico si-
guiente, segin los posibles valores del pardmetro 8, base de la funcién expo-
nencial, obteniéndose:

c(r)
5> 1

0<<s<1

Se observa que la intensidad serd creciente para 6>, asintdticamente
decreciente para 0<{8<{1 y que aparecera el flujo uniforme o de intensidad
constante como caso degenerado del exponencial cuando la base 6= 1, sien-
do entonces la intensidad constante ¢(7) = o =y.
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3.1 VALORACION DE FLUJOS TEMPORALES CON INTENSIDAD VARIABLE EXPO-
NENCIALMENTE

Consideraremos en primer lugar el caso en que el flujo sea inmediato, o
sea, que ¢l intervalo de definicion sea (0, £); entonces tendremos que el valor
actual del Nujo sera:

Vo =f c(r)-elr, 0)-dr

Siendo e(7, 0} el factor de actualizacién correspondiente a la iey de valo-
racion, en el caso de una ley estacionaria tendremos:

Vo=fe(n) A~ dr=[y-8"-A""-dr=[/[6- A=) -dr

Para calcular la integral que define el valor actual ¥, distinguiremos dos
casos; '

a) Seaen primer lugar el caso en que - A—'=1, o sea, cuando 8= A4,
tendremos que:

_— 1
o=y fodr=vy-[lh=y,

b) Si exceptuamos el caso particular ya obtenido, sera 8- A—13%1 4, 1o

que es lo mismo, 67 A, teniéndose entonces que la integral nos dard un

valor actual:

_ . . B 541 5 A1y
Bh=vh@- A dr=y- 1( @ AN ] ' (lnﬁ—inA
o 1-8-4

Y ThhA_ms

Luego resumiendo los dos casos tendremos que:

vt si 6=A

W= 18- A4-

B Sl S i 6% A
Y I A-"Inb st

y poniendo ahora el parametro 4 en funcién del precio financiero o tanto
- instantaneo de interés p, obtendremos que:

T T~ T T R TR 4T

¥t si §=e* o Ind=p

h= 1—8i-e-»ot
p—Ind

si e o Iné¥p
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y si en particular la valoracién se realiza en interés compuesto a tanto i y
periodo de capitalizacién p, tendremos:

vt T st §=(1+i-p)lir
=& (1+i-p)y—r

1
~—In{l+i-p)—Iné
7 n{l+i-p)

=

si §#%(1+i-p)le

y finalmente, si ¢ es un nimero entero de afios, es til expresar el valor
actual en funcién del tanto efectivo anual /|, con lo que

vt si 6=1+1

=y  1—&-(1+1)~

In(1+1)—Iné si 87141,

El valor final se obtendra por la propiedad de escindibilidad por produc-
to, sin mas que multiplicar por el factor ¢(0, ¢}, con lo que tendremos:

v Al si6=A
V= Ar—
Ao i 65
Y A _Ind 51674

o bien en funcién del precio financiero p:

yrertey si 6=e* 0o Iné=p
V= er i §! :
'}"p—_“*ln—a‘ 51 HFer 0 ims-?ép

guedando en el caso de interés compuesto como sigue:

[ v (1+ipyir-e=~y-(1+ 1)t

si d=(1+i-p)r=1+1,
VE L _Qtipyr—s a4y
%'ln(l-l-i-p)*lné In(1+f)—1nd

\ si 87 (1 +i-pyl'r=1+1
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3.2 FLuOS PERPETUOS

En el caso en que el intervalo de definicion del flujo sea (0, %), en el
cilculo del valor actual del flujo aparece una integral impropia, cuya con-

vergencia debe de asegurarse para poder hablar de valor actual de dicho
flujo; asi:

7.;,"":]:07-8’-A"-dr='y'f0w(6-A—')'-d-r
Y por ser la funcién que figura como integrando exponencial, la condi-

cion de convergencia sera que la base §- A~ sea en valor absoluto menor
que 1, por lo que deberd ocurrir que 8- 4 —'<{1, o sea, §<{ A, entonces:

N ' I . (6 A-1) 1
BW=Ilim~vy ), (6- A~ -dr=+-|lim — =
1] froo Y L( ) Y [r-w ln(a.A_]) ln(ﬁ.A-l) ]
— —Y — —Y — ¥
In(é-A-") In8—1InA In4d—1Inéd
cuya expresion en funcidén del precio financiero p sera:
70”=——l—— para 6<e* o Indéd<p
p—Iné

y en ¢l caso particular de interés compuesto quedara:

JAES Y — Y
%’ln(!‘%i-p)——ln@ In(1+7)—Ind

para 6<(l+i-p)ylir=1+1{,.

3.3 LoS FLUJOS UNIFORMES O DE INTENSIDAD CONSTANTE COMO CASO PAR-
TICULAR DEGENERADO DE LOS FLUIOS CON INTENSIDAD VARIABLE EXPO-
NENCIALMENTE

Si en las expresiones obtenidas en el epigrafe anterior correspondientes a
los flujos exponenciales hacemos =1, con lo que Iné=0, y teniendo ¢n
cuenta que entonces Ind=0<p, y también §<(1+i-p)t'»=1+1, obten-
dremos que:

= 1—e—r! _ 7 ert— 1
W=y ———=v @, . WSy —F5——=7V"n

- Y _ _
K)_ o — Y ),

resultados que concuerdan con los valores actuales y finales de los flujos
uniformes o de intensidad constante.
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3.4 VALORACION DE LOS FLUJOS EXPONENCIALES A TRAVES DEL VALOR AC-
TUAL O FINAL DE LOS FLUJOS DE INTENSIDAD UNIFORME

Como hemos visto, para el valor actual de los flujos tcmporales con in-
tensidad exponencial hemos obtenido;

vt si§=er o0 Ind=p

V= A —&e—r

In3 si 6#e* o Iné#p
p—

ahora, en el caso en que Iné# p, podemos escribir:

I B L s | — etns— o
V: - _— .
0= o—Ind e o —Ind

y podemos considerar los dos casos siguientes:

a} En primer lugar supondremos que § <e* o, lo que idéntico, Inéd<p,
con lo que p—Ind=p,>0, y a partir de ello podremos poner:
— 1—e (p—Inb&)-¢ l_e—py'l
]'/0 =y =y
p—Iind Px

=7'aﬂpx

de modo que obtenemos el valor del flujo exponencial a partir del valor
actual del flujo uniforme, donde con py representamos un tanto instantaneo
de interés que es igual a la diferencia entre el tanto instantaneo de valora-
cién p y la tasa instantanea de variacion exponencial In .

b) Si ahora suponemos que §>>e?, 0 sea, que Ind>>p, tendremos que
Ind— p=p,>0, y a partir de esto podremos poner:
— ] —eflné—pry errt— 1

V.= = . = P —
R

y asi obtenemos el valor del flujo exponencial a partir del valor final del
flujo uniforme, donde con p, representamos un tanto instantaneo de interés,
que es igual ahora a la diferencia entre la tasa instantdnea de crecimiento
exponencial In8>> p y el propio tanto instantidneo de valoracion p.

Con ello podremos escribir resumidamente:

Y @i, con py=p—Inéd si Iné<<p
V,={ vt silnd=p
Y57, con py=Iné—p 51 Iné>p
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si la valoracién se realizase en interés compuesto deberia sustituirse el tanto
instantanec de valoracién p por:

p=—:)—-ln(l+i'p)=ln(l+l,)

Asimismo, el valor final de estos flujos exponenciales vendra dado sin
més que multiplicar el valor actual por el factor
er!=(1+i-pyr=Q1-+15L)

con lo que podremos escribir:

v-er i aq, con py=p—Iné si Iné<p
V= vy-ert-t silné=p
.Y.ep-a.sﬂpr con py,=Iné—p si Iné>p

. ytambién en el caso de que el flujo sea perpetuo, y recordando que la condi-
: cibn de convergencia era 6 <e*, o sea, Ind<p, tendremos que haciendo como
i antes py=p—Iné queda:

- I
(A Y -7 ;

Z‘YIE; "
p—Ind Px Px e

i T e

expresion formalmente idéntica a la correspondiente al fluyjo temporal cuan-
do Iind<p, sin mas que hacer n-ro=,

A partir de estos resultados podria obtenerse de una forma muy simple el
F caso de los flujos uniformes, sin mas que hacer §=1, con lo que In=0<{p,
siendo entonces py=p —Ind=p, con lo que

Vo=v'a7,, =y a7,

o I_/’:,-y-ep-r.aﬂpxzpy_ep-r.aTlp:.y.ST!p
¥, por ultimo,

— o 1
Vo =705, =Y 85,= " P

3.5 OBTENCION DEL VALOR ACTUAL Y FINAL DE LOS FLUJOS TEMPORALES VA-

RIABLES EXPONENCIALMENTE, EN FUNCION DE LAS CORRESPONDIENTES
RENTAS ANUALES CONSTANTES

Si consideramos ahora que ¢ es un niimero entero de afios y tenemos en
cuenta que al ser

p:—;—'ln(l+i'p)=ln(l+[|) y er=l+1]
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podemos escribir que:

I l—e—r 1—(1+4hy © I 1—(1+5) ¢
‘e P) In{t + 1)) In(1+1) 1
- L .,
m(+zn) M
y de la misma forma también:
- I;
ST Ratny
con lo que obtendremos:
r 1+1,—38
Dol EE— X=—1— i 81+
‘)’ ln(]—l—Xl) aﬂxl con | 6 S1 |
o=y vt si 8=1+1,
Y, s—(1+1) .
— 87 con VY= ———— si 6>1+1
| 7 Tharry ' 1+1, !
ya que
er 1+17 1+1,—é
= y— ] = —nd __ | = — 1= 1= !
X,=e* l=ee 1 5 l 3 1 ;
y también:
6 8 s§—(1+1)
= f— —=pimé—p___ | = — 1= R S L
L 147, 1+1,

siendo p=In(l + 1)) e I, =e*— | ¢l tanto efectivo anual equivalente al tanto

instantaneo p.

De forma idéntica, para los valores finales de los flujos temporales con
intensidad variable exponencialmente tendremos:

(
'y'(l+1|)"r_+_X:Y)'aT|xl con X;:Llaliq—' si 6<l+]|
!
V=Y v (+h)1 si 6=1+1,
Y d—(1+5) .
141y ! .- Y= - "I §>1+1
\ v A+ Ty, S con b 1+ ‘

Con estas ultimas expresiones pueden calcularse los valoes de ¥, y ¥, sin

mas que recurrir a las tablas financieras usuales, que nos dan todos los ele-
mentos necesarios, o bien utilizar directamente las subrutinas financieras
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mas simples incorporadas en maquinas de calcular de uso extendido en la
actualidad, como ya hemos apuntado anteriormente. 2

Estos resultados son generalizables aun si ¢ no es un numero entero de
afios, siempre que exista, como es normal, un periodo P tal que n- P=y,
siendo » un nimero entero, o sea que tendremos R={- - =1 -m, ya que

entonces podriamos hacer: P

p=LP-ln(|+i-p)=m-ln(|+1,,,)

siendo entonces e?=(1+ /)", con lo que podremos escribir:

I e e T (R A e I
“le P m-In(1+1,) m-n(l+1,)
L= (41" _ {, amy = 1, g
I min(+71) "  mnQ+iy
y, de idéntica forma, obtenemos para el valor final:
5 = I’" g
e Tmem(t+) 7

resultando entonces las expresiones siguientes, correspondientes al valor ac-
tual del flujo exponencial:

(

7. Xon @ Tx. con X, = [+l —8im |
m (I + X T X, m Stim sid!/m<1+1I,
V={ -1 §iglm=1+1,
lim __
m n
\ ” ™
ya que:
I{m
X, = (14 X,)m — | = gpaim — IZE‘P*'“‘”““ﬁl———[ ‘:;] 1=
Ot P OO £ S b Ay e
[_5 ] U T esm T §lim

y también:

Ifm
Yn.:(H‘Yu)'””—!=eﬂvf”’-I:e“"5—ﬂ”"'—l=[ J ] 1=

er
:[ 6 ]Ifm;_ _ 61;’m i 6Hm’(| +1m)
1+ 1, L+1, 1+,

de forma andloga podriamos hacer para el valor final V.,
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36 FLUJOS DIFERIDOS

Aun en el caso en que ¢l flujo fuese diferido, es normal que la funciéon de
intensidad del flujo ¢(r) venga dada de forma que r esté referido al diferi-
miento d, inicio del flujo, y no al momento cero desde el que se observa éste;
entonces los valores actuales correspondientes al flujo inmediato valorado
en d vendran, en el caso de ley estacionaria, multiplicados por el factor de
actualizaciéon dado por:

eld, )=A—4=(1+i-p)—#r=(1+1)d=e—+

siendo invariante el valor final.

Esto es, tendriamos que:
diVo=Vo A==V, (1 +i-py-4r=¥ (1+ 1)
din“=WV"A— =K (I+ip)-dr=p=-(1+ 1)
¢ d/7,=7,

I

En el caso en que ¢(7) viniese dada de forma que r se diese desde cero,
cambiariamos de variable haciendo r=d+ 7, con lo que:

c(r)=y 8=y 8tr'=9-84-8"=7"8"=¢,(7)=84-y 8"=84¢(7)

De esta forma la funcion de intensidad referida a un +* dado desde d
serfa la primitiva intensidad multiplicada por 34, por lo que los valores ac-
tuales del flujo diferido serdn los correspondientes al flujo considerado in-
mediato multiplicados por el factor de actualizacién y ademas por 8¢, ya que:

dti

d/VO:d 'Y'af‘A*"dT:ﬁ;‘Y‘6""6'"A*"'A""d'r'=
:[’;)’-y.67'.A—r'.d1-’].A—d-éd:VO.A—d-ad

donde en la primera integral hemos hecho el cambio de variable expuesto
anteriormente, o sea, r=d+ 7. De forma idéntica, obtendriamos para el
flujo perpetuo:

d/ﬁ“:‘[/;“.A—d.ad
Y, por ultimo, el valor final del flujo diferido temporal sera tai que, aun
no viéndose afectado por el factor financiero, si quedard afectado por el
factor 8¥, como los valores actuales, ya que:
AV =" 87 Adt T dr=[ 5987 g1 dr' =
=Uﬂ',y.5r'.Ar—f'.dT’].6d= V8¢
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4. APLICACION A LA AMORTIZACION PERIODICA
DE PRESTAMOS MEDIANTE RENTA DE TERMINOS
VARIABLES EN PROGRESION GEOMETRICA

Como una aplicacién de los resultados obtenidas en el estudio de la valo-
racidon de las rentas variables en progresion geométrica, al que hemos dedi-
cado el epigrafe 2 de este trabajo, vamos a estudiar aqui las operaciones
financieras de préstamo amortizable periédicamente, con interés constante y
vencido, cuyos términos amortizativos son variables en progresién geométrica.

4.1 ECUACION DE EQUILIBRIO FINANCIERO

Esta operacién de préstamo lleva consigo la equivalencia entre la presta-
cién unica y el conjunto de contraprestaciones formadas por la renta amor-
tizativa, segin

(e, 0} T {(a,, 7" P)l=is,

m

donde hemos considerado la prestacion en el origen y la renta de las contra-
prestaciones como formada por 7 términos, inmediata y de periodicidad P,
siendo I, el tanto efectivo para dicho periodo, y

o, =o g para r=1,2,...n

o sea que los términos amortizativos son variables en progresion geométrica.
Esta equivalencia da lugar a la siguiente ecuacion de equilibrio considerada
en el origen, en funcién del primer término o;:

€= 3 a (1+1) =% ay-g (14 1) "=

= (1+ 1)~ §,[q-(1+1,,)--' '

y haciendo el cambio de variable g-(1+1,) !'=s, tendremos que llamando
n n—1i
D)= _le’*'= §0 5T

la ecuacion de equilibrie guedara como:
C=a,-(1+1,)-" ®(s)
donde, considerando &, como funcion de s, quedara explicitada mediante:

= G0+ q
: o (s) 1+17,

de forma que tomando como datos de la operacidn la cuantia del préstamo C,
la periodicidad en la amortizaciéon P, el nimero de periodos amortizativos n

n—1
siendo P (s)= gos’ y s=
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y el tanto efectivo de interés I,,, queda definida la funcién «,, primer término
amortizative, como funcién de la razén de variacién geométrica g, o sea,
o, =f(q), compuesta a través de la variable 5 v la transformacion &.

De forma similar, la equivalencia da lugar a la siguiente ecuacion de
equilibrio considerada al final del n-ésimo periodo, en funcién del Gltimo
término amortizativo a,,;

Cl+L)=E a1+ L)~ = £ o, g0 (1 +[)7=r=

n —F

= - Zl[q—' (1 +1,,,)]"

y haciendo el cambio de variable g—!-(1+1,)=¢=1/s, tendremos que:
n n—I
;I fnor= ;0 =)
y la ecuacion de equiiibrio quedara entonces como:
C-(1+1)=a, ®()
donde, considerando e, como funcién de ¢, quedara explicitada mediante:
_ G-ty 1+ 17,
o, —— —m
¢ (1) q
de forma que, igual gue antes, queda definida la funcién «,, Gltimo término

amortizativo, como funcidon compuesta de la razén g de variacidon geomé-
trica, a través de la variable ¢ y de la transformacion .

siendo <I>(t)="g0|t' y =

4,2 ESTUDIO DE LA ECUACION DE EQUILIBRIO QUE NOS DA «, EN FUNCION DE ¢

Como hemos visto, @, viene expresada como una funcién compuesta de g,

a través de la variable s y la transformacion ¢, de modo que:
a,=————c (1+1,) siendo (I)(s)=n2|s’ y s=— 9
D) r=0 1+ 1,

Pasaremos seguidamente a estudiar el comportamiento de la funcion
o, = f(q), ya que en principio cada combinacion de los parimetros a; y g,
que satisfaga la ecuacidn de equilibrio, dara lugar a una posible estructura
en la amortizacion del préstamo; no obstante, incorporaremos a estos para-
metros unas restricciones de caracter financiero, con la finalidad de que los
términos amortizativos rettnan una serie de propiedades. Con esta finalidad
consideraremos como primera restriceion el que todo término amortizativo o,
debe cubrir por lo menos el pago de los intereses devengados durante dicho
periodo, para lo cual debera ser:

o, =J, para r=1,2,...n
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¥ en particular para r= 1 tendremos que a,=J,= - [,, con lo que obiene-
mos una cota inferior para la variaciéon de «; la otra restriccion que vamos a
incorporar resulta de considerar a la razon g como positiva, para que de esta
forma todos los términos amortizativos también sean positivos al serlo el
primero de ellos y la razdn de la progresion geométrica. Se descartard el que
larazén pueda ser g =0, ya que entonces sé6lo existiria un término amortiza-
tivo propiamente dicho, quedando asi amortizado el préstamo el primer pe-
riedo, y su duracién no seria #1, como en principio suponemos. Por todo elio

limitaremos nuestro estudio de la funcidén «; para los valores de la variable
q->0.

4.2.1 Determinacion de las intersecciones con los ejes

En primer lugar, si 4 =0, tendremos que:

_ q -
=9 =9
YA

luego o, = C-(1+17,), con lo que podremos escribir que:
a(g=0=C-(1+1,)

que nos da la interseccidn de la funcidn &, con el eje de ordenadas.

y <2O=1

;.
'

Por otra parte, al ser o, un cociente de {unciones con el numerador cons-
tante, no podra nunca anularse y, por tanto, no existira interseccién con el
E eje de abscisas.

:- 4.2.2 Asintoia horizontal

~ Como nos interesa analizar la funcién e, para valores de la variable g >0,
k- calcularemos el limite de e, cuando g — + 0, observidndose entonces que al
E ser s=g/(1+4,) también 5 tenderd a +°°, con lo que tendremos:
‘ . L+
lim a,= lim < (0 Th)
g—te= A b= S

s
1 r=10
f con lo que hemos obtenido @, =0 como una asintota horizontal hacia + o
de 1a funcion a, = f(g).

0

84.2.3  Andlisis del crecimiento o decrecimiento de la funcion o, = fig)

Para analizar el crecimiento de la funcién a, = f(g) calcularemos su pri-
mera derivada, teniendo en cuenta que se trata de una funcidén compuesta

= C-(a+1i) _nst, _
a; EEryren con <I>(s)~—r§‘]s y §=

_q_
1+1,
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asi quedara como derivada:

doe, _ do db(s)y ds _ —C-(1+1L) ., 1
= . . = () ——=
dg d® (s5) ds dq ®(s)? 1+,

n—|
C‘q)'(S) _ C. rz‘_‘l r.sr—-l
=— T 7
0 53]
r=0
con lo que para todo s=0, o sea para todo ¢=0, tendremos que:
da,
<0
dq

lo que nos indica que la funcién a, decrece monoétonamente con la variable g,
habiendo visto en el apartado anterior que este decrecimiento es asintdtico
hacia o, =0.

4.2.4 Andlisis de la concavidad y convexidad

Para analizar la concavidad y convexidad de la funcion a,=f(g), con
g =0, calcularemos su segunda derivada a partir del resultado obtenido para
la primera:
de C- ' (s) q

dg T T oer "YTTiwr,

a partir de lo cual se obtendra:

da|
din, _ [ dqg ] _ ds - —C®(5) D)+ C- D' (5):2-D(s) P'(s5)
dq* ds dq ®(s)*
I _ C 29200
\+1, 1+1, ® (s)*
2 nil . 2z n—1 , n— | s
C . [r=0r § ]_ rg()s]' r§2r (r_l) 5 ]
1+1, ~§'s,]3
r=10

y para saber el signo de esta derivada, que sera el que corresponda al nume-
rador, nos veremos obligados a simplificarlo, teniendo en cuenta para ello que:

] —sn

B(s)="% 5=
r=0 i—s
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resultado que se obtiene sin mas que sumar los términos de la progresién
geomeétrica, cuyo término general aparece en ¢l sumatorio, y derivando en-
tonces ambos miembros obtendremos:

Il—ns"='+(n—1)-s5"

n—1
<D’(s)="=‘:0r-s’—'= a s

y derivando de nuevo quedara:
@ (©="% rr—1)s2=
2—n(n—1)-5"2+2-n-(n---s"'—(n—1H-(n—2) 5"
(1—sp

A partir de estas expresiones para ®(s) y sus dos primeras derivadas,
sustituyendo el numerador a analizar, quedari después de efectuar las opor-
tunas simplificaciones:

r-sn—2
(I—s)

[(n— D—2-n-st@m+1) - s+m+1) sm—2-n-sm 1+ (n— 1)-sn+2]

2@ (s)2 — B (5) D" (5) =

donde el polinomio de grado n+ 2, que figura entre corchetes, es tal que por
ser cero la suma de sus coeficientes admite a s= 1 como raiz, y, por tanto,
aplicando la regla de Ruffini, podemos ver que es igual a:

(s— l)-[—(n— D+rti)ys—(nt1)sn+(n— l)-s”“]

. por la misma razén que antes también el nuevo polinomio cociente de gra-
do n+ 1 admite a s=1 como raiz, obteniéndose:

E (s-—1)2'[(n—~I)——2-"§!Is'+(n-—l)-s"]

A

-y de nuevo tendremos que sera igual a:

5

(s— 1)3-[—(n—— l)-+-"§|l [n—1—2-(r— l)]-s']

'- ¥, por ultimo, tendremos que dividiendo de nuevo el polinomio de grado n — |
por s— 1 nos dara:

n=2T /
(s—1)* 3:0 [ g’:o(n_ 1—2-4)-5n—2 ,]
¥ haciendo el cambio de indice jJ=n—2 -k, conlo que k=n-—{ —j, queda:

n—2Tn—-2 &k
(s——l)“-kgu[ ZO (n—l—2-1’)]-s"

i=
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y efectuando la suma anterior, que nos da:

n—2

3 ‘M—1—2-h=[n—(k+ 1]+ 1)

=

haciendo por ultimo el cambio de indice &k + 1 ==r, tendremos que:
r—1
(S— ])4 §I (n_r).r.sr—l

con lo que el numerador de la segunda derivada de a, respecto a g quedara
igual a: -
n.sn—Z. ;l (n_r).r.srfl

y, por tanto, dicha derivada sera:

n—1
qn—2. epegr—1
da, C n-s E.I (n—r)yr-s

¢ 1+1, ["i'srr
r=0

con lo que podemos observar que dicha derivada serd mayor que cero para
todo ¢=0. Este resultado nos dice que la funcién a, = f(g) es concava res-
pecto a la parte positiva del eje de ordenadas o convexa desde el origen.

4.2.5 Representacion grdfica

Por todo el analisis anterior podemos concluir que la representacion gra-
fica de o, =f(q) vendra dada por la grafica siguiente, en la que con traza
continua hemos representado los pares de valores de «, y ¢ que, cumpliendo
las condiciones de la ecuacion de equilibrio, satisfacen asimismo las condi-
ciones especificas de tipo financiero, a las que nos hemos referido ya al co-
mienzo del epigrafe 4.2, la parte representada por traza discontinua da las
combinaciones aceptables matematicamente, pero sin sentido financiero.

Y

C{1+1) \q
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Con todo lo anterior hemos acotado la posible variacién tanto en ¢l pri-
mer término amortizativo ¢, como en la razén gq; asi, respecto a «; debera
ser, segun puede observarse por prayeccion en el ¢je de ordenadas, tal que:

CL<a,<C-(1+1)
y en cuanto a la razdén g, por proyeccion en el gje de abscisas, se obtiene que:
0<g=gq*

donde con g* hemos representado el maximo valor posible para la razdn g,
correspondiendo ¢ste al minimo valor del primer término amortizativo, o

sea, ;= C- [, cuya determinacién trataremos com¢ case particular en los
epigrafes siguientes.

4.3 OBTENCION DEL PRIMER TERMINO AMORTIZATIVO CONOCIDA LA RAZON g4
DE VARIACION EN PROGRESION GEOMETRICA

Una vez estudiada la funcién o, =f(g), hemos visto que es univoca y
estrictamente decreciente para ¢=0, quedando explicitada «, mediante la
siguiente expresion:

COth) si g=1+1
n m
o =f(g)=

(1+1,)—q

1—g-(1+1,)"

si g=1+17,

Ahora bien, para la determinacion del primer término amortizativo ay,
dada la razdn g de variacién en progresién geométrica, podemos recurrir
también a la relacion obtenida entre €l valor actual de una renta variable en
progresioén geométrica y la valoracidén de rentas unitartas constantes, estu-
diada en el epigrafe 2.4, con lo que:

( C.(1+Im)'_;—” con XM:JEQ_
I+amxm q
si g<I1+1,
C-(1+1) .
a;=f(q)"—“< — % : si g=1+1,
C(1+Im)ﬁ_l_ con YMZM
S;]Ym 1+Im
\ si g> 141,

- mediante esta altima expresion de la funcion «, =f(q) podran utilizarse las
- tablas financieras y maquinas de calcular que incorporan subrutinas con los
valores actuales y finales de las rentas unitarias constantes, con la consi-
guiente ventaja operativa,
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4.4 ANALISIS DE LA FUNCION INVERSA ¢=f"!(a,)

Como hemos visto en el epigrafe 4.2, la funcidn o) =f(q) viene dada
como funcidn compuesta mediante la siguiente expresion:

_ Cc{+i) q
& (s) 1+1,

Con todo ello, si tratdsemos ahora de obtener la funcién inversa g =/~ " (),
que existe para 0<a,<C-(1+1,), por ser a;=f(g) biunivoca para g>0,
como hemos comprobado al ser monétona decreciente, tendriamos que:

C-(t+1) q
a, 1+ 17,

n—1
a, con ®(5)= X s siendo s=
r=40

P(s)= con d>(s)=n§0[s’ y §=

por lo que quedaria:
nol 1 R c-(1+1r)

r

S0 a+1y 7 a

cuyo primer miembro es un polinomio en g de grado n— 1, con lo que se
hace imposible obtener una expresién que dé la razon g en funcién del pri-
mer término o, de forma explicita; esto significa que no puede determinarse
la caracteristica funcional f~'.

Las obras cldsicas de Matematica Financiera han considerado el problema
de la obtencion de g dado a, como complejo y resoluble tan sélo por tanteo
de una forma muy penosa; nosotros daremos a este problema una resolucién
sencilla, basada en las relaciones existentes con la valoracién de rentas cons-
tantes y la posibilidad de obtener cualquiera de los parametros que intervie-
nen en la definicion de dichos valores, conocidos los restantes; aqui el pro-
blema se reducird a la deteminacion del tanto de interés correspondiente a la
valoracion de una cierta renta unitaria constante,

Este tcma de la determinacion del tanto de interés correspondiente a una
renta unitaria ha sido tratado con profusion y de una forma exhaustiva por
la mayoria de los autores de temas de Matematica Financiera, obteniendo
una serie de acotaciones y férmulas aproximadas que resolvian el problema,
aunque de forma algo incomoda y con una aproximacién relativa.

Este problema ha quedado superado con la aparicién de las modernas
maquinas de calcular, algunas de las cuales estin preparadas especialmente
para usos financieros, incorporando subrutinas de célculo para la obtencidn
tanto de los factores de capitalizacién y descuento como de los valores ac-
tuales y finales de las rentas unitarias, e incluso sus reciprocos, términos uni-
tarios de amortizacién e imposicidn, respectivamente. Mediante estas subru-
tinas, si damos el valor actual o final y el niimero de términos, se obtiene
instantaneamente el correspondiente tanto de interés sin mas que pulsar la
adecuada instruccion.
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De este modo, a partir de la expresién obtenida en el epigrafe 2.4 para el
valor actual de las rentas variables en progresién geométrica, en funcion de
los valores actual y final de las rentas unitarias constantes, podemos escribit:

[
I1tag—qx,<n con ,,,=1—+L;;-—i— sig<l+1{f,
——C.(:ff'") ={ n sig=1+1,
1
Saiy, >N con Yn,=%£¥")— sig>1+1,

A partir de aqui, la determinacion de g se efectuara de la siguiente forma:
1. En primer lugar determinaremos el cociente

C-(1+1)
@,

ccomparando seguidamente si éste es menor, igual o mayor que n.

¢+ 2. Una vez efectuada la comparacion

}_ C(+h) <
ij s¢ presentard uno de los tres casos siguientes:

' a) Supongamos que C-(1+1,)/ a,<n; entonces tendremos que:

. C-(1+1i)—
C (la+ Im) =1 +a’T..__ﬂXm 0 sea que a,_—| X,..: ( = ) oy
!

expresién en la que nuestra incagnita serd el tanto X, y, una vez obtenido
piste, tendremos que;

1+,

1+ X,
b} Sifuese C-(1+1,)/ a,=n, ¢l problema seria inmediato, ya que en-
Jonces =1+ 1,,.

¢} Por ditimo, en el caso en que C-(1+1,)/ a; > n, tendremos que:
cC-+4) _

a. S31¥,

presion de la que se obtendria el valor de la incognita, o sea, el tanto Y,
una vez conocido éste, tendriamos que:

g=(+1)-(1+7,)
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De este modo, a partir de la expresion obtenida en el epigrafe 2.4 para el
valor actual de las rentas variables en progresion geométrica, en funcién de
los valores actual y final de las rentas unitarias constantes, podemos escribir:

’
+7 —
1+ a5z <n conX,,,Z——lv-u—%_q—u si g<1+1,
C'(lo!+[m) :< n Slq=l+lm
|
Smy, >N con Y,,,:—E%")— sig>1+1,
k m

A partir de aqui, la determinacion de g se efectuara de la siguiente forma:
1. En primer lugar determinaremos el cociente

C-(L+1)
a,

comparando seguidamente si éste es menor, igual 0 mayor que n.

2. Una vez efectuada la comparacion

C-(1+1,)

o

Sjr'r
>
se presentara uno de los tres casos siguientes:

a) Supongamos que C:{1+17,)/ a;<<\m entonces tendremos que:

. cC(1+1I,)—«a
carh) (::_I"') =1+ a;-nx, ©0seaque a;_mx,~ ( al"') :
1

expresion en la que nuestra incognita sera ¢l tanto X, y, una vez obtenido
éste, tendremos que:

NI Saat
I+ X,

b) Sifuese C-(1+1,)/ @ =n, el problema seria inmediato, ya que en-
tonces g=1+1,.

¢} Por 1ltimo, en €l caso en que C- (1 + 1)/ a,>>n, tendremos que:

C-(1+1,)

a

=S$ar

m

expresion de la que se obtendria el valor de la incégnita, o sea, el tanto Y,
'y, una vez conocido éste, tendriamos que;

g=0+1,) (1+71,)
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Resumiendo estos tres casos tendremos que para determinar la razén g
de variacion en progresion geométrica, conocido el primer término amorti-

zativo ¢, haremos:

(
_ C(dt+i)—a 1+14,
<:agzin, = - X, —g=—
i a T Ex,
catny <, _
a, >n.y : g=1+1,
>isan = Oy =) (14 7,
\

con lo que la funcién inversa ¢=/ '(a,) podria escribirse como:

(
1+ : (1+
(1+r){1+%Y,) con s;”m:%l—"')— si a,<—C—(an
1
g=/"(@)=\1+1, i o =S U h)
1+1, _ C (It E)—a Sia> C{1+1,)

——™_ con a;—py =
\I+X"' T, o, n

En particular, a partir de esta expresién puede calcularse el valor g*,
gque, como hemos visto, ¢s el maximo valor admisible para la razén de la

progresion geométrica y que corresponde al menor valor del primer término
amortizativo o, = C- [, con lo que:

C'(1+lm) _ C(I+[m) - l+lm y C'(l+[m) — 1=

al C-1, i, a,
I o PR
]m [m
y quedara:
1+1, 1 41

(T R Iy S
<nol<(n—1)1,

=no l:(n_‘ l)'],,;

\ I+ 4,)-(1+ Y:':i) €on 5,y = I_;_I"’ sl l-:.["’ >

>nol>n—1)-1,
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4.5 [ESTUDIO DE LA ECUACION DE EQUILIBRIC QUE NOS DA «, EN FUNCION DE ¢

Como hemos obtenido el epigrafe 4.1, la ecuacion de equilibrio del prés-
tamo puede expresarse alternativamente, a través del ultimo término amosti-
zativo a,, como una funcién de g, @, = g{g), compuesta a través de la varia-
blie ¢ y la transformacion &, mediante las relaciones siguientes:

- n —
aﬂ:M siendo d)([):nzltr y !:i
$ (1) =9 q

Estudiaremos ahora ¢l comportamiento de esta funcion para valores de
la variable ¢>>0, pues, como hemos visto, nos interesarin las posibles es-
tructuras amortizativas tales que la razén ¢ de variacién en progresion geo-
métrica de los términos amortizativos se encuentre entre

0<g=g*

Para efectuar este estudio seguiremos pasos andlogos a los efectuados en
el epigrafe 4.2,

45.1 Imtersecciones con los ejes

Podemos ver que en principio no existen intersecciones con los ejes, ya

que la funcion no esta definida para ¢ =0, aunque si que tiene sentido calcu-

" lar su limite por la derecha, obteniéndose que para g—0* tenemos que

; 1=+, y entonces:
. . . C-(1+1,)"

lm(} a,= lim —————"——

=1
1—+%
4 L
r=0

=0

resultado que, por otro lado, tiene un perfecto sentido financiero si conside-
ramos que con a, = (1 +7,) hemos obtenido que ¢ =0, con lo que a,=
f=..=a,=0.

Por otra parte, como o, no puede anularse por ser un cociente con el
‘ pumerador constante, tampoco podran existir intersecciones con el eje de
 abscisas, con lo que podemos concluir diciendo que la funcion esta tan cerca
-como queramos del origen de coordenadas, pero no corta a ninguno de los

f dos ejes.
"4.5.2 Asintota horizontal

i Como nos interesa analizar la funcién para ¢ >0, calcularemos el limite
fe o, cuando g — +°°; ahora bien, si g —~+ 2, esto hace que 1 —0%, con lo
jue tendremos:

g—+= =0 "Z '
r=>0

=C-(1+1,)"

49



ANTONIO ALEGRE ESCOLANG

con lo que hemos obtenido «,= C-(1+/,)" como una asintota horizontal
hacia el +<c de la funcion e, =g(q).

De facil interpretacién financiera, ya que, como sabemos, si g— 120,
entonces o, — 0, con lo que el inico término amortizativo distinto de cero
seria el n-ésimo y ultimo «,, habiéndose convertido ¢l préstamo en uno con
reembolso Gnico comprensivo de capital e intereses por la cuantia del mon-
tante acumulado, o sea, a,=C-(1+ 1)

4.5.3  Anadalisis del crecimiento y decrecimiento
Para analizar el crecimiento o decrecimiento de la funcién a,= g(g) para

g >0, calcularemos su primera derivada, teniendo en cuenta que se trata de
una funcién compuesta dada por:

_C-(+L)y 5, _ 1+,
o, 37 con ®(1) rz'ot y _q
de esta forma quedara:
da, _ da, d® dt _ Cc-(1+1,)" (- —({1+t4) _
dq aed di dq & (2)? g?
n—I
. 2. z r.tr—|
2 1) g2
=C-(I+L )" == C- (1 + 1) g
(1+1,) s~ C 0t

con lo que para todo >0 o, lo que es lo mismo, para todo g >0, tendre-
mos que:

da,
dq

>0

lo que nos indica que «, crece mon6tonamente con ¢, habiendo visto en el
apartado anterior que este crecimiento es asintdtico hacia o, = C- (1 +1,)"

4.5.4 Andlisis de la concavidad y convexidad

Para analizar la concavidad y convexidad de la funcion «, = g(g) con g >0
calcularemos su segunda derivada a partir del resultado obtenido para la
primera:

® (1)

do
n—C-(l+ )yt
d ( )
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y teniendo en cuenta t=(1+/,)/q, con lo que entonces sera:

d[ da, -

dia, _ dq ] odr N

deq di e A

R @@+ o] P —2 &) 200 () —(1+1L) _
(1) 7

- C“';‘;':;:‘Z"Z -[zZ-[z-cp'(:P@(r)-@"(r>]—2‘t-¢(t)'¢'(f)]

El signo de esta derivada dependera del factor que aparece entre corche-
les, y para su analisis utilizaremos los resultados que sobre la transforma-

cion ¢ hemos obtenido en el epigrafe 4.2.4. Asi, para el minuendo de este
término se tiene que:

2R () )=y
229 —d () (D)]=t = (t—1
J—(n—D+n+ D a—@m+ 1)+ m—1)-en*1]=
= (III'I;’)3 fn—)—+ ) t+r+ ) rn—(n—1)- g ]=
:_(lI1)3__-[(n—l)ln'l"_,n-(n+l)-tn+|+n.(n+]).t2n_(n_l).n.[2n+l]

y para ¢l sustraendo tendremos que:

__¢n e pprpn—1 — -
2"'(1)(!‘)'(1)’(1):2'!' i t . l n-t +(n l) t _

1—1¢ (1 —1ry
2-! n . — N _—
=_M(I—r)-‘ H—nemt+t(n—=2)- 1"+ n ' —(n— 1) 1>]=
(e ! =2 2 2) e 2 =2 1))
é — 1)

con lo gue el término a analizar vendra dado por la expresidn siguiente:

W [ 2+ 1) nt+ 20 —[n-(nt D+2-(n—2)]-

et [ (nt 1) —2- 0] 20 —[(n— l)-n—2-(n——-l)]-t?-"+']=

Z_(I——r)‘ [ 2tn-nt) 1 ' —(n—1)-(n+4)-

rt(n—T1) e (i—2) (n— 1)-:2~]
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Como ¢l factor que esta entre corchetes tiene a 7= 1 como raiz, al sumar
cero sus coeficientes, dividiendo el polinomio por ¢ — 1, utilizando la regla

de Ruffini, obtendremos:
re—1 ~[2‘nizt’—~—(n—1)-(n+2)-t"—'+2-(n—1)-
(1—ry r=0

n—12
3 l’—(n—2)-(n—l)-t2"-']

por ¢l mismo motivo que antes, el polinomio cociente tiene a t=1 como
raiz, y dividiendo de nuevo por 1 — [ queda:

M- J— ~"‘-2 -pr — -"_I - e gn-—1+r
a—o 2 'Z.o r+)-r+n—1) r§ﬂ(n—-—2 ry- g1 ]
y de nuevo por el mismo procedimiento, nos quedara:
t-(1—1p

n—2 1
(1—1p [,Z‘o(hLl)'("+2)"'—("——1)‘IEZ(r—l)'(n—r)-t"— r]:

=t-[——"—_i: (r+1)-r+2)-1r+(n— 1)-"?2' (r—b-(n—r)- r"—”']
.con lo gue tendremos:

da, _ C(+I)—re [ a2 _ P
de e [ 'S )+ (n— 1)

':g; (r— 1)(n_r) t"—2+!]

cuyo signo dependera del polinomio que aparece entre corchetes; dicho poli-
nomio ¢s de grado 2n— 3 y sus términos hasta el de grado n tienen coefi-
cientes positivos, siendo cero €l que corresponde al término de gradon—1y
negativos todos los restantes hasta el término independiente; ademds, ia
suma de los coeficientes positivos es (n—2)-(n—1)2- n/6 y la de los negati-
vos (n—1)-n-(n+1)/3, siendo la diferencia entre los positivos y los negati-
vos igual a {n— 5)-(n— 1)-n?/6. Al existir una sola inversion en la sucesién
de signos de los coeficientes, existird una dnica raiz real positiva, que llama-
remos Iy, entonces tendremos los casos siguientes:

2
a) (z:z" =0 para £ > 1, o sea, para —%!E'—>tu, 0, lo que es lo mis-

mo, para g< -———"—:—I-"'-—— = ¢q,, donde la funcién sera cdncava respecto a la par-

te positiva del eje de ordenadas.
dia
———" =0 para t=1t,, o sea, para

9 1y

mo, para g = qo=———‘;——”'—, en cuye punto existird una inflexion en la cur-

m  —

b) =1, 0, lo que es lo mis-

vatura.
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2
c) dd;" <0 para 1<y, o sea, para i’i”_(‘o, o, lo que es lo mis-
q
+1I )
mo, para ¢> 7 “—= q,, donde, por tanto, la funcidén serd convexa res-
[H]

pecto a la parte positiva del eje de ordenadas,

La posicién del punto ¢ y, en consecuencia, de g, dependen del nimero
de términos amortizativos n, ddndose los siguientes casos:

a) Si I<n<35, entonces la diferencia entre los coeficientes positivos y
los negativos es negativa, siendo entonces ;2> |, con lo que g,={1 + 1)/ 1, <
<147,

b) Sin=S35, entonces la diferencia entre coeficientes positivos y negati-
vos es cero, con lo que £, =1, y entonces g,= 1 + [,

¢) Si, por ultimo, fuese n>> 5, entonces la diferencia entre los coeficien-
tes positivos y los negativos es positiva, con lo que £, <1 y, por tanto,
g=U+ 1) 6p>1+1,.

45.5 Representacion grdfica

Por el analisis que hemos efectuado de los epigrafes anteriores, dentro
del 4.5, podemos concluir que la representacién grafica de a,= g(q) vendrd
dada por:

c(L+1)

Py

C-Ly (%)~

.
.
.
-
.
.
L]
-
-
»
.
.
.
»

2 o g 8 s A 8 2 e

q

L]
*

. Enla que con la traza continua hemos representado los pares de valores
d¢ o, ¥ g, que, cumpliendo las condiciones de la ecuacién de equilibrio,
- satisfacen también las condiciones especificas de tipo financiero, a las que
-nos hemos referido en el epigrafe 4.2, y que para g hacen que deba estar
domprendida en:

1<g<=gqg*
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con g* la méxima razon de la progresion geométrica en que pueden variar
los términos amortizativos, ya determinada al final del epigrafe 4.4.

Esta acotacion en la razén ¢ de variacion lleva consigo la acotacion del
n-ésimo término amortizativo, que por ello deberi estar comprendido entre:

0<a,<C I, (g9

siendo la cota superior la que corresponde a la razén g*, que da lugar, como
ya sabemos, a un primer término amortizativo a; = C- [,,, con lo que el ulti-
mo de dichos términos serd: a,=C-I,-{g*)" .

4.6 OBTENCION DEL ULTIMO TERMINO AMORTIZATIVO a,, CONOCIDA LA RA-
ZON ¢ DE VARIACION EN PROGRESION GEOMETRICA

La obtencién de «, conocida ¢ es inmediata, ya que partiendo de que:

a”:g(q):al ‘q"—'=f(q)'q"*'

tendriamos que mediante las expresiones dadas en el epigrafe 4.3 para f (q)
llegariamos a:

C'(l:Im)n s1 q=l+1m
(1+1)—¢q

C- n—1.
7 [—gm(+1,) "

si g#=1+1,

Ahora bien, de forma similar a lo que hicimos en el epigrafe 4.3, para la
determinacién de o, podemos recurrir también a la relacién obtenida en el
epigrafe 2.4 entre e! valor final de una renta variable en progresion geomé-
trica y las rentas unitarias, con lo que:

r C-(l+l,,,)"-—§_7— con Xm=#£iq”-1
nlX,,
si g<Il+1,
@, =g(q)={ C_(':_ﬁ sig=1+1,
| g—(1+1,)
. 1+ n. — = > -
R e Yo 1+1,
\ sig>t+1,

expresiéon que nos da el Gltimo término amortizativo, en funcién de los valores
actual y final de las oportunas rentas unitarias, valoradas al tanto ¥,, 0 X,,,
respectivamente.
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4.7 ANALISIS DE LA FUNCION INVERSA g=¢g~ '(a,)

Al igual que hemos dicho para la funcidn inversa ¢g=/—1(a,), en este
caso la existencia de g =g~ '{a,) también estd asegurada para 0<a,=<C-
(1+1,)" pues, como hemos visto, a, = g (g) es biunivoca en dicho intervalo
al ser mondtona creciente y tomar dichos valores para ¢>>0. No obstante su
existencia, esta funcidn inversa no puede determinarse explicitamente de una
forma analitica sencilla, pues también queda determinada a través de un
polinomio en ¢ de grado n — 1; ahora bien, nosotros obtendremos la razén
que corresponde a un qltimo término amortizative a, dado, wilizando como
en el caso de la funcién 1, su relacién con las rentas unitarias, a través de
la cual podemos escribir:

f
1+7, - )
Shlx, >N con Xm=———q—-i—- st g<1+1,
c-(la+1,,,)" ={ , sig=1+1,
— {1+ 1 .
I+a,—1y <n con Y,,,:—?—(—’—"l— si g>1+1,
\ ~ 1+7,

A partir de aqui, la determinacién de ¢, conocido el ultimo término
amortizativo «,, se efectuara de la forma siguiente:

1. En primer lugar determinaremos el cociente:
C-(1+1r)"
aﬂ

- comparando si éste es mayor, igual o menor que n.

2. Una vez efectuada la comparacion
C-(+1) >
o, Pt

se presentara uno de los tres casos siguientes:

Ea) Supongamos que C: (14 [,)*/a,> n; entonces tendremos que:
‘ C(t+1)"

:s—
o, n) X

m

expresion en la que nuestra incognita serd el tanto X, v, una vez obtenido
éste, tendremos que:

_ 1+,
I+ x,
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b) Sifuese C-(1+1[,)"/a,=n, el problema estaria resuelto, puesto que
entonces g=1-+1,.

¢) Y, por ultimo, en el caso en que C-(1 +1,}"/e,<n, tendremos que:
C-(1+ 1)

n

=l+agqy,

o sea que se obtendra:

_— C'(l+Im)"—an
a, My, ™ 2,

de la que obteniendo el valor de la incégnita Y, tanto de valoracion, ten-
dremos gue:

g=(+15) (1+7Y,)

Resumiendo estos tres casos tendremos que para determinar la razén g
de variacién en progresion geométrica, en funcién del ultimo término amor-
tizativo o, haremos:

r - Sax :M—X’n“
nt a"
1+ 1,
TS Fx,
C-(1+1) > i _ m
—a Y =: —qg=1+1,
" cC-(1+i)y—ae,
al’l
\ ~g=(1+1)-(1+7,)

<: un_”ym: _-Ym_’

con lo que la funcidn inversa g =g~ '(a,) podria escribirse como:

1+1, _C-(1+1)
r ——'-'-‘-'-—'-'—l+X con Smxm———an
i o< CUEL)
sme-tay=) 141, i ay= G UL
\ (1+1)-(1+7Y,) con az—qy, = C'(l+i"')n_a"
si a">———~—c'(1:]’”)n

Con esto queda terminado nuestro andlisis de la amortizacién periddica
de un préstamo a interés vencido, cuyos términos amortizativos son varia-
bles en progresion geométrica.
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