Analisis estadistico de la tendencia por
polinomios ortogonales

Por

F. J. URBELZ IBARROLA

Catedratico de Estadistica
Actuario de Seguros

INTRODUCCION

I. En el estudio analitico de las series econdmicas si se eliminan las
variaciones estacionales y ciclicas tenemos una serie residual compuesta de ta
tendencia y la perturbacién aleatoria.

Es costumbre la descomposicién de una serie estadistica si se emplea un
modelo aditivo en una suma de componentes:

tendencia
variaciones estacionales y
variaciones ciclicas.

Se afiade a las anteriores componentes las variaciones de azar del
proceso.

La tendencia se considera como una funcion determinista, y es preciso
sefialar que eliminadas las otras componentes obtendremos la tendencia més
una perturbacion aleatoria. Este valor es el que consideramos para analizar
la tendencia.

2. Asi como hemos expuesto que la serie puede considerarse como un
modelo aditivo pudiera plantearse un modelo multiplicativo: este caso se
reduce al anterior si tomamos logaritmos.

Pero en la practica, a veces, cuando los elementos multiplicativos son
negativos es conveniente combinar ambos métodos.
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3. La tendencia, variaciones estacionales y ciclicas se estudian mas ra-
cionalmente por analisis espectral; es decir: en el dominio de la frecuencia.
Pero también se utilizan modelos de tendencia de tipo parabdlico cuando
previamente se han eliminado las influencias de las componentes periddicas.

4. Elegido el tipo de tendencia interesa analizar la conveniencia de ex-
presar la funcién temporal por una parabola de grado k o por medio de
polinomios ortogonales centrados.

Para mejor comprension del tema, el Capitulo I lo dedico al estudio y
propiedades de los Polinomios Ortogonales, teoremas que se deducen y for-
mulas generales de los polinomios centrales.

5. En el Capitulo 11 justifico e! modelo de la tendencia y establezco
unas pocas féormulas utilizadas como filtros para eliminar los efectos de las
variaciones estacionales y ciclicas e igualmente estudio relaciones entre mo-
delos parabolicos y los mismos expresados en forma de polinomios orto-
gonales.

Termino este capitulo con una axiomatica de la tendencia mas la pertur-
bacién aleatoria.

6. El Capitulo I1I lo dedico a las distribuciones de probabilidad de la
funcidn conjunta del vector e y su funcién caracteristica —n— dimensional
¢, igualmente, descomposiciones del vector e para conocer sus distribuciones
marginales y condicionadas y funciones caracteristicas.

Igualmente, por una transformacién obtengo la funcidén de densidad
—n— dimensional del modelo estocastico (tendencia mas vector aleatorio)
y funciones caracteristicas, etc,

7. El Capitulo IV lo dedico a la estimaciéon por punto obteniendo las
estimaciones de los coeficientes regresores poblacionales, asi como algunas
de sus propiedades, como son de ser centrados y la matriz de covarianzas,
deduciendo que estos estimadores son independientes.

Esta demostracion es tan importante que no podemos afirmar fo mismo
de las estimaciones de los coeficientes de una paréabola, por 1o que este mé-
todo de representar por polinomios ortogonales supera a aquél.

Las desviaciones y sus cuadrados se analizan, asi como la estimacién de
la varianza del modelo.

Terminamos este capitulo estudiando si puede obtenerse un estimador
centrado, 6ptimo mejor que el obtenido, y comprobamos que es precisamen-
te un estimador ELIO.

8. El Capitulo V lo dedico a la estimacion por intervalo. Y, previamen-
te, estudio las distribuciones de los estimadores, funciones caracteristicas
—n— dimensionales y unidimensionales, asi como las funciones de densidad. -
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La independencia entre las desviaciones y los coeficientes regresores nos
permite aplicar el Teorema de Descomposicion de la X* de Pearson para
conocer distintas distribuciones de los estadisticos y establecer intervalos de
confianza seglin se conozca o no la varianza.

Ademas de estudiar intervalos de confianza se estudian esquemas para el
analisis del grado de la tendencia.

9. El Capitulo VI se dedica a la Teoria de la Prediccidn de la Ten-
dencia.

Y estableciendo un predictor lineal se estudian las condiciones para que
sea centrado y 6ptimo. Esta optimizacién de la varianza nos permite obte-
ner, conocida la distribucién del predictor, intervalos de confianza que con-
tenga la tendencia tedrica —no aleatoria— o también el proceso estocéastico
de la tendencia.

10. El Capitulo VII y ultimo esta dedicado a complementar las ideas
expuestas: Aplicar a un caso el método de Polinomios Ortogonales, y se
acompaiia una pagina de nuestras Tablas Estadisticas para comprender me-
jor el ajuste y la estimaciéon por Polinomios Orotogonales.

Se forman diversos cuadros para la mejor comprensién de los valores
ajustados (polinomios ortogonales hasta segundo y cuarto grado), intervalos
de confianza de los estimadores, de la varianza, hipdtesis sobre ¢l grado de
tendencia y la aplicacién a la prediccion.

Como observacion importante hemos adoptado el punto para expresar la
coma decimal, notacién que el lector que utilice computadores le sera facil
de comprender.

1I. Terminamos el trabajo con una pequefia bibliografia y un indice
sobre las materas tratadas.

EL AUTOR
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CAPITULO 1

Polinomios Ortogonales
SECCION 1.2 DEFINICIONES

1. Funciones ortogonales de variables estadisticas
1. Dada la variable estadisticax definida en D (para V x;e D) [1.1], las

funciones {¢,(.)} [1.2] (=0, 1,2 ... k) son ortogonales si cumplen las condi-
ciones siguientes:

5 ¢ (x) e, (x)h=0 Para j#r [1.3]
i=1

zl @ ()2 h,#0 Para j=r [1.4]

donde A; es la frecuencia relativa de x;:

=1 [1.5])

Si la [1.4] fuere para todo j la unidad, las funciones [1.2] se denominan
normalizas. La variable estadistica x tiene dos campos: campo de variabili-
dad x ¢ D y campo de frecuencias 4, (i= 1, ... n) - [1.6]

2. Casos particulares: si las funciones [1.2] son polinomios {P,(x),...
P.(x),.. P,(x)} {1.6} y el de grado P, (x) es:

Px)=b,+b,x+.+b,,  x'+x [1.7]

asociados a sus frecuencias h; para x,e D son otorgonales si cumplen las
condiciones [1.3] y [1.4].

El polinomio P,(x)=1 para Vx,e D. [1.8]

II. Polinomios ortogonales definidos en un conjunto de numeros naturales
E={1,2,..n} [1.9]

1. Dada la variable x ¢ E y, los polinomios {P,(x),... P.(x), ... P,(x)}

[1.10] (el de grado s es la forma [1.7]) son ortogonales si cumplen las condi-
ciones siguientes:
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2 P() P.W)=0 para j#r [L.11]
xfll Pi(x)*#0 paraj=r [1.12]
donde P,(x)=1 para Vxe E [1.13]

2. Observemos una notable diferencia respecto a la definicién anterior:
alli, la variable esta definida en x ¢ D, mientras que E es el conjunto parcial
de numeros naturales y no se asocia a frecuencias.

II1. Polinomios ortogonales centrados definidos en un conjunto de numeros
naturales E (1.9]

Dados los polinomios {P,(x), ... P.(x), ... P,(x)} [1.14] definidos en E,
donde P,(x)=1 y el de grado de P,(x) —es:

P, (x)=b,+ b, (x—x) +..+ b, (x—x) +..+ b, ,_, (x—X)"' + (x—x)* para
s=1,2,3...k [1.16]
son ortogonales si cumplen las condiciones [1.11] y [1.12].

En esta monografia utilizamos estos polinomios centrados y los llama-
mos simplemente polinomios. La notacién sera distinta para la variable que
utilizamos la ¢ representativa del parimetro tiempo.

SECCION 2.2

Teorema Fundamental
1. Teorema
Hipétesis

Dado un sistema de polinomios ortogonales centrados (Def. 111) y dos
nimeros enteros 0 <h<s

Tesis

Para VA<s se cumple:
S(—0)"P()=0  1eE [1.17)
-1

. - n+l1
siendo 1= —
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Demostracion

Si la [1.17] se verifica para h—I1
s (—D" "P(1)=0 h—1<s [1.177]
=1

(el exponente puede ser desde o hasta h— 1), demostremos se cumple
para h si h<s.

Por hipétesis, P, (1) y P, (t) son ortogonales. Si el polinomio P, (1)[1.16]
tenemos:

gl P.(1)P(1)=0= il[b,,(,-l-'b,,,(t—t')+.,.+b,,,,, J(t—D" '+ (=D P ()=
_ =b,, ilP\(t)-;b,,,‘il (1—I) P.(1)+..+ b,,_h;,lgI (1—i)" ' P (1) +
_ - + il(z—i)"P‘(t) |
Todos los sumandos que p;eceden al dltimo son nulos por hipétesis

[1.17°] y el Gltimo por ortogonalidad. El primer sumando no es sino
S P, ()P (1)=% P (1)=o0 segin [1.12].

Luego
%I(t—i)“ P (t)=o0 (1.17"]
La [1.17] impli;a se cumple para el siguiente si #<<s. Luego por ser:
lill’,,(t)P\(t):o él(tht—) P()=o 0<s
éIP, ()P (1)=o0=3[b,+(t—0)] P (1)=
=h, 3 P(OT § a—D) P.()=>
“ gl(t—i);a(z)zo 1<s
El teorema queda totall_'nente demostrado, porque [1.17] se cumple para

h=o0, 1 y se cumple para h=2 por la[1.17°] y asi sucesivamente siempre que
h<s.

2. Corolarios
l. Sih=s

S (—I) P(1)=5 P(1)=pi>0 [1.18]
11 =1
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porque
S P()P.(1)= 3 [b+..Fb,(t—D)+. +b,, (—I) "+ (—1)]P.(1)
t=1 =1

Todos los sumandos son nulos por [1.17] excepto el ultimo, que es [1.18].

2. Para todo sistema de polinomios ceuntrados segin la Def. III y dos
nimeros 0 < h<s tenemos:

s 1P (1)=o0 [1.19]
=1
asi:

E(a=DtiyPm=5 5 Oe—y P Pw)=

! t=lj=0

= 3 (V5 =iy PW)=0

h=o
Por ser j<h<s, luego queda probado la [1.19].

3. Para todo sistema de polinomios ortogonales centrados también se
cumple:

$rP(1)=3 P()} [1.20]
1=1 =1
Esta demostracion es inmediata: )
SrP@)=3 ()7 5 (—iYP)
1= =1 =1

De esta expresion son nulos todos los sumandos por [|.17] excepto para
Jj=s y no es sino la [1.18].

SECCION 3.2
I. Transformacion de polinomios
1. Dado un conjunto de constantes A\, (h=o, 1, ... k) [1.21] no nulas si
multiplicamos los polinomios [1.15] por estas constantes, obtenemos otros
polinomios relacionados por la expresion:

P,(1)=\, P, (1) h=o0,1,2,..k [1.22]

y también son ortogonales.

En efecto:
2 PP, )=\, 5 P(1)P (1) =0 s#Eh
- 1=1

porque A, A\, 70 y por la Def. IilL.
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2. Polinomios normalizados. Pueden obtenerse si elegimos las constan-
tes [1.21], segin [1.18].

" P L !
y sustituidas en {1.21] tenemos
piy=2 0 [1.24]
Pi
luego
n 1
2 P1)=—5 3 P1)=1 [1.25]
=1 ph Piant’

por [1.18]. Esta es la condicién de normalizacion.

Los polinomios {P,' ()} son ortonormalizados.

3. Polinomios enteros. Aunque t ¢ E los polinomios [1.15] no tienen por
qué ser enteros, pero pueden elegirse las constantes [1.21] para que lo sean.

En nuestras Tablas Estadisticas (1)} hemos tabulado polinomios ortogo-
nales eligiendo las constantes [1.21] para que sus transformados [1.22] sean
nimeros enteros. Seguimos criterio semejante al de Fisher y Yates,

En las tablas aparece A, como un quebrado
m,

A, =
h d,

[1.26]

donde m (multiplicador) y d (divisor) depende de 4 y de n.

Estos numeros se consignan al pie de cada polinomio, como también los
cuadrados de los valores de éstos.

SECCION 4.2

Férmula general de un polinomio
1. Momentos totales centrados

Definimos momento central total de orden A a la expresion:
M,= i (t—1)* te F [1.27]

=1

donde E es el conjunto indicado en [1.9].

(1) URBELZ IBARROLA, F. J.. y PEREZ MAURA, Alvaro: Tablas Estadisticas. Departa-
mento de Estadistica, Empresariales, Santander.
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El valor de M, depende de K-

M,=n M, F#o M, ,=o [1.28]

2. Sistema de ecuaciones

Si el valor de P, (1)[1.16] lo sustituimos en {1.17], tenemos la siguiente
expresidn, y con la notacién de [1.27] es:

!=il (l_t—)h PS (t): 4%1 (t_?)h (Igl bs} (l-"t-)l+ (’—l-)J ):

b 3 Gy + 3 i -

=b Myt b Myt by My, +.. b M, +M, =0 [1.29]
Vélida para todo h<<s segun [1.17].

La[1.29] es una ecuacién para un valor concreto de A si damos valores a
h(h=o0,1,2...5—1) tenemos un sistema de s ecuaciones con otras tantas
incdgnitas que nos permite determinar los coeficientes b, = o, ..., s—1).

3. Formula general de los polinomios
La [1.16] puede escribirse pasando P, (1) al otro miembro:
bot b, (t—t)+ b, (t—1)*+ ...+ b, (t—1) '+ (—1)— P (1)=0 [1.30]

Las s ecuaciones [1.29] y la [1.30] forma un sistema de s+ 1 ecuaciones
con s incégnitas (b, j=o, 1, ... s—1) y para su compatibilidad es necesario y
suficiente que el determinante formado por los coeficientes de las incognitas
y los términos independientes sea nulo. (Rouché-Frobenius.)

Asi, de [1.29] dando valoresa h=o0, 1, ... s—1 y con la [1.30], formamos
¢l determinante siguiente para que sea compatible:

M, M, M, .. M_, M,
M, M, M, M, M.,
............................ =0
Ms ! Ms MrH MZJ-I M}: ]

1 (1—i) (—I).. —Iy " (t—i)' — P, (1)
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(t—1)* — P,(t) es un elemento de la ultima columna del determinante.

Si afiadimos a los elementos de la ultima columna de [1.31] un cero
podemos descomponer en suma de dos determinantes que tienen las restan-
tes columnas iguales:

Mo M] . Ms—l M_‘ Ma Ml M.f——] 0
M, M, . M, M,., . M, M, o
.................................................... e | =
Msgl Ms - Mz‘ 2 MZ;_I MJ—l M: e Mzs-—i o
1 (—i) .. —iy-'a—iy| |1 (t—i) .. @—1)"" —P.@1)
M, M, ..M,
=Ny -prw | M M M =0 = [1.31]
Mx/l M.c .- Ml,_)
N »
pay=N0 1.31
()= [ ]

utilizando la notaciéon N, (¢) para el primer sumando de [1.31’] y D, para el
coeficiente de momentos del denominador.

La formula general del polinomio s es:

Mo Ml M2 M:

M, M2 M3 Ms+l

M2 MJ MA MJ+2

M,,| Ms Mx+l th,

P()= {1 (—i) (—i)' .. (—i) [1.31™]

Mo Ml M2 M.\'—l
M M M M,
Msal MJ M.c-H MZ:—Z

Observaciones:

!.‘* La diagonal principal y sus paralelas pares no son nulas. Las parale-
las impares son nulas [1.28] excepto los elementos de la dltima linea del
determinante del numerador.
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2.2 Los coeficientes b; (j = o, 1,2, ... s—1) se obtienen por simple desa-
rrollo y son los adjuntos de (1—1)’ divididos por D,.

3.2 Los numeradores de [1.31™], {s=0, |, ... k} son ortogonales si ha-
cemos una transformacion [1.22] y elegimos las constantes A, = D, [1.32].

SECCION 5.2

Formulas para los primeros polinomios

1. Obtencion del primer polinomio

Segun la Def. 111 P, (1)=1. s=o.

En la formula [1.31"] si hacemos s = 1, el numerador es un determinan-
te de segundo orden y el denominador es M,,.

Luego:
M, o
Py=1 —iy| =1—i=,_2F1 [1.33]
M,
n+1

porque M,=n.yt= —5 Y M, = o segin [1.28].

2. Formacion del segundo polinomio

Recordemos la observacion 1.2 de la seccién anterior y hagamos en
[1.31"} s=2:

M, O M,
Pyt)= 11 (t—1) (1—1)? = (t—I1)*— % [1.34]
M, O ?
o M,
Pero
My _ 2 =iy _2 »
== == _ 1.35
M, n n ,5, (=1 [ 1

por cuanto (—17)* es una funcién par.
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Dos casos pueden presentarse segun n:
a) n impar:

- _n+1
La:=
2

€S un numero entero =

s (—i)}=0"+ 1P+ 2 +. .+ (n— %L)E

* P (5 (2

1
=12 2++ n h = =
1242 ( ] ‘

- (—"22:2”” [1.36]

Hemos aplicado la célebre formula de la suma de los cuadrados de los n
primeros nimeros naturales:

_n(n+1) @n+l) [1.37]

S, g

: p , n—1 .
siendo aqui n el nimero entero 5 porque n €s lmpar.

b) n par:
’;‘":l (1—iy = (%)2 _ (%)2 . (n;l}’ _ 12+32+..‘i—|-(n——1)2

Pero de la [1.37] deducimos:

5, = A2+ P2+ (1= [+ 3 (1] +
+ 2P+ 24+ (%]5'] 2

A LR e S T ) (14 2 (2
& = (=17 s, 2 Gr

1> -

4 4

_nn'—1) s
T , [1.37°]
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Las férmulas [1.36] y [1.37°] son idénticas.

Llegando a la [1.35] y sustituyendo en [1.34] el polinomio ortogonal de
segundo orden en funcion de n (independiente de ser par o impar) es:

n+1 n—1

=(t— I — 1.38
P(n=(t 5 5 [1.38]
donde 7 se ha sustituido por la media.
3. Polinomios de tercero, cuarto y quinto grado.
De acuerdo con [1.31""] y [1.28] para s =3 este polinomio es:
M, O M, o
o M, O M,
M, O M, o
Py(y=| 1 (1—1) t—1)} (1—1t)’
M, O M,
O M, O
M, O M,
: y si hacemos operaciones tenemos la siguiente férmula:
| n+1, 3—7,  .n+l
:_ =(t — — {1 — ) 1.38a
»Ps(’) t——) 20 5 ) [1.38a]
: Para s =4 es:
E ntl, 3—13, n+l,, 3(@—1)(m—9)
i = — J— —_ + r.
: P)=(1 > ) 2 (t 5 ) 560 {1.38b]
| :
E\ y para s = §, igualmente:
: n+ 1 Sn—17 n+1 15 n* — 230 n* + 407
Pi(t)=(1— — t— I+
R=0— ") e e

[1.38¢]

Hemos omitido estas demostraciones sencillas (algo pesadas) y hacemos
 las aclaraciones siguientes:

1.2 Los polinomios centrados (1—1) impares carecen de término inde-
‘pendiente y los coeficientes de sus términos de lugar par son nulos.

22 Los polinomios centrados (—17) pares carecen de los términos im-
pares y tienen términos independientes.
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CAPITULO II

Modelo de la tendencia

SECCION 1.3

Problemas preliminares

1. Componentes de un proceso estocdstico

1. Los datos experimentales de una serie temporal deben analizarse
para conocer las componentes dindmicas que contiene y la estructura interna
del proceso: si es de naturaleza estacionaria o evolutiva; tendencia, varia-
ciones estacionales o ciclicas. Si la serie es estacionaria interesa conocer el
tipo de proceso a que pertenece; perturbacion aleatoria, medias moviles,
autorregresivo, mixto, etc.

En anteriores articulos (1) he tratado extensamente estos temas.

En las ciencias experimentales de fenomenos fisicos o semejantes pueden
estudiarse mejor los procesos que en las series econémicas.

Los economistas se han preocupado y se preocupan en estudiar estas
series. Y admiten como componentes esenciales de los procesos las caracte-
risticas siguientes:

— La tendencia.

— Las variaciones estacionales.

— Las variaciones ciclicas.

— Y, finalmente, las oscilaciones erraticas.

Alguna de ellas puede faltar.
2. En muchas ocasiones interesa aislar estas componentes para analizar
la influencia de cada una y su posible composicién ulterior.

3. Un estudio profundo y serio del proceso es practicamente imposible
cuando la informacién de la serie es escasa y también cuando las series eco-
némicas son subjetivas, porque no son muy aptas para un tratamiento esta-
distico.

Pero otras series economicas reflejan perfectamente la evoluciéon de un
fenémeno.

(1) Véase bibliografia.
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Las series actuariales se prestan mejor a un tratamiento estadistico e,
igualmente, las series econémicas con numerosos datos objetivamente medi-
bles.

4. Los errores de las series brutas deben eliminarse, y para atenuar y
subsanar sus deficiencias conviene emplear «filtros» adecuados, que permi-
tan mayor rigor en el estudio de las series derivadas.

5. La serie temporal observada es una muestra, y pretender conocer el
proceso si la muestra no es numerosa resulta imposible.

2. Proceso estocastico de la tendencia

I. Examinemos con caricter general la descomposicién de una serie
temporal y sus correcciones necesarias para obtener la componente de la
tendencia y ehiminar otras componentes si las tuviera,

2. En primer lugar, aconsejamos hacer wna estimacion del espectro del

proceso (2), porque por simple analisis nos indica sus componentes y la im-
portancia de cada una de ellas.

3. Existen series actuariales que, basadas en ecuaciones diferenciales, se
conocen las formas generales de la tendencia. Tales son, por ejemplo, la
logistica, las leyes de mortalidad, etc., sobre las cuales no tratamos ahora.

4. Si de una serie temporal estimamos las funciones de covarianza y la
trasladamos al campo de la frecuencia obtenmendo la transformada de Fou-
rier, tenemos la funcién de densidad espectral, y si existieran acumulaciones
de masas espectrales («con picos») en torno a la frecuencia A =0 es muy
significativo que la serie tenga tendencia: La tendencia se caracteriza por el
movimiento profundo que tiene periodo infinito.

5. Pero si ademads de revelarnos la tendencia, la funcion de densidad
espectral tuviere otros «picos» para diferentes valores de A (A # 0), precisa-
mente en estos valores existirdn variaciones estacionales o ciclicas.

6. Como tratamos de la tendencia, nos interesa eliminar de la serie da-
das las otras componentes. Los métodos son: o en el dominio de la frecuen-
cia (utilizando el andlisis espectral) o el dominio del tiempo.

La serie temporal observada se transforma por ciertas operaciones en
otra nueva serie temporal liberada (o atenuada) de las otras componentes, y

estas operaciones de calculo con la serie antigua para obtener la nueva se
denomina «filtrado» (3).

(2) URBELZ, F. Javier: «Estimaci6n del espectro de las series temporales». Anales I. Ac-
tuarios, 1982.

(3) URBELZ, F. J.: «Procesos basicos econométricos y de sus transformaciones lineales.
I Actuarios, 1983.
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Las funciones de densidad espectrales de la nueva y la antigua serie estan
relacionadas por una funcién que se denomina funcién de transferencia.

7. La serie transformada { y,, t ¢ E} liberada de las otras componentes
es la que estudiamos en esta monografia con algun detenimiento. Y supone-
mos que ¢l filtro no incida sobre la perturbacién aleatoria.

Por eso cuando escribimos sobre el modelo de tendencia debe entenderse
que nos referimos al proceso estocastico { y,, ¢ E} que es una de las compo-
nentes de los procesos estocasticos segin expusimos anteriormente.

La tendencia suele estudiarse como funcion exclusiva del tiempo y sin
componentes aleatorias. Es mas: puede ser funcién potencial combinada con
términos trigonométricos, etc. Indicamos el concepto, pero prescindimos de
ellos, aunque le afiadimos la perturbacion aleatoria para estudiar la serie
observada como muestra procedente de un proceso estocéastico.

3. Filtros para determinar la tendencia

1. Entre los filtros que indicamos a titulo orientativo (4) estdn los de
medias moviles y el méas sencillo de éstos es de Witsein:

1

= — =0,£1,x2..+ .
a C—— j=0,£1,x2...tm [2.1]

La aplicacion practica es que los datos observados y; por medias conse-
cutivas de 2m + 1 términos variando ¢ se obtiene la nueva serie:

— Z yl-+] 22
Y am [2.2]

Y podemos asegurar:

1.2 Contiene exactamente la tendencia, si m es pequeiio (relacionado
con el afio).

2.2 Atenta las componentes estacionales y ciclicas.

La propiedad del filtro [2.1] que aplicado sobre la serie antigua nos da la

nueva con la misma tendencia lo conocemos por el valor de la funcién de
transferencia para A = o: el limite de esta funcién para A — o es precisamente

la unidad (4).

(4) URBELZ, F. Javier: «Los procesos estocésticos econométricos y sus transformaciones
linealesy. Anales I. Actuarios, 1983.
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La serie obtenida { y,, t ¢ E'} contiene la tendencia, pero desconocemos si
se han eliminado las otras componentes de tipo ciclico. La funcién de densi-
dad espectral de salida para A = o es idéntica a la de entrada.

2. Otras formulas dadas en combinaciones lineales (igualmente, de me-
dias méviles) méas especificas son:

Y Oroe T2y, s+ T 200 st yie) [2.3]

1

24
y se utiliza cuando los datos observados son mensuales y que eliminan o
atenlan componentes de tipo cstacional.

3. Existen series actuariales interesantes, y por citar algunas (basadas
también en combinaciones lineales), citaremos la de Spencer (de 15 puntos):

l . - - .
Y= 0 [74y; +67(y; (ty ) T46(y_, Tyt
T 21(y; s Ty T3V Ty =507 st yies)—
—6(y,_ oty =307ty O [2.4]

e, igualmente, la de 21 puntos del mismo autor; las parabolas de Karup,
Wolhouse, Higam, etc.

4. Las medidas moéviles son particularmente interesantes, porque, a ve-
ces, expresiones tan sencillas son consecuencia de parabolas de segundo o
tercer grado, como son, por ejemplo, las de Wolhouse, Higam, etc.

Un método bastante general de construccion de estimadores de medias
moéviles que tengan por base una parabola es utilizar un polinomio de se-
gundo, tercero, cuarto grado e inclusive tomar 2m + 1 términos de la serie y
por minimos cuadrados obtener expresiones en funcién de los datos obser-
vados. Kendall (5) utiliza mucho estas expresiones y obtiene numerosas for-
mulas, de forma parecida a la siguiente:

m

yl; 2 C:y:+s C;:C__f [2.5]

f=—m

. donde las ¢, se han obtenido previamente por ajuste y no son sino medias
moéviles. Determinado m y haciendo el ajuste, las ¢, son idénticas, y puede
- variar ¢ y filtrar la serie.

: Métodos mas complicados pueden verse en Hannan (6) y en Murray
i - Rosenblatt (7).

(5) KENDALL, M. G., and STUART, A.: The advanced theory of statistics. Vol. 111, pag.
366 y siguientes.

(6) HANNAN, E. J.: «Regresion for time series». Australian National University. Rosem-
. blan. Wiley, 1962.

(7) Time Series Analysis (Symposium). MURRAY ROSEMBLATT. John Wiley, 1962, New
> York.
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5. Existe un método utilizado con éxito por Parzen, consistente en ajus-
tar a los datos observados una regresion con retardos mensuales, bimensua-
les..., hasta treinta y seis meses, y después analizar aquellos términos que
significativamente difieran de cero. Y con estos términos, efectuar operacio-
nes para precisar mejor la tendencia, efectuando nuevos ajustes.

La serie se trata hasta que el espectro practicamente es constante (el de la
perturbacién aleatoria). De esta forma obtiene la tendencia. Por ser intere-
sante tenemos en estudio una aplicacion a una serie econdémica por estc
método.

6. Si utilizamos un «filtro» para analizar la tendencia, es condicidon
esencial que la nueva serie contenga la tendencia y no se haya alterado.

Un buen «filtro» sera aquél que elimine componentes estacionales y cicli-
cas y deje pasar la tendencia intacta si es esta la finalidad perseguida.

La funcién de transferencia (que relaciona las funciones de densidades
espectrales del proceso entrante y saliente) nos indica si elimina las compo-
nentes estacionales y ciclicas.

En mi articulo citado trato del filtro ideal, y de forma concluyente cémo
contiene la tendencia en un intervalo en torno al origen y que contenga las
masas espectrales fundamentales de la tendencia.

Exponemos su formula, aunque no es practica:

_ Ay = sen\j . . .
Y= T +j§l Tl'j (yl—j+yt—j)

II<e (23]

De este filtro pueden tomarse aproximaciones limitando la sumatoria A, es
muy pequefio.

7. Las series econdmicas caracterizadas por una f. de densidad espectral
de naturaleza continua no tienen ciclos perfectos, como sucede en las series
fisicas, y por eso las concentraciones espectrales en torno a determinados
valores de la frecuencia son caracteristicas del «pseudo-ciclo» o la «pseudo-
tendencian.

Si el espectro fuese de barras (es decir, funcién de cuantia para A = o)
tendriamos una perfecta tendencia. Y, analogamente, para los ciclos. En es-
tos casos, el proceso estocastico puede descomponerse perfectamente en fun-
ciones no estocdsticas que reflejaran la tendencia y las variaciones estaciona-
les y ciclicas. En este caso, si podriamos determinar una funcién matemética
que recogiese las componentes citadas.

La realidad econémica es muy distinta y el espectro de estas series es de
tipo continuo, no discreto.
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SECCION 2.2

Estudio del modelo
1. Distintos modelos de tendencia

Hemos comentado las dificultades para encontrar el modelo adecuado de
la tendencia. Si por la naturaleza del mismo planteamos una ecuacién ma-
tematica y resolvemos la tendencia en funcién del tiempo, determinaremos,
por ajuste, sus coeficientes.

La tendencia puede ser de los tipos siguientes:

1. Parabdlica.
2. Exponencial.
3. Hiperbdlica.
4. Logaritmica.
5. Armoénica.

6. Combinadas.

Pero aunque sean de tipo distinto al parabédlico y tengamos el fundamen-
to tedrico que la tendencia (por ejemplo, la logistica) sean de un tipo cono-
cido, generalmente podemos desarrollar en serie y con mas o menos grado
de precision tomaremos los términos necesarios para acotar el error.

2. Modelo parabdlico de la tendencia

1. Sielegimos un modelo de tipo parabodlico para expresar la tendencia,
la componente y, del vector Y puede escribirse:

B,
=ity | B | ve= 5 B+ [2.6]

By
Y dando a 1 valores t1=1,2,...n te E tenemos todas las componentes
del vector Y de n dimensiones,

Matricialmente, la [2.6] para t ¢ E puede escribrirse
Y=TB+e k+1<n [2.67]

donde la matriz T es de orden n X (k+ 1); B8 es el vector de orden (k+1
X1yYyeson ambos vectores de n X 1,
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2. El modelo parabdlico de grado k puede representarse en funcién de
los polinémios ortogonales estudiados en el capitulo anterior.

Asi, la componente [2.5] puede escribirse:

Y={P.() PP P)} | v | +e

. Y«
= Ivmb)te [2.67]

todas las observaciones pueden representarse:
Y=Py+e [2.7]

Remitimos al lector al capitulo primero para conocer las propiedades de
los polinomios ortogonales centrados que son los que utilizaremos.

3. Los modelos [2.6] y [2.7] son polinomios idénticos si desarrollamos
los polinomios ortogonales en funcién de las potencias enteras de ¢.

4. Las estimaciones y las funciones de distribucién y de densidad con-
junta de los estimadores de 8 son més complejas que la funcién de densidad
conjunta de las estimaciones de las vy.

3. Relaciones entre los coeficientes de las distintas representaciones de la
tendencia parabolica

1. Aunque no son Unicas las representaciones paraboélicas del mismo
grado [2.6] y [2.7] estudiamos esta identidad.

2. Siigualamos la [2.6] y [2.6”] y simplificamos, tenemos la siguiente
relacion:

La [2.8] expresa la tendencia como una funcién del tiempo sin la compo-
nente aleatoria.

Si muitiplicamos la [2.8] por P, (1) y sumamos Ve E, tenemos:
k n n
h§a B":El r Pj(t): 1:21 P} (t)'sz ‘Yjpj2
porque f‘. P()P,(1)=0 j# h segin la def. 1, [1.12] y [1.18].
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La anterior se simplifica por [1.19], luego:
k n
Y P = /.5;:,' B EI t" P (1) >

58 5 e
y= (29)

por anularse él t" P, (t) para h<j.

3. Las expresiones matriciales [2.6] y [2.7] son idénticas, luego las fun-
ciones no aleatorias T8 y Py también:

T8=Py = [2.10]
BT =vy'P" = [2.11]

Premultiplicando {2.10] por la matriz T" el vector columna B es:
B=TT)'T'Py [2.12]

Igualmente, premultiplicando la misma ecuacién matricial por P’ y des-
pejando vy, tenemos:

y=FP'P)y'P'TB [2.13]

Las [2.12] y [2.13] nos dan las relaciones entre los parametros 8 en fun-
cion de los paradmetros vy o viceversa, aunque la componente vy, (j=o, 1,
2...k) la hemos obtenido en [2.9].

Por las propiedades de los polinomios ortogonales estudiadas en el capi-

tulo I, la [2.13] en forma desarrollada (previo célculo de las operaciones
(P'P) 'y TB) es:

—IF 0,0, .0 P,(1) ... P, (1).. P, (n) 5 B,

o, I.“o O P.(1)y.. P (1)..P (n) 3. 2% B,
o R | syl P

0001—2 Pk(l) ...... Pkak(n) znhﬁh
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En el Gltimo vector, las sumatorias se extienden de # = 0 a k. La primera
matriz es la matriz diagonal de [2.13"]:

1
p 2
(P' P) ! = _lr % [2-131]
by,
1
p’
n IS
12 ................... S P(t)x "B, S P (1) Zt"B,
po =1 =0 >
pl)
1
p’
= 1 2 x 5 P (1)
4 p—z, ........... E] p,(,)lz‘ B, ,()2 B
J p/
1 ‘ TP ()S"B
.................... — EI P, (,)h:;“ B, __"f_"
P P
[2.14
La componente j+ 1 del vector 7y es: ]
n k n n
1§| (I) héa th 'B" = ;Eo Bh 151 th P’(t)
Y= piz o p,

como obtuvimos en [2.9]

Y de acuerdo con-las condiciones de ortogonalidad de la def. 11y de la

[1.19] tenemos:

k n
& B E R

Y=

que es, repetimos la [2.9].

Y=

> (h=)) [2.147]
P
Un caso particularmente interesante de la [2.9] es cuando j= k:
B S tP)
S [2.15
P ]
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Observaciones:

1.2 La relacién entre los coeficientes 8, y v, nos indica una importante
consecuencia: si el modelo fuere de grado k—1, por ser B,=0= v, =o.

2.2 Al hacer j=k—1 de la [2.9] deducimos:

— B 15_31 P () B E] ¢ P,(1)
: = 5 = [2.16]
P
que nos indica otra consecuencia: si la tendencia del modelo fuere del grado
k, el coeficiente polinémico ortogonal de grado k—1, es decir, v, , depende

de los coeficientes de grado k—1 y del grado k, pero no de los de grado
inferior.

Y-

3.2 Y la [2.9] nos amplia lo expuesto:

El coeficiente del modelo en forma poligonal v, de 8, B, .1, . Bs

4. De la relacién matricial [2.10] analicemos las componentes del vector
B en funcion de las del vector y [2.12].

Aplicamos las propiedades de ortogonalidad def. 111 de la Secc. 1.* del
Cap. 1, y denominamos a los elementos de la matriz simétrica (T'T) '=

=1{1,} donde 1, es el elemento de la fila i—1 y columna h—1. La matriz es
de orden (k+ 1) X (k+ 1).

La fila A+ | de la matriz traspuesta de T es:
(128 .t n")
El vector columna j+ | de matriz P es:
P,={P,(1),.. P() ... P,(n)}

El clemento a,,,;,, de la matriz producto

@Gy = X 1" P(1) [2.17}

Y tiene las siguientes propiedades por el corolario 3 del teorema fundamen-
tal [1.19] del capitulo anterior:

Dy n+1#0 B> [2.18]
Ayt r1=0 W<y
Ay +v1#0 h> Ph=e 1k

L? matriz (k + 1) X (k + 1) formada por los elementos [2.18] es una matriz
trlangular. y los elementos no nulos son la diagonal principal y los elementos
superiores a ésta, y no es sino T' P de la [2.12]. '
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Si llamambs a la matriz simétrica (T T)~' ={1¢,}, el producto (T'T) '
T’ P nos da la matriz cuadrada k+ 1,k + 1;
(T'T)WIT'PZ{‘I;‘H.&»H} [2.19]
&
s 11— ,Eu Lo Ay phe [2.20]

Esta matriz Q=1{g,., 4., } nos permite obtener la relacion del elemento g,
en funcion de los de <y, de acuerdo con [2.12], [2.19] y 7:

k
B,= hE{) Giv1.h+1 Yn [2.21]

Una breve consideracidn al analizar la [2.21] y recordando [2.20].

Los coeficientes paramétricos §; de la tendencia expresada en forma de
una funcion entera de grado k, dependen de todos los coeficientes paramé-
tricos de la tendencia cuando se expresa en forma de polinomios ortogonales.

La [2.15] nos indica mejor la realizacion cuando j=k;
Pl Vs [2.217

i *P (1)

B =

y también a partir de la [2.9] podemos sustituir los valores en la [2.21] para
comprobar la identidad de los elementos y relaciones entre los valores de la

matriz Q e interesantes propiedades, sobre todo cuando se refiere a las esti-
maciones de vy y 8.

SECCION 3.2
Axiomatica del modelo

El modelo de tendencia lo fundamentamos en este breve esquema de
axiomas.

A-1. La tendencia puede expresarse por una pardbola de grado k y
puede escribirse de cualquiera de las formas que se indican en [2.8], con un
proceso estocdstico puramente aleatorio.

A-2. Latendencia es funcion del tiempo y de sus pardmetros estructura-
les, siendo independiente de la perturbacién aleatoria.

A-3. Las caracteristicas de la perturbacién aleatoria son las siguientes:
Ee=0
Eee'=a’1=1X [2.22]
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siendo Eee,=0?+§, ;1 indica la matriz unidad, y §,,, el simbolo de
Kronecker.

La [2.22] representa una matriz diagonal, lo que permite indicar que la
covarianza es homocedastica.

A-4. El vector aleatorio € sigue una distribucion nomal N (O, ¢’l).
[2.23)

A-5. El vector aleatorio Y es la suma de la tendencia mas la perturba-
cién aleatoria de e.

En el capitulo préximo nos dedicamos a un estudio general de las distri-
buciones de probabilidad de ¢ y de Y, que son fundamentales para conocer
las distribuciones de las estimaciones de los parametros poblacionales cuan-
do las efectuemos.

CAPITULO III
Distribuciones de probabilidad
SECCION .2

Perturbacion aleatoria

1. Funcion de densidad conjunta del vector € y funcion caracteristica

1. De las hipotesis efectuadas para ¢, tenemos que por ser normal N
(0, 0):

Z
[

o’

e
P [3.1]

y la funcién caracteristica es:

f(e)=

roa

5

@ (r)=Ee™m=e [3.2]
seglin es conocida en los cursos de Estadistica, donde r, es el parametro que

corresponde a ¢, y cuya notacion usual es ¢, y aqui no la empleamos para
evitar el confusionismo con i parametro tiempo.
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2. La funcién de densidad —n— dimensional
€ = (¢, €, ¢€,) en caso de homocedasticidad (A-3):

fo=——, = - : [3.3]
o"(2) 2 /2/7(2‘"');
donde la matriz de covarianzas [2.22] y axioma 4 es:
>:=02|=>z—'=1—2| [3.4]
o
porque los elementos covariantes de % son:
Eee,=ah,, [3.5]

Si la matriz de covarianzas es una matriz diagonal, la inversa también lo
es, y la expresion [3.4] nos aclara que todos los elementos diagonales son
1/o2

La f. caracteristica del proceso vector € es:

Y n -
T :E ent:E eer,(,: T E e:r,t,=
¢ (1) s
'lor

=ée 2

[3.6]

El exponente de la [3.6] est4 formado por el vector paramétrico arbitrario
’={r,r,, ...r,}; la matriz unidad | y la varianza ¢?, porque, segin hemos
indicado, equivale a la matriz de covarianzas [3.4].

2. Funciones de densidad marginales de ¢

I. Si el vector ¢ lo descomponemos en dos vectores € y €2 e’ = (e,
¢?). El primero de p elementos y el segundo de n—p, denominando el do-
minio de integraciéon R,_,.

ey e

'y ,
f(e)= ,L de?®=

R,_, |Z|~2 (2”)§

_ 1 f , : Je [3.7]




:
‘ﬁ
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La integral es una integral muitiple de n — p dimensiones y de ® =de, .,
de, ;... de,

Hagamos una participacién de la matriz unidad:

l, 0 I, 0 o
1= L™, €?] [3.8]
ol,, o1,

[£2]
i, €

Las matrices O son de ordenes p x (n—p) y viceversa, segin esté en la
participacién de la primera fila o la segunda, respectivamente.

=W | W4 @ @
1= {,e"+e? 1, _ e

[3.87]
Sustituida en [3.7] tenemos:
‘[h‘lp'(li ‘ﬂl'|._l‘£m
20} B 24! ’
de?=
fe")= ! L J¢ ¢
o @2m): Ros
¢, e e
= 20* e 20} de?= -
n R, ,
o”"(2m)?
[3.9]
e 207
- P
a?(2m)?
porque
2) 1 (2)
& € > S deP=(a\2m)"" [3.10)
e o :
R,._,

. ya que el dominio de integracién es en el espacio R,_,, y la forma de ponerse
cada integral es:

€’
je_ 202 de,=a \2m [3.11]

r ser R, , un dominio de n—p dimensiones.
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2. Un caso particular es cuando a partir de [3.9] deseemos obtener la
funcién de densidad marginal de ¢,. En este caso, ¢l vector € lo descompon-
driamos en dos (,, € ®'), donde el primero seria unidimensional y el segun-
do, de n—1 dimensiones.

En tal caso tendriamos (de la formula [3.10]):

2
€€, €,

b

207 20

1(6“):6,):8 = e
a\/2m ";2

porque la traspuesta de ¢, es el mismo elemento; la matriz unidad se reduce
al elemento unidad y coincide con la [3.1].

3. Funcion caracteristica de la distribucion marginal

La sencillez de esta expresion si descomponemos el vector arbitrario pa-
ramétrico r' =r "+ 0!, siendo O un vector columna de #—p dimensiones,
y la matriz unidad [3.8] sustituyendo en [3.6] tenemos:

ol N ) . 3.12
QO(T“)):@ (r .0»(0! )[0 } — ’ 03 . [ ]

10 es sino la funcidn caracteristica de una variable normal de p dimensiones.
Si el vector aleatorio de —p— dimensiones es ¢ ", su funci6on de densidad
marginal es la [3.9], y por la independencia (obsérvese la matriz de cova-
rianzas). es:

2 o¢ e e

femy= " _e [3.13]
2

a”(27r)% _ap(21r)

La sumatoria de la expresion [3.13] indica que puede sumarse del con-
junto { € ¢, ¢,} p variables cualesquiera no necesariamente consecutivas.

4. Funciones condicionadas de ¢

De las [3.3] y [3.9] deducimos funciones de densidad condicionadas de las
€ () / € ll)'
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Ell lwl.'Ew‘,
2a’ 20’

fe"/eP=e¢ . e —

n—=p

0" (2m) 2 o"P(2m) ?

2o
= e _
% = f(e™) [3.14]
2

o (2m1)

porser 'l,e=€e'e=¢" e+ e} _ Pe? [3.15]

La [3.14] nos indica que ¢ / ¢ ® no depende para nada del vector alea-
torio de componentes € y, en consecuencia, el grupo de variables e "y ¢ ?
son independientes.

Huelga decir que la funcidn caracteristica es precisamente la [3.12].

El analisis de la [3.14] nos indica due, dado un conjunto aleatorio de la
perturbacion aleatoria €, éstas no influyen en la perturbacion de € es
decir, son totalmente independientes.

SECCION 2.2

Modelo estocastico
1. Funcién de densidad conjunta y funcion caracteristica

Dado un sistema de polinomios P(t)={ P,(¢), P, (1)... P (1)} [3.16]

definido en el conjunto E={1,2,...n}, e E, el vector aleatorio ¢, el mode-
lo estocéastico {y, te E} o el vector Y con un conjunto paramétrico y’'=
={v, ...} [3.17] puede expresarse segin [2.16]:

Y=Py+te (3.18]
La matriz P’ es la traspuesta de P y la linea ¢ es la expresada en {3.16],

donde ¢ e E. El vector columna aleatorio Y esta formado por sus componen-
tes estocasticos { ¥, te E}.

Py no es aleatorio, segiin expusimos en el modelo.

Tomando esperanzas matematicas tenemos:

EY=Py [3.19]

‘ segin el axioma A-3.
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El jacobiano de la transformacién [3.18] es la unidad =
f(Y)={(e)=f(Y —Py)=

(Y —Py) 1Y —P) Sy, =P
2ot 20°
te e
n n
0" (27)?2 0" (2m)? [3.20]
4

La componente 7 del vector Y es:
Y,=P({)y+te= ;é“ P.(1)v,Te [3.21]
donde P (1) es la fila 7 de la matriz P.
2. Funcion caracteristica de Y
La funcion caracteristica del modelo estocastico dél vector Y es:
oy (r)= EerY =Eem*v+o=

rlo’r

= "y Eeh'e :en‘Pv - 2 [322]

recordando la funcidén caracteristica [3.16).

Esta funcién caracteristica del vector —n— dimensional es normal con
los siguientes parametros:

Medias Py [3.23]
Matriz de covarianzas o21

Por ser esta matriz diagonal, los elementos componentes aleatorios del
vector Y son independientes.
3. Consecuencias

[. Funcién de densidad de Y,

ty Py
2o’ e
f(ry=¢_~ < [3.24]

o\/2m o\2m

recordando [3.6].
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2. Funcioén caracteristica de Y,

ro'r,

o
2

@, (r)y=e" -
" ’(_ P.(1)y, o [325]
=e
3. La distribucion de Y, es normal, de parametros:

Media é P, (1), (tendencia) [3.26]

Varianza o’ [3.27]

4. La funcién de densidad marginal de una particion cualquiera de Y
recordando [3.9], y si Y tiene p componentes:

v~ Pyl
lo’

fYD)=e¢ [3.28]

o’ (2m) 5

que coincide con la condicionada y son Y " ¢ Y @ independientes donde la

+® se extiende a un subconjunto ¢ ¢ E de variables componentes del vector Y.

5 5. De forma andloga a como expusimos en [3.22] la f. caracteristica de
- YO recordando [3.6] y [3.8]:

y

LN IPEE 10
2

oy (Y =e [3.29]

. donde PV es una particion de la matriz P asociada a las variables ¥ segin
E los valores del subconjunto ¢ € E para los que hemos elegido el vector ¢ o
. su equivalente del modeto Y.

it Py
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CAPITULO IV
Estimacion por punto
SeccioN 1.2

Estimacion de los pardmetros del modelo

1. Coeficientes regresores

Del modelo [2.7] deducimos
ee=YY—Py) (Y —PyY)=Y'Y—Y'Py —vPY+vyPPy=
=Y'Y—-2v'P'Y+y PPy [4.1]

Derivemos vectorialmente la [4.1] respecto a y. Por tener k + | compo-
nentes, la derivada nos da el siguiente vector expresado matricialmente:

Ie e 2P Y+2P Py [4.2]
dy

La matriz P’ P es simétrica y diagonal; el vector Y es de dimensionalidad
ny vy es de k+ 1 dimensiones. Variando los parametros < varia el vector
[4.2] y si en todo el campo de variabilidad de vy existe un vector ¢ que,

sustituido en lugar de vy en [4.2] nos da el vector nulo, a referido vector ¢
denominamos estimacién por punto de 7y:

O=—2P'Y+2P' Pc=
PPc=PY=
c=(FP'P)"'P'Y [4.3]

solucién matricial de la estimacion de los parametros del modelo.

2. Forma de los coeficientes regresores

1. Examinemos la inversa de P’ P y después el vector P’ Y para, final-
mente, determinar la componente h+ | de c.

Por ortogonalidad tenemos:

PP={ 3 PMIFLW] = (p') h=o,1,..k. j=h [44]

matriz diagonal cuyos elementos son [1.18] y los no diagonales de la matriz
son nulos segin la Def. 11 del Cap. 1.

158




ANALISIS ESTADISTICO DE LA TENDENCIA POR POLINOMIOS ORTOGONALES

Pero la matriz inversa de la diagonal es otra matriz diagonal. Luego

. ,,)_.,:{ L } h=o.1,..k [4.5]
P

segin expusimos en [2.13]. (I).
2. El producto P’+y, que aparece en [4.3] es inmediato:
%P, 1)Y,

P'Y= EPh(t) Y,

[4.6]

[4.6] Prescindimos de las soluciones posibles singulares si |[P’P|=o0ces
un vector de k£ + 1 elementos.

3. Segun las [4.3], [4.5] y [4.6] l1a componente A+ 1 de ¢ o sea, el esti-
mador de vy, es:

S pRwy, I PRMmY,
a=t = 2 - [4.7]
' RN AU

También si sustituimos Y, por [3.21], el estimador ¢, puede escribirse:

e P,

2

n P, (t)e,
G=Yt E', —hp(z)_ =yt D
- h h

- recordando las [1.9] y [1.227].

[4.7°]

3
‘[.

4. La[4.7]si los datos de la serie temporal son dados en una estimacion
L por punto del pardmetro <y, Proporciona un solo valor que aun siendo el
b que mds garantias ofrece, su probabilidad es prdcticamente nula.

. Siporel contrario: { Y,, e E} es un proceso Y, es una variable aleatoria,
:.¢,[4.7] o [4.7’] también es una variable aleatoria —n— dimensional. Y las
g expresiones precedentes son estimadores o funciones aleatorias, no estima-
L ciones.

Estimadores centrados
El vector [4.3] si el vector Y es un proceso (no una realizacion) es una

fvariable aleatoria o estimador que tiene una esperanza matemadtica y coinci-
de con los parametros poblacionales.
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Pero la matriz inversa de la diagonal es otra matriz diagonal. Luego

® ,,)ﬁ.z{ L } h=o,1,..k [45]

Dx

segun expusimos en [2.13]. ().
2. El producto P’ vy, que aparece en [4.3] es inmediato:
2P, (1)Y,

P'Y= ZPh (1)Y, [4.6]

[4.6] Prescindimos de las soluciones posibles singulares si [P’ P| = o es
un vector de &+ 1 elementos.

3. Sepgin las [4.3], {4.5] y [4.6] la componente 2+ 1 de ¢ o sea, el esti-
mador de vy, es:

I PmY, 3 PMY,
Ch= — = ‘= —_—

Py

= [4.7]
£ hw

También si sustituimos Y, por [3.21], el estimador ¢, puede escribirse:

n P,(1)e, e P ,
o=yt 5 Dl =y £ [4.7']
- h h

recordando las [1.9] y [1.22’].

4. La[4.7] st los datos de la serie temporal son dados en una estimacion
por punto del paréimetro <y,. Proporciona un solo valor que aun siendo el
que mds garantias ofrece, su probabilidad es prdcticamente nula.

Si por el contrario: { ¥,, 1€ E} es un proceso Y, es una variable aleatoria,
¢,[4.7] o [4.7’] también es una variable aleatoria —n— dimensional. Y las
expresiones precedentes son estimadores o funciones aleatorias, no estima-
ciones.

3
; 3. Estimadores centrados

El vector [4.3] si el vector Y es un proceso (no una realizacién) es una
. variable aleatoria o estimador que tiene una esperanza matematica y coinci-
 de con los parametros poblacionales.
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En efecto: si en la [4.3] sustituimos Y por el modelo [3.18] tenemos

C=(P'P)"'P’' (Py+e) = 48]

C=y+(P'P)"'Pe
El anico elemento aleatorio es el vector e y la esperanza de [4.8] es:
E C = ¥y [4.9]
por cuanto Ee= 0 segun el axioma A-3.
Luego las componentes c,:
Ec,=v, ’ [4.10]

que también de [4.7] y [4.7] se obtiene el mismo resultado.

4. Matriz de covarianzas de C

De [4.9] deducimos:
Cov (C)=E(c—y)(c—y)'=E(P'PY 'P'ee’ P(P'P)'=
=(P'P) 'P'(Eee’)P(P' P) '=0?’(P'P)'P'P(P’'P)'=0*(P"P)y'=

Cov (C) =" {plz] h=o,1,..k [4.113
h

de acuerdo con [4.5], porque (P’ P)~' es una matriz diagonal.
De [4.11] se deduce:
E(c,—yw)(c—v)=0 parah+] [4.12]

02

Dy

La [4.12] nos indica la incorrelacién de estimadores ¢, y ¢, y la [4.13] la
varianza del estimador regresor v,.

E(c,— vy =Var(c)=o0,= h=j [4.13]

SECCION 2.2
Estimacion del modelo y de su varianza
1. Estimacion del modelo

Postmultiplicando la matriz P por el vector [4.3] tenemos los valores
ajustados:

N
Y=PcC ‘ [4.14]
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y la componente l?, de [4.14] no es sino:
k

ﬁihgo ¢, P, (1) t=1,2,..n [4.15]

donde ¢, es el valor obtenido en la [4.7].

2. Desviaciones

Las desviaciones de los valores del modelo [3.18] y los ajustados [4.14]
son:

D=Y—PC [4.16]

sustituyendo en [4.16], Y por [3.18] y C por [4.8] el vector aleatorio de
desviaciones [4.16] puede escribirse:

D=Py+e—P[y+ (P P)'P¢e =

D=[—P(®P'P)'PJe [4.16" ]
El vector fila de [4.16] es:
D'=e¢(1—P(P'P)'P) {4.16"]

al ser simétrica la matriz de [4.16’] que premultiplica e.
A esta matriz la llamaremos M y estudiamos algunas propiedades en el si-
guiente apartado.

3. Propiedades de la matriz M

Seglin hemos indicado:
M=1—PP' PP [4.17]
Tenemos las siguientes propiedades:
1.2 La matriz M es simétrica.
Se comprueba inmediatamente.
2.2 La matriz M es idempotente.
En efecto:
M =(1—PP'PY'PY0—PP'P)'P)=
=1—P®P'P)'P —P(PP)'P+PPP)'PPPPy'P= +Mm
3.2 Los nimeros caracteristicos de la matriz M son unos y ceros.
42 La traza de esta matriz es la suma de elementos de la diagonal:
Traza M =Trazal — Traza P (P’'P)~!' P’ = n-traza (P'P)'P'P=
=n—(k+1) ‘ [4.18]
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4, Estimacion de los cuadrados de las desviaciones

De acuerdo con las [4.16"] y [4.16”] deducimos que los cuadrados de las
desviaciones pueden escribirse:

D'D=¢[I—P(P'P)"'P1[I—P (P P)'Pe
=e[I—PPP)'Ple=35 [¥,— éo ¢ P,()F  [4.19]

La primera expresioén nos servird para estimar D’ D y la segunda, como
simple operatoria.

S. Esperanza de los cuadrados y estimador centrado de la varianza

Tomando esperanzas de la [4.19] tenemos:
ED'D=Ee¢[I—P(P'P)'Ple [4.20]

La matriz que no son ceros son los elementos no diagonales, porque
Ee e,=0%8,, siendo 8, , el simbolo de Kronecker y de acuerdo con Axio-
ma 3.

La esperanza de la [4.20] recordando la propiedad de la matriz M [4.18]

es:
ED’'D=c¢’trazM=o¢[n— (k+ 1)] [4.21]
La varianza poblacional del modelo es, pues, también:
L = g? > [4.22)
n—(k+1)
n n 2
n—(k+1) n—kt1) ’

y este estimador es centrado, porque por la [4.22] comprobamos esta pro-
piedad.

6. Cuadrados de las desviaciones D’ D en funcion de los
coeficientes regresores

Segun [4.16] los cuadrados de las desviaciones [4.19] pueden también
escribirse:

DD=(Y—PC)'(Y—PC)=Y Y—C'P'Y [4.24]
Al sustituir en [4.24] el vector fila el valor estimado C [4.3] tenemos
DD=YY—-YPPFPP'PY ' [4.25]
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Examinemos el valor del término sustractivo: _

Por una paric P’ Y es un vector de Kk + 1 componentes, y el elemento
h+1es é[ P, (1) Y, Su traspuesta es el vector fila con los mismos elemen-
tos. La matriz (P’ P)~' es la matriz diagonal {4.5).

Por otra parte, de la [4.7] deducimos:

¢, Py =2 P,(1) Y, y sustituido en P’ Y y en su traspuesto y la matriz
[4.5] el sustraendo de [4.24] es:

—

P - rcopn’ n
. i _
Y'P('P’P)"I P' Y___[copol aee- chphz"'ckpkz] phl‘ C;,phz -
-
P’ ckpiJ
. L} -
= plte’p’t. .. telpe (4.257]

La [4.25'] sustituida en [4.24] nos da lbs cuadrados de las desviaciones en
funcion de los estimadores de los coeficientes regresores:

D’D=Y Y— (¢ ptt..tep+..+Tclpd) [4.26]

A veces, la [4.26] se representa de otra forma. Si salg_emos P,(1)=1 (para
Vie E) def. III Cap. 1. .

%Y,
P,(1))=n ydela[4.7] parah=02C,= — =y

P =

!

N Ma

Luego, la [4.26] puede escribirse:
D'D=(n—[k+)a’= 3 ¥i—np— 3 olpi=ns,} [4.27]

seglin se utilice el estimador o insesgado o el estimador sesgado s, de la
varianza o’

SECCION 3.2

Estimadores Lineales Optimos regresores

1. Fundamentos de este tipo de estimadores

En la Seccién 1.2 demostramos que todo estimador [4.7] ¢, del parame-
tro <y, es combinacion lineal de los datos observados. Asi:

P, (t)
5P, (1)
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es el coeficiente del valor Y,. Y también probamos que estos estimadores son
centrados. (Secc. 1.2 3.)

En la Seccién 1.2 4 demostramos la matriz de covarianzas [4.11], y la
varianza para un estimador concreto dado [4.13].

El problema es que los estimadores ELIO tienen que cumplir un requisi-
to importante: ademads, su varianza sea minima.

Se trata de encontrar (no la varianza minima en el sentido de Cramer-
Rao), sino de si otro estimador que fuere lineal tiene menor varianza que la
del estimador [4.7] que es la [4.13)].

Intentemos formar un estimador de vy, que sea combinacion lineal de los
valores Y, y tenga las propiedades siguientes:

1.2 Sea insesgado.
2.2 Tenga varianza minima.

2. Planteamiento del problema

Llamemos &, a este estimador lineal con coeficientes ¢,, desconocidos.

n
P J—
Cp— E chl)’l

[4.34]

=1

(Encontraremos otro estimador de v, lineal [4.34] distinto del [4.7] con
las propiedades de ser centrado y tener varianza inferior a [4.13]?

Este problema es el que resolvemos ahora.
En el estimador lineal [4.34] sustituiremos Y, por su expresion equivalen-
te [2.6']:

n k
=i w(E noytos

[4.35]

k n n

=3 vy, 2; cw Pi(1)+ ):] C €,
j=o ‘1= t=
La [4.35] es una variable aleatoria y para que sea centrado: -
Eé =1,
debe cumplir las siguientes condiciones:

3":' ¢ P(1)=0 Vji#h [4.36]
il ¢, P, (1)=1 - [4.37)

1=
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puesto que la esperanza del tercer sumando es nula segin el Axioma 3 de la
Seccion 3.2 del Capitulo 11.

Las [4.36] y [4.37] nos permite reescribir el estimador [4.34] o su equiva-
lente [4.35] en forma mas reducida:

3,,:‘)';,'+‘ l~§_‘:| CM € [438]

La varianza de este estimador lineal insesgado es:
24 S 2
08 =E@,—v)=ad’ 1§|c'” [4.39]

Esta varianza depende de ¢, (t=1,2,...n) y hemos de encontrar estos
valores que minimicen la [4.39] y al propio tiempo cumplan las ¢,, las condi-
ciones impuestas en [4.36] y [4.37]. Estas condiciones son en total k+ 1, ya
que en la primera j=o, 1, 2... k (excepto j= h) son k condiciones.

Para resolver el minimo de [4.39] prescindiremos del término constante
o’ y aplicaremos el método de multiplicadores de Lagrange.

A las ecuaciones [4.36] multiplicaremos por —2 A, j# h 'y a 1a [4.37] por
—2 A,: habiendo previamente pasado al primer término, y formaremos la
funcidén:

o= ; el —2 3 A %, e P,.(z)—z)\h(_il ¢ Py (1) —1) (4.40]

1#h

El primer sumando es ¢l término variable de [4.39]; el segundo sumando
son las k condiciones de [4.36] y, finalmente, el ltimo sumando proviene de
multiplicar la [4.37] por —2 A,

La [4.40], el Unico término no nulo es el primero y multiplicado por la
constante o’ tenemos [4.39]. El problema esta planteado y los valores c,,
(t=1, 2, ... n) cumpliran las condiciones [4.36] y [4.37] si determinamos el
minimo de [4.40].

2. Solucion

Derivemos la [4.40] con respecto a una de las variables ¢, ¢ igualemos a
cero por ser condicién necesaria para la existencia de minimo:

22 =2 I NPM—2P)=0D
a ch' J¥h
= )_E.h NP ()+ NP (1) [4.41]
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Si la [4.41] la sustituimos en [4.37] tenemos:

1=3 o pw=3]2 NROTNAW] PO=

=N 2 RW=ND

Luego:

A, = h=o,1,2. k [4.42]

recordando [1.18].
Igualmente, si la [4.41] la sustituimos en [4.36]:

n n

S ewpm=0=3[3 NBW+NPW] BW=

t=1 =1
=N L P@f=Np=o0>

N=o porque p’#o0  j#h. [4.43]
j=o1,..k.

Los multiplicadores [4.43] y [4.42] nos permiten determinar las variables
¢, [4.41] que minimizan la varianza:
_ b

Py
Los valores [4.44] llevados a la [4.34] precisamente nos dan el estimador

[4.7] e 1gualmente en la expresion [4.39] nos da la misma varianza de la
férmula {4.13].

[4.44]

ht

Luego el estimador ELIO ¢, es el mismo que el ¢, determinado en [4.7].

1. Notas importantes

1.2 La estimacién de los parametros deducida en la Seccidn 1.2 se basa
en la teoria minimo-cuadratica, y es valida, aunque suprimamos el axioma 4
de la distribucién normal de la perturbacion aleatoria (Sec. 3.2 Cap. 1I).

2.2 Admitido el axioma 4, la funcién de verosimilitud es:
Y Pyi(y -Py)
[=_ 1 e 20 [4.45]
(62m:
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y el méximo de esta funcién es equivalente al minimo del exponente coinci-
diendo con el método de minimos cuadrados.

CAPITULO V

Teoria de la estimacién por intervalo

SECCION 1.2

Distribuciones de los estimadores
1. Funcion de densidad conjunta de C

De la [4.8] deducimos la funcién caracteristica del vector regresor C:
Ee"C= Eem PPl ' Po=
=Y Eer ®Y P [5.1]
Si hacemos la transformacion del parametro
S=PP'P) 71 2>
S'=r(P'P)'P’

Si 8’ lo sustituimos en [5.1] la esperanza matemaitica es la funcién carac-
teristica de e, pero de pardmetro S y segiin [3.6] tenemos:

s'1o’s
ony= e Berem oy S [5:2)

pero
S’ 16*$=0'S'S=027'(P'P’) 'P'P(P'P) '7=
:T’(P'P) "ol T

2
La funcién caracteristica del vector variable C de —k + 1— dimensiones
es: P
, (PP or
pc(r)=e"" T (5.31

Esta funcién caracteristica es de una variable normal de los siguientes
parametros:

Medias: y [5.3a]
Matriz de covarianzas: (P'P) '¢a? [5.3b]
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2. Funcion caracteristica y funcion de densidad del coeficiente regresor c,

El vector fila paramétrico r’ de —k + 1— dimensiones todos sus compo-
nentes podemos hacerlos nulos excepto el del lugar 2+ !:

Hagamos r' = (o, 0, ... r, ... 0) y 1a [5.3] queda:

palry=enn— i (54
ya que
|
r poz\ 1 T °1
o = [5.5]
[o,0,..1,..0]= b, \ ‘, o, .
1 .
b p! d L 0 i

Segun [1.18] y [2.137].

Recordemos que 1, es un parametro semejante a ¢ empleado en la nota-
cion de la funcién caracteristica.

O sea, la funcion caracteristica de la variable aleatoria ¢, unidimensional
normal tiene los siguientes parametros

Media i [5.6a]
: 2

Varianza a : [5.6b]
DPr

Demostramos en la Seccion 3.2 del Capitulo anterior que las estimacio-
nes ¢, del parimetro poblacional y, de una muestra de tamafio n, eran
estimadores ELIO y ahora recordando la Seccién 3.2 A4 del Capitulo 11 las
distribuciones de estos estimadores son normales con los parametros indica-
dos en las [5.6]:

g
&~ N(vy, =)
h
2. Distribucion de los cuadrados de las desviaciones

2.1. DESVIACIONES

En la Seccion 2.2 2, del capitulo anterior [4.16] vimos que el vector des-
viaciones puede ponerse asi:

D=[—P(P’'P) 'P'le=Me
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siendo M la matriz idempotente con las propiedades indicadas en la misma
seccion.

Por el Teorema de Adicion, toda combinacion lineal de variables norma-
les, es normal. Luego D es normal.

Su funcién caracteristica es:

‘ _ MMy’
<p°('r)=Ee”'D: EettMe=p 2 —

. TA—PPP) 'P)ra’
=e 2 (5.7
segun vimos en [3.6] y por las propiedades de M.

La [5.7] es la funcién caracteristica de una distribuciéon normal »n dimen-
stonal, pero la matriz M es de n—(k + 1) dimensiones.

2.2. DESVIACIONES AL CUADRADO. DISTRIBUCION DE D’ D/o?

_ I. De las [4.15] y [4.16] obtenemos la componente ¢ del vector desvia-
ciones:

k
D,= Y,—h}: P, (1) c, [5.8]

La variable D, es normal y esperanza matematica nula. Es normal, por-
que es combinacién lineal de variables normales segun [3.20] y [5.3].

Luego, la [4.19] es la suma de los cuadrados de las desviaciones normales
y la variable

D' D
xX'=— [5.9]

es una y* de Person con n—(k + 1) grados de libertad, pues es suma de

cuadrados de variables normales y cuya esperanza son los grados de libertad
{4.211.

2. La distribucién de D’ D/o* puede obtenerse de

ag

n k

— 2 P, 2
2 E’f _ IEI ()” hz‘u h()‘)/h)
Xn 0,2 0.2

2

-y, . € . . g
porque por hipotesis — es una variable aleatoria normal tipificada al cua-
o

drado. Si se introduce en el segundo miembro

A k
f=5% pwoa
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sumando y restando para que aparezcan las desviaciones D, elevando al
cuadrado y simplificando, queda la expresién

,_D'D _ %fe—v)\’_DD

" o2 + ,EU p o2 +X§+[ (5.10]
P
porque cada término de la sumatoria:
1 [ =Y\’
Ni=]— {5.11]
d
Dn

es por [5.4’] una normal tipificada al cuadrado que sigue una x? con un
grado de libertad y por el teorema de adicién de la x? la suma del segundo
término de [5.10] es otra x* de Pearson con k+ 1 grados de libertad. Y por
el Teorema de Particion D’ D/o? sigue también una x? de Pearson con
n—(k + 1) grados de libertad, y las variables D’'D y ¢, — v, son indepen-
dientes.

2.3. CUASIVARIANZA

De la suma de los cuadrados D’ D dividida por los grados de llibertad
n—(k + 1) tenemos un estimador para la varianza del modelo o
1= DD

n—(k+1)
y segun [4.22] este estimador es insesgado de o2,

La [5.12] desarrollada puede verse en [4.23].

A
o

[5.12]

2.4. TEOREMA DE INDEPENDENCIA (1)

Hipétesis: Dadas las variables aleatorias D’ D y las ¢, — v, donde D'D
es la suma de cuadrados de las desviaciones [4.19] y ¢, — 7, es la desviacion
del coeficicnte regresor respecto a su parametro poblacional [4.17].

Tesis: Entre las variables indicadas existe una incorrelacion y por ser D y
C normales son independientes.

Demostracion.

(1) Este Teorema ha sido demostrado en 2.2 por los Teoremas de la x*. Ahora, lo que
hacemos es demostrar la incorreccidn.
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Para demostrar la incorrelacién calculemos la esperanza de las variables
indicadas:

ED’'D(c,—v,)

Si sustituimos D'D y ¢, — y, por sus valores [4.19] y [4.7°] y recorda-
mos [4.17] la anterior (que es un escalar), puede escribirse

ED'D (¢, —v,)=Ee’MM’'ee’P,p2=
Ee’Mee'E,,_: _LEP,,’M’ee'e:fLMEee'e’ [5.13]

A A Py

Por las propiedades del cédlculo matricial y de M segtin 3. de la Sec-
cién 2.2 del Capitulo anterior = P,” M es un vector fila de n dimensiones, y
Ee¢€’ e es un vector columna de n dimensiones. Demostremos que:

P M=0
es un vector fila nulo.
En efecto:
P M=P,/[I—P(P'P) 'P]=P, ' —P,P(P'P)'P’ [5.14]
pero:

, P.(1)... P, (1) ... P (D)
P/ P=[P,(),.. P().. P, ()] |- .. ... .. ...
Pmn).. P,m)..P 1)
=[o, ... p,} ... 0] [5.15]
por las condiciones de ortogonalidad def. I11 del Cap. | y [1.18].

: Sustituyendo (P’ P) ' por su valor [4.5] y premultiplicando por [5.15]
tenemos que P a

1

p.
P,P(P'P) '=[0,..p} .. o] | = [5.16]

={o,0,...1,...0]

Finalmente, e} sustraendo de la [5.14] es:

P,Q)...P,(1)... P,(n)
P’ P(P'P) 'P"=[o,0,..1...0] |- -~~~ =

=[P, (1), ... P,(1), ... P,(W)]=P, >
P’M=P, —P/'P(P'P) 'P'=0 [5.17]
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Llevando este valor a: [5.13] tenemos:
ED’'D (¢, —v)=Ee’'Mee’'P, = P'M Eee’'e=0 [5-18]

3. Distribucién del estimador ¢, cuando se desconoce o

Por [5.4°] ¢, es normal y tipificando, tenemos

SV N (o, 1) _ T
o
P
Y por [5.9]D’'D/a? es una x2 con n— (k + 1) grados de libertad. Segin

el teorema 2.3 estas variables son independientes. Luego, podemos formar
una ¢ de Student:

tn (A+ “: u Op - — ,,,,,9;9_.— -_
a Y et (n—[k+1])
_ (s =¥ s ViD= (¢ch, — Yn)Dn
= W \fn—(k+ 1) = A TR 5.19
/6B D 5 191

representando por 67 la cuasivarianza centrada [5.12].

A
4. Distribucion de la regresion estimada. Y

Examinemos la distribucién —n-— dimensional para después estudiar la
de la componente Y,
La regresion ajustada es:
y=PC [5.20]

donde C son variables normales y, en consecuencia, y es normal, ya que la
matriz P no es aleatoria.

Hallemos su f. caracteristica:
o) =Ee"V=Ee ™ [5.21]
Si ponemos T'P=8"2 S=P’'r 522

Sustituyendo en [5.21] y por ser r un vector fila -—-n— dimensional, tam-
bién 8’ es vector paramétrico. Recordando [5.1] y [5.2] tenemos:

. . S’
ei(=F e$C=¢sv "
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y reestableciendo el parametro 7 [5.22] tenemos:

PR _olps

@i(1) = Ee"PC=¢""Pr- P {5.23]

La ecuacion caracteristica [5.23] nos informa que la funcién de densidad
conjunta de y es una normal —n— dimensional con los siguientes parame-
tros estructurales:

Medias: P vy [5.24a]
Matriz de covarianzas: P(P’'P) 'P’o? [5.24b]

A
5. Distribucion del valor ajustado 7,

1. Caso de conocer o

Podemos hacerlo directamente o por medio de la funcidn caracteristica
anterior haciendo las componentes distintas de 7, nulas.

En este caso, examinemos el exponente de [5.23] para el valor particular
del pardmetro fila:

r=(o,0..r..0). [5.25]
La [5.23] se reduce

N ety

= Py — N
) S [5.26]

P e
porque de [5.25] sustituido en la [5.2], tenemos:

P,(1) .. P(1) .. P\ (7o

‘y{)

=r(P,) . P,). ) | vi| =1 % Py, [5.27a]

2

173



F. J. URBELZ IBARROLA

De forma andloga: De [5.25]

P, (1)
T'P(P'P) '0*P r=r0*{(P,(1).. P,(1)... P (1)} {})lz ('ﬁ,,"(‘i}) =
h ........
_ P.(1)
= por 3 B [5.27b]

h=0 ph2

y queda justificada la ecuacién caracteristica [5.26].

La distribucidn de 17‘ es segun [5.26]:

=0 h "

NOTA: Esta distribucién puede obtenerse aplicando el Teorema de adicién
de variables normales.

2.8 Caso de desconocerse a*
Formemos una ¢ de Student tipificando la 5.28 y diviendo por el mismo

divisor cuando estudiamos la distribucidon del estimador ¢, (es decir: la raiz
cuadrada de la media de la x* con n-k-1 g.e.):

X
v, — EO Py (1),

_ J_ oo _
b wen= Y ooin— (k+1)]
0' —
k 2
VST
K=o Dy

A k
Y’—hgu Ph(’)yh

/ k 2

h=0o ph

[5.29]

A . -
donde o representa la cuasivarianza centrada [5.12].
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SECCION 2.2

Estimacion por intervalo
l.  Generalidades

La estimacion por punto nos permite determinar un solo valor del para-
metro poblacional cuando se nos da un conjunto de datos observados y
aunque sea verosimil, la probabilidad que el valor estimado coincida con el
verdadero parametro poblacional practicamente es nula.

Para evitar este riesgo y a su vez tener cierta seguridad en las estimacio-
nes se establecen intervalos aleatorios dentro de los cuales existe una proba-
bilidad determinada que al repetir el experimento, ¢l pardmetro poblacional
se encuentre dentro del intervalo.

Se elige un nivel de significacion cuyas notaciones ¢ o « (no hay que
confundir ni con la perturbacién ni con la media).

Son las probabilidades de error, o sea, que ¢l parametro poblacional
caiga fuera del intervalo.

Con estas aclaraciones previas y conociendo las:

Distribuciones de los parametros regresores
Distribuciéon de los cuadrados
Distribuciéon de la regresion estimada

podemos estudiar los correspondientes intervalos de confianza cuando se
conozca o no la varianza poblacional.

En esta seccién estudiamos los intervalos de las estimaciones efectuadas.

2. Intervalo de confianza para 6*

Sabemos por [4.12] que

;i_ DD
n—(k+1)
es un estimador centrado de o? y que
DD
0.2

sigue una x* de Pearson con n— (k + 1) grados de libertad [5.9].

Si elegimos unos niveles de significaciéon para ambas colas ¢, y ¢,
¢, t¢ =€, las Tablas de la x’, esta tabulada el drea de la derecha para un
valor de la variable x? y con los grados de libertad correspondiente. El drea
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¢, de la izquierda es equivalente al 1—e¢, del area de la derecha buscando en
las Tablas, y de esta forma podemos utilizar las mismas y el estimador [5.9]
que tenga probabilidad 1—e de estar entre los valores:

D'D
Xi -4k+|)(1"é?)<0—2<Xi———|k+l](f2) 4
DZD’ <ol< EZD— [5.30]
Xo e+, (€2) Xn— o+ 1 (1—€;)

nos permite determinar un intervalo para o’

Este intervalo serd aleatorio o no segln se considere D’ D como estima-
dor o se efectiie una estimacion.

En el primer caso, de ajustarse el experimento reiteradamente, tendremos
que un (1—e) 100 de las veces o’ caera en el interior del intervalo.

Si por el contrario, D’ D es una estimacion, el intervalo no es aleatorio y
nos da una confianza que contenga al parémetro poblacional, con un coefi-
ciente fiducial 1—e (no probabilidad).

. . . € .
Importa indicar que no es necesariamente ¢, = ¢, = — y lo decimos, por-
2

que existe también el problema que, dado el intervalo aleatorio [5.30] sea el
menor posible, y esto depende de las elecciones apropiadas de los niveles de
significacion. Es decir, con un mismo nivel de significacién, podemos obte-
ner intervalos mas selectivos.

3. Intervalo de confianza para c,

Dos casos pueden presentarse: que se conozca o no la varianza po-
blacional.

a) Caso en que conozcamos la varianza o’

Si tipificamos ¢, segun la [5.4] tenemos la variable normal v~ N (o, 1)

u= Ch — Y = (ch — ‘Yh)ph [5.31]

o o

P

Elegido un nivel de significacion a dos bandas, la variable aleatoria w
estard comprendida con probabilidad | — ¢ entre los limites:

*"€<u.ph<ue (5.32)
— 0' —_—

2 2
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donde u ¢ lo tomamos de la normal de forma que la probabilidad a la derecha

2
de u  sea precisamente ¢ .

2 2

De 1a [5.32] deducimos el siguiente intervalo aleatorio si consideramos c,
como una funcion estimadora:

o o
¢ — — U e <Y<t — ue . {5.33]
h 2 ph 2
Y para una estimacién de ¢, tomada de una muestra con el mismo nivel
de significacién, el intervalo no aleatorio es:

c,,——gui<y,,<c,,+;:1 Ue
h 2 h 2

NOTA: Las dos expresiones dependen de considerar ¢, como estimador o
como estimacion. En este ultimo caso, el intervalo no es aleatorio y la pro-
babilidad se dice probabilidad fiducial. ¢, es una estimacién concreta.

[5.33']

b) Caso en que desconozcamos o>,

De la ley de distribucion obten para ¢, [5.19] cuando no conocemos
el valor de 62, pero si su estimacion 62 centrada [4.12] es una ley de Student
con n— (k + 1) grados de libertad:

T (C;,;A*w)ph [5.34]

ag

Y eligiendo un nivel de significacion e a dos bandas (% para cada cola)

con una probabilidad 1 — ¢, el cociente [5.34] caerd dentro del intervalo:

€ €
— 1, (k+|)(?)< Ch— v, Pr<Lt, (k+l](5)
0

donde ¢, . I,(%) lo tomamos de las tablas de ]Ja ¢ de Student.

El intervalo de confianza para el parametro regresor vy,, en este caso, es:

A A
g

€ o €
Ch*;tn ST (—2—)<‘Yh< ¢, + IT/:'" *k+ 0y (?) [5.35]

h

Al comparar este intervalo con la [5.33] observamos unas férmulas pare-

cidas: El valor a hay que sustituirlo por la estimacion 6 y, el valor u (%) de la
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normal hay que sustituirlo por el de las Tablas de la t de Student con
n— (k + 1) grados de libertad.

Si n— (k + 1) fuere grande (practicamente, superior a 60), podemos em-
plear la normal.

4. Intervalo de confianza para la tendencia ajustada que contenga a la
tendencia real

Existen dos casos segun conozcamos o0 no o.

a) Caso en que se conozca o.

Sabemos que estos estimadores son ELIO y deseamos determinar para
un valor de t el intervalo que comprenda la tendencia tedrica que segin
[3.26] sabemos es EY,=EY,= P(t)~y.

A
Y por [5.28] conocemos la distribucién Y, que es normal y tipificando:

A A
Y, — hl P, (t)y,

— =0 :%
7
oV 2 —»—P;(tz)
b

deducimos para el nivel de significacion ¢ (a dos bandas) el intervalo de
confianza para la tendencia, y tomando u ¢ de la Tabla de la Normal:

u

2
A k A
Y—orue < X P,(1)v, <Y, tosu e [5.36]
2 2
donde hemos puesto:

/ £ P

) 03, =0 z ——"(il— [5.37]
h=o Py

El intervalo [5.36] nos indica con probabilidad | — e que la tendencia

por los puntos observados se encontrara entre los limites extremos indi-
cados.

b) Caso en que se desconozca o

Nos encontramos que la distribucién de ?, estudiada en [5.29] sigue la ¢
de Student.

A k

Y, — 'EO P, (1),

L+ y™ « P"
6 Z h (2)
Pn

h=o
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que nos permite elegido el nivel de significacién e tomando valores de la 7 en
las Tablas con n— (k + 1) grados de libertad deducir el intervalo de confian-
za que contenga la tendencia:

A 2 A 2
f— 55 B0 r,,_(,,+,)(%) <zPWv,<P+6Jz DO .

Dh P

€
g (—5) [5.38]

Este intervalo hay que considerario dentro del recinto muestral sin el
concepto (que estudiaremos) de extrapolacién. Recuérdese que 37 es la cua-
sivarianza [5.12].

5. Intervalos de confianza de las variables del modelo
1. Intervalo de confianza de ¢,

De las hipétesis efectuadas para el modelo en la Seccién 2.2 Capitulo 11
tenemos que:

¢, N(o0) =2
) [5.38]
“l<u €
2

nos permitira conocer si en un conjunto de observaciones experimentadas el

g

(1 —¢€) 100 es inferior en valor absoluto a u (—%) .
|

Pero las ¢, no se conocen directamente sino a través del modelo y en el
supuesto que los parametros sean conocidos:

k
E,: })’_hz‘u Ph(’)‘y}:

que nos permite ciertas consideraciones.

2. Intervalo de confianza de Y,

Conocemos su distribucion por [3.21], luego es facil deducir el intervalo
para Y,

k
e <Y< X PWyitar e [5.38"7]

x = -

k
'El P(t)y,—ot

que nos permite comprobar si estan comprendidos los valores observados
centre los valores extremos si se conocen los pardmetros del modelo.
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SECCION 3.8

Anilisis sobre el grado de la tendencia
1. Relacion entre la pardbola de grado k y los polinomios

En el Capitulo II, Seccién 2.2.2 estudiamos el planteamiento del proble-
ma para establecer la relaciéon de enlace entre la tendencia expresada por
una parabola de grado k y esta misma tendecia expresada en forma de
polinomios ortogonales [2.8].

También estudiamos la férmula [2.9] que nos permite conocer los coefi-
cientes 7, en funcién de los B8, (h =j, ... m). Y recordemos también la [2.15],
que nos indica que si la pardbola es de grado k — 1 (B, = 0) necesariamente
es vy, = o (pero no viceversa).

Estas formulas nos permiten el planteamiento de hipétesis nulas 8, =o
(parabola de grado inferior) frente a las alternativas 8, 7 o.

2. Descomposicion de los cuadrados en distintos ordenes
En [4.19] vimos que
n K n k
D'D=% [V~ I aP®WFP=3 Y—ni- S o'p’  [539)

si el modelo tiene una tendencia parabdlica de grado k.

La [5.39] puede escribirse también en la siguiente forma:

- i

k

oD= 3 (¥1—ny — 3 epl)— % o’pi (5.40]

h=i+1
k .
D'D([)H=D'D+ X olp’ (5.41]

Llamamos D’ D (i) a los cuadrados de las desviaciones observadas cuan-
do el ajuste es hasta el polinomio P, (z). En consecuencia, para i = k:
D'D=D’'D (k) [5.42]
La D’D son sumas de cuadrados de n— (k+ 1) g. de libertad. Si la
[5.41] dividimos por o tenemos:
’ ’ 2 2
D D\l)— D + i C;, 12)"

0 h=i+1 g

[5.43]

En la hipétesis de considerar v,,,= ... = v, = o, las variables aleatorias
¢
% son normales N (o, 1) y segin [5.1 l] la segunda sumatoria de [5.43]

no es sino la suma de £ — i variables normales al cuadrado e independientes: o
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sea, una x? de Pearson con k — i grados de libertad. Y segin hemos dicho,
D’ D/o? sigue otra x* de Pearson con n— (k + 1) g. de libertad, luego recor-
dando el teorema de Adicion D’ D (i)/ o’ sigue también la misma distribu-
cién con los grados de libertad la suma de ambos=n—(k+ 1)+ k—i=
=n—(i+1) [5.44].

Los cuadrados (y varianzas) pueden descomponerse como indicamos en
[5.41] o también:

D'D(H=D'D+pi,ci t..tplc’ [5.45]

La expresion del primer miembro es la suma de los cuadrados de las
desviaciones cuando se considera la hipétesis que la tendencia sea de grado i.

De la [5.40] para i = o tenemos:
D’D(o)=I§I Y} —ny'=ns} >
’ 2 2 s
D'DO) _\: =18 5.2 2V ) [5.46]
a ag n

recordando [5.44]. La {5.46] es cuando no tiene tendencia.

La relacién [5.45] nos permite formar esquemas para analizar la varianza
y hacer hipétesis sobre las estimaciones de los coeficientes regresores y tam-
bién del grado de la tendencia.

3. Esquemas prdcticos

1. A continuacién exponemos el esquema siguienie para el analisis de la
varianza y coeficientes regresores.

2 2 Suma de Media residual Funcidn dc | Tablas de

il py iduos DY (i Snedecor | F Snedecor
resid ) b by a+n Fl.nj:-‘:n Fl.:n—clc(:)
, LI , k2
ol —|D D+h>—:: ¢, pl (D'D+ gl c,p:(n—1)
Llep]D' D+ 3 cpl (D AL :
C1 P < CnDPh (D'D+ ‘52 pw:i(n—2) Fio._» [Fia_a(9)
k .
2P D’D+ I ap(D'DY % 6p):(n—3) | Fi_s |Fu.s(
k
3P| D'D+ 2 apf(D'D+ X ap):(n—4) | Fiu_o |Fi._d©
2 A, 1 2 , k22
$EPAD'DE 5 Gp(D'DF 5 Gp)ii—5) | Fus IR (@
SN SRR i 2.2 ..... N
jlpD'D+ h:il cpy|(D'D+ ‘I:Zj-i-] P - (m—(HD)) Fypgay | Fipgen(€)
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La suma de residuos de la fila i=o, |, 2... (tercera columna), no es sino
D’ D (i) segtin [5.45]. Estos valores divididos por ¢* siguen una x* de Pearson
con n— (i+ 1) grados de libertad.

La cuarta columna son estimadores centrados de la varianza del modelo.

Por ser ¢,~ N (v, ———) en la hipotesis 7y, = o, las variables de la segun-

da columna son vanablcs normales al cuadrado. (5.31], y si la dividimos por
o? es:

¢ \12 __i ¢i'Pii
LNt SR s [5.47]
o o
Ppi
en la hipétesis de que y, = o.
La quinta columna es ¢l cociente de la segunda y la cuarta columnas, yes
una F. de Snedecor: si, repetlmos v,=o:

A _ o? _ c’pfin—i—1)
yn—(i+1)— 377 ; -
YT D D@ D'D+ ¢ piit..teidpd

g’n—c—1)
con un grado de libertad en el numerador y n— (i + 1) en el denominador.

2. Otro esquema puede plantearse en sentido inverso. De la [5.45] de-
ducimos:

k
D'D(=D'D+ h:%_z a'pit C.’il Pi-zl-l
Los dos primeros sumandos no es sino D' D(i+1) =
D'D(i+1)=D’D (i) — G}, pit [5.49}
Recuérdese por [5.46) que D'D(0)=X% Y2 —n .

La [5.49] es importante y, por recurrencia, pueden obtenerse cuadrados
de las desviaciones.

El esquema anterior comienza por la fila i = o en la columna tercera con
los residuos [5.46] y por la ley de recurrencia [5.49] obtenemos la columna
tercera. Previamente precisamos la segunda columna. Las columnas cuarta y
quinta se calculan como explicamos anteriormente.

4. Andlisis del grado de la tendencia

1. El primer planteamiento seria por el analisis de la varianza.

Si el estimador *D D (i)

G [5.50]
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de la varianza tiende a estabilizarse (dentro de los limites de las fluctuaciones
muestrales) para un valor de i = k — 1, entonces puede tomarse el estadistico
[5.50] que para la hipdtesis de rechazar H,: vy, = o (o sea, que el grado de la
tendencia sea inferior a k), elegido un nivel de significacion ¢ rechazaremos
la hipétesis nula aceptando la alternativa H,: vy, # o si se verifica:

&’pl(n—k—1)

Fipwrn(€)< DD [5.51]
La anterior puede escribirse:
Ck2pk2 > Fl.n—k—l(e) [552]

D'D n—k—1

y nos indica si el primer miembro supera al segundo que €l grado de la
tendencia no es inferior a k, y si las estimaciones centradas de la varianza
practicamente estan estabilizadas, podemos afirmar que el grado de la ten-
dencia es k.

Luego si la desigualdad [5.52] es contraria, aceptamos la hipétesis H,:
v, = o0 y el grado de la tendencia seré inferior a k, porque esta hipotesis es
que el polinomio k& no contenga el modelo.

2. En nuestra hipétesis de conocer mejor el modelo si al examinar la
columna de las medias de las estimaciones de las varianzas éstas se estabili-
zan a partir de un valor i en adelante, podremos formar el estadistico con
una significacién e en la hipotesis H,: vy,, ,=...= vy, = 0 [5.53] y la decision
a rechazar v,.

Cizl)l2 (n_l* ])
D'D+ci\piyt .t e2pd

Si rechazamos vy, = o tenemos que aceptar la alternativa de que la ten-
dencia es de grado no inferior a i.

Fi, u+|)(€)<

[5.54]

Este es un esquema por pasos sucesivos para determinar el grado de la
tendencia.

3. Pero examinemos el siguiente esquema que nos permite con un nivel

de significacion ¢, determinar el grado de la tendencia con una probabilidad
fiducial 1 —e.

Pretendemos utilizar la [5.43] y que caso de ser de grado i la tendencia, la

s hip6tesis nula es:

H=vy.1=v=.=wnu=o [5.53"]
En este caso de [5.43] tenemos:
1 _ 8 Py
i b (555

'y que intervienen rodos los coeficientes estimados desde i+ | hasta k.
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Y como D’ D/co? es otra x* de Pearson con n— (k + 1) grados de libertad
el cociente de las medias (dividido entre sus grados de libertad) es una F. de
Snedecor:

k
R eipt D'D  _
Fi_in th+nT N 2 T T
(k—1ia (n—k+ho
>
__ h=am) cth;,z
= [5.56]

donde &? es la cuasivarianza [5.12].

Si elegido un nivel de significacién e y tomamos de las Tablas de la F. de
Snedecor con k — i grados de libertad del numerador y n— (k + 1) del de-
nominador si

&
he=i+1

(k—0nd>
admitiremos la hipotesis [5.49] y el grado de la tendencia serad igual o infe-
rior a i con un nivel de significacion e.

Fi in uin(€> [5.57]

Con la ayuda de la [5.52] formamos el esquema para el

ANALISIS DEL GRADO DE LA TENDENCIA

1 .
. . 2 2 Numero . Tablas
4 h:'\-"” Cupy, sumandos Medias Foown o N )
k A l
3 2.2 2 2
0 }l- Cupy K (% C P )—_k ~ Fiy u-n Fio wei(€)
4 4 1
2 b
1 g cwpnl k—1 ( 22; C P )_k—{ Foovw s Foovn wenle
4 A 1
2 N 2 2
2 % cupy| k—2 ( % C wDh ];:_2— Fooow win | Fio2n urnle

) ok 2y
J ; . clzxplzl k—j (% C;Z;p;, )——’ Fo . uj DN ()

P

LLa quinta columna se forma de la cuarta dividida por la estimacion de la
cuasivarianza [5.12]. Los valores asi obtenidos los comparamos con los de
las Tablas, y si éstos son superiores, se admite la hipotesis del grado expre-
sado por la primera columna i [5.49], porque puede admitirse la hipdtesis
nula H,:vy,,., =..=vy,=o.

184



ANALISIS ESTADISTICO DE LA TENDENC!IA POR POLINOMIOS ORTOGONALES

Si los valores de la columna quinta son superiores a los de la Tabla, la
desigualdad [5.57] es contraria y rechazariamos la hipdtesis H, y admitiria-
mos la alternativa, o sea, que ¢l grado de la tendencia es superior a i al nivel

determinado.
CAPITULO VI
Prediccion de la tendencia
SECCION 1.4
Posibilidad de modificaciones del modelo
. Generalidades

El ajuste por polinomios ortogonales de una serie temporal nos permite
estimar los parametros poblacionales (v, ... ;) que mejor expliquen los re-
sultados observados.

Pero nunca olvidemos que de un proceso de naturaleza estocastica pu-
dieran extraerse (al menos tedricamente) infinitas realizaciones del tipo

{(Y,reE} i=1273.. [6.1]

E i representa una muestra o serie temporal de tamaifio n (te E).

Para i =1 tendremos una muestra del proceso { Y, t € E} para i =2 ten-
dremos otra serie temporal {¥,, 1 ¢ E} del mismo proceso. Si para cada serie
ajustamos el mismo modelo, las funciones estimadoras de los pardmetros
poblacionales explican e¢] comportamiento de la tendencia basada en esta
nueva serie temporal dentro del dominio observado.

Ahora bien: El planteamiento de un modelo para explicar la trayectoria
de una serie observada (¢ ¢ E) es distinto de la prediccion. Podemos hacer un
ajuste casi perfecto a los datos observados y, sin embargo, no reflejar la
verdadera naturaleza de la tendencia. Si decimos esto es para orientar a los
lectores y evitarles que cometan errores. En principio hariamos unas senci-
llas preguntas: (El tamafio de la muestra era representativa? ;La estimacion
de la varianza estaba estabilizada? ;La ley de probabilidad de la perturba-
cibén aleatoria futura es la misma o diferente? (El modelo representativo del
fenomeno es el mismo o evoluciona? ;Sigue tendencia parabdlica u otra ex-
presion matematica?

Estas preguntas tienen una respuesta: nuestro desconocimiento de la es-
tructura interna del proceso. Si conociéramos las representaciones espectra-
. les sabriamos mas sobre la naturaleza del proceso estocastico y seria posible
. encontrar formulas 6ptimas (en sentido lineal) de extrapolacion. En mi tra-
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bajo (1) basado en el conocimiento de la forma de la funciéon de densidad
espectral trato este problema de la extrapolacion de procesos estocdsticos de
naturaleza estacionaria.

El tamafio de la muestra es importante, ya que, a veces, la escasez de
datos impide el conocimiento del modelo. En las series de tipo econémico
este tamafio generalmente es insuficiente y es aconsejable con muestras par-
ciales, la estimacion de la vananza si cambia con el transcurso del tiempo
para el mismo modelo. Esto nos hace pensar que el proceso estocastico, el
modelo considerado y estudiado por ajuste de una muestra de la serie tem-
poral se altera la tendencia y su ley de probabilidad.

2. Covarianza estacionaria

Si sostenemos la hipdtesis de que la tendencia es parabolica, pero la esta-

cionariedad en covarianza se ha modificado, si llamamos « (¢) a la esperanza
matematica en el momento ¢, tenemos:

Cov(t,s)=E [Y,—a()|[Y,—a(s)] [6.2]
donde el simbolo E es el de esperanza matematica.
Esta covarianza, si depende de la diferencia de tiempos exclusivamente:
Cov(t,s)=B(t—s)=ELY,—a()] [Y,—a()] [6.3]
nos permite si conociésemos la forma de B(u) [6.37].
(u=t — s) completar el proceso en dos:

1. Un proceso de tipo funcional parabdlico

A
a(t)= ’E" Vi Pu (1)

2. Otro proceso de naturaleza estacionaria y que tiene por representa-
cioén espectral (2)

L4

L= eMd{(N) (6.4}

—

con funcién de densidad espectral de tipo conocido.
En estos casos, la prediccion seria compuesta por dos sumandos:

La tendencia parabdlica del proceso en el punto 7 mas la correspondiente
extrapolacion del proceso de tipo estacionario (3) y segun sea la funcién de

(1) URBE) Z IBARROLA, F. J.: «lnterpolacion, extrapolacién vy filtrajes. Anales Ins. Ac-
tuarios E., 1977.

(2) Véase mi articulo citado.
(3) JAVIER URBELZ, F.: «Interpolacién, extrapolacion vy filtrajen. Anuario Ins. Actuario.
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densidad espectral de la funciéon de covarianza [6.3] la extrapolacidn seria
optima. En este caso, nos encontrariamos con procesos autorregresivos, de
medias moviles, mixtos, etc., combinados con la tendencia.

3. Condiciones para la prediccion

En principio hemos adoptado un modelo y hemos ajustado sus parame-
tros.

Nunca olvidemos nuestras hipotesis: hemos eliminado las variaciones es-
tacionales y ciclicas. También estas variaciones (que pueden representarse
por funciones de Fourier) pueden afadirse a la forma parabdlica. Otro dia
estudiaremos este problema y que complementarian la tendencia.

Y puesto que partimos de la hipdtesis al analizar la serie temnporal en
te E si ahora es diferente 1 = s ¢ E resulta para s>n (n maximo valor de
te E) se nos plantean muchos problemas de los anteriormente expuestos y
que ahora restringimos con el fin de simplificar y que el predictor recoja la
esencia de la experimentacion:

1.2 Se base sobre datos del pasado.

2.2 Los axiomas fundamentales del modelo y leyes de probabilidad sean
invariantes.

3.2 Sea un estimador ELIO: lineal, insesgado y dptimo.
Distintos planteamientos pueden hacerse:

] . A .
- 1.2 Si el valor Y, puede ser un valor extrapolado, o sea, el predictor
. optimo, y

2.2 Siel predictor es el valor desconocido de la trayectoria de los datos
Y, ... Y. En este caso, este elemento de la trayectoria (o su predictor) seria el
dptimo.

Los planteamientos son distintos y las varianzas también. Por eso es
- conveniente distinguir entre estas matizaciones.

, La conveniencia de comparar los resultados del predictor con los valores
futuros es importante y nos permite admitir el predictor o modificar nuestras
. hipotesis sobre el modelo.

SECCION 2.2
Estimador ELIO del predictor

1. Naturaleza lineal

Recordando las hipétesis teniamos una muestra de una trayectoria {y,,
Yo ¥n) - [65]
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y donde
k
yl~N(h§n ’Yh Ph (t)s U) [66]
es valido para todo te E {l,2,...n}. [6.7]
Si ahora hacemos t=s SEE [6.8]
&
E Y= hgo Y P (s) [6.9]

de acuerdo con los axiomas.

Formemos, a partir de la muestra [6.5], un predictor para E Y, que de-
nominaremos a ese predictor

Y=dy+dy+. . +dy+..+dy, [6.10]

siendo s> n.
La primera pregunta que se nos presenta es la siguiente:

5

(seréd ¥ = é_‘ c, P, (s) ? [6.11]

donde ¢, son los valores estimados a partir de la serie temporal [6.5].
Demostremos que la respuesta es afirmativa.

aunque s¢E

2. Insesgado
- v . A
El planteamiento lineal para el predictor Y, lo completaremos con la
condicion de que Y, sea centrado.

Para ello

E(Xdy —y)=o [6.12]

Pero el predictor f" puede escribirse sustituyendo su valor por [6.10] y
los de Y, por los del modelo [2.6']

n

A ” k
Y\ Z| dIy‘: ¥I d, (Ig Ya Ph([)+€l):

1=

I3 n n
=3y X dPm)t+ X de | [6.13]

h=o
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>

I3 n k
EY=3X v, 2dP,1)=EY,= X Vo Py (s)= [6.14)
X dP,)=PG) h=ol, .k [6.14]

porque los coeficientes de -y, de ambos miembros tienen que ser idénticos.

A
Las [6.14] nos dan k + 1 ecuaciones condicionadas para que Y, sea cen-
trado. Si estas condiciones las sustituimos en [6.13] el estimador ¥, puede
escribirse:

>

k n
=X v P6)t 3 de, [6.15]

La expresion aleatoria del predictor depende de las funciones no aleato-
rias P, (s) en el punto s; (s € E) de los parametros d, (qQue determinaremos) y
de las perturbaciones aleatorias en € E.

3. Optimizacion de la varianza

En la Seccién 3.2 del Capitulo 1V estudiamos un problema semejante,
aunque reducido al campo ¢ e E aplicaremos el teorema de Markof para
que la varianza del predictor [6.15] sea minima recordando las condiciones
impuestas para que sea centrado.

A
Primero, por su condicidn de ser Y, insesgado

k n k
EV.= 3 v P()+ 5 dEe= 3 5, P(s) [6.16]

A
varianza de Y, es

15

k n
Var?‘zs(?x*hg pr,,(s))2=E[ z] d e+ Z,d,,d,e,e,]

op’=0 X d [6.17]

‘ segan la [6.15] y por las propiedades de E¢, ¢, =028,

La varianza de cualquier predictor lineal [6.10) depende de d,, 1 e¢E. Y la
[6.17] se harad minima si determinamos la variabilidad de 4, (¢ ¢ E) de forma
que cumplan las condiciones [6.14].

El problema se reduce a determinar el minimo de la [6.17] condicionado
ala k + 1 ecuaciones [6.14]. Aplicamos el sencillo método de los multiplica-
dores de Lagrange.

Aqui, o es el pardmetro del modelo, y hemos de encontrar los valores de
d (t=1,2, ... n) que, sustituidos en [6.17] nos den la minima varianza del
estimador lineal [6.10].
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Formemos la funcién:
n k n
o= %dr—23 1, ( ) d‘P,,(t)—P,,(s)) [6.18]

La altima expresion son las condiciones impuestas al predictor en [6.14]
multiplicada cada una por —2 A,

Calcular el minimo de la varianza [6.17] condicionado a las [6.14] equi-
vale a calcular el minimo de [6.18], porque ¢l primer sumando multiplicado
por o’ nos da [6.17] y los otros son nulos.

Derivando parcialmente respecto a d, tenemos:

ad k
5d =2d,—2 v, Pi(1) [6.18"]

La condicién de extremo es que la [6.18’] se anule.

Luego k -
d=3% v, P [6.19]
J=0
En la expresidon anterior hemos sustituido el subindice 2 por j para mayor
claridad en la demostracion siguiente.

Llevado el valor [6.19] a la [6.14] tenemos:

n

no=32drm=3(3vdrn0)pm) =3 rop=
Pu(s)  _ P 2(5) [6.20]

Ph (1)2 ph

Y=

FM:

por ortogonalidad segin la Def. 11l del Cap. 1 y recordando la notacion
introducida en [1.18].

Sustituyendo este valor en la expresion [6.19] tenemos los valores de los
coeficientes lineales:
L P(s LoP(
D L VOB S ON

J=0v fl J=0 d)

P (s) [6.21]
La varianza minima del estimador lineal [6.10] es sustituir [6.21] en [6.17]:

3 (5 POR0 )
1=1 J=0

2

P,
= g2 i [ AZ P,(t)zf‘](S)2 . B(t)P,,(tijz(s)P,,(s)]:
=] j=0 pj J#h p; P
=o’[§l B6S i pap+ z DEIRG) >": P(t)P,,(t)]
j=o p/‘ 1#h pj ph
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Y por las condiciones de ortogonalidad indicadas tenemos:
P (s)

sz
Comparemos esta expresion con la varianza de Y, [5.27b] parare E'y obser-
vamos que en el caso del predictor Y,, la varianza es de forma semejante,
pero recordando que s ¢ E.

[6.22

P
o}, =g 3
Jj=o

SECCION 3.2
Predictor de la tendencia
A
l. Predictor ELIO Y,

-y . . A .
En 1. de la Seccion 2.2 establecimos el predictor Y, como una combina-
cion lineal de {y, y,... v,} para s> n y nos preguntamos si seria de Ja forma
[6.11].

En {6.21] determinamos los valores de d, que, sustituidos en [6.10], nos
da el predictor que cumple las condiciones de linealidad, insesgadez y de
minima varianza en sentido lineal,

Asi, pues:
o n A
V= Edy=3 (3 —B—CQP,()) v,=
(= r=1 \y=0 ’“
IS " X k
=Y P(s) X P'—(j). =X GP(s) [6.23)

La [6.23] nos indica que para 1 =3 st, el predictor )’} coincide con el
valor de la tendencia regresora estimada Y, [6.11] dada, pero en el punto s.

El predictor f’, de la tendencia regresora es un estimador ELIO.

SECCION 4.2
Varianzas del predictor
> 4 . ’ .
1. Varianza Y, con respecto a su media teorica

« s - A . . . .
La media teérica de Y, es [6.9] y en consecuencia su varianza es la indi-
cada en [6.22].
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Esta varianza puede escribirse

o1= g? [ P.(s) | PGs) +PA(£Z] [6.23]
) pu2 pl2 N pAz .

Pero como P, (s)=1y P= >_I P.(1)=n la [6.23] es:

81.=0 [‘ + By b (‘3)‘] [6.23']
n P Py

Repetimos: esta varianza es respecto a la linea

4
EY =3 v,P(s)

h- o
de tendencia considerada ésta como funcion no alearoria.

A
2. Varianza de Y, respecto a Y,

La serie temporal muestral de » valores, en el momento s, tomara otro
valor Y., en el supuesto de eliminadas componentes estacionales y ciclicas.

s

En este caso, la esperanza de Y, coincide también con la tendencia (no
aleatoria y funcién exclusiva del tiempo). Luego

A A
E(Y —Y)=0EY =EY,
o (P)=E[(P.—EP)— (Y. — EY)T =
=Var ¥ +Var ¥ —2E(Y —EY) (Y. — EY)

2 2
o+ 3y D) ):oz[w Ly s 62 1 [6.24]

2
h=o ph n h=1 ph

porque ¥, — EY =€ E}’"\e\:o:E{(Ef’\‘)e\]=o,yaquelavariable

A
aleatoria f’s depende de {¢,, r ¢ E}segun[6.15]y E )') = /2 ¥, P,(5) €5 no
—_— k - " . =
aleatoria = E(E¥)e )= % v, P, (1) Ee. = 0.
k=1

3.  Representaciones matriciales de las varianzas

1. La de la tendencia estimada sobre la teérica.
63, =0c'P(s))A 'P(s) [6.25]
donde A es la matriz diagonal

A=PP=(p)3

|
A '=
{ph2
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2. La del proceso Y, respecto a la tendencia estimada:

o, (P)=a’(1+P(S)A 'P(S)) [6.26]

SECCION 5.2
Estimacion por intervalo para la tendencia teérica
. < .2 . A
1. Distribucion del estimador Y,

A

De la [5.4’] deducimos que por ser ¢;~ N (v, L) = Y, combinacién li-
P,
neal [6.23] es normal segiin el Teorema de Adicidn, y sus parametros son:

A

Media S v, P(s) [6.27a]

f=u
. LoP(s)
Varianza o? X ’(2)
=0 p/
y nos permite formar intervalos de confianza para el predictor de la regre-
sion EY..

[6.27b]

Examinemos dos casos: segiin se conozca o no la varianza o°.
1.2 Caso en que se conozca o’
Tipificando el estimador [6.23] tenemos:

A

k
Yo— X % Pi(s)

I~ pl

= [6.28]

donde u~ N (o, 1). Para un nivel de significacion e el cociente de aceptacion
a dos bandas sera:

" : 2 - X 2
Fu(Eyoy 3 %—< Sy pe<PtucsioV 3 F6) 1629)

2 1o E 1=0 ;
i La [6.29] nos indica con una confianza de 1—e que la tendencia tedrica

: €. . ..
se encuentra dentro del intervalo. u(?) indica el valor de las tablas de la

, o €
pormal cuya area desde ese valor hasta el infinito es 5

Decimos la tendencia tedrica o la esperanza matemdtica del proceso en el
punto s en las condiciones de no alterarse el modelo.
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Observemos que la desviacién tipica 69, aumenta con s (5> n) luego el
intervalo [6.29] tiene mayor amplitud, por lo que la tendencia tedrica sera
mas dificil de precisar por punto y los intervalos son menos selectivos cuanto
mas distantes se encuentren los valores extrapolados.

1.9 Caso en que se desconozca o*

En este caso empleamos la ¢ de Student con n — (k + 1) grados de liber-
tad:

V.~ % B
= e [6.30]

5 3 D
j=0  p;

Para llegar a la [6.30] hemos sustituido u por [6.28}y D’ D/ (n— (k+ 1)
por la varianza estimada [5.12].

u

L weny ™ r DD’

ol(n—(k+1))

Elegido un nivel de significacién e entraremos en las tablas de la ¢ de
Student y el intervalo semejante a [6.29] excepto en los valoresde 1, 4, y &

€s:
A L P
Dt i, ey (528 E G [6.31]

i=e p,
con probabilidad 1 — e que contenga la tendencia teérica [6.27a).

SECCION 6.2

Estimacion por intervalo de (Y, s¢E)

1. A veces, con la linea de regresion de la tendencia estimada deseamos
establecer un intervalo de confianza que comprenda los valores del proceso
estocastico en el punto s{ Y,,se E}.

Es preciso aclarar bien conceptos para no utilizar formulas erréneas en
las aplicaciones.

La varianza [6.24] es muy distinta a la [6.23") que es la del predictor
ajustado respecto de la tendencia tedrica.

Ahora, el problema es distinto: La varianza de Y, se mide respecto a la
regresion estimada.

a) Caso en que se conozca a*
Por hipotesis, ¢l modelo es normal y también

2
Y. — )’{~N(o.a\/1+h§ P—"(?—) [6.32]

Pn

aplicando el Teorema de Adicién de variables normales.
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Tipificando y tomando el nivel de significacién e a dos bandas, tenemos
que el valor

~ k 2 k 2
¥,—ov1+ 3 PO, ey <provi+ 3 BT, (Eyean
K=o p, 2 k=2 p, 2

donde ?, es la [6.11].
b) Caso en que se desconozca o*

Aplicaremos la ¢t de Student con n— (k + 1) grados de libertad utihzando
la cuasivarianza centrada y, sencillamente y para no repetir, llegamos al in-
tervalo de confianza:

A / P, (s)? ,\1‘ P.(s)
Y — 1+ 2 :)()-tn—(k+l)( )<y:<)'}s+0 +3 ==~ p() (k+l)( )

’ [6.34]

La férmula se utiliza para comprobar si los valores de la «serie temporal
futura» se encuentran en el intervalo [6.34] y lo harin con una confianza de
un (1 —€) 100 siempre que no se modifique la estructura del modelo.

CAPITULO VI

Aplicaciones

SECCION 1.2
1. Bases fundamentales

1. Se nos da una muestra de una serie temporal que consta de 23 térmi-
nos consecutivos. Con el fin de no repetirla aparece en la columna cuarta de
la Tabla siguiente. Esta serie ha sido originada de una muestra del proceso
estocastico:

Y,=24—2P,(t)+t0,4P,(t) + ¢, [7.1]
donde y,=24 vy, = —2 -+, =0, 4 (parametros tedricos) y ¢, N(o, 1.5) o =
+1.5 [7.2]
2. Los polinomios son las expresiones
P)=t—T=1—12 [7.3]
232 —1

Py(t)=(— 12)) — (7.4]

i2

por ser n= 23, segln las féormulas {1.33] y [1.38]. Los polinomios P, (1) y
P, (1) son [1.38a] y [1.38b].
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3. La segunda columna (tendencia tedrica) es precisamente

EY =24—2P (1)+0,4 P,(1) [7.5]
porque Ee = o.

4. La realizacién de la perturbacion aleatoria se ha tomado de nuestras
Tablas Estadisticas (4), de la Tabla de Numeros Aleatorios de la Distribu-
ci6n normal. N (o, 1) multiplicada por la desviacién tipica o = 1.5 eligiendo
dos decimales solamente por fines didacticos,

5. Lasuma de las columnas 2.2 y 3.2 nos da la simulacion de la realiza-
cion muestral de la serie que es la columna 4.2 de Y,.

2. Preparacién

Se trata de;

1.2 Determinar la tendencia aplicando los Polinomios ortogonales, es-
timando los parametros poblacionales.

2.9 Andlisis de la varianza y su aplicacion para conocer el grado de la
tendencia. (Niveles 1% y 5%).

3.2 Intervalos de confianza del pardmetro poblacional o2

4.2 Valores representativos de la tendencia observada por ajuste ¢ in-
tervalos de la regresion de la tendencia al 1%.

5.2 Prediccidn para 1 =24 <t =< 35, desviaciones tipicas ¢ intervalos de
confianza.

6.2 Conclusiones.

3. Solucion. 1.2 Ajuste

1.2 En el CUADRO I, columna 4.2, vienen los valores de la serie tem-
poral. Para n = 23 tomamos de nuestras Tablas Estadisticas los valores que
para mejor comprension aparecen en el recuadro, y que son los valores de los
polinomios P, (t), P,(1), Py (1)y P, (t). Los Polinomios impares son de signo
contrario y los pares son simétricos respecto al valor central r = 12, Estas
indicaciones nos permiten completar las columnas 5.2 a la 8.2.

Las columnas 9.2, 10.2, 11.2 y 12.2 son, respectivamente, los productos de
la columna 4.2 por la 5.2, por la 6.2, por la 7.2 y por la 8.5, La columna 13.2
son los cuadrados de la columna 4.2,

2.2 Las sumas de las columnas 4.2, 9.2 102, 11.2) y 12.2 y 13.2 son
necesarias.

(4) UrseLz Irarrora. F. J., y Pirez Maura, A.: Tablas Estadisticas. Dep.
Estadistica. Empresariales. Santander. ‘
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TABLAS ESTADISTICAS

Polinomios ortogonales centrados

SNV BAEWN—O
|
NS
H

o -
W N —
o O oo
wn o -

PP’ 1662
’ 712530

101790

n=28

P 4 Pt P2
1638 | | —65
1548 | 3 63
1285 5 —59
870 7 —353
338 9 —45

— 262 11 —35
867 13 —23
— 1400 15 — 9
—1770 17 7
— 1872 19 25
— 1587 21 45
— 782 23 67
690 25 91
2990 27 117

7308

56448210 95004
7] 2 I

12| ! |

P 3 P4 P
— 39 93 0
—115 840 1
—185 655 2
245 395 3
291 8 4
—319 — 259 5
325 - 590 6
—305 — 870 7
255 - 1050 8
—171 —1074 9
— 49 — 879 10
115 — 395 B
325 455 12
585 1755 13
14
2103660 2030
19634160
2 7] 1
3 24| I

I —336 —2460
30 215 —2441
5t — 44 —1930
74 182 - 780
99 468 1170
126 819 4095

4207320
113274 107987880
1 5 7
1 6 12



ANALISIS ESTADISTICO DE LA TENDENCIA POR POLINOMIOS ORTOGONALES

Dentro del recuadro vienen por cada columna del polinomio tres valores:
— En tresbolillo aparecen la suma de los cuadrados de los i)olinomios.

Asi: en la columna P| aparece al pie 1012, para P;, 35420; para P; 32860,
y para P, 1312310.

— También aparecen otros nimeros (multiplicador o divisor):

m | | ] 7
d 1 | 6 12

correspondiente al primer polinomio, segundo, tercero o cuarto, respectiva-
mente. Todas estas indicaciones son para nuestro ejemplo, que es n = 23.

3.2 Las estimaciones aparecen al pie del Cuadro I y son:

565.79
=297 _ 54103
©T T3
o= 905 1 9669
1012 I
¢, = 14495.95 w L= 40813
35420 i
7737 |
= ST e b 60039
é 32890 6
15283.73 7
= 2010 o T = 00068
“T 3123110 0 12

obsérvese que en todos se dividen por los cuadrados. (2 P, (1)* = 23 por ser
. m .-

P, (1) = 1). Ademas, aparecen los valores — para multiplicar y obtener la

estimaciéon de los valores tedricos.

Existe un ajuste de la tendencia de segundo grado expresado por la re-
gresion:

Y (2) = 24.103 — 1.9669 P, (1) + .40813 P, ()

o también afiadiendo otros dos términos:

P, (4) = 24.103 — 1.9669 P, (1) + .40813 P, (1)
— .00039 P, (1) + .00068 P, (1)

donde los polinomios P, (1} y P, (1) ya se han consignado, y el P, (1) y P, (1)
son las [1.38a] y [1.38b].
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F. J. URBELZ (RARROLA

2.9 Anadlisis de la varianza y sus aplicaciones

I. De la [5.46] y del Cuadro I deducimos:

2
D’ D (o) = 23250.20 — 352%2 9867.94 [7.6]

En la 1.2 columna del Cuadro 11 aparece el valorde h(h = o, 1, 2, 3, 4)
segun el término del polinomio; en la 2.2 columna, los productos de los
cuadrados de los valores de los polinomios ortogonales por los cuadrados de
los coeficientes regresores.

Para determinar la 2.2 columna partimos de los cuadrados de los poli-
nomios Tabulados y que aparecen al pie de la Tabla:

pr= 1012 p;»=35420 p?=32890 p= 13123110
Los polinomios de las Tablas estan relacionados por la férmula
2
P =AW SR =P T3

2 2

C e 5 m . m .
2P, (t)y = d—zl P.(t)y= 4 Sl
.« d?
P =P — [7.7]

Los valores p;’ (h = 1, 2, 3, 4) para este ejemplo que aparece al pie de
cada polinomio del Cuadro I hay que corregirlos con los valores m/d que
aparecen también al pie de cada polinomio aplicando 12 [7.7]. Asi, los valo-
res de los cuadrados de los polinomios corregidos son:

N 1

pr= 10X = 1012

P = 35420 = 35420

pi= 32890 % & = 1184040
12?

= 13123110 X > = 38565874

por ser d/m los valores inversos que aparecen al pie de cada polinomio.

2. Luego:
plel= 1012 X (—1.9669)* = 3915.15 3.915.15
plc?= 35420 X .40813? = 589991 9.815.06
pict= 1184040 X (—.00039)* = 1.82 9.816.88

I

P e = 38565874 X (.000679) 17.80 9.834.68
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ANALISIS ESTADISTICO DE LA TENDENCIA POR POLINOMIOS ORTOGONALES

Los valores p,2c,’ aparecen en la 2.2 columna del Cuadro 11.

La dltima columna anterior (no del cuadro) es la acumulacién de los
anteriores resultados D’ D.

CuaDpro 11
Anadlisis de la Varianza

T T F. de Snedecor
) , G. Medias Tablas: niveles
h Py &) D’D (h) lib P Fooy v
* " d
1% 5%

10%

0 9867.94 | 22 | 448.54

| |3915.11 [5952.83 | 21 | 283.47 13.81 | 8.016| 4.324| 2.960
2 [5899.91 | 52.92 | 20 2.64 | 233481 |8.096| 4.351|2.974

3 1.82 | 5110 | 19 2.69 65 | 8.185] 4.380| 2.989

4 | 1780 | 3330 | I8 236 | 754 |8.285 4.413]3.007

3. La columna 3.2 se forma por la ley de recurrencia
D’ D(h)=D'D(h—1) —p,’ ¢, [7.8]

demostrada en [5.49], y que nos expresa los cuadrados de las desviaciones si
ajustamos hasta el polinomio 4 inclusive.

El valor inicial [7.6] son los cuadrados de las desviaciones sin considerar
la existencia de tendencia:

4. La columna 4.2 indica los grados de libertad. Como las observacio-
nes de la serie temporal son n =23 comienzan en 22 y por polinomio intro-
ducido se pierde un grado de libertad [5.54].

5. La columna 5.2 son las medias o la estimacidn de 6* empleando la
cuasivarianza (columna 3.2 dividida por la 4.2).

6. Finalmente, las ultimas columnas son para la F. de Snedecor:

La 6.2 columna (cociente de la 2.2 y 5.2 columnas) es una F. de | g. de
libertad del numerador, y por grados de libertad del denominador los de la
columna 4.2. Y es para admitir o rechazar la hipétesis H,: vy, = o; o sea, si
los valores de la columna 6.2 son inferiores a los de las otras columnas, se
admite; caso contrario se rechaza. Para esto se han considerado tres niveles
de significacion: al 1%, 5% y 10%. Estan en la regién critica para h=1y
h =2 eligiendo cualquier nivel, o sea, que no pueden admitirse las hipdtesis:
¥, = Yy, =o0. Respecto a 7y,=o0 puede admitirse tal hipotesis y también
¥, = o con el nivel de significacion 1%. Estas conclusiones se deducen com-
parando los valores de la 6.2 columna con los valores tabulados y obtenidos
en las siguientes columnas de la misma linea: si los valores de la columna 6.2
son superiores a los tabulados se rechaza la hipotesis de ser y,= o y, caso
contrario, se admite la hipdtesis vy, o (por ejemplo: v,).
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ANALISIS ESTADISTICO DE LA TENDENCIA POR POLINOMIOS ORTOGONALES

3.9 Determinacion del grado de tendencia
Otro andlisis importante relacionado con el anterior es la determinacion
del grado de la tendencia que nos permite utilizar los polinomios precisos.

De la [5.45]
v

D'D)=D'D+ X plc} [7.8']
donde la D’ D/a? es una x? con n— (k+ 1) g. de libertad [5.12] y en ia
hipétesis: H, : v, =.. =y, =0 (7.9]

A
Xoopte
2 h=171
Xx v — B
(03

A &
) 2 2 2
P Cy D'D b ; ) Ph €Chn

joz(k—i) ) az(nJﬂc'*’]))w (k—1i)y:67

con k — i grados de libertad del numerador y n— (k + 1) en el denominador.
Para distintos valores de 7 tenemos diversos valores de la F. de Snedecor, y
elegidos niveles significativos, si el cociente [7.10] es superior a los de las
Tablas, rechazaremos la hipétesis que sea de grado igual o inferior a 7; y,
caso contrario, aceptaremos la hipotesis [7.9]. La comparacidn se hace entre
valores de una misma fila.

[7.10]

El siguiente esquema factlita el calculo.

Cuabpro 111

Andlisis del grado de tendencia

I - .
Sumas N.O Su- Foovr v | F. Snedecor Tablas
h Poe)t mandos Medias Foow al 19 5%
° |
1 9.834.64 4 2458.66 1041.80 4.579 2.927
2 5.919.53 3 1973.17 836.08 5.091 3.159
3 19.62 2 9.81 4.15 6.012 3.554
4 17.80 1 17.8 7.54 8.285 4.4134‘

El Cuadro III (relacionado con el Cuadro II) requiere poca explicacion.
La 2.2 columna del Cuadro 111 se forma de la columna 2.2 del Cuadro H por
sumas hasta el final, y la 3.2 columna la hemos puesto para indicar el nitme-
ro de sumandos y conocer los grados de libertad del numerador.
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ANALISIS ESTADISTICO DE LA TENDENCIA POR POLINOMIOS ORTOGONALES

La columna 4.2 (1a hemos formado de la 2.2 dividida por la 3.2), dividida
por ¢’ es una media de una x* de Pearson, y con la estimacion de o? es 2,36
con 18 grados de libertad (Cuadro 1]) la columna 5.2 es la 4.2 dividida por
2,36. Este cociente es una F. de Snedecor y tomamos los valores de las
Tablas al 1% y.'f% (columnas 6.2 y 7.2) variando los grados de libertad del
numerador segun la columna 3.2 y tomando los grados de libertad del de-
nominador como n— (k + 1)=23—(k+ 1) = 18.

Conclusiones:

1.2 Por ser 1041.8>4.579 (y 2.927) rechazamos la hipétesis de que la
tendencia sea de grado o (no tenga tendencia) al 19 (para A= 1).

2.2 Igualmente, por ser 836.08 > 5.091 rechazamos la hipétesis y, = vy, =
=...= 0 que la tendencia sea de primer grado: es superior.

3.2 Por ser 4.15<6.012 admitimos que la tendencia es expresable por
una pardbola de segundo grado con un nivel de significacion del 1%, o sea,

H,:v:=vy,=o0 es decir: rechazamos la hipétesis alternativa H,:y,#0,
Y, 7 0.

4.2 Conclusion aniloga obtenemos al rechazar la hipétesis de expresar la
tendencia por una pardbola de 4.2 grado al 1% de nivel de significacion.

49 [Intervalos de confianza de los pardmetros poblacionales

En el Cuadro 1V se determinan los valores de los intervalos de confianza
para los parametros poblacionales.

La columna 2.2 son los grados de libertad de la ¢ de Student, y la colum-
na 3.2 es la desviacion tipica estimada tomada de la raiz cuadrada de la
columna 5.2 de la cuasivarianza del Cuadro 11.

La columna 4.2 es la raiz cuadrada de los cuadrados corregidos y expli-
cados en el punto 2. Analisis de la Varianza.

Las columnas 5.2 y 6.2 son los niveles de significacidn elegidos y la 7.2, las
 estimaciones de ¢, halladas en el Cuadro I y puestas al pie de las columnas
YP,YP,YP e YP,

Finalmente, tenemos los intervalos de confianza al 1% y al 5%. Cada
intervalo consta de los extremos (superior ¢ inferior) y que puede compro-
barse al nivel 1% que para ¢, (—.0004, .0039) y para ¢, (—.00003, .0013)
- que comprenden al cero y estos intervalos con una probabilidad fiducial del

99%.
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CUADRO 1V

F. J. URBELZ tBARROLA

Intervalos de confianza para los estimadores de los parametros vy,
de la tendencia y su grado

K

¢ Student
g. | Estima- (Tablas) Estima- Intervalos de vy,

h| 1| cibn P, —| ciones ;

5 e=1% e=5% cn al 1% al 5%
0[22]21.178
1{21]16.836| 31.811| 2.831 2.079 | —1.9669 | —3.4652, —.46859 | —3.067, —.8665
2120 1.624| 188.202| 2.845 2.086 40813 3382, . 4780 3568, .4593
3119 1.667 (1088.136| 2.860 2.093 | —.00039 | — .0004, 0039 .0035, .0028
4118 1.5366210.14 | 2.878 2.101 .00068 | —.00005, .0013 0001, .0011
5.2 Intervalos de confianza de la varianza

La [5.30] nos permite elegido niveles de significacion obtener intervalos

de confianza para valores poblacionales con probabilidad fiducial 1 —e.

. € . , .
Hemos elegido ¢, = ¢, = > es decir: tomamos el area de la x? de la iz-

quierda igual que el area de la derecha y para los niveles e = 1% y 5%. Esto
significa que por tener tabulada el drea de la derecha tomamos el valor de la
x2 (1 —¢) y el de x? (¢,). Con esta aclaraciéon quedan explicadas las colum-

nas 4.2 x2 (1 —0,01/2) y 6.2 x* (1 —0, 05/2).

Los extremos de los intervalos se obtienen sin dificultad aplicando la

féormula [5.30] recordando los grados de libertad de ia 2.2 columna.

CUADRO V

Intervalos de confianza de o*

Tablas X?
Intervalos de confianza
1% 5% para o2
h g, b X2(:995) X7 (005) [x2(:975) X;(:025) al 1% al 5%
0 22 9867.94 | 8.6427 42.7957 |10.9823 36.7807 | 230.58 1141.76 268.29 898.53
1 21 5952.83 | 8.0337 41.4011 |10.2829 35.4789 | 143.78 740.98 167.78 578.90
2 2 5292 | 7.4338 39.9968 | 9.5908 34.1696 1.32 7.11 1.54 5.51
3 19 51.20 | 6.8440 38.5823 | 8.9065 32.8523 75 7.48 158 574
4 I8 33.30 | 6.2648 37.1565 | 8.2307 31.5264 .89 5.31 1.05 4.04
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6.2 Intervalos ajustados de la tendencia (Cuadro VI)

La eleccion del grado de polinomio nos da una linea de regresién estima-
da para la tendencia. Hemos elegido los valores Y,(2) de segundo grado y Y,
(4) de cuarto grado, porque segin el Cuadro II al nivel del 1% se rechazaba
v,= o0, aunque el 5% se admite. (Ver Cuadro II1.)

Las desviaciones tipicas en la hipétesis de ser de diferente grado se basan
en las expresiones [5.29] y [5.45] y en nuestro caso:

Para la de segundo grado, la varianza del valor de regresién estimado
seria: S ( 1 . P, (1) 4 P, (1) )
P23 1012 35420

y la raiz cuadrada es la desviacion expresada en la 4. columna.

a3, (

<

P, (1) es el polinomio de primer grado y
P, (1) es el de segundo grado

P2=1012

P2 = 35420

Para la de cuarto grado que admitimos a un nivel de significacién del 5‘%
(véase Cuadro 1II), la varianza de cada valor estimado seria:

. a1 L PR PP P P (1) )
Al — 2 + [ 2 3 + 4
o3 (4) =% (23 1012 | 35420 | 1184040 | 38545874

Las desviaciones tipicas aparecen en la columna 5.2 del Cuadro V y los
estimadores 9> =2.64 y $>=2.36 aparecen en el Cuadro IL

- . a? Ly . -
Tanto las estimaciones de Y, como de Y,, sus intervalos de confianza
comprenden la tendencia tedrica poblacional no aleatoria con la probabili-
dad fiducial que esté dentro de los intervalos.l —e. -

Unos breves comentarios sobre estas dos lineas de tendencia ajustadas:

I. Los intervalos de la regresién de segundo grado son més pequefios y
. con la misma confianza, asi para 1 = | la amplitud de la de segundo grado es
 79.84-74.52 = 5.32, mientras que para la de cuarto grado es 82.69-75.43 =
~ 7.26. La minima amplitud es para (= 11:

Para la de segundo grado es 9.97-7.10 = 2.87
Y para la de cuarto grado 11.14-7.72=3.42

2. La tendencia tedrica expuesta en la 2.2 columna del Cuadro I esta
contenida entre los intervalos de ambas tendencias ajustadas, y el Cuadro V1
completa la estimacion de la tendencia ajustada.

12 Prediccion (Cuadro VII)

. 1. Por el Cuadro VI comprobamos que el ajuste de la tendencia por
. polinomios ortogonales hasta segundo grado es suficiente. '
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CuADRO V1

Estimaciones de la_tendencia por polinomios hasta 2.2 grado Y (2)
y hasta 4.2 grado 1% (4.2), asi como desviaciones e intervalos al 5%

N p 14
. ;‘,‘ ) ¥ @ 3;‘ @) 3?, (4 Intervalos de la regresion

Ajuste 2.2 grado| Ajuste 4.2 grado

1| 77.18 | 79.08 .933 1.261 | 74.52 | 79.84 | 75.43 | 82.69
2| 66.64 | 66.88 .780 797 | 64.42 | 68.86 | 64.58 | 69.17
3| 56.92 | 56.20 .654 673 | 55.06 | 58.78 | 54.26 | 58.13
4 | 48.01 46.86 558 685 | 46.43 | 49.60 | 44.89 | 48.83
51 39.93 | 38.73 .494 .685 | 38.52 | 41.33 | 36.76 | 40.70
6 | 32.65 | 31.68 462 651 | 31.34 | 33.97 | 29.81 | 33.56
7] 26.20 | 25.60 454 601 | 2490 | 2749 | 23.87 | 27.34
8 | 20.56 | 2041 .463 564 | 19.24 | 21.88 | 18.78 | 22.03
9| 1573 16.02 479 557 | 1437 | 17.10 | 14.41 | 17.62
10 | 11.72 | 12.37 .494 573 ) 1032 13.13 | 1072 | 14.02
11 8.53 9.43 .505 .594 7.10 9.97 7.72 | 11.14
12 6.16 7.16 .508 .603 4.71 7.61 5.42 8.90

13 4.60 5.55 .505 .594 3.16 6.04 3.84 7.27
14 3.86 4.62 494 573 2.45 5.26 2.97 6.27

15 393 4.38 .479 557 2.57 5.29 2.78 5.99
16 4.82 4.87 463 564 3.50 6.14 3.24 6.50
17 6.53 6.15 454 .601 5.23 7.82 4.42 7.88
18 9.05 8.28 462 .651 7.74 | 10.36 6.41 | 10.15
19 | 12.39 11.36 494 685 | 10.98 | 13.80 9.38 | 13.33
20 | 16.54 | 15.48 558 685 | 1496 | 18.13 | 13.51 | 17.46
21 | 21.52 | 20.78 .654 673 | 19.65 | 23.38 | 18.84 | 22.72
22 | 27.30 | 27.38 .780 797 | 25.08 | 29.52 | 25.08 | 29.67

23 | 3391 | 35.43 933 | 1.261 | 31.25 | 36.56 | 31.80 | 39.06

Elegimos como predictor la regresidn ajustada = f’, (2) y en la 2.2 colum-
na tomamos la E Y, donde Y, es el proceso estocastico [7.1], donde ¢, es
[7.2]. (Cuadro VIIL)

2. Predecimos los valores cuando r = 24 hasta 33.

. -y - 4
El valor de la prediccidon de la tendencia Y,(2) es la columna 3.2, y la
estimacion de su varianza es en la columna 4.2, La varianza de la 5.2 es
cuando el predictor contenga valores aleatorios { Y, 1 ¢ E} del proceso.

3. Los intervalos de confianza complementan ese trabajo. Obsérvese
que E Y, esta dentro del intervalo, por ejemplo, para t = 32 EY =126.40
y el intervalo para la tendencia teérica es de 120.79 a 139.32.
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4. Respecto del otro intervalo (para Y,) puede formarla
Y=FEY +15¢
Y tomando ¢ de las Tablas de Nimeros Aleatorios de la Distribucién

Normal N (o, 1) formaremos los valores del proceso {Y, t § E} y comparare-
mos si caen dentro del intervalo el 95% de los datos.

5. Las varianzas (o las raices cuadradas que aparecen en el Cuadro VII)
son la [6.26] y la [6.23], sustituyendo ¢ por su estimacion.

CuADRO VII

Prediccion de la tendencia estimada por polinomios ortogonales de
2.2 grado, desviaciones estimadas sobre la regresion y sobre el proceso
e intervalos de confianza al 5%

A 0
r{ EY ?’(2) W 3?, ?7,’( 7y Intervalos al 5% ‘
| Para £, Para 7, l

24 | 40 41,31 | 1111 | 1.968 | 38.15 | 44.47 | 35.64 | 46.97 |
25 |, 48 49.54 | 1.311 | 2.088 | 45.81 | 53.28 | 43.53 | 55.55

26 56.8 58.60 | 1.532 | 2.233 | 54.24 | 62.96 | 52.17 | 65.03
27 66.4 68.47 | 1.773 | 2.404 | 63.42 | 73.51 | 61.54 | 75.39
28 76.8 79.15 | 2.032 ) 2,602 | 73.37 | 8494 | 71.66 | 86.64
29 88 90.65 | 2.311 | 2.825 | 84.08 | 97.23 | 82.52 | 98.79
30 | 100 102.97 | 2.608 | 3.072 | 95.55 {110.39 | 94.12 | 111.82

31 ) 112.8 | 116.10 | 2.923 | 3.344 (107.79 |124.42 |106.48 [125.73
32 1 126.4 | 130.05 | 3.256 | 3.639 (120.79 |139.32 1119.58 | 140.53
33 | 140.8 | 144.82 | 3.607 | 3.956 |134.56 |155.08 |133.43 |156.21
34 | 156 160.40 | 3.975 | 4.295 |149.09 |171.72 |148.04 [172.77
35| 172 176.80 | 4.362 | 4.654 (164.39 |189.21 (163.40 | 190.20
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