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INTRODUCCION 

l .  En el estudio analítico de las series económicas si se eliminan las 
variaciones estacionales y cíclicas tenemos una serie residual compuesta de la 
tendencia y la perturbación aleatoria. 

Es costumbre la descomposición de una serie estadística si se emplea un 
modelo aditivo en una suma de componentes: 

tendencia 
variaciones estacionales y 
variaciones cíclicas. 

Se añade a las anteriores componentes las variaciones de  azar del 
proceso. 

La tendencia se considera como una función determinista, y es preciso 
señalar que eliminadas las otras componentes obtendremos la tendencia más 
una perturbación aleatoria. Este valor es el que consideramos para analizar 
la tendencia. 

2. Así como hemos expuesto que la serie puede considerarse como un 
modelo aditivo pudiera plantearse un modelo multiplicativo: este caso se 
reduce al anterior si tomamos logaritmos. 

Pero en la práctica, a veces, cuando los elementos multiplicativos son 
negativos es conveniente combinar ambos métodos. 
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3. La tendencia, variaciones estacionales y cíclicas se estudian más ra- 
cionalmente por análisis espectral; es decir: en el dominio de la frecuencia. 
Pero también se utilizan modelos de tendencia de tipo parabólico cuando 
previamente se han eliminado las influencias de las componentes periódicas. 

4. Elegido el tipo de tendencia interesa analizar la conveniencia de ex- 
presar la fufición temporal por una parábola de grado k o por medio de 
polinomios ortogonales centrados. 

Para mejor comprensión del tema, el Capítulo 1 lo dedico al estudio y 
propiedades de los Polinomios Ortogonales, teoremas que se deducen y fór- 
mulas generales de los polinomios centrales. 

5.  En el Capítulo 11 justifico e! modelo de la tendencia y establezco 
unas pocas fórmulas utilizadas como filtros para eliminar los efectos de las 
variaciones estacionales y cíclicas e igualmente estudio relaciones entre mo- 
delos parabólicos y los mismos expresados en forma de polinomios orto- 
gonales . 

Termino este capítulo con una axiomática de la tendencia más la pertur- 
bación aleatoria. 

6 .  El Capítulo 111 lo dedico a las distribuciones de probabilidad de la 
función conjunta del vector E y su función característica -n- dimensional 
e, igualmente, descomposiciones del vector E para conocer sus distribuciones 
marginales y condicionadas y funciones características. 

Igualmente, por una transformación obtengo la función de densidad 
-n- dimensional del modelo estocástico (tendencia más vector aleatorio) 
y funciones características, etc, 

7.  El Capítulo IV lo dedico a la estimación por punto obteniendo las 
est irnaciones de los coeficientes regresores po blacionales, así como algunas 
de sus propiedades, como son de ser centrados y la matriz de covarianzas, 
deduciendo que estos estimadores son independientes. 

Esta demostración es tan importante que no podemos afirmar Lo mismo 
de las estimaciones de los coeficientes de una parábola, por lo que este mé- 
todo de representar por polinomios ortogonales supera a aquél. 

Las desviaciones y sus cuadrados se analizan, así como la estimación de 
la varianza del modelo. 

Terminamos este capítulo estudiando si puede obtenerse un estimador 
centrado, óptimo mejor que el obtenido, y comprobamos que es precisamen- 
te un estimador ELLO. 

8. El Capítulo V lo dedico a la estimación por intervalo. Y,  previamen- 
te, estudio las distribuciones de los estimadores, funciones características 
-n- dimensionales y unidimensionales, así como las funciones de densidad. 
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La independencia entre las desviaciones y los coeficientes regresores nos 
permite aplicar el Teorema de Descomposición de la 2 de Pearson para 
conocer distintas distribuciones de los estadisticos y establecer intervalos de 
confianza según se conozca o no la varianza. 

Además de estudiar intervalos de confianza se estudian esquemas para el 
análisis del grado de la tendencia. 

9. El Capítulo VI se dedica a la Teoría de la Predicción de la Ten- 
dencia. 

Y estableciendo un predictor lineal se estudian las condiciones para que 
sea centrado y óptimo. Esta optimización de la varianza nos permite obte- 
ner, conocida la distribución del predictor, intervalos de confianza que con- 
tenga la tendencia teórica -no aleatona- o también el proceso estocástico 
de la tendencia. 

10. El Capítulo VI1 y último está dedicado a complementar las ideas 
expuestas: Aplicar a un caso el método de Polinomios Ortogonaies, y se 
acompaña una página de nuestras Tablas Estadísticas para comprender me- 
jor el ajuste y la estimación por Polinomios Orotogonales. 

Se forman diversos cuadros para la mejor comprensión de los valores 
ajustados (polinomios ortogonales hasta segundo y cuarto grado), intervalos 
de confianza de los estimadores, de la varianza, hipótesis sobre el grado de 
tendencia y la aplicación a la predicción. 

Como observación importante hemos adoptado el punto para expresar la 
coma decimal, notación que el lector que utilice computadores le será fácil 
de comprender. 

11. Terminamos el trabajo con una pequeña bibliografía y un índice 
sobre las materias tratadas. 

EL AUTOR 
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CAPITULO 1 

Polinomios Ortogondes 

1. Funciones ortogonales de variables estadísticas 

1. Dada la variable estadísticax definida en D (para W x, E D) [l. 11, las 
funciones (cp, (.)) [1.2] (j = o, 1 ,2  ... k )  son ortogonales si cumplen las condi- 
ciones siguientes: 

donde hi es la frecuencia relativa dex,: 

Para j #  r 11.31 

Para j = r [ 1 4 

Si la C1.41 fuere para todo j la unidad, las funciones C1.23 se denominan 
normalizas. La variable estadística x tiene dos campos: campo de variabili- 
dad x t D y campo de frecuencias hi ( i  = 1 ,  ... n) 11.61 

2. Casos particulares: si las funciones [1.2] son polinomios (Po ( x )  ,... 
P,(x)  ,... P,(x) )  (1 .6 )ye ldegradoPt (x )es :  

asociados a sus frecuencias h, para x i  E D son otorgonales si cumplen las 
condiciones k1.31 y [1.4]. 

El polinomio Po (x) = 1 para Vx, t D. 11-81 

11. Polinomios ortogonales definidos en un conjunto de números naturales 
E = { 1, 2, ... n] ~ 1 . 9 1  

I Dada la variable x r E y, los polinomios (Po ( x )  , ... P, (x) , ... P, (x)) 
[1.10] (el de grado s es la forma 11.71) son ortogonales si cumplen las condi- 
ciones siguientes: 
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5 P, (x) P,. (x) = o 
x =  1 

para j # r  [ l . i i ]  
- 

2 P , ( X ) ~ Z O  
x =  l 

para j = r [ l .  123 

donde Po (x) = l para V x  E E [1.13] 

2. Observemos una notable diferencia respecto a la definición anterior: 
allí, la variable está definida en x t D, mientras que E es el conjunto parcial 
de números naturales y no se asocia a frecuencias. 

111. Polinomios ortogonales centrados definidos en un conjunto de números 
naturales E C1.91 

Dados los polinomios {P, ( x )  , ... P,(x) , ... P, ( x ) )  [1.14] definidos en E, 
donde Po (x )  = 1 y el de grado de P, (x )  - es: 

P, ( x )  = bu+ b,, (x-X) +...+ bsj (x-2)' -F...+ b, ,-, (X-X)~-~ + (X-5)' para 
S =  1 , 2 , 3  ... k [ l .  161 

son ortogonales si cumplen las condiciones [l.  1 11 y [l .  121. 

En esta monografía utilizamos estos polinomios centrados y los llarna- 
mos simplemente polinomios. La notacibn será distinta para la variable que 
utilizamos la r representativa del parámetro tiempo. 

Teorema Fundamental 

1 .  Teorema 

Hipótesis 

Dado u n  sistema de polinomios ortogonales centrados (Def. 111) y dos 
números enteros o 5 h < s 

Tesis 

Para V h < .Y se cumple: 

[ l .  17) 

- n + l  
siendo r = -- 

2 
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Demostración 

Si la [ l .  171 se verifica para h-1 

(el exponente puede ser desde o hasta h-  l ) ,  demostremos se cumple 
para h si h <s. 

Por hipótesis, Ph (1) y P., (t) son ortogonales. Si el polinomio P, (1) [ l .  161 
tenemos: 

Todos los sumandos que preceden al ÚItimo son nulos por hipótesis 
[1.17'] y el último por ortogonalidad. El primer sumando no es sino 
ZP, , ( z )P , , ( z )=C P, ( t )=o según 11.121. 

Luego 

La [ 1.17'1 implica se cumple para el siguiente si h <s. Luego por ser: 

P,, ( t )  P, (1) = O ( 1 - i ) ( ) = o  O < S  
1 1- I I =  I 

P,  ( t )  P . \ ( 1 )=0=2[b , , ,+ ( t - I ) ]  P , ( t )=  
1 -  l 

= h,,,  P. ( r ) +  (2-7) P, ( t ) = >  
1 L.- I 1 -  I 

El teorema queda totalmente demostrado, porque [ l .  171 se cumple para 
h = o, 1 y se cumple para h = 2 por la [ l .  17'1 y así sucesivamente siempre que 
h < s .  
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porque 

Todos los sumandos son nulos por [ l .  171 excepto el último, que es [ l .  181. 

2. Para todo sistema de polinomios centrados según la Def. 111 y dos 
números o 5 h < s tenemos: 

[ l .  191 

asi: 

Por ser j 5  h < S ,  luego queda probado la [ l .  191. 

3. Para todo sistema de polinomios ortogonales centrados también se 
cumple: 

2 P t )  P t )  A A P ( t )  P (1) = 0 
i =  1 

I =  I 

porque A,, A,#O y por la Def. 111. 

Esta demostración es inmediata: 

De esta expresión son nulos todos los sumandos por [ 1.171 excepto para 
j = s  y no es sino la [ I .  181. 

SECCION 3.a 

I . TransJormación de polinomios 

1. Dado un conjunto de constantes A, (h = o,  1, .. . k) 11.2 11 no nulas si 
multiplicamos los polinomios [ l .  151 por estas constantes, obtenemos otros 
polinomios relacionados por la expresión: 

y también son ortogonales. 

En efecto: 
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2. Polinomios normalizados. Pueden obtenerse si elegimos las constan- 
tes [1.21], según [ l .  181. 

y sustituidas en 11.2 l ]  tenemos 

luego 

por [ l .  181. Esta es la condición de normalización. 

Los polinomios { P,' (t) son ortonormalizados. 

3 .  Polinomios enteros. Aunque t c E los polinomios [ l .  1 S] no tienen por 
qué ser enteros, pero pueden elegirse las constantes [1.21] para que lo sean. 

En nuestras Tablas Estadísticas (1)  hemos tabulado polinomios ortogo- 
nales eligiendo las constantes [1.21] para que sus transformados C1.22) sean 
números enteros. Seguimos criterio semejante al de Fisher y Yates. 

En las tablas aparece A, como un quebrado 

donde m (multiplicador) y d (divisor) depende de h y de n. 

Estos números se consignan al pie de cada polinomio, como también los 
cuadrados de los valores de éstos. 

SECC~ON 4.a 

Fórmula general de un polinomio 

l .  Momentos totales centrados 

Definimos momento central total de orden h a la expresión: 

donde E es el conjunto indicado en 11.91. 

( 1 )  URBELZ IBARROLA, F. J . ,  y PÉREZ M A U R A ,  Alvaro: Tablas Estadíxricas. Departa- 
mento de Estadística, Empresariales, Santander. 



El valor de Mh depende de K: 

2.  Sistema de ecuaciones 

Si el valor de P, (1 )  [ 1-16] lo sustituimos en [1.17], tenemos la siguiente 
expresión, y con la notación de [ 1.271 es: 

Válida para todo h < s  según [1,17]. 

La [l.29] es una ecuación para un valor concreto de h si damos valores a 
h (h = o, 1,Z.. . S - 1 )  tenemos un sistema de s ecuaciones con otras tantas 
incógnitas que nos permite determinar los coeficientes b ,  G; = o, ..., S- 1). 

3. Fórmula general de las polinomios 

La [l. 161 puede escribirse pasando Ps (1)  al otro miembro: 

Las s ecuaciones [1.29] y la [1.30] forma un sistema de s + 1 ecuaciones 
con s incbgnitas (b, j = o, 1, ... S-1) y para su compatibilidad es necesario y 
suficiente que el determinante formado por los coeficientes de las incógnitas 
y los términos independientes sea nulo. (Rouché-Frobenius.) 

Así, de [1.29] dando valores a h = o, 1 ,  ... S-1 y con la [1.30], formamos 
el determinante siguiente para que sea compatible: 



(1-i)' - P. ( t )  es un elemento de la ultima columna del determinante. 

Si añadimos a los elementos de la última columna de [1.31] un cero 
podemos descomponer en suma de dos determinantes que tienen las restan- 
tes columnas iguales: 

utilizando la notación N, ( t )  para el primer sumando de [1.3 1 '1 y D, para el 
coeficiente de momentos del denominador. 

La fórmula general del polinomio s es: 
- .  

... M, M ,  M M, 
M ,  M2 M3 - - -  M+ i 
M2 M3 M4 - - -  MJ+2 

.............................................. 
... 

Observaciones: 

1." La diagonal principal y sus paralelas pares no son nulas. Las parale- 
las impares son nulas C1.281 excepto los elementos de la última línea del 
determinante del numerador. 
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2.a Los coeficientes b, (j= o,  1,2, ... S-1) se obtienen por simple desa- 
rrollo y son los adjuntos de (t-7)' divididos por D,. 

3 .a  Los numeradores de [1.31"'], ( S =  O, 1, ... k) son ortogonales si ha- 
cemos una transforrna~ión C1.221 y elegimos las constantes A, = D,, C1.321. 

S E C C I ~ N  Sua 

Fórmulas para los primeros polinomios 

l. Obtención del primer polinomio 

Según la Def. 111 Po (1)  = l .  S = o. 

En la formula C1.3 1 "'1 si hacemos S = 1, el numerador es un determinan- 
te de segundo orden y el denominador es M,. 

Luego: 

p, 0)  = 

porque M, = n. y i = - " +  ' y M ,  = o  según L1.281. 
2 

2 .  Formación del segundo polinomio 

Recordemos la observación de la sección anterior y hagamos en 
[1.31W1 s = 2 :  

Pero 

l o  O 

por cuanto (1-7)' es una función par. 

M2 P2 ( t )  = 1 ( t - i )  ( t - i )2 = (t-i)2 - - 
M,, 
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Dos casos pueden presentarse según n: 

a) n impar: 

n+ l L a r = - - - - -  
2 

es un número entero= 

Hemos aplicado la célebre fórmula de la suma de los cuadrados de los n 
primeros números naturales: 

n ( n +  1 )  (2n+ 1) 
S,, = 

6 

n - 1  
siendo aquí n el número entero --- 

2 
porque n es impar. 

b) n par: 

Pero de la L1.371 deducimos: 

S,= 1 2 +  2 2 + 3 2 + 4 2 +  ...+( n - 1 ) 2 + n 2 = [ 1 2 + 3 2 +  . . .+(n-1)2]  + 
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Las fórmulas [1.36] y [1.37'] son idtnticas. 

Llegando a la 11.351 y sustituyendo en C1.341 el polinomio ortogonal de 
segundo orden en función de n (independiente de ser par o impar) es: 

n+ I n2- 1 P2 ( t )  = ( t  - - 1 2 -  - 
2 12 

donde 7 se ha sustituido por la media. 

3. Polinomios de tercero, cuarto y quinto grado. 

De acuerdo con [1.3lW'] y il.281 para S =  3 este polinomio es: 

f 
P 
!. 
P y si hacemos operaciones tenemos la siguiente fórmula: 
i 

y para S = 5 ,  igualmente: 

n +  l 5n2 - 7 Ps (t)  = (t - - 
n + l  

( t - -  >' + 15 n4 - 230 n2 + 407 
2 Y - 18 2 1 . 0 8  

[1.38c] 

Hemos omitido estas demostraciones sencillas (algo pesadas) y hacemos 
las aclaraciones siguientes: 

1.' Los polinomios centrados (t-i) impares carecen de término inde- 
&pendiente y los coeficientes de sus términos de lugar par son nulos. 

2.1 Los polinomios centrados ( t - i )  pares carecen de los terminos im- 
pares y tienen términos independientes. 

139 
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CAPITULO II 

Modelo de la tendencia 

SECCIÓN l .a  

Problemas preliminares 

1. Componentes de un proceso estocastico 

1 .  Los datos experimentales de una serie temporal deben analizarse 
para conocer las componentes dinámicas que contiene y la estructura interna 
del proceso: si es de naturaleza esiacionaria o evolutiva; tendencia, varia- 
ciones estacionales o cíclicas. Si la serie es estacionaria interesa conocer el 
tipo de proceso a que pertenece: perturbación aleatoria, medias móviles, 
autorregresivo, mixto, etc. 

En anteriores artículos (1) he tratado extensamente estos temas. 

En las ciencias experimentales de fenómenos físicos o semejantes pueden 
estudiarse mejor los procesos que en las series económicas. 

Los economistas se han preocupado y se preocupan en estudiar estas 
series. Y admiten como componentes esenciales de los procesos las caracte- 
ríst icas siguientes: 

- La tendencia. 
- Las variaciones estacionales. 
- Las variaciones cíclicas. 
- Y, finalmente, las oscilaciones erráticas. 

Alguna de ellas puede faltar. 

2. En muchas ocasiones interesa aislar estas componentes para analizar 
la influencia de cada una y su posible composición ulterior. 

3. Un estudio profundo y serio del proceso es prácticamente imposible 
cuando la información de la serie es escasa y también cuando las series eco- 
nbmicas son subjetivas, porque no son muy aptas para un tratamiento esta- 
dístico. 

Pero otras series económicas reflejan perfectamente la evolución de un 
fenómeno. 

(1)  Vease bibliografia. 
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Las series actuariales se prestan mejor a un tratamiento estadístico e, 
igualmente, las series económicas con numerosos datos objetivamente medi- 
bles. 

4. Los errores de las series brutas deben eliminarse, y para atenuar y 
subsanar sus deficiencias conviene emplear «filtros» adecuados, que permi- 
tan mayor rigor en el estudio de las series derivadas. 

5 .  La serie temporal observada es una muestra, y pretender conocer el 
proceso si la muestra no es numerosa resulta imposible. 

2. Proceso estocastico de la tendencia 

1. Examinemos con carácter general la descomposición de una serie 
temporal y sus correcciones necesarias para obtener la componente de la 
tendencia y eliminar otras componentes si las tuviera, 

2. En primer lugar, aconsejamos hacer una estimación del espectro del 
proceso (2), porque por simple análisis nos indica sus componentes y la im- 
portancia de cada una de ellas. 

3. Existen series actuariales que, basadas en ecuaciones diferenciales, se 
conocen las formas generales de la tendencia. Tales son, por ejemplo, la 
logística, las leyes de mortalidad, etc., sobre las cuales no tratamos ahora. 

4. Si de una serie temporal estimamos las funciones de covarianza y la 
trasladamos al campo de la frecuencia obteniendo la transformada de Fou- 
rier, tenemos la función de densidad espectral, y si existieran acumulaciones 
de masas espectrales ((con picos))) en torno a la frecuencia A = o  es muy 
significativo que la serie tenga tendencia: La tendencia se caracteriza por el 
movimiento profundo que tiene período infinito. 

5.  Pero si además de revelarnos la tendencia, la función de densidad 
espectral tuviere otros «picos» para diferentes valores de A (A + o), precisa- 
mente en estos valores existirán variaciones estacionales o cíclicas. 

6. Como tratamos de la tendencia, nos interesa eliminar de la serie da- 
das las otras componentes. Los métodos son: o en el dominio de la frecuen- 
cia (utilizando el análisis espectral) o el dominio del tiempo. 

La serie temporal observada se transforma por ciertas operaciones en 
otra nueva serie temporal liberada (o atenuada) de las otras componentes, y 

: estas operaciones de calculo con la serie antigua para obtener la nueva se 
i denomina ($ftrado» (3). 

(2) URBELZ, F. Javier: ({Estimacibn del espectro de 
, tuarios, 1982. 

(3) URBELZ, F. J . :  ((Procesos básicos econométricos 

- - 

las series 

y de sus 

temporales)). Anales I. Ac- 

transformaciones lineales». 
Actuarios. 
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Las funciones de densidad espectrales de la nueva y la antigua serie están 
relacionadas por una función que se denomina función de transferencia. 

7. La serie transformada ( y,, t E E ) liberada de las otras componentes 
es la que estudiamos en esta monografía con algún detenimiento. Y supone- 
mos que el filtro no incida sobre la perturbación aleatoria. 

Por eso cuando escribimos sobre el modelo de tendencia debe entenderse 
que nos referimos al proceso estocástico (y,, t E E ) que es una de las compo- 
nentes de los procesos estocásticos según expusimos anteriormente. 

La tendencia suele estudiarse como función exclusiva del tiempo y sin 
componentes aleatorias. Es más: puede ser función potencial combinada con 
términos trigonométricos, etc. Indicamos el concepto, pero prescindimos de 
ellos, aunque le añadimos la perturbación aleatoria para estudiar !a serie 
observada como muestra procedente de un proceso estocástico. 

3. Filtros para determinar la tendencia 

1. Entre los filtros que indicamos a título orientativo (4) están los de 
medias móviles y el más sencillo de éstos es de Witsein: 

La aplicación práctica es que los datos observados y; por medias conse- 
cutivas de 2m + 1 términos variando t se obtiene la nueva serie: 

Y podemos asegurar: 

1.Q Contiene exactamente la tendencia, si m es pequeño (relacionado 
con el año). 

2.0 Atenúa las componentes estacionales y cíclicas. 

La propiedad del filtro [2.1] que aplicado sobre la serie antigua nos da la 
nueva con la misma tendencia lo conocemos por el valor de la función de 
transferencia para X = o: el límite de esta función para h - o es precisamente 
la unidad (4). 

(4) URBELz, F. Javier: ((Los procesos estocásticos econométricos y sus transformaciones 
lineales». Anales 1. Acruarios. 1983. 



La serie obtenida ( y,, t e E ) 'conriene la tendencia, pero desconocemos si 
se han eliminado las otras componentes de tipo cíclico. La función de densi- 
dad espectral de salida para A = o es idéntica a la de entrada. 

2. Otras fórmulas dadas en combinaciones lineales (igualmente, de me- 
dias móviles) más especificas son: 

I 
y1 = - b; . -6  f 2~ : -5  + a * . +  2y:+5 + y ; + 6 )  

24 [W 

y se utiliza cuando los datos observados son mensuales y que eliminan o 
atenúan componentes de tipo cstacional. 

3. Existen series actuariales interesantes, y por citar algunas (basadas 
también en combinaciones lineales), citaremos la de Spencer (de 15 puntos): 

1 
Y , = -  [ 7 4 y I o + 6 7 ( y ;  , + Y ; + , ) + ~ ~ ( Y : - , + Y : + , ) +  320 

+ 21 (Y;  3 + Y:+ 3 )  + 3 o--, + Y ; + , )  - 5 (Y,'- 5 +y;+  5 )  - 

- ( ~ 1 ' -  6 + Y I * + ~ )  - Ú>lm- 1 + Y:+ ,C WI 

e, igualmente, la de 21 puntos del mismo autor; las parábolas de Karup, 
Wolhouse, Higam, etc. 

4. Las medidas móviles son particularmente interesantes, porque, a ve- 
ces, expresiones tan sencillas son consecuencia de parábolas de segundo o 
tercer grado, como son, por ejemplo, las de Wolhouse, Higam, etc. 

Un método bastante general de construcción de estimadores de medias 
móviles que tengan por base una parábola es utilizar un polinomio de se- 
gundo, tercero, cuarto grado e inclusive tomar 2m + 1 términos de la serie y 
por mínimos cuadrados obtener expresiones en función de los datos obser- 
vados. Kendall(5) utiliza mucho estas expresiones y obtiene numerosas fór- 
mulas, de forma parecida a la siguiente: 

[ donde las c, se han obtenido previamente por ajuste y no son sino medias 
mbviles. Determinado m y haciendo el ajuste, las c, son idénticas, y puede 
variar t y filtrar la serie. 

Métodos más complicados pueden verse en Hannan (6) y en Murray 

( 5 )  KENDALI.,  M. G., and STUART, A.: The advanced rheory of statislics. Vol. 111, pág. 

(6) HANNAN,  E. J . :  ((Regresion for time series». Australian National University. Rosem- 
blrrtr. Wiley, 1962. 

(7) Time Series Analysis (Symposium). M U R R A Y  ROSEMBLA-IT. John Wiley, 1962, New 
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5 .  Existe un método utilizado con éxito por Parzen, consistente en ajus- 
tar a los datos observados una regresión con retardos mensuales, bimensua- 
les ..., hasta treinta y seis meses, y después analizar aquellos términos que 
significativamente difieran de cero. Y con estos términos, efectuar operacio- 
nes para precisar mejor la tendencia, efectuando nuevos ajustes. 

La serie se trata hasta que el espectro prácticamente es constante (el de la 
perturbación aleatoria). De esta forma obtiene la tendencia. Por ser intere- 
sante tenemos en estudio una aplicación a una serie econ6mica por este 
método. 

6. Si utilizamos un ((filtro)) para analizar la tendencia, es condición 
esencial que la nueva serie contenga la rendencia y no se haya alterado. 

Un buen «filtro» será aquél que elimine componentes estacionales y cicli- 
cas y deje pasar la tendencia intacta si es esta la finalidad perseguida. 

La función de transferencia (que relaciona las funciones de densidades 
espectrales del proceso entrante y saliente) nos indica si elimina las compo- 
nentes estacionales y cíclicas. 

En mi artículo citado trato delfiltro ideal, y de forma concluyente cbmo 
contiene la tendencia en un intervalo en torno al origen y que contenga las 
masas espectrales fundamentales de la tendencia. 

Exponemos su fórmula, aunque no es práctica: 

De este filtro pueden tomarse aproximaciones limitando la sumatoria A, es 
muy pequeño. 

7. Las series económicas caracterizadas por una f. de densidad espectral 
de naturaleza continua no tienen ciclos perfectos, como sucede en las series 
físicas, y por eso las concentraciones espectrales en torno a determinados 
valores de la frecuencia son características del (cpseudo-ciclo)) o la apseudo- 
tendencia)). 

Si el espectro fuese de barras (es decir, función de cuantía para h = o) 
tendríamos una perfecta tendencia. Y,  análogamente, para los ciclos. En es- 
tos casos, el proceso estocástico puede descomponerse perfectamente en fun- 
ciones no estocásticas que reflejarán la tendencia y las variaciones estaciona- 
les y cíclicas. En este caso, sí podríamos determinar una función matemática 
que recogiese las componentes citadas. 

La realidad económica es muy distinta y el espectro de estas series es de 
tipo continuo, no discreto. 
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SECCIÓN 2.* 

Estudio del modelo 

1 .  Distintos modelos de tendencia 

Hemos comentado las dificultades para encontrar el modelo adecuado de 
la tendencia. Si por la naturaleza del mismo planteamos una ecuación ma- 
temática y resolvemos la tendencia en función del tiempo, determinaremos, 
por ajuste, sus coeficientes. 

La tendencia puede ser de los tipos siguientes: 

1. Parabólica. 
2. Exponencial. 
3. Hiperbólica. 
4. Logarítmica. 
5. Armónica. 
6. Combinadas. 

Pero aunque sean de tipo distinto al parabólico y tengamos el fundamen- 
to teórico que la tendencia (por ejemplo, la logística) sean de un tipo cono- 
cido, generalmente podemos desarrollar en serie y con más o menos grado 
de precisión tomaremos los términos necesarios para acotar el error. 

2. Modelo parabólico de la tendencia 

1. Si elegimos un modelo de tipo parabólico para expresar la tendencia, 
la componente y, del vector Y puede escribirse: 

Y dando a r valores t = 1,2, ... n t E E tenemos todas las componentes 
del vector Y de n dimensiones. 

Matricialrnente, la [2.6] para t e E puede escribrirse 

donde la matriz T es de orden n X (k + 1); P es el vector de orden (k + 1) 
X 1 y Y y E son ambos vectores de n X 1. 
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2. El modelo parabólico de grado k puede representarse en función de 
los polinómios ortogonales estudiados en el capítulo anterior. 

Así, la componente 12-51 puede escribirse: 

todas las observaciones pueden representarse: 

Y = P y + c  

Remitimos al lector al capítulo primero para conocer las propiedades de 
los polinomios ortogonales centrados que son los que utilizaremos. 

3. Los modelos [2.6] y 12.71 son polinomios idénticos si desarroliamos 
los polinomios ortogonales en función de las potencias enteras de t .  

4. Las estimaciones y las funciones de distribución y de densidad con- 
junta de los estimadores de B son más complejas que la función de densidad 
conjunta de las estimaciones de las y. 

3. Relaciones entre los coeficientes de las distintas representaciones de la 
tendencia parabólica 

l .  Aunque no son únicas las representaciones parabólicas del mismo 
grado C2.61 y 12.71 estudiamos esta identidad. 

2. Si igualamos la [2.6] y 12.6-1 y simplificamos, tenemos la siguiente 
relación: 

La [2.8] expresa la tendencia como una función del tiempo sin la compo- 
nente aleatoria. 

Si multiplicamos la [2.8] por P, (1) y sumamos V i  c E, tenemos: 

porque P j ( t ) P h ( t ) = o  j + h  según la def. 111, [1.12] y [ ) .18] .  
I =  I 
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La anterior se simplifica por 1 1.191, luego: 

por anularse $ P P,( i )  para h < j .  
i =  1 

3. Las expresiones matriciales 12-63 y [2.7] son idénticas, luego las fun- 
ciones no aleatorias TB y Py también: 

Premultiplicando (2.101 por la matriz T' el vector columna f l  es: 

Igualmente, premultiplicando la misma ecuación matricial por P' y des- 
pejando y, tenemos: 

y = (P'P)--' P'TP [2.13] 

Las [2.12] y C2.131 nos dan las relaciones entre los parámetros /3 en fun- 
ci6n de los parhmetros y o viceversa, aunque la componente y, u= o, 1 ,  
2 ... k) la hemos obtenido en C2.91. 

Por las propiedades de los polinomios ortogonales estudiadas en el capí- 
tulo 1, la [2.13] en forma desarrollada (previo cálculo de las operaciones 
(P. P)-' y TB) es: 

Po (1)  ... Po ( 1 )  ... Po (n) 

Pl  ( 1 )  ... Pl ( t )  ... Pl (n) 

5 ( 1 ) ... P, ( t )  ... P, (n) 

..................................... 
P ( )  P )  . Pk(n)  
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Observaciones: 

l .a  La relación entre los coeficientes Pk y y, nos indica una importante 
consecuencia: si el modelo fuere de grado k-'1, por ser 8, = o y, = o. 

2." Al hacer j =  k-l de la C2.91 deducimos: 

que nos indica otra consecuencia: si la tendencia del modelo fuere del grado 
k, el coeficiente polinómico ortogonal de grado k-1, es decir, y, , depende 
de los coeficientes de grado k-1 y del grado k, pero no de los de grado 
inferior. 

3." Y la C2.93 nos amplía lo expuesto: 

El coeficiente del modelo en forma poligonal y, de 8,. B,, + &. 

4. De la relación matricial C2.101 analicemos las componentes del vector 
fl en función de las del vector y [2.12]. 

Aplicamos las propiedades de ortogonalidad def. ii1 de la Secc. 1." del 
Cap. 1, y denominamos a los elementos de la matriz simétrica (T'T) ' = 
= { t,,, ) donde t,, es el elemento de la fila i- 1 y columna h- l .  La matriz es 
de orden ( k  + 1 )  X ( k  + 1). 

La fila h + I de la matriz traspuesta de T es: 

El vector columna j 4- 1 de matriz P es: 

El elemento a, + ,, , + , de la matriz producto 

Y tiene las siguientes propiedades por el corolario 3 del teorema fundamen- 
tal [ l .  191 de1 capítulo anterior: 

La matriz (k 4- 1) X (k + 1) formada por los elementos 12.181 es una matriz 
triangular, y los elementos no nulos son la diagonal principal y los elementos 
superiores a ésta, y no es sino T' P de la [2.12]. 
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Si llamamos a la matriz simétrica (T' 1)--' = { r,, 1, el producto (T' T) ' 
T' P nos da la matriz cuadrada k + 1, k + 1; 

Esta matriz O = ( q, + ,\, + , ) nos permite obtener la relación del elemento P, 
en función de los de y,: de acuerdo con 12.121, [2.19] y y: 

Una breve consideración al analizar la [2.2 11 y recordando L2.201. 

Los coeficientes paramétricos Pj de la tendencia expresada en forma de 
una función entera de grado k, dependen de todos los coeficientes paramé- 
tricos de la tendencia cuando se expresa en forma de polinomios ortogonales. 

La 12.151 nos indica mejor la realización cuando j = k; 

P k  = 
Z i k P k ( t )  

J =  l 

y también a partir de la c2.91 podemos sustituir los valores 
comprobar la identidad de los elementos y relaciones entre 
matriz Q e interesantes propiedades, sobre todo cuando se 
maciones de y y B. 

en la 12.2 11 para 
los valores de la 
refiere a las esti- 

A xiomática del modelo 

El modelo de tendencia lo fundamentamos en este breve esquema de 
axiomas. 

A-1. La tendencia puede expresarse por una parábola de grado k y 
puede escribirse de cualquiera de las formas que se indican en [2.8], con un 
proceso estocástico puramente aleatorio. 

A-2. La tendencia es función del tiempo y de sus parámetros estructura- 
les, siendo independiente de la perturbación aleatoria. 

A-3. Las características de la perturbación aleatoria son las siguientes: 

E e = O  
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siendo Eeie ,=  a2 6,,,; 1 indica la matriz unidad, y 6,,, el símbolo de 
Kronecker. 

La C2.221 representa una matriz diagonal, lo que permite indicar que la 
covarianza es homocedástica. 

A-4. El vector aleatorio e sigue una distribución nomal N ( 0 ,  a2 1). 
12.23) 

A-5. El vector aleatorio Y es la suma de la tendencia más la perturba- 
ción aleatoria de E. 

En el capítulo próximo nos dedicamos a un estudio general de las distri- 
buciones de probabilidad de e y de Y ,  que son fundamentales para conocer 
las distribuciones de las estimaciones de los parámetros poblacionales cuan- 
do las efectuemos. 

CAPITULO 111 

Distribuciones de probabilidad 

Perturbación aleatoria 

l .  Función de densidad conjunta del vecror é y función característica 

l .  De las hipótesis efectuadas para E ,  tenemos que por ser normal N 
(o, o): 

y la función característica es: 

según es conocida en los cursos de Estadística, donde r, es el parámetro que 
corresponde a E ,  y cuya notación usual es t ,  y aquí no la empleamos para 
evitar el confusionismo con L.; parámetro tiempo. 
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2. La función de densidad - n  dimensional 
e = (e, E,,,, 6, )  en caso de homocedasticidad (A-3): 

donde la matriz de covarianzas [2.22] y axioma 4 es: 

porque los elementos covariantes de C son: 

Si la matriz de covarianzas es una matriz diagonal, la inversa también lo 
es, y la expresión [3.4] nos aclara que todos los elementos diagonales son 
l/a2. 

El exponente de la [3.6] está formado por el vector paramétrico arbitrario 
7' = ( r , ,  rl,  ... rn ); la matriz unidad I y la varianza a2, porque, según hemos 
indicado, equivale a la matriz de covarianzas [3.4]. 

2, Funciones de densidad marginales de e 

1 .  Si el vector r lo descomponemos en dos vectores e( ' '  y E ' =  (e'')', 

d2'). El primero de p elementos y el segundo de n-p. denominando el do- 
minio de integración R,-,, 



ANALlSIS ESTADlSTlCO DE LA TENDENCIA POR POLINOMIOS ORTOCONALES 

La integral es una integral múltiple de n - p dimensiones y d E (*' = d E P +  l .  

d e p + 2  ... de,,. 

Hagamos una participación de la matriz unidad: 

Las matrices O son de órdenes p x (n-p) y viceversa, según esté en la 
participación de la primera fila o la segunda, respectivamente. 

1 

J + (2)  
P n-p [3.8'] 

Sustituida en (3.71 tenemos: 

porque 

que el dominio de integración es en el espacio R,-,, y la forma de ponerse 
es: 

dominio de n-p dimensiones. 
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2. Un caso particular es cuando a partir de C3.9) deseemos obtener la 
función de densidad marginal de e,. En este caso, el vector c lo descompon- 
dríamos en dos ((,, c ")'), donde el primero sería unidimensional y el segun- 
do, de n-1 dimensiones. 

En tal caso tendríamos (de la fórmula 13-10]): 

porque la traspuesta de e, es el mismo elemento; la matriz unidad se reduce 
al elemento unidad y coincide con la 13.11. 

3. Función característica de la distribución marginal 

La sencillez de esta expresión si descomponemos el vector arbitrario pa- 
ramétrico r' = r ( ' ) '  + O ', siendo O un vector columna de n-p dimensiones, 
y la matriz unidad C3.81 sustituyendo en C3.61 tenemos: 

- T a ! ,  

= e  -, 

?io es sino la función característica de una variable normal de p dimensiones. 
Si el vector aleatorio de -p- dimensiones es E " ' ,  su función de densidad 
marginal es la [3.9], y por la independencia (obsérvese la matriz de cova- 
rianzas). es: 

La sumatoria de la expresión [3.13] indica que puede sumarse del con- 
junto ( e , ,  e,,.. e,, ) p variables cualesquiera no necesariamente consecutivas. 

4. Funciones iwníiicionadas de r "' 

De las [3.3] y [3.9] deducimos funciones de densidad condicionadas de las 
e ( ' )  1 e '? 
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La C3.141 nos indica que e ( ' )  / c (2)  no depende para nada del vector alea- 
torio de componentes c (2)  y, en consecuencia, el grupo de variables e ( ' )  y e ' 2 )  

son independientes. 

Huelga decir que la función característica es precisamente la [3.12]. 

El análisis de la [3.14] nos indica Que, dado un conjunto aleatorio de la 
perturbación aleatoria e (*), éstas no influyen en la perturbación de c ( ' l :  es 
decir, son totalmente independientes. 

S E C C I ~ N  2.a 

Modelo estocastico 

1. Función de densidad conjunta y función característica 

Dado un sistema de polinomios P (1) = ( P, (1). P, ( 2 ) .  .. P, (1) ) C3.161 

definido en el conjunto E = ( 1,2,  ... n ) , r E E, el vector aleatorio E ,  el mode- 
lo estociistico (y,, t E E )  o el vector Y con un conjunto paramétrico y'= 
= ( Y., y,, ,,. yx j [3.17] puede expresarse segun [2.16]: 

: La matriz P' es la traspuesta de P y la línea t es la expresada en 13.161, 
donde r e E. El vector columna aleatorio Y está formado por sus componen- 

j tes estocásticos ( Y,, t e E }. 

1 Py no es aleatorio, según expusimos en el modelo. 

Tomando esperanzas matemáticas tenemos: 

E Y = P y  



F. J .  URBELZ IBARROLA 

El jacobiano de la transformación t3.181 es la unidad 3 
f(Y)=f(c)=f(Y - Py)= 

(Y  - P y ) ' I ( Y  -P! i [ , : - P ( I ) ~ ] ?  
I I  

2 a-' 2 o' 

+ e = e  
n 

a" (2 n) 7 
n 

a" (2 n) 
' 2  

La componente t del vector Y es: 
k 

Y, = P ( 1 )  y + E, = C I$ (1)  -yh + E ,  
h = o  

donde P (1) es la fila t de la matriz P. 

2. Función característica de Y 

La función característica del modelo estocástico del vector Y es: 

recordando Ia función característica 13.16). 

Esta función característica del vector -n- dimensional es normal con 
los siguientes parámetros: 

Medias PY [3.23] 

Matriz de covarianzas a2  I 

Por ser esta matriz diagonal, los elementos componentes aleatorios del 
vector Y son independientes. 

3 .  Consecuencias 

1 .  Función de densidad de Y,: 

, . 
2 , l '  2 o' 

f ( Y , )  = e = e  

a- 06 
recordando [3.6]. 
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2. Función característica de Y,: 

3. La distribución de Y, es normal, de parámetros: 

Media p h  0) YJ, (tendencia) 
h = o  

C3.261 

Varianza u2  [3.27] 

4. La función de densidad marginal de una partición cualquiera de Y 
recordando [3.9], y si Y ( ') tiene p componentes: 

que coincide con la condicionada y son Y ( ' )  e Y (2' independientes donde la 

9 se extiende a un subconjunto t c E de variables componentes del vector Y .  

; 5.  De forma análoga a como expusimos en 13.221 la f. característica de 
' Y( ' )  recordando [3.6] y C3.81: 

I 

k E , l ,  l , , o ! z l l ~  

i i t " '  P ' l ' v  2 

~ v c n  (Y ('9 = e [3.29) 

donde P es una partición de la matriz P asociada a las variables Y ( ' )  según 
los valores del subconjunto t c E para los que hemos elegido e1 vector E ( ! )  o 
su equivalente del modelo Y ( ' ) .  
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CAPITULO IV 

Estimación por punto 

Estimación de los parámetros del modelo 

1. Coeficien 1 es regresores 

Del modelo [2.7] deducimos 

€ ' € = ( Y - P y ) ' ( Y - P r ) = Y ' Y - Y ' P y - y ' P ' Y + y ' P f P y =  

= Y ' Y - 2  y ' P ' Y f  y 'P 'Py r4.11 

Derivemos vectorialmente la [4.1] respecto a y. Por tener k f 1 compo- 
nentes, la derivada nos da el siguiente vector expresado matricialmente: 

--- - 2 P ' Y + 2 P t P y  
3 7  

14-21 

La matriz P' P es simétrica y diagonal; el vector Y es de dimensionalidad 
n y y es de k + 1 dimensiones. Variando los parámetros y varía el vector 
E4.21 y si en todo el campo de variabilidad de y existe un vector c que, 
sustituido en lugar de y en [4.2] nos da el vector nulo, a referido vector c 
denominamos estimación por punto de y: 

o = - 2 P ' Y + 2 P ' P c =  

P ' P c = P ' Y =  

c = (P'P)yl P 'Y w 3 1  

solución matricial de la estimación de los parámetros del modelo. 

2. Forma de los coeficientes regresores 

1. Examinemos la inversa de P' P y después el vector P' Y para, final- 
mente, determinar la componente h + 1 de c. 

Por ortogonalidad tenemos: 

matriz diagonal cuyos elementos son [ l .  181 y los no diagonales de la matriz 
son nulos según la Def. 111 del Cap. 1. 
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Pero la matriz inversa de la diagonal es otra matriz diagonal. Luego 

según expusimos en [2.13]. (1). 

2. El producto P' y, que aparece en [4.3] es inmediato: 

[4.6] Prescindimos de las soluciones posibles singulares si 1 P' P 1 = o es 
un vector de k + 1 elementos. 

3. Según las C4.31, C4.51 y 14.61 la componente h + 1 de c o sea, el esti- 
mador de y, es: 

i p* (1) y, 
1 =  I - 

i P h  0 )  y, 
I =  I 

C, = - - 

ph2 
P.71 

i P, (1) 
l =  I 

También si sustituimos Y, por 13.211, el estimador c, puede escribirse: 

recordando las [I.9) y [1.22']. 

4. La [4.7] si los datos de la serie temporal son dados en una estimación 
por punto del paramerro y,,. Proporciona un solo valor que aún siendo el 
que más garantías ofrece, su probabilidad es prácticamente nula. 

Si por el contrario: { Y,, t E E )  es un proceso Y, es una variable aleatoria, 
c, [4.7) o [4.7'] también es una variable aleatoria -n- dimensional. Y las 
expresiones precedentes son estimadores o funciones aleatorias, no estima- 

. ciones. 

3. Estimadores centrados 

El vector [4.3] si el vector Y es un proceso (no una realización) es una 
variable aleatoria o estimador que tiene una esperanza matemática y coinci- 
de con los parámetros poblacionales. 
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En efecto: si en la 14-31 sustituimos Y el modelo [3.18] tenemos 

C = (P' P)-'P' (Py + e) - - 

i4.81 
C =  y+(P'  P)-IP'e 

El único elemento aleatorio es el vector t y la esperanza de [4.8] es: 

E C = Y  14.91 

por cuanto E e = O segun el axioma A-3. 

Luego las componentes c,: 

E c ,  = Y, 
d 

[4. i0J 

que también de [4.7] y [4.7'] se obtiene el mismo resultado. 

4. Matriz de covarianzas de C 

De [4.9] deducimos: 

Cov (C)  = E (c-7) (c-7)'- E(P' P)-I P'cc' P (P' P)-' = 

= (P'P)-' P'(Ee ' )  P (P' P)-' = a2 (P' P)--' P' P (P' P)-' = u2(P' P)-' = 

Cov (C) = a2 h = o ,  1, ... k 

de acuerdo con E4.51, porque (P'P)-' es una matriz diagonal. 

De [4.11] se deduce: 

E - Y , )  (c, - Y,) = o para h + j 14.1 21 
u L  

E (c, - yh)* = Var (eh) = uh2 = - h = j  [4.13] 
ph2 

La E4.14 nos indica la incorrelación de estimadores c, y c, y la 14.131 la 
varianza del estimador regresor y,,. 

Estimación del modelo y de su varianza 

l. Estimación del modelo 

Postmultiplicando la matriz P por el vector [4.3] tenemos los valores 
ajustados: 

? = P C  [4.14] 



ANALISIS ESTADISTICO DE LA TENDENCIA POR POLINOMIOS ORTOCONALES 

4 

y la componente Y, de L4.143 no es sino: 

donde c, es el valor obtenido en la [4.7]. 

2.  Desviaciones 

Las desviaciones de los valores del modelo [3.18] y los ajustados [4.14] 
son: 

D = Y - P C  L4.161 

sustituyendo en 14-16], Y por [3.18] y C por [4.8] el vector aleatorio de 
desviaciones [4.16] puede escribirse: 

D =  Py + E-P[y +(P' P)----' P'c] = 

D = [l - P (P'P)-' P ' ]  [4.16' ] 

El vector fila de [4.16] es: 

D'= r' (1 - P (P' P)-' P')  [4. 16"] 

al ser simétrica la matriz de [4.16'] que premultiplica c. 

A esta matriz la llamaremos M y estudiamos algunas propiedades en el si- 
guiente apartad o. 

3. Propiedades de la matriz M 

Según hemos indicado: 

M = I  - P(P'P)pl P' 

Tenemos las siguientes propiedades: 

1 .a La matriz M es simétrica. 

Se comprueba inmediatamente. 

2," La matriz M es idempotente. 

En efecto: 

M2= (1 - P(PtP)-' P')(I - P(P'P)-' P') = 

=l-P(P'P)- 'P' -P(P'P) 'd'P'+P(P'P) 'P'P(P'P)- lP'=+M 

3.= Los números característicos de la matriz M son unos y ceros. 

4.a La traza de esta matriz es la suma de elementos de la diagonal: 

Traza M = Traza I - Traza P (P ' P)-' P' = n-traza (P' P)-' P' P = 
= n - ( k +  1) [4.18] 
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4. Estimación de los cuadrados de las desviaciones 

De acuerdo con las [4.16'] y [4.16"] deducimos que los cuadrados de las 
desviaciones pueden escribirse: 

D f  D = ~ ' [ l -  P (P' P)-' P'] [I - P (P' P)-' P'] c 
k 

= 6 ' [ l - p ( p ' p ) - ' p ' ] ~ = ?  [yl- chPh(?)12 [4.19] 
i =  I h = o  

La primera expresión nos servirá para estimar D' D y la segunda, como 
simple operatoria. 

5. Esperanza de los cuadrados y estimador centrado de la varianza 

Tomando esperanzas de la [4.19] tenemos: 

La matriz que no son ceros son los elementos no diagonales, porque 
E e, E, = u2 ti,, ,, siendo S,, el símbolo de Kronecker y de acuerdo con Axio- 
ma 3. 

La esperanza de la C4.201 recordando la propiedad de la matriz M 14.181 
es: 

E D ' D = c r 2 t r a z M = a 2 [ n - ( k +  l)]  [4.21] 

La varianza poblacional del modelo es, pues, también: 

y este estimador es centrado, porque por la r4.223 comprobamos esta pro- 
piedad. 

6.  Cuadrados de las desviaciones D' D en función de los 
coeficientes regresores 

Según [4.16] los cuadrados de las desviaciones [4.19] pueden también 
escribirse: 

D r D = ( Y -  PC) ' (Y-PC)= Y' Y-C'P' Y [4.24] 

Al sustituir en [4.24] el vector fila el valor estimado C [4.3] tenemos 

D'D = Y' Y- Y'P (P'P)--' P'  Y [4.25] 
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Examinemos el valor del término sustractivo: 

Por una parte P' Y es un vector de k + 1 componentes, y el elemento 
n 

h + 1 es X P,, ( t )  Y,. Su traspuesta es el vector fila con los mismos elemen- 
t =  1 

tos. La matriz (P' P)-' es la matriz diagonal t4.51. 

Por otra parte, de la [4.7] deducimos: 

c,, ph2 = Z Ph (t) Yl y sustituido en P' Y y en su traspuesto y la matriz 
[4.5] el sustraendo de 14-24] es: 1 

La 114.25 '1 sustituida en 14.241 nos da lbs cuadrados de las desviaciones en 
función de los estimadores de los coeficientes regresores: 

A veces, la [4.26] se representa de otra forma. Si sabemos P. (z)= 1 (para 
V t e E) def. III Cap. 1. 

n C Y1 
p." = S Po (t)' = n y de la [4.7] parah h = o C, = - - 

n =Y 
t =  l 

Luego, la [4.26] puede escribirse: 
n 

D'D =(n- [k  + 11) C 2 =  Z Yt2 - ny2 - 2 c,l p,2=ns,' 
I =  1 h = l  

14-27] 

según se utilict el estimador d2 insesgado o el estimador sesgado S,,' de la 
varianza a2. 

SECC~ON 3.a 

Est imadores Lineales Opt irnos regresores 

l .  Fundamenros de este tipo de estimadores 

En la Sección 1." demostramos que todo estimador r4.73 c,, del paráme- 
tro y, es combinación lineal de los datos observados. Así: 
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es el coeficiente del valor Y,. Y también probamos que estos estimadores son 
centrados. (Secc. 1 ."  3.) 

En la Sección 1." 4 demostramos la matriz de covarianzas [4.11], y la 
varianza para un estimador concreto dado [4.13]. 

El problema es que los estimadores EL10 tienen que cumplir un requisi- 
to importante: además, su varianza sea mínima. 

Se trata de encontrar (no la varianza mínima en el sentido de Cramer- 
Rao), sino de si otro estimador que fuere llneal tiene menor varianza que la 
del estimador [4.7) que es la L4.133. 

Intentemos formar un estimador de y, que sea combinación lineal de los 
valores Y, y tenga las propiedades siguientes: 

1 .a Sea insesgado. 
2.a Tenga varianza mínima. 

2.  Planteamiento 

Llamemos cP a 

del problema 

este estimador lineal con coeficientes c,í desconocidos. 

¿Encontraremos otro estimador de yp lineal [4.34] distinto del [4.7] con 
las propiedades de ser centrado y tener varianza inferior a [4.13]? 

Este problema es el que resolvemos ahora. 

En el estimador lineal 14.341 sustituiremos Y, por su expresión equivalen- 
te [2.6']: 

La [4.35] es una variable aleatoria y para que sea centrado: 

debe cumplir las siguientes condiciones: 

S c,, P, ( t )  = 1 
f =  I 
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puesto que la esperanza del tercer sumando es nula según el Axioma 3 de la 
Sección 3.a del Capitulo 11. 

Las [4.36] y [4.37] nos permite reescribir el estimador [4.34] o su equiva- 
lente L4.35) en forma más reducida: 

La varianza de este estimador lineal insesgado es: 

Esta varianza depende de c,, ( t  = 1,2, ... n) y hemos de encontrar estos 
valores que minimicen la 14.391 y al propio tiempo cumplan las ch, las condi- 
ciones impuestas en [4.36] y F4.371. Estas condiciones son en total k + 1, ya 
que en la primera j = o, 1, 2 ... k (excepto j = h) son k condiciones. 

Para resolver el mínimo de 14.391 prescindiremos del término constante 
a2 y aplicaremos el método de multiplicadores de Lagrange. 

A las ecuaciones C4.361 multiplicaremos por -2 A,, j #  h y a la [4.37] por 
-2 A,: habiendo previamente pasado al primer término, y formaremos la 
función: 

El primer sumando es el término variable de 14-39]; el segundo sumando 
son las k condiciones de [4.36] y, finalmente, el último sumando proviene de 
multiplicar la 14-37] por -2 A,. 

La C4.401, el único término no nulo es el primero y multiplicado por la 
constante a2 tenemos (4.393. El problema está planteado y los valores c,, 
( t  = 1,  2, ... n) cumplirán las condiciones [4.36] y [4.37] si determinamos el 
mínimo de [4.40]. 

2. Solución 

Derivemos la C4.401 con respecto a una de las variables c,, e igualemos a 
cero por ser condición necesaria para la existencia de mínimo: 
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Si la [4.41] la sustituimos en [4.37] tenemos: 

1 = c ,  P, ( t )  = [ Z A, P, ( t )  + A, P, ( r )  ] P, (t)  = 
I =  l r=l j#h 

Luego: 

recordando 11.181. 

Igualmente, si la [4.41] la sustituimos en [4.36]: 

A j = o  porquep; fo  j f h .  

Los multiplicadores 14.433 y 14.421 nos permiten determinar las variables 
ch, 14.411 que minimizan la varianza: 

Los valores E4.441 llevados a la [4.34] precisamente nos dan el estimador 
14.71 e igualmente en la expresión [4.39] nos da la misma varianza de la 
fórmula 14.131. 

Luego el estimador EL10 Zh es el mismo que el e, determinado en 14.73. 

1. Notas importantes 

1." La estimación de los parámetros deducida en la Sección 1." se basa 
en la teoría mínimo-cuadrática, y es válida, aunque suprimamos el axioma 4 
de la distribución normal de la perturbación aleatoria (Sec. 3.a  Cap. 11). 

2.a Admitido el axioma 4, la función de verosimilitud es: 
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y ei máximo de esta función es equivalente al mínimo del exponente coinci- 
diendo con el método de mínimos cuadrados. 

CAPITULO V 

Teoría de la estimación por intervalo 

S E C C I ~ N  l .a  

Distribuciones de los est imadores 

1.  Función de densidad conjunta de C 

De la 14.81 deducimos la función característica del vector regresor C: 
- l E ~ M ' C  = E ~ I ? " Y + [ P ' P ]  P'6) = 

- - &T. y E &T. (P. P )  ' P' t i5.11 
Si hacemos la transformación del parámetro 7 

S = P ( P t P ) - - ' T  3 
S'=  (P'P)--I P'  

Si S ' lo sustituimos en [5.1]  la esperanza matemática es la función carac- 
terística de e, pero de parámetro S y segun L3.61 tenemos: 

S' I  a2 S 
q(, ( T )  = y E ~ I S ' ~  = e i ~ ' y  -- 2 r5.21 

pero 

La función característica del vector variable C de -k + 1 - dimensiones 

r'(PVP) ' o't  
<Pc (7)  = @ ' Y  - 7 - - W I  

Esta función característica es de una variable normal de los siguientes 
parámetros: 

Medias: y 

Matriz de covarianzas: (P' P) ' u 2  
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2. Función característica y función de densidad del coeficienr e regresor c, 

El vector fila paramétrico r '  de -k 4- 1- dimensiones todos sus compo- 
nentes podemos hacerlos nulos excepto el del lugar h + !: 

Hagamos r'  = (o, o, ... r,, ... o) y la [5.3] queda: 

[o, 0, .. rh ... 

Según CI.183 y [2.13']. 

Recordemos que r h  es un parámetro semejante a t empleado en la nota- 
ción de la función característica. 

O sea, la función característica de la variable aleatoria c,, unidimensional 
normal tiene los siguientes parámetros 

Media Y h [5.6a] 

Varianza u* 

Demostramos en la Sección 3.= del Capítulo anterior que las estimacio- 
nes c, del parámetro poblacional y, de una muestra de tamaño n, eran 
estimadores E L 1 0  y ahora recordando la Sección 3." A-4 del Capítulo 11 las 
distribuciones de estos estimadores son normales con los parámetros indica- 
dos en las 15.61: 

2. Distribución de los cuadrados de las desviaciones 

2.1. DESV~ACIONES 

En la Sección 2." 2. del capitulo anterior [4.16] vimos que el vector des- 
viaciones puede ponerse así: 

D=[ I  -P(P'P) ' P' ]e=Me 
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siendo M la matriz idempotente can las propiedades indicadas en la misma 
sección. 

Por el Teorema de Adición, toda combinación lineal de variables norma- 
les, es normal. Luego D es normal. 

Su función característica es: 

según vimos en [3.6] y por las propiedades de M. 

La [5.7] es la función característica de una distribución normal n dimen- 
sional, pero la matriz M es de n-(k + 1) dimensiones. 

2.2. DESVIACI~NES A L  CUADKADO. DISTRIBUCION DE D' D / u 2  

1 .  De las 14-15] y [4.16] obtenemos la componente t del vector desvia- 
ciones: 

k 

0, = Y, - Ph ( t )  Ch 
h = o 

r5.81 

La variable D, es normal y esperanza matemática nula. Es normal, por- 
que es combinación lineal de variables normales según [3.20] y C5.3). 

Luego, la [4.19] es la suma de los cuadrados de las desviaciones normales 
y la variable 

D'D 
X 2  = 

es una x 2  de Person con n-(k + 1) grados de libertad, pues es suma de 
cuadrados de variables normales y cuya esperanza son los grados de libertad 
114.211. 

2. La distribución de D' D/O' puede obtenerse de 

t,Z porque por hipótesis - es una variable aleatoria normal tipificada al cua- 
o 2  

drado. Si se introduce en el segundo miembro 

A k 
Y,' C Ph(t)  c, 

h = o  
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sumando y restando para que aparezcan las desviaciones D,, elevando al 
cuadrado y simplificando, queda la expresión 

porque cada término de la sumatoria: 

es por [5.4'] una normal tipificada al cuadrado que sigue una x 2  con un 
grado de libertad y por el teorema de adición de la x 2  la suma del segundo 
término de [5.10] es otra x 2  de Pearson con k + 1 grados de libertad. Y por 
el Teorema de Partición D' D / a 2  sigue también una x 2  de Pearson con 
n-(k + 1) grados de libertad, y las variables D'  D y c, - y, son indepen- 
dientes. 

De la suma de los cuadrados D ' D dividida por los grados de libertad 
n-(k + 1)  tenemos un estimador para la varianza del modelo a2: 

$2 = D'D 
n- (k + 1) 

y según [4.22] este estimador es insesgado de a*. 

La C5.121 desarrollada puede verse en [4.23]. 

Hipótesis: Dadas las variables aleatorias D ' D y las c, - y, donde D ' D 
es la suma de cuadrados de las desviaciones [4.19] y c, es la desviación 
del coeficiznte regresor respecto a su parámetro poblacional 14.1 '1. 

Tesis: Entre las variables indicadas existe una incorrelación y por ser D y 
C normales son independientes. 

Demostración. 

(1)  Este Teorema ha sido demostrado en 2.2 por los Teoremas de la X 2 .  Ahora, lo que 
hacemos es demostrar la incorrección. 
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Para demostrar la incorrelación calculemos la esperanza de las variables 
indicadas: 

E D '  D (c, - Y,) 

Si sustituimos D ' D y c, - y, por sus valores [4.19] y 14.7 '1 y recorda- 
mos [4.17] la anterior (que es un escalar), puede escribirse 

E D ' D  (ch - y h ) =  Ee'M M ' c e ' P h p h 2 =  

E c ' M e é '  Ph = 1 E P h ' M ' r e ' e =  P h ' M E c c ' e '  - - i5.131 
- 

ph2 ph2 ph2 

Por las propiedades del cálculo matricial y de M segUn 3. de la Sec- 
ción 2.a del Capítulo anterior = P h ' M  es un vector fila de n dimensiones, y 
E o e '  E es un vector columna de n dimensiones. Demostremos que: 

P h ' M  = O  
es un vector fila nulo. 

En efecto: 

P , ' M = P h ' [ I - P ( P ' P )  ' P ' j = P h ' - P h ' P ( P ' P ) ' P '  [5.14] 

pero: 

... ... . . . . m . . . . . .  

Po (1) m - -  ph (1) Pk ( 1 )  
Phr P = [Ph (1 ) ,  Ph (t) Ph (n)] - - 

... ... Po (n) Ph (n) P, (n) 
[o,  ... ph2 o ]  [5.15] 

por las condiciones de ortogonalidad def. 111 del Cap. 1 y [1.18]. 

Sustituyendo ( P ' P )  ' por su valor [4.5] y premultiplicando por [5.15] 
tenemos que 

... P , ' P ( P ' P )  '=[O, . . .ph2 o ]  

Finalmente, el sustraendo de la [5.14] es: 

P,, ( 1 )  ... Po (1) ... Po (n) 

P h ' P  ( P ' P )  ' P' = [o ,  o. ... 1 ... o] . . . . . . . . . . .  - I ... ... 
- 

Ph ( 1 )  Ph (1) P,, (n) 
. . . . . . . . . . .  

.... .... = [ p h ( l )  P h ( i )  P h ( n ) ] = P h t  3 
P ' M = P , ' - P h P P ( P ' P )  ' P ' = O  
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Llevando este valor a: 15.131 tenemos: 

E D ' D  ( c , - y h ) =  Ee'Mec'P,  = P h ' M  E e e ' r = O  
- -- 

ph2 ph2 

3. Distribución del estimador ch cuando se desconoce a 

Por i5.4'1 ch es normal y tipificando, tenemos 

- 
P h  

Y por [5.9] D' D/a2 es una X 2  con n- (k + 1) grados de libertad. Según 
el teorema 2.3 estas variables son independientes. Luego, podemos formar 
una  t de Student: 

representando por 6 ' la cuasivarianza centrada [5.12]. 

A 

4 .  Distribución de la regresión estimada. Y 

Examinemos la distribución -n- dimensional para después estudiar la 
de la componente Y,: 

La regresión ajustada es: 

y=pc 
donde C son variables normales y, en consecuencia, y es normal, ya que la 
matriz P no es aleatoria. 

Hallemos su f. característica: 

q,: (7 )  = E = E m PC 

S i p o n e m o s ~ ' P = S ' +  S = P P r  [ S .  221 

Sustituyendo en 15-21] y por ser r un vector fila --n- dimensional, tam- 
bién S' es vector paramétrico. Recordando [ S .  i ]  y [5.2] tenemos: 
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y reestableciendo el parámetro T [5.22] tenemos: 

La ecuación caracteristica [5.23] nos informa que la función de densidad 
conjunta de y es una normal -n- dimensional con los siguientes paráme- 
tros estructurales: 

Medias: P y [ 5  24a] 

Matriz de covarianzas: P (P' P) ' P' a2 C5.24 b] 

A 

5. Distribución del valor ajustado Y, 

1 .  Caso de conocer a 

Podemos hacerlo directamente o por medio de la función característica 
anterior haciendo las componentes distintas de T,  nulas. 

En este caso, examinemos el exponente de [5.23] para el valor particular 
del parámetro fila: 

r' = (o, o, ... r ,  ... o) 

La 15.231 se reduce 

porque de [5.25] sustituido en la [5.2), tenemos: 

= r, (PU (t), ..- Ph (r) ... P d )  

1 ,  (1) - -  Ph ( 1 )  Pk ( 1 )  'y1> 

r' PT= (o, ... r, ... o) 
. . . . . . . . . . . . .  

Po ( t )  ... Ph ( t )  ... Pk ( t )  Yh 

. . . . . . . . . . . . .  

\Po(n) . - .  Ph(n) ... 



De forma análoga: De 15-25] 

y queda justificada la ecuación característica [5.26]. 

La distribución de ?, es según [5.26]: 

NOTA: Esta distribución puede obtenerse aplicando el Teorema de adición 
de variables normales. 

2.0 Caso de desconocerse a2 

Formemos una t de Student tipificando la 5.28 y diviendo por el mismo 
divisor cuando estudiamos la distribución del estimador c, (es decir: la raíz 
cuadrada de la media de la x 2  con n-k-1 g. e.) :  

1 

- 
a' [n- (k+ l ) ]  

donde o2 representa la cuasivarianza centrada [5.12] .  



SECCION 2." 

Estimación por intervalo 

l .  Generalidades 

La estimación por punto nos permite determinar un solo valor del para- 
metro poblacional cuando se nos da un conjunto de datos observados y 
aunque sea verosímil, la probabilidad que el valor estimado coincida con el 
verdadero parámetro poblacional prácticamente es nula. 

Para evitar este riesgo y a su vez tener cierta seguridad en las estirnacio- 
nes se establecen intervalos aleatorios dentro de los cuales existe una proba- 
bilidad determinada que al repetir el experimento, el parámetro poblacional 
se encuentre dentro del intervalo. 

Se elige un nivel de significación cuyas notaciones e o ar (no hay que 
confundir ni con la perturbación ni con la media). 

Son las probabilidades de error, o sea, que el parámetro poblacional 
caiga fuera del intervalo. 

Con estas aclaraciones previas y conociendo las: 

Distribuciones de los parametros regresores 
Distribución de los cuadrados 
Distribución de la regresión estimada 

podemos estudiar los correspondientes intervalos de confianza cuando se 
conozca o no la varianza poblacional. 

En esta sección estudiamos los intervalos de las estimaciones efectuadas. 

2. Inlervalo de confianza para g2 

Sabemos por [4.12] que 

D ' D  3 k  -- 
n- ( k  + 1 )  

es un estimador centrado de a2 y que 

D'D 

sigue una X' de Pearson con n- (k + 1) grados de libertad 115.91. 

Si elegimos unos niveles de significación para ambas colas E ,  y e, 
e, + e2 = c , las Tablas de la X 2 ,  esta tabulada el área de la derecha para un 
valor de la variable X '  y con los grados de libertad correspondiente. El área 
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E ,  de la izquierda es equivalente al 1 -e, del área de la derecha buscando en 
las Tablas, y de esta forma podemos utilizar las mismas y el estimador 15.91 
que tenga probabilidad 1-6 de estar entre los valores: 

nos permite determinar un intervalo para o'. 

Este intervalo será aleatorio o no según se considere D' D como est,ima- 
dor o se efectúe una estimación. 

En el primer caso, de ajustarse el experimento reiteradamente, tendremos 
que un (1-E) 100 de las veces o' caerá en el interior del intervalo. 

Si por el contrario, D ' D es una estimación, el intervalo no es aleatorio y 
nos da una confianza que contenga al parárnetro pob~acional, con un coefi- 
ciente fiducial 1 -6 (no probabilidad). 

Importa indicar que no es necesariamente c ,  = e ,  = f - y lo decimos, por- 
2 

que existe también el problema que, dado el intervalo aleatorio [5.30] sea el 
menor posible, y esto depende de las elecciones apropiadas de los niveles de 
significación. Es decir, con un mismo nivel de significación, podemos obte- 
ner intervalos más selectivos. 

3 .  Intervalo de confianza para c, 

Dos casos pueden presentarse: que se conozca o no  la varianza po- 
blacional. 

a) Caso en que conozcamos la varianza a 

Si tipificarnos e,, según la [5.4] tenemos la variable normal u - N (o, I )  

u =  ch - Y h  = &- Y,) ~h c5.3 l j  
o 
- 

0 

P h  

Elegido un nivel de significación a dos bandas, la variablt aleatoria u 
estará comprendida con probabilidad 1 - e entre los límites: 
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donde u , lo tomamos de la normal de forma que la probabilidad a la derecha - 
2 

de u , sea precisamente , . - 
2 2 

De la [5.32] deducimos el siguiente intervalo alearorio si consideramos C, 

como una .función estimadora: 

Y para una estimación de c, tomada de una muestra con el mismo nivel 
de significación, el intervalo no aleatorio es: 

NOTA: Las dos expresiones dependen de considerar c, como estimador o 
como estimación. En este último caso, el intervalo no es aleatorio y la pro- 
babilidad se dice probabilidad fiducial. ch es una estimación concreta. 

6 )  Caso en que desconozcamos a2. 

De la ley de distribución obten para c, [5.19] cuando no conocemos 
el valor de a 2,  pero si su estimación c2 centrada [4.12] es una ley de Student 
con n- (k + 1) grados de libertad: 

E Y eligiendo un nivel de significación e a dos bandas ( -  para cada cola) 
2 

con una  probabilidad 1 - 6 ,  el cociente [5.34] caerá dentro del intervalo: 

e 
donde 1 ,  ,, + ,, (-) lo tomamos de las tablas de la t de Student. 

2 

El intervalo de confianza para el parámetro regresor y,, en este caso, es: 

A n 
a E o e 

C h  - t n  < i + ~ l  (2)<~i i< ch+ - t n  (í+ i ,  [5.35] 
P h  P h  

Al comparar este intervalo con la [5.33] observamos unas fórmulas pare- 
E cidas: El valor o hay que sustiiuirlopor la esrimación o y,  el valor u (-) de lo 
2 
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normal hay que sustituirlo por el de las Tablas de la t de Student con 
n- ( k  + 1 )  grados de libertad. 

Si n- (k + 1) fuere grande (prácticamente, superior a 60), podemos em- 
plear la normal. 

4. Intervalo de confianza para la tendencia ajustada que contenga a la 
tendencia real 

Existen dos casos según conozcamos o no a .  

a) Caso en que se conozca a .  

Sabemos que estos estimadores son EL10 y deseamos determinar para 
un valor de t el intervalo que comprenda la tendencia teórica que según 
[3.26] sabemos es E Y, = E Y, = P ( t )  y .  

A 

Y por C5.281 conocemos la distribución Y, que es normal y tipificando: 

deducimos para el nivel de significación E (a 
confianza para la tendencia, y tomando u - e 

2 

A k A 

Y, - - u E < X Ph ( t )  yh < Y, + U;., 
- f = I J  

dos bandas) el intervalo de 
de la Tabla de la Normal: 

donde hemos puesto: 
q, = CJ J- h = o  ph 

El intervalo 15.361 nos indica con probabilidad 
por los puntos observados se encontrara entre los 
cados. 

b) Caso en que se desconozca U 

1 - e que la tendencia 
límites extremos indi- 

A 

Nos encontramos que la distribución de Y, estudiada en [5.29] sigue la t 
de Student. 
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que nos permite elegido el nivel de significación E tomando valores de la t en 
las Tablas con n- (k + 1) grados de libertad deducir el intervalo de confian- 
za que contenga la tendencia: 

Este intervalo hay que considerarlo dentro del recinto muestra1 sin el 
concepto (que estudiaremos) de extrapolación. Recuérdese que o' es la cua- 
sivarianza [5.12]. 

5 .  Intervalos de confianza de las variables del modelo 

l .  Intervalo de con$anza de E ,  

De las hipótesis efectuadas para el modelo en la Sección 2.a Capítulo II 
tenemos que: 

/ 9 l<u. 

2 
; nos permitirá conocer si en un conjunto de observaciones experimentadas el 

/ (1 - e) 100 es inferior en valor absoluto a u 
! (3 

Pero las E, no se conocen directamente sino a través del modelo y en el 
supuesto que los parámetros sean conocidos: 

k 

e,- y, - P , ( ~ ) Y ,  
h = u  

que nos permite ciertas consideraciones. 

2. Intervalo de confianza de Y, 

Conocemos su distribución por [3.21], luego es fácil deducir el intervalo 

k 

( t )  y, - a t < Y, < C Ph ( t )  y, + a t , 
h = o  

L5.38 "1 
3- S 

permite comprobar si están comprendidos los valores observados 
valores extremos si se conocen los parametros del modelo. 
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S E C C I ~ N  3.a 

Análisis sobre el grado de la tendencia 

1. Relación entre la parábola de grado k y los polinomios 

En el Capítulo 11, Sección 2.a.2 estudiamos el planteamiento del proble- 
ma para establecer la relación de enlace entre la tendencia expresada por 
una parábola de grado k y esta misma tendecia expresada en forma de 
polinomios ortogonales [2.8]. 

También estudiamos la fórmula 12-91 que nos permite conocer los coefi- 
cientes y, en función de los Bh ( h  = j, . .. m). Y recordemos también la [2.15], 
que nos indica que si la partibola es de grado k - 1 (P, = o)  necesariamente 
es y,  = o (pero no viceversa). 

Estas fórmulas nos permiten el planteamiento de hipótesis nulas flk = o 
(parábola de grado inferior) frente a las alternativas P, # o. 

2. Descomposición de los cuadrados en distintos órdenes 

En [4.19] vimos que 
n k n k 

D ' D = Z [ Y ,  - P ch Ph (I)]' = Z Y,' -n j2- Z ch2p; 
i =  1 h - o  r =  l h =  l 

C5.393 

si el modelo tiene una tendencia parabólica de grado k. 

La [5.39] puede escribirse también en la siguiente forma: 

Llamamos D' D (i) a los cuadrados de las desviaciones observadas cuan- 
do el ajuste es hasta el polinomio P, (t). En consecuencia, para i =  k: 

D'D=DPD(k)  15 -42) 

La D' D son sumas de cuadrados de n- (k + 1)  g. de libertad. Si la 
[5.41] dividimos por o' tenemos: 

En la hipótesis de considerar y, + , = ... = y, = o, las variables aleatorias 

ChPh son normales N (o, 1) y según [5.11] la segunda sumatoria de [5.43] 
a 

no es sino la suma de k - i variables normales al cuadrado e ind,ependientes: o 
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sea, una X 2  de Pearson con k - i grados de libertad. Y según hemos dicho, 
O' D/a2 sigue otra X 2  de Pearson con n- (k + 1) g. de libertad, luego recor- 
dando el teorema de Adición D ' D ( i ) / 0 2  sigue también la misma distribu- 
ci6n con los grados de libertad la suma de ambos = n- (k + 1) + k - i = 
= n- ( i  + 1 )  r5.441. 

Los cuadrados (y varianzas) pueden descomponerse como indicamos en 
[5.41] o también: 

D ' D ( i ) = D ' D + p i : ,  c ~ : ~ + . . .  +pk2c;  15.451 

La expresión del primer miembro es la suma de los cuadrados de las 
desviaciones cuando se considera la hipátesis que la tendencia sea de grado i. 

De la [5.40] para i = o tenemos: 

recordando 15.441. La 15.461 es cuando no tiene tendencia. 

La relación C5.453 nos permite formar esquemas para analizar la varianza 
y hacer hipótesis sobre las estimaciones de los coeficientes regresores y tam- 
bién del grado de la tendencia. 

3. fiquemas prácticos 

1. A continuación exponemos el esquema siguienie para ei análisis de la 
varianza y coeficientes regresores. 

Media residual 
residuos D' D(i)/n- (i + 1) 
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La suma de residuos de la fila i = o ,  1,2 ... (tercera columna), no es sino 
D' D (1) según [5.45]. Estos valores divididos por o2 siguen una X' de Pearson 
con n- ( i +  1) grados de libertad. 

La cuarta columna son estimadores centrados de la varianza del modelo. 

0 
Por ser c, - N (y, -) en la hipótesis y, = o, las variables de la segun- 

P h  

da columna son variables normales al cuadrado. c5.311, y si la dividimos por 
o2 es: 

en la hipótesis de que y, = o. 

La quinta columna es el cociente de la segunda y la cuarta columnas, y es 
una F. de Snedecor: si, repetimos y, = o: 

u2 - c 2 p i 2 ( n - 2 -  1) 
I;k,n-(i+l)= 0' D (i) 2 2 

D f D +  c i + , p i + ,  -t...+ c t p :  
a2 (n - c - 1)  

con un p d o  de libertad en el numerador y n- ( i  + 1) en el denominador. 

2. Otro esquema puede plantearse en sentido inverso. De la 15-45] de- 
ducimos: 

k 2 2 DTD(i)=D'D+ Z chip:+ c , + , p , + ,  
h = i + 2  

Los dos primeros sumandos no es sino D' D (i + 1) 
2 2 

D'D ( i +  I ) =  D'D ( i )  - e,+, pi+, C5.49) 

Recuerdese por 15.461 que D ' D (o) = L Y: -n p2. 

La [5.49] es importante y,  por recurrencia, pueden obtenerse cuadrados 
de las desviaciones. 

El esquema anterior comienza por la fila i = o en la columna tercera con 
los residuos [5.46J y por la ley de recurrencia [5.49] obtenemos la columna 
tercera. Previamente precisamos la segunda columna. Las columnas cuarta y 
quinta se calculan como explicamos anteriormente. 

4. Análisis del grado de la tendencia 

1. El primer planteamiento sería por el anaisis de la varianza. 

Si el estimador 
D ' D (i) 

n - ( i +  1) 
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de la varianza tiende a estabilizarse (dentro de los límites de las fluctuaciones 
muestrales) para un valor de i = k - 1 ,  entonces puede tomarse el estadístico 
(5.501 que para la hipótesis de rechazar H, : y, = o (o sea, que el grado de la 
tendencia sea inferior a k), elegido un nivel de significación c rechazaremos 
la hipótesis nula aceptando la alternativa H, : y, # o si se verifica: 

La anterior puede escribirse: 

y nos indica si el primer miembro supera al segundo que el grado de la 
tendencia no es inferior a k, y si las estimaciones centradas de la varianza 
prácticamente están estabilizadas, podemos afirmar que el grado de la ten- 
dencia es k. 

Luego si la desigualdad [5.52]  es contraria, aceptamos la hipbtesis H,: 
y, = o y el grado de la tendencia sera inferior a k, porque esta hipótesis es 
que el polinomio k no contenga el modelo. 

2. En nuestra hipótesis de conocer mejor el modelo si al examinar la 
columna de las medias de las estimaciones de las varianzas éstas se estabili- 
zan a partir de un valor i en adelante, podremos formar el estadístico con 
una significación e en la hipótesis H, : y, + , = . .. = yk = O [5.53] y la decisión 
a rechazar y,. 

[S .  541 

Si rechazamos y,= o tenemos que aceptar la alternativa de que la ten- 
dencia es de grado no inferior a i. 

Este es un esquema por pasos sucesivos para determinar el grado de la 
tendencia. 

3. Pero examinemos el siguiente esquema que nos permite con un nivel 
j de significación c ,  determinar el grado de la tendencia con una probabilidad 
1 fiducial 1 - c. 
B 

Pretendemos utilizar la [5.43] y que caso de ser de grado i la tendencia, la 
hipótesis nula es: 

H , , =  y , _ ,  = = ... -- - y 4 = 0  p . 5 3  '1 / En este caso de [5.43] tenernos: 

2 c;ph2 x/.  --;= 2 
1 , -  l 

[5 .55 ]  

y que intervienen todos l os  c-oefic.ic)ntes estimados desde i + 1 hasta k. 
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Y como D' D / a 2  es otra X 2  de Pearson con n - ( k  + 1) grados de libertad 
el cociente de las medias (dividido entre sus grados de libertad) es una F. de 
Snedecor: 

A- 
v 
t 

h ; i + l  eh2ph2 a - ---- D' D - 
F A - i . n  ( A + , ) -  ( k  - i) á2  (n- (k  + 1) o2 

donde a2 es la cuasivarianza [S. 121. 

Si elegido un nivel de significación t y tomamos de las Tablas de la F. de 
Snedecor con k - i grados de libertad del numerador y n- (k f 1 )  del de- 
nominador si 

admitiremos la hipótesis 15.491 y el grado de la tendencia será igual o infe- 
rior a i con un nivel de significación r. 

Con la ayuda de la L5.52) formamos el esquema para el 

Medias 

La quinta columna se forma de la cuarta dividida por 1 la estimación de la 
cuasivarianza r5.121. Los valores así obtenidos los comparamos con los de 
las Tablas, y si éstos son superiores, se admite la hiphtesis del grado expre- 
sado por la primera columna i [5.49], porque puede admitirse la hipótesis 
nula H,, : y,,. , = ... - - yk = o. 



ANALlSlS ESTADIST1CO DE L A  TENDENClA POR POLlNOMlOS ORTOGONALES 

Si los valores de la columna quinta son superiores a los de la Tabla, la 
desigualdad C5.571 es contraria y rechazaríamos la hipótesis H,, y admitiría- 
mos la alternativa, o sea, que el grado de la tendencia es superior a i al nivel 
determinado. 

CAPITULO V1 

Predicción de la tendencia 

Posibilidad de modificaciones del modelo 

l. Generalidades 

El ajuste por polinomios ortogonales de una serie temporal nos permite 
estimar los parámetros poblacionales (y,,, ... y,) que mejor expliquen los re- 
sultados observados. 

Pero nunca olvidemos que de un  proceso de naturaleza estocastica pu- 
dieran extraerse (al menos teóricamente) infinitas realizaciones del tipo 

E i representa una muestra o serie temporal de tamaño n ( t e  E). 

Para i = I tendremos una muestra del proceso { Y,, t e E) para i = 2 ten- 
dremos otra serie temporal ( Y,,. 1 c E) del mismo proceso. Si para cada serie 
ajustamos el mismo modelo, las funciones estimadoras de los parámetros 
poblacionales explican el comportamiento de la tendencia basada en esta 
nueva serie temporal dentro del dominio observado. 

Ahora bien: El planteamiento de  un modelo para explicar la trayectoria 
de una serie observada ( t  t E) es distinto de la predicción. Podemos hacer un 
ajuste casi perfecto a los datos observados y, sin embargo, no reflejar la 
verdadera naturaleza de la tendencia. Si decimos esto es para orientar a los 
lectores y evitarles que cometan errores. En principio haríamos unas senci- 
llas preguntas: i,El tamafío de la muestra era representativa'? ¿La estimación 
de la varianza estaba estabilizada? i,La ley de probabilidad de la perturba- 
ción aleatoria futura es la misma o diferente? ¿,E1 modelo representativo del 
fenómeno es el mismo o evoluciona? ¿Sigue tendencia parabólica u otra ex- 
presión matemática? 

Estas preguntas tienen una respuesta: nuestro desconocimiento de la es- 
tructura interna del proceso. Si conociéramos las representaciones espectra- 
les sabríamos más sobre la natura1ez.a del proceso estocástico y sería posible 
encontrar fórmulas óptimas (en sentido lineal) de extrapolación. En mi tra- 
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bajo (1 ) basado en el conocimiento de la forma de la función de densidad 
espectral trato este problema de la extrapoiación de procesos estocásricos de 
naturaleza estacionaria. 

El tamafio de la muestra es importante, ya que, a veces, la escasez de 
datos impide el conocimiento del modelo. En las series de tipo económico 
este tamafio generalmente es insuficiente y es aconsejable con muestras par- 
ciales, la estimación de la varianza sí cambia con el transcurso del tiempo 
para el mismo modelo. Esto nos hace pensar que el proceso estocástico, el 
modelo considerado y estudiado por ajuste de una muestra de la serie tem- 
poral se altera la tendencia y su ley de probabilidad. 

2.  Covarianza estacionaria 

Si sostenemos la hipótesis de que la tendencia es parabólica, pero la esta- 
cionariedad en covarianza se ha modificado, si llamamos a! ( t )  a la esperanza 
matemática en el momento t ,  tenemos: 

Cov(t, S ) =  E [ Y , - o ( t ) I I [ Y , - & ( S ) ]  16.21 

donde el símbolo E es el de esperanza matemática. 

Esta covarianza, si depende de la diferencia de tiempos exclusivamente: 

C o v ( t , s ) = B ( t - s ) = E [ Y , - ( Y ( r ) ]  [Y,-(~(s)] W 1  
nos permite si conociésemos la forma de B(u) [6.3 'l. 
(u  = t - S )  completar el proceso en dos: 

l .  Un proceso de tipo funcional parabólico 

2. Otro proceso de naturaleza estacionaria y que tiene por representa- 
ción espectral (2) r n 

L.= J eihd 5 (A) 
-H 

con función de densidad espectral de tipo conocido. 

En estos casos, la predicción sería compuesta por dos sumandos: 

La tendencia parabólica del proceso en el punto i más la correspondiente 
extrapolación del proceso de tipo estacionario (3) y según sea la función de 

( 1 )  U RBEJ z IBARROI-A. F. J . :  alnterpolación. extrapolacibn y filtrale». Anales Ins. Ac- 
tuarios E., 1977. 

(2) Vease mi articulo citado. 

(3) JAVIER URBELZ, F.: aInterpolacibn, extrapolaciÓn y filtraje~. Anuario Ins. Acruario. 
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densidad espectral de la función de covarianza L6.31 la extrapolación sería 
óptima. En este caso, nos encontraríamos con procesos autorregresivos, de 
medias móviles, mixtos, etc., combinados con [a tendencia. 

3. Condiciones para la predicción 

En principio hemos adoptado un modelo y hemos ajustado sus parame- 
tros. 

Nunca olvidemos nuestras hipótesis: hemos eliminado las variaciones es- 
tacionales y cíclicas. También estas variaciones (que pueden representarse 
por funciones de Fourier) pueden añadirse a la forma parabólica. Otro día 
estudiaremos este problema y que complementarían la tendencia. 

Y puesto que partimos de la hipótesis al analizar la serie temnporal en 
i E E si ahora es diferente t = s # E  resulta para s > n (n máximo valor de 
i E E) se nos plantean muchos problemas de los anteriormente expuestos y 
que ahora restringimos con el fin de simplificar y que el predictor recoja la 
esencia de la experimentación: 

1." Se base sobre datos del pasado. 

2." Los axiomas fundamentales del modelo y leyes de probabilidad sean 
invariantes. 

3.a Sea un estimador ELIO: lineal, insesgado y óptimo. 

Distintos planteamientos pueden hacerse: 
l. A 

F. I . V i  el valor Y, puede ser un valor extrapolado, o sea, el predictor 1 óptimo, y 

2.Q Si el predictor es el valor desconocido de  la trayectoria de  los datos 
Y, ... Y,. En este caso, este elemento de la trayectoria (o su predictor) sería el 

Los planteamientos son distintos y las varianzas también. Por eso es 
conveniente distinguir entre estas matizaciones. 

La conveniencia de comparar los resultados del predictor con los valores 
futuros es importante y nos permite admitir el predictor o modificar nuestras 
hipótesis sobre el modelo. 

SECCION 2.a 

Estimador EL10 del predicror 

1 .  Naturaleza lineal 

Recordando las hipótesis teníamos una muestra de una trayectoria (y,, 
W I  
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y donde 

es válido para todo r E E ( 1 ,  2, ... n ) .  

Si ahora hacemos t = s S )E 

de acuerdo con los axiomas. 

Formemos, a partir de la muestra [6.5],  un predictor para E Y, que de- 
nominaremos a ese predictor 

A 
Y , = d l y ,  + d 2 y r + . . . +  d , y , +  ...+ dnyn 16. i O] 

siendo S >  n. 

La primera pregunta que se nos presenta es la siguiente: 

A k 
jserá Y, = X C& ( S )  ? 

h = o  

donde c, son los valores estimados a partir de la serie temporal l6.51. 

Demostremos que la respuesta es afirmativa. 

aunque s # E  

2. Insesgado 

A 

El planteamielo lineal para el predictor Y, lo completaremos con la 
condicion de que Y, sea centrado. 

Para ello 

A 

Pero el predictor Y, puede escr 
los de Y, por los del modelo (2.6'1 

16.121 

ibirse sustituyendo su valor por [6.10] y 

= z y ,  I d, P,,( t)+ 2 d,e ,  
h - o  / ; i l  I:: I 
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porque los coeficientes de y, de ambos miembros tienen que ser idénticos. 
A 

Las 16.141 nos dan k + 1 ecuaciones condicionadas para que Y, sea cen- 
trado. Si estas condiciones las sustituimos en 16-13] el estimador Ys puede 
escribirse: 

La expresión aleatoria del predictor depende de las funciones no aleato- 
rias P, (.Y) en el punto S ;  (S 4 E )  de los parámetros d, (que determinaremos) y 
de las perturbaciones aleatorias en t E E. 

3.  Optirnización de la vurianza 

En la Sección 3.a del Capítulo IV estudiamos un problema semejante, 
aunque reducido al campo t e  E aplicaremos el teorema de  Markof para 
que la varianza del predictor [6.15] sea mínima recordando las condiciones 
impuestas para que sea centrado. 

4 

Primero, por su condición -de ser Y, insesgado 

A 

varianza de Y, es 

según la [6.15] y por las propiedades de Ee, c,. = o' 6 ,  ,., 

La varianza de cualquier predictor lineal [6.10] depende de d,, t cE. Y la 
[6.17] se hará mínima si determinamos la variabilidad de dl ( t  t E) de forma 
que cumplan las condiciones l6.141. 

El problema se reduce a determinar el mínimo de la [6.17] condicionado 
a la k + I ecuaciones C6.141. Aplicamos el sencillo método de los multiplica- 
dores de Lagrange. 

Aquí, a2 es el parámetro del modelo, y hemos de encontrar los valores de 
d, ( t  = 1 ,  2, ... n) que, sustituidos en [6.17] nos den la mínima varianza del 
estimador lineal [6.1 O]. 
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Formemos la función: 

La última expresión son las condiciones impuestas al predictor en [6.14j 
multiplicada cada una por -2 A,. 

Calcular el mínimo de la varianza [6.17] condicionado a las [6.14] equi- 
vale a calcular el mínimo de 16.181, porque el primer sumando multiplicado 
por u2 nos da 16.171 y los otros son nulos. 

Derivando parcialmente respecto a d, tenemos: 

a +  X 

a 4 
= 2 d, - 2 C y, Ph ( t )  

h = o 

La condición de extremo es que la 16.18'1 se anule. 

Luego 

En la expresión anterior hemos sustituido el subíndice h por j para mayor 
claridad en la demostración siguiente. 

Llevado el valor [6.19] a la C6.141 tenemos: 

por ortogonalidad según la Def. 111 del Cap. 1 y recordando la notación 
introducida en [ 1.183. 

Sustituyendo este valor en la expresión [6.19] tenemos los valores de los 
coeficientes lineales: 

A- <(S) k d ,=  2 . Pi ( r )  = 
J = 0 P,) 1 = 0 pJ2 

J * . P, (S)  

La varianza mínima del estimador lineal [6.10] es sustituir [6.21] en L6.171: 

~ t ,  = O .  i(i 
/ = l  / = O  
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Y por las condiciones de ortogonalidad indicadas tenemos: 

A 

Comparemos esta expresión con la va~ ianza  de Y, [5.27b] para t c E y obser- 
vamos que en el caso del predictor Y,, la varianza es de forma semejante: 
pero recordando que s 4 E. 

4 
En l .  de la Sección 2.a establecimos el predictor Y, como unu combina- 

ción lineal de Lv, n... y,,) para s >  n y nos preguntamos si seria de la forma 
[6.11]. 

En [6.21] determinamos los valores de d, que, sustituidos en [6.10], nos 
da el predictor que cumple las condiciones de linealidad, insesgadez y de 
mínima varianza en sentido lineal. 

Así, pues: 

La [6.23] nos indica que para r = s s a E. el predictor Y, coincide con el 
valor de la tendencia regresora estimada Y, [6.1 11 dada, pero en el punto s. 

A 

El predictor Y, de la tendencia regresora es un estimador ELIO. 

Varianzas dtil predictor 
n 

l .  Varianza Y,  con respecro u su media teórica 

A 

La media teórica de Y, es [6.9] y en consecuencia su varianza es la indi- 
cada en [6.22]. 
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Esta varianza puede escribirse 

Pero como P., ( S )  = I y P.: = P., ( r )  = n la [6.23] es: 
1 -- I 

Repetimos: esla variunzu es respecto a lo línea 

n 
2. Varianza de Y,  respecto a Y,  

La serie temporal muestra1 de n valores, en el momento S ,  tomará otro 
valor Y,, en el supuesto de eliminadas componentes estacionales y cíclicas. 

En  este caso, la esperanza de Y, coincide también con la tendencia (no 
aleatoria y función exclusiva del tiempo). Luego 

n A 

E ( Y ,  Y , ) = d E Y , =  EY, 
A 4 

o,-:(YL)= E[ (Y, - E?,) - ( Y ,  - E Y , ) I 2 =  
4 n 

= Var ?,+ Var Y, 2 E ( Y ,  - E Y , )  ( Y ,  - E Y , )  

4 A 
porque Y, - E Y ,  = E ,  E Y ,  t, = o = E (  (E Y,) E , ]  = o, ya que la variable 

A n 
aleatoria Y, depende de (c,, t r E) según [6.15] y E Y,  = 2: 'Y, P h  (S) es no 

-- 1 1 :  ( 1  
A k '  ' 

aleatoria $ E (E Y,) r ,  1 = Z y ,  P ,  (1)  E t, E 0. 
h = l  

3. Representucionus mu~riciales d~ las variunzas 

1 .  La de la tendencia estimada sobre la teórica. 

at,= a2 P (s)'A ' P (S) [6.25] 

donde A es la matri7. diagonal 

A = P'P = {p,,') + 
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2. La del proceso Y, respecto a la tendencia estimada: 

~ ~ , ( ? , ) = ~ ' ( I + P ( s ) ' A  ' P ( S ) )  

Estimución por intervalo para 1 ~ 1  rendencia teórica 
n 

1 .  Distribución del eslirnador Y,  

A 

De la 15.4'1 deducimos que por ser c,- N (y,, > 3 Y, combinación li- 
Pl 

neal [6.23] es normal segun el Teorema de Adición, y sus parámetros son: 

X 

Media Y , p , ( s )  
/ 11 

"/ 0)' Varianza a2 C - 
/ =  11 p12 

y nos permite formar intervalos de  confianza para el prudictor dr la regre- 
sión EY, .  

Examinemos dos casos: según se conozca o no la varianza a'. 

I .Q Cuso en que se conozca a' 

Tipificando el estimador [6.23] tenemos: 

donde u - N (o,, 1 ) .  Para u n  nivel de significación e el cociente de aceptación 
a dos bandas sera: 

La [6.29] nos indica con una confianza de 1-e que la tendencia reórica 

I 
€ 

se encuentra dentro del intervalo. u (-) indica el valor de las tablas de la 
2 

C 
normal cuya área desde ese valor hasta el infinito es -. 

2 

Decimos Ic tendencia ~eórica o la esperanza matemática del proceso en el 
punto s en las condiciones de no alterarse el modelo. 
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Observemos que la desviacibn típica a?s aumenta con S (S > n) luego el 
intervalo [6.29] tiene mayor amplitud, por lo que la tendencia teórica será 
más difícil de precisar por punto y los intervalos son menos selectivos cuanto 
más distantes se encuentren los valores extrapolados. 

I ."aso en que se desconozca u2 

En este caso empleamos la t de Student con n - (k + 1) grados de liber- 
tad: 

A k 

Para llegar a la C6.301 hemos sustituido u por [6.28] y D'D/ (n- (k + 1)  
por la varianza estimada [5.12]. 

Elegido un nivel de significación c entraremos en las tablas de la I de 
Student y el intervalo semejante a [6.29] excepto en los valores de t , . ( , +  ,, y 
es: 

con probabilidad 1 - c que contenga la tendencia teórica [6.27aJ. 

Estimación por inrervalo de { Y, s 4 E )  
1. A veces, con la línea de regresión de la tendencia estimada deseamos 

establecer un intervalo de confianza que comprenda los valores del proceso 
estocástico en el punto S ( Y, ,  S e E) .  

Es preciso aclarar bien conceptos para no utilizar fórmulas erróneas en 
las aplicaciones. 

La varianza 16.241 es muy distinta a la [6.23') que es la del predictor 
ajustado respecto de la tendencia teórica. 

Ahora, el problema es distinto: La varianza de Y, se mide respecto a la 
regresión estimada. 

a) Caso en que se conozca a2 

Por hipótesis, el modelo es normal y también 

aplicando el Teorema de Adición de variables normales. 



Tipificando y tomando el nivel de significación t a dos bandas, tenemos 
que el valor 

donde es la [6.11]. 

b) Caso en que se desconozca 02 

Aplicaremos la r de Student con n- (k + 1) grados de libertad utilizando 
la cuasivarianza centrada y, sencillamente y para no repetir, llegamos al in- 
tervalo de confianza. 

La fórmula se utiliza para comprobar si los valores de la «serie temporal 
futura» se encuentran en el interyalo [6.34] y lo harán con una confianza de 
un (1 - E )  100 siempre que no se modifique la estructura del modelo. 

CAPITULO VI1 

Aplicaciones 

1 .  Bares fundamentales 

l .  Se nos da una muestra de una serie temporal que consta de 23 térmi- 
nos consecutivos. Con el fin de no repetirla aparece en la columna cuarta de 
la Tabla siguiente. Esta serie ha sido originada de una muestra del proceso 
estocástico: 

Y, = 24 - 2 P, ( t )  + O ,  4 P2 ( 1 )  + e, [7-11 

1 donde y, = 24 y, = -2 y, = o, 4 (parámetros teóricos) y c, N (o, 1.5) o = 
1 t 1 . 5  17.21 
t 

2. Los polinomios son las expresiones 

P , ( t ) = t - f = r -  12 

por ser n = 23, según las fórmulas (1.331 y [1.38]. Los polinomios P, ( t )  y 
P, (1) son [1.38a] y [1.38b]. 
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3. La segunda columna (tendencia teórica) es precisamente 

E Y , = 2 4 - 2  P, ( t ) + o ,  4 PJt) 
porque E e, = o.  

4. La realización de la perturbación aleatoria se ha tomado de nuestras 
Tablas Estadísticas (4), de la Tabla de Números Aleatorios de la Distribu- 
ción normal. N(o, 1) multiplicada por la desviación típica a = 1.5 eligiendo 
dos decimales solamente por fines didácticos. 

5 .  La suma de las columnas 2.a y 3.a nos da la simulación de la realiza- 
ción muesrral de la serie que es la columna 4." de Y,. 

2. Preparación 

Se trata de: 

1 .o Determinar la tendencia aplicando los Polinomios ortogonales, es- 
timando los parámetros poblacionales. 

2.0 Análisis de la varianza y su aplicación para conocer el grado de la 
tendencia. (Niveles 1 % y 5 %). 

3.0 Intervalos de confianza del parámetro poblacional a2. 

4.0 Valores representativos de la tendencia observada por ajuste e in- 
tervalos de la regresión de la tendencia al 1 %. 

5.0 Predicción para t = 24 5 t 5 35,  desviaciones típicas e intervalos de 
confianza. 

6.0 Conclusiones. 

3.  Solución. 1.o Ajuste 

1 . Q E n  el CUADRO 1, columna 4.", vienen los valores de la serie tem- 
poral. Para n = 23 tomamos de nuestras Tablas Estadísticas los valores que 
para mejor comprensión aparecen en el recuadro, y que son los valores de los 
polinomios P, ( t ) ,  P, (t), P, ( 1 )  y P, (t). Los Polinomios impares son de signo 
contrario y los pares son simétricos respecto al valor central 1 = 12. Estas 
indicaciones nos permiten completar las columnas 5.a a la 8.a. 

Las columnas 9.", lo.", 11 .a y 12.a son, respectivamente, los productos de 
la columna 4." por la 5.", por la 6.a, por la 7.a y por la 8.a. La columna 13,a 
son los cuadrados de la columna 4.a. 

2." Las sumas de las columnas 4.a, gAa, lo.=, I 1 . a ,  y 12." y 13.a son 
necesarias. 

(4) URBELZ IBARKOLA, F. J., y PEREZ MAURA, A.: Tablas Estadísticas. Dep. 
Estadística. Empresariales. Santander. 
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Dentro del recuadro vienen por cada columna del polinomio tres valores: 

- En tresbolillo aparecen la suma de los cuadrados de los ;>oiinornios. 

Así: en la columna P; aparece al pie 10 12, para P;, 35420; para P; 32860, 
y para P4, 13 12310. 

- También aparecen otros números (multiplicador o divisor): 

correspondiente al primer polinomio, segundo, tercero o cuarto, respectiva- 
mente. Todas estas indicaciones son para nuestro ejemplo, que es n = 23. 

3." Las estimaciones aparecen al pie del Cuadro I y son: 

obsérvese que en todos se dividen por los cuadrados. (Z P,, ( t I 2  = 23 por ser 
m 

P,, (1) = 1 ) .  Además, aparecen los valores - para multiplicar y obtener la 
d 

estimación de los valores teóricos. 

Existe un ajuste de la tendencia de segundo grado expresado por la re- 
gresión: 

r\ 

Y, (2) = 24.1 O 3  --- 1.9669 Pl ( t  ) + .408 13 P2 ( t  ) 

o también añadiendo otros dos términos: 

?, (4) = 24.1 O3 - 1.9669 P, ( t  ) + A08 13 P, (i) 
- .O0039 P3 ( t )  + .O0068 P, ( 1 )  

donde los polinomios P, ( t )  y PI ( 1 )  ya se han consignado, y el P, ( t )  y P, ( 1 )  

son las [1.38a] y [1.38b]. 



2.0 Análisis de la varianza y sus aplicaciones 

l .  De la [5.46] y del Cuadro 1 deducimos: 

En la 1." columna del Cuadro 11 aparece el valor de h (h = o, 1 ,  2, 3, 4j 
según el término del polinomio; en la 2." columna, los productos de los 
cuadrados de los valores de los polinomios ortogonales por los cuadrados de 
los coeficientes regresores. 

Para determinar la 2." columna partimos de los cuadrados de los poli- 
nomios Tabulados y que aparecen al pie de la Tabla: 

Los polinomios de las Tablas están relacionados por la fórmula 

m mL 
P; ( t )  = P,, (1)  - * P; (t12 = P,, -- 3 

d d2 

Los valores p;: ( h  = 1 ,  2, 3, 4) para este ejemplo que aparece al pie de 
cada polinomio del Cuadro 1 hay que corregirlos con los valores rnld que 
aparecen también al pie de cada polinomio aplicando la [7.7]. Así, los valo- 
res de los cuadrados de los polinomios corregidos son: 

por ser d / m  los valores inversos que aparecen al pie de cada polinomio. 

2. Luego: 

pi2  c12= 1012 X (--1.9669)' = 3915.15 

pZ2cz2= 35420X.408132 =5899.91 
p3' c,' = 1 184040 X (--00039)' = 1.82 

p4' cd2 = 38565874 X (.000679)' = 17.80 
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Los valores ph2 C> aparecen en la 2.a columna del Cuadro 11. 

La Última columna anterior (no del cuadro) es la acumulación de los 
anteriores resultados D' D. 

CUADRO 11 
Análisis de la Vorianza 

F. de Snedecor 
1 ablas: niveles 1 

3. La columna 3." se forma por la ley de recurrencia 

D ' D ( ~ ) =  D ' D ( ~ - 1 )  -P,' C; ~ 7 . 8 1  

demostrada en [5.49]. y que nos expresa los cuadrados de las desviaciones si 
ajustamos hasta el polinomio h inclusive. 

El valor inicial 17.61 son los cuadrados de las desviaciones sin considerar 
la existencia de tendencia: 

4. La columna 4." indica los grados de libertad. Como las observacio- 
nes de la serie temporal son n = 23 comienzan en 22 y por polinomio intro- 
ducido se pierde un grado de libertad [5.54]. 

5 .  La columna 5.' son las medias o la estimación de 6' empleando la 
cuasivarianza (columna 3." dividida por la 4.=). 

6. Finalmente, las ultimas columnas son para la F. de Snedecor: 

La 6.a columna (cociente de la 2." y 5.a columnas) es una F. de 1 g. de 
libertad del numerador, y por grados de libertad del denominador los de la 
columna 4.a. Y es para admitir o rechazar la hipótesis H,, : y, = o; o sea, si 
los valores de la columna 6.a son inferiores a los de las otras columnas, se 
admite; caso contrario se rechaza. Para esto se han considerado tres niveles 
de significación: al 1%, 5% y 10%. Están en la región crítica para h = i y 
h = 2 eligiendo cualquier nivel, o sea, que no pueden admitirse las hipótesis: 
y, = y,= o. Respecto a y, = o puede admitirse tal hipótesis y también 
y,= o con el nivel de significación 1%. Estas conclusiones se dcducen com- 
parando los valores de la 6.a columna con los valores tabulados y obtenidos 
en las siguientes columnas de la misma línea: si los valores de la columna 6.a 
son superiores a los tabulados se rechaza la hipótesis de ser y,= o y, caso 
contrario, se admite la hipótesis y, # o (por ejemplo: y,). 
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3.0 Determinación del grado de tendencia 

Otro análisis importante relacionado con el anterior es la determinación 
del grado de la tendencia que nos permite utilizar los polinomios precisos. 

donde la D' D / 0 2  es una X 2  con n - - ( k  $ 1 )  g .  de libertad [5.12] y en ia 
hipótesis: H,, : yi+ , = ... = yx = o C 7-91 

según [5.43] formamos una F. de Snedecor: 

con k - i grados de libertad del numerador y n- ( k  + 1 )  en el denominador. 
Para distintos valores de i tenemos diversos valores de la F. de Snedecor, y 
elegidos niveles significativos, si el cociente [7.10] es superior a los de las 
Tablas, rechazaremos la hipótesis que sea de grado igual o inferior a i; y, 
caso contrario, aceptaremos la hipótesis 17.91. La comparación se hace entre 
valores de una misma fila. 

El siguiente esquema facilita el cálculo. 

C ~ J A D R O  111 

Análisis del grado de tendencia 

1 

c 
ro de  sumandos y conocer los grados de libertad del numerador. 

11 

O 

1 
2 
3 
4 

El Cuadro 111 (relacionado con el Cuadro 11) requiere poca explicación. 
La 2." columna del Cuadro 1 I I  se forma de la columna 2.a del Cuadro I i  por 
;urnas hasta el final, y la 3." columna la hemos puesto para indicar el núme- 

Sunias 
2 1 

I'h c,, 

9.834.64 
5.919.53 

19.62 
17.80 

N . O  Su- 
mandos 

4 
3 
2 
1 

Medias 

2458.66 
1973.1 7 

9.8 1 
17.8 

FL ,,, I L - I ,  

F~ r. I K  

1041.80 
836.08 

4.15 
7.54 

F. Snedecor Tablas 

al 1 %  

4.579 
5.091 
6.012 
8.285 

5% 

2.927 
3.159 
3.554 
4.4 13 
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La columna 4.a (la hemos formado de la 2.a dividida por la 3."), dividida 
por a 2  es una media de una x 2  de Pearson, y con la estimación de a2 es 2,36 
con 18 grados de  libertad (Cuadro 11) la columna 5.a es la 4." dividida por 
2,36. Este cociente es una F. de Snedecor y tomamos los valores de las 
Tablas al 1% y& (columnas 6.' y 7.') variando los grados de libertad del 
numerador según la columna 3.a y tomando los grados de libertad del de- 
nominador como n- (k + l )  = 23- ( k  + l )  = 18. 

Conclusiones: 

1." Por ser 1041.8 >4.579 (y  2.927) rechazamos la hipótesis de que la 
tendencia sea de grado o (no tenga tendencia) al 1 %  (para h= 1 ) .  

2.= Igualmente, por ser 836.08 > 5.09 1 rechazamos la hipótesis y, = y, = 
= ... = o que la tendencia sea de primer grado: es superior. 

3.a Por ser 4.15 < 6.0 12 admitirnos que la tendencia es expresable por 
una parábola de segundo grado con un nivel de significación del l%,  o sea, 
H,  : y, = y, = o es decir: rechazamos la hipótesis alternativa H, : y, # O, 
y4 # 0. 

4 . a  Conclusión análoga obtenemos al rechazar la hipótesis de expresar la 
tendencia por una parábola de 4.0 grado al 1% de nivel de significación. 

4.0 Intervalos de confianza de los parámetros poblacionales 

En el Cuadro IV se determinan los valores de los intervalos de confianza 
para los parametros poblacionales. 

, La columna 2." son los grados de libertad de la r de Student, y la colum- 
t na 3.a es la desviación típica estimada tomada de la raíz cuadrada de la 

columna 5.a de la cuasivarianza del Cuadro 11. 

La columna 4." es la raíz cuadrada de los cuadrados corregidos y expli- 
cados en el punto 2. Análisis de la Varianza. 

Las columnas 5." y 6." son los niveles de significación elegidos y la 7.a, las 
estimaciones de c, halladas en el Cuadro 1 y puestas al pie de las columnas 
YP,, Y P,, Y P3 e Y P,. 

Finalmente, tenemos los intervalos de  confianza al 1% y al 5%. Cada 
intervalo consta de los extremos (superior e inferior) y que puede compro- 
barse al nivel 1% que para c, (-.0004, .0039) y para c, (-.00003, .O0 13) 
que comprenden al cero y estos intervalos con una probabilidad fiducial del 
99%. 
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Intervalos de confianza para los estimadores de los partimetros y, 
de la tendencia y su grado 

1i 

h 

O 
1 
2 
3 
4 

5.0 Intervalos de confianza de la varianza 

Ph 

La C5.301 nos permite elegido niveles de significación obtener intervalos 
de confianza para valores poblacionales con probabilidad fiducial 1 - e .  

g. 
1 .  

22 
21 
20 
19 
18 

€ 
Hemos elegido e,  = E, = - es decir: tomamos el área de la x 2  de la iz- 

2 
quierda igual que el área de la derecha y para los niveles E = 1% y 5%. Esto 
significa que por tener tabulada el área de la derecha tomamos el valor de la 
x 2  (1 - E , )  y el de x 2  (€3. Con esta aclaración quedan explicadas las colum- 
nas 4.a: X 2  (1  -0,0112) y x 2  (1  - 0 ,  0512). 

Estima- 
ci6n 

9 

21.178 
16.836 
1.624 
1.667 
1.536 

t Student 
(Tablas) 

e = l %  c = 5 %  

Los extremos de los intervalos se obtienen sin dificultad aplicando la 
fórmula [5.30] recordando los grados de libertad de la 2.a columna. 

Intervalos de conjinnza de o' 

Estima- 
ciones 

ch 

intervalos de y, 

al 1% 

T a b l a s  x2 

al 5% 

1% 

x; (.995) x; (ao5) 

8.6427 42.7957 
8.0337 41 -40 1 1 
7.4338 39.9968 
6.8440 38.5823 
6.2U8 37.1565 

1 

Intervalos de confianza 
para a2 5% 

x: (.975) l i l ( . O Z n  

10.9823 36.7807 
10.2829 35.4789 
9.5908 34.1696 
8.9065 32.8523 
8.230731.5264 

al 1 %  

230.58 I 14 1.76 
143.78 740.98 

1.32 7.1 1 
.75 7.48 
-89 5.31 

al 5% 

268.29 898.53 
167.78 578.90 - 

1.54 5.51 
1 3  5.74 

, 1.05 4.04 
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6.0 Intervalos ojustados de la tendencia (Cuadro VI) 

La elección del grado de polinomio nos da un2 línea de regresión estima; 
da para la tendencia. Hemos elegido los valores Y, (2) de segundo grado y Y, 
(4) de cuarto grado, porque según el Cuadro 11 al nivel del 1 %  se rechazaba 
y, = o, aunque el 5% se admite. (Ver Cuadro 111.) 

Las desviaciones típicas en la hipótesis de ser de diferente grado se basan 
en las expresiones 15.291 y [5.45] y en nuestro caso: 

Para la de segundo grado, la varianza del valor de regresión estimado 
sería: 

y la raíz cuadrada es la desviación expresada en la 4.a columna. 

P, 0) es el polinomio de primer grado y 
P, (1)  es el de segundo grado 
P,> = 1012 
P,2 = 35420 

Para la de cuarto grado que admitimos a un nivel de significación del 5% 
(véase Cuadro I I I ) ,  la varianza de cada valor estimado seria: 

Las desviaciones típicas aparecen en la columna 5.a del Cuadro V y los 
estimadores F 2 =  2.64 y g2 = 2.36 aparecen en el Cuadro 11. 

h A 

Tanto las estimaciones de Y, como de Yq, SUS intervalos de confianza 
comprenden la tendencia teórica poblacional no aleatoria con la probabili- 
dad fiducial que esté dentro de los intervalos .-1 - E .  

Unos breves comentarios sobre estas dos líneas de tendencia ajustadas: 

l .  Los intervalos de la regresión de segundo grado son más pequeños y 
- con la misma confianza, así para r = 1 la amplitud de la de segundo grado es 

79.84-74.52 = 5.32, mientras que para la de cuarto grado es 82.69-75.43 = 
7.26. La mínima amplitud es para t = 11: 

Para la de segundo grado es 1 Y para la de cuarto grado 

2. La tendencia teórica expuesta en la 2.a columna del Cuadro 1 está 
contenida entre los intervalos de ambas tendencias ajustadas, y el Cuadro VI 
completa la estimación de la tendencia ajustada. 

7.g Predicción (Cuadro VII) 

1. Por el Cuadro VI comprobamos que el ajuste de la tendencia por 
polinomios ortogonales hasta segundo grado es suficiente. 

207 



F. J. URBELZ IBARR0I .A 

A 

Estimaciones de la~endencia por polinomios hasta 2.0 grado Y m 
y hasta 4.0 grado Y ( 4 . 9 ,  así como desviaciones e intervalos al 5% 

Intervalos de la regresión 

Ajuste 2.0 grado Ajuste 

75.43 
64.58 
54.26 
44.89 
36.76 

4.0 gradc 

4 

Elegimos como predictor la regresión ajustada= Y, (2) y en la 2.a colum- 
na tomamos la E Y,, donde Y, es el proceso estocástico [7.1], donde e,  es 
17.21. (Cuadro VIL) 

2. Predecimos los valores cuando t = 24 hasta 35. 
A 

El valor de la predicción de  la tendencia Y, (2) es la columna 3.a, y la 
estimación de su varianza es en la columna 4.a. La varianza de la 5.a es 
cuando el predictor contenga valores aleatorios ( Y,,  r f E) del proceso. 

3. Los intervalos de confianza complementan ese trabajo. Obsérvese 
que E Y, está dentro del intervalo, por ejemplo, para t = 32 E Y, = 126.40 
y el intervalo para la tendencia teórica es de 120.79 a 139.32.' 
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4. Respecto del otro intervalo (para Y,) puede formarla 

Y,=  E Y ,+  1.5 e, 

Y tomando e ,  de las Tablas de Números Aleatorios de la Distribución 
Normal N ( o ,  1 )  formaremos los valores del proceso { Y,, t # E )  y comparare- 
mos si caen dentro del intervalo el 95% de los datos. 

5.  Las varianzas (o  las raíces cuadradas que aparecen en el Cuadro VII) 
son la [6.26] y la 16.23'1, sustituyendo a por su estimación. 

Predicción de la tendencia estimada por polinomios ortogonales de 
2.0 grado, desviuciones estimadas sobre la regresión y sobre el proceso 

e intervalos de confianza al 5% 

Intervalos al 5% 
0 ,, ( y,, 

Para E Y, Para Y,  
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