
Construcción de tablas de mortalidad 
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1.-Probabilidades de muerte. 

Sean mis primeras palabras de agradecimiento. Ocupar un puesto, 
aunque sea el último, en las tareas anuales del Instituto de Actuarios, 
es  honor y distinción, qu~=,yo, desde luego, no merezco. Oír Ias frases 
de elogio que de mí se han hecho, rebasa, con mucho, lo que de m i ,  
torpe expresión y de mis modestos conocimientos puede esperarse. 
Sea, pues,' mi gratitud' a todos. 

Antes de entrar en el tema, trataré de disculpar e¡ atrevimiento que 
he tenido opinando sobre una técnica que, como la de mortalidad, tan 
célebres actuarios, estadisticos y demógrafos formar~n.  

Por pequeñas dudas en los métodos censales de  ajuste, comenz6 
esta in&stigaci6n. De las dudas pasé a lo que yo creo errores, para 
llegar más tarde a soluciones propias. Acogido cariñosamente mi pri- 
mer trabajo, por el Tlmo. Sr. Director general de-Estadistica se nombró 
una ponencia (*) del Cuerpo Facultativo para su conocimiento. Anima- 

(@) La ponencia, presidida por el Ilma. Sr. Tjirector general de Estadistica, se 
constituy6 por: 

Excmo. Sr. D. Antonio de Miguel Martín. 
D. José Irizar Egui. 
D. Adolfo Melon Ruiz de Gordejuela. 
D. Javier Ruiz Almansa. 
D. José Sáenz Garcfa. 
D. José Ros Jimeno. 

fSigue la nola en Ia página siguiente.) 



do tanto por mis colaboradores, como por Jefes y compañeros, me vi 
obligado a seguir su estudio. 

Los métodos de ajuste me llevaron a las perecuaciones, siguiendo, 
míis tarde, por los gráficos a las tasas de muerte, funciones de pobla- 
cidn y mortalidad; para finalizar en las funciones de tasas y función de 
supervivencia. De esta forma, y sin yo pretenderlo, fui penetrando 
poco a poco en la técnica de la mortalidad, y detal  forma que, cuando 
quise recapitular, encontré que poco o nada había quedado sin remo- 
ver, de los procedimientos de  formación para tablas nacionales de 
mortalidad. 

Por último, debo declarar que mis debilidades de padre bondadoso 
no me llevaron hasta el punto de pasarme inadvertido que en u'na in- 
vestigacibn como esta, que tanto tiene de original, se habrán deslizado 
errores que mi limitado bagaje de conocimientos no permitió ver, pero 
que ustedes, el más alto tribunal que puede entender sobre tablas de 
tnortalidad, juzgará. 

En el bosquejo de esta conferencia incluí un estudio previo de los 
trabajos que acerca de la mortalidad han sido hechos, y también incluía 
las orientaciones y puntos de vista distintos, desde los que se ha enfo- 
cado el asunto; pero llevado a cuartillas el guión, desistí de este propó- 

'sito para no agotar la paciencia de la Asamblea. Así, pues, siéndoles 
perfectamente conocido cuanto yo pudiera decir a este respecto, comien- 
zo el estudio de la mortalidad por s u  representación gráfica. 

REPRESENTACIONES GR.~FICAS. -ES~U~.~~~  de L~?x~s.-- Ante la ~0mplej  i- 
dad de 10s elementos que  intervienen en el estudio de la mortalidad se 
hace precisa una representación gráfica que aclare la marcha del fenó- 
meno, siendo eJ llamado esquema de Lexk el que resuelve ei problema. 

Lexis fundamenta su  construcción gráfica en las llamadas Zz'neas & 
vida, que no son más que las huellas-dejadas en un sistema cartesiano 
de la continuidad de vida de un  conjunto de habitantes. Lo mismo que 
el barógrafo o el termógr-afo marcan la curva de las presiones o de las 
temperaturas sobre un papel registrador, así el esquema de Luis marca 
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sobre el plano la duración de todas las vidas que forman un conjunto 
de habitantes. 

Dos ejes cartesianos son divididos en segmentos iguales entre si, e 
iguales en los dos ejes, llamando al eje de abcisas h e a  de tiempos y al 
de ordenadas finea de edades. La lima de titwos no es más que la re- 
presentación rectilinea del tiempo, contado a partir de un momento que 
se toma como origen de coordenadas, llamado origen de tiempo. 

, 

En la ~ P B  de t iempos está el comienzo de todas las linens de vida, 
que empiezan por nacimiento, desarrollándose éstas según ordenadas 

N N N N  
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que parten de aquélla y precisamente en los puntos cuya fecha corres- 
ponde a la del nacimiento. Así un individuo cuyo origen de registro o 
nacimiento se encuentre en el punto N (fig. l), ir& describiendo la recta 
N M en el transcurso del tiempo. 

La recta N M corta sucesivamente a las paralelas por x, x + r,  x + z..., 
etcétera, a ta.Ihea de tiempos a medida que las edades del individuo con- 
siderado pasen por esos valores. Esta recta-registro concluye por dos 
causas, o bien porque el individuo emigre del conjunto en observación, 
linea N E, o porque muera, linea N M. Las lineas de vida pueden también 
comenzar fuera de la &ea de tiempos; caso que ocurre cuando los indi- 
viduos que ingresan en el conjunto observado lo hacen en fecha poste- 
rior a la de su nacimiento, tales son las líneas'de vida 1 A4 e T E. 



Hasta este momento sólo hemos considerado una sola Zhea de vida; 
pero el esquema de Lsxis registra todas las que forman un conjunto en 
observación. En la figura se ha representado el caso para la generación 
comprendida en los tiempos (z) -+ (z + 1). 

Es condición constructiva del esquema de Lexts que, tiempos iguales 
.contados sobre cualquiera de los ejes, o una parte sobre la ltnea de 

SO años 

/O a& 

.tiempos y otra sobre Ia Zhea de vida, se expresen por segmentos tarn- 
bién iguales. En consecuencia, la Zhea de ni&, que comienza por naci- 
miento en el principio del 1910 (fig. 2), tendrá treinta años de edad en 

' 

.el principio del año 1940 y se efectuará que: 
I 
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iguaIdad de la que se deduce que: 

c f = c d ,  

es decir, que cuando el tiempo llega al comienzo del año 1940, e1 indi- 
viduo que nació en el primer instante del año 1930 tiene una l ima de 
vida c f igual al intetmvalo c d. . 

Limitando el caso a la observación de un año, es decir, al conjunto 
de nacidos (despreciando la migracióri para mayor sencillez) durante el 

transcurso del año 1940, veremos (fig. 3) que las h e a s  di vkzk de todos 
los nacidos en ese año tienen sus extremos en una recta que forma un 
ángulo de 45O con la h e a  de tiewos en 1 .O de enero de 1941. 

A partir de primero del año 1941 continuamos la observación.. Las 
Iíneas de v@a del conjunto observado aumentan segmentos iguales en 
períodos de tiempo iguales, es decir, que los- extremos de las lheas de 
uga se desplazan, según rectas que forman ángulos de 4 5 O ,  con la h s a  
de t i e ~ p o s ,  a medida que transcurre la observación. Estas líneas, en las 
que en todo momento reposan los extremos de las lineas de vida, son 
las llamadas isócronas. 

Con los elementos anteriores se expresa los valores que intervienen 



en la mortalidad, y se hace asimilando [las Iheas de vida a líneas de 
fuerza y conjunto de habitantes a conjunto de lineas df  vzda, siendo 
dadas las distintas modalidades que puede tomar aquél por las livzeas 
de vida cortadas por las rectas ya descritas. 

Existen en un momento dado tantos habitantes de una generación 
cuantas sean las limas de vida cortadas por la isócrona correspondierde. 
De igual forma existen o existieron tantos habitaqtes, de edad x, pro- 
cedentes de una generación cuantas fueran las lheas de vida cortadas 
por la recta de edad x. 

Los muertos son determinados por diferencia entre los conjuntos de 
ktneas de vida cortadas por las r2ctas que limitan las condiciones o fe- 
chas en que ocurrieron las defunciones, 

Teniendo presente eI posterior desarro110 de este tema, se limitará el 
esquema de Lexts al campo de dos generaciones- anuales y a cuatro eda- 
des (fig. 4). 

Debajo de cada línea del esquema estfi colocado el valor que repre- 
sentan las Zineas de uidu cortadas por ella, siendo el valor de las defun- 
ciones el correspondiente al triángulo en que están colocados. 

Empleamos la notación E: para los habitantes que cumplen r años 

durante el año e; Pi para los habitantes que en primero del año a tienen 

x años; a D: para los que mueren con x años, durante el año e, proce- 
dentes de los habitantes que en principio del mismo año tienen x- r 

años, y 6 DE para los falleciinientos de edad x ocurridos en el año a, 
procedentes de los habitantes que en primero del mismo año tienen 
x años. 

Por no  alejasme del tema principal a tratar, omitiré las variaciones 
introducidas por otros estadísticos en el esquema de Lexzs. 

Como hemos visto, se fundamenta el exqzwvza de Lexis en las 1Zneus 
de vida, expresando los distintos valores que intervienen en la mortali- 
dad por conjuntos de h e a s  de vida cortadas. Acostumbrado, en el cam- 
po de lsdernografia, a la representación por líneas, áreas o volúmenes 
de los conjuntos estadísticos, intenté llevar este esquema a una repre- 
sentación gráfica del tipo clásico, pero el primer inconveniente que se 
encuentra (si de un gráfico de área se trata) es el de que las superficies 
limitadas por el eje de abcisas, las ordenadas y las isócrovas correspon- 
dientes son menores a medida que el grupo de población que se consi- 
sideraba es de menor edad. Hecho que no permite establecer una escala 
con la realidad, por ser contrario a ella. Este inconveniente pudiera ser 



salvado mediante un cambio de e,jes, introduciendo ciertos convenios 
en el gráfico. Pero a lo que no encontré solución fue a que las líneas 

isdcronas (tengan o no la inclinaci6n de 45') sean rectas; pues admitir 
esto en un gráfico de superficies sería tanto como decir que la pobla- 
ción se distribuye por edades segtin los términos de una progresión 
aritmktica, supuesto que no creo acepte ningún demógrafo. 

6 



Por todo lo anteriormente expuesto, me he permitido sustituir el 
esquma.de Lexk por el gráfico que seguidamente presento, en que, 
ademh de venir expresado por áreas, los elementos precisos en los 
ctílculos de unas TabZa.s de Mortalidad, permite ver fácilmente el des- 
arrollo y obtención de las funciones de pobhzczoBz, mortaZidud, tasas de 
muerte, etc.; funciones que como novedad tendré el honor de presentar- 
les en la segunda conferencia. 

%PR&SENTACI~N GRÁFICA DEL C O N F E R E N C I A N T E . - F ~ ~ ~ ~ ~ ~ S ~ ~  as I ~ s  labo- 
res de tabulación, de una inscripción censal o de un conjunto de pólizas 
de vida, podremos formar un gráfico jfig. 5 )  en que, dividido el eje de 
abcisas, que representa edades, en intervalos iguales, se ha construido, 
sobre ellos, rectángulos tales que, el área-de cada uno, a la escala adop- 
tada, represente el número de habitantes o de asegurados de  cada edad. 
Expresando el intervalo ( x )  -+ ( x  + r )  edades comprendidas entre x y 
x + I años. 

Tomemos ahora (fig. 6) uno de estos rectángulos, el P, por ejemplo, 
y las papeletas o ckdulas que les correspondan y clasifiquémoslas en 
dos grupos, compuesto el primero por edades de  x a x más seis meses 
y el segundo, por edades de x más seis meses a x más  un año. Eleve- 
mos sobre cada medio intervalo (ya que se comprenden seis meses) un 
rectángu!~, cuyas áreas correspondan a estas subdivisiones, quedando 
el rectángulo primitivo, P, , subdividido en dos y cuya área será, evi- 
dentemente, igual a la suma de los dos nuevos. 

Si continuamos haciendo subdivisiones, por trimestres, meses, días, 
etcétera, llegaremos a un gráfico (fig. 7) en que el área viene limitada, 
no por una recta sino por una quebrada confundible, en el limite, con 
una curva. 

En esta función en escalera, no es posible eliminar los escalones,- 
por tratarse de la unidad demogrhfica, habitante, muerto, etc., pero 
cuya continuidad se admite en Estadística, y más en este caso, en que, 
pudiendo crecer la variable independiente, x, por incrementos infinita- 
mente pequeñps por ser tiempo, el momento estático de estas áreas es 
función continua, por serlo los tiempos vividos por los componentes 
del conjunto de habitantes, que aquél expresa. 

Lo mismo que hemos hecho con una edad, haremos con todas y 
entonces, la población, ya no vendrá representada por una serie de 

rectángulos sirio por una curva (fig. 8) cuya expresión matemática, 





x +  1 
P(x), nos dará, por su [ ~ ( x )  d x , los habitantes de edad x, lo mismo 

J x 

que antes nos lo daba el área de cada rectángulo. 
La integral de P (x), no nos da más que la instantánea del conjunto, 

en un momento dado, fecha del cierre o iiisciipciOn censal, pero la 

población, durante la observación a que se la somete, sufre variaciones 
que son motivadas por fallecer habitantes, por cumplir años, por emi-  

, grar del conjunto observado y por inmigrar en el mismo, aunque pres- 
eindiremos,de la consideración de estás dos última's, dada su escasa 

' importancia en los cá l cu l~s  de unas Tablas nacionales de Mortalidad. , 

Las defunciones que se producen en el conjunto (si éste es  suficien- 



temente grande} durante un mes, afectaran a todas las edades, produ- 
ciéndose un descenso en la curva que limita -las áreas, P {x) (fig. 9) 
obteniéndose la P, (x), que tendra la forma que sea y de la cual no 

vamos a ocuparnos por ahora. Lo mismo que ocurre al final del primer 
mes, ocurrirá en los siguientes, llegando, por último, al final del año a 
la P,,(x). Dándonos el- área comprendida ,entre las ordenadas x y x + r 
y las dos 'curvas P (x) y P12 (x) las defunciones ocurridas durante un 



año, en el. eonjunto de habitantes, que en principio de observación 
tienen edades comprendidas entre x y x +- r años. 

Sírnulunea con esta variacibn, es el cumplimiento de años de los 
individuos. Una cuarta parte del intervalo (xj -+ ( x  + I) pasa (fig. 10) 
a la edad x + r ,  durante el primer trimestre, otra cuarta parte en el 
segundo, hasta que  todo el c o n j u ~  to pasa a la edad x + r al final del 
año de observación. 

. Las dos variaciones, descritas, son simultáneas y actúan de modo 

igual sobre cada punto R de la curva P (x), a como lo harían los dos 
vectores TI, T,, obligando el T, a descender la curva (deformaciói) 
aparte) a causa de la mortalidad y el vector T, a desplazarse horizon- 
talmente, por cumplir edades superiores a la jnicia1:En la misma figura 
puede verse que, del área limitada por las ordenadas que pasan por 
x + y/, y x +  I ,  la curva P (x) y el eje de abcisas, una parte pasa viva 

a la edad 2 f. 1, (x) d x y otra parte muere antes de pasar a esta 

edad, la D (x) d x, debido esto a los.dos movimientos de la cui'va, re- S - 

flejo del fenómeno real. 
A la figura 11 han sido llevadas todas las variaciones que experi- 

menta un conjunto de hab-itantes de varias edades en dos afios y su 



. construcción es la siguiente: En principio del año s y en vista de los re- 
sultados de un censo, calculamos la curva Pz (x) (ya veremos cómo en 
la segunda conferencia), que nos da, por las superficies que ella limita, 
en unión de las ordenadas y de la línea edades-tiempo, los habitantes 
que d e  cada edad existen en la nacion. A1 cabo de un año esta curva 
habrá descendido y ocupará u n a  posici6n Pz+' (x), descenso que es 
motivado por la disminución de superficies, debida a las muertes ocu- 

L, rridas durante ese año y que a todas las edades afecta. Del mismo modo 
% habrán sufrido un desplazamiento de una unidad todas las ordenadas, 

ya que las superficies o bien los habitantes que representan habrán 
aumentado en un año su edad. 

E1 área P: de la superficie limitada por la curva Pz(x), las ordena- 
1 
fW das que pasan por x y'x + r en principio del año s y el eje de edades- 

tiempo, viene a .  quedar reducida, a piimeros del año s + r ,  al área 

pn$;, limitada ahora por la curva P z + ~  (x) y las mismas ordenadas 
que han tomado los valores r + I y z + P. La diferencia entre las áreas 
p: y p:$: es a causa de las defunciones habidas' durante el año a en el 

- - - - -  eonjmto dehabitantesP:. - - - - - - 



A partir del tiempo inicial z, observemos el fenómeno en un tiempo 
A 8. La curva PZ (x) sufrirá u11 descenso elemental que la transforma en 

z+Az 
Ia P (x) y las ordenadas se desplazan A z. Durante el tiempo elemen- 
tal A t? mueren los habitantes expresados por el zirea de S h' O Q, que se 
descompone en las dadas por el área de S N R Q que mueren con x - 2 

&os y la dada por el área de 'J O R que mueren con x - I años, y a 

z x+ 74 z+/ 
FIG. 10 

4 

que cumplieron dicha edad cuando se prodiljo la muerte. En los sucesi- 
vos tiemp& elementales, las fajas elementales S X K Q disminuyen en 
valor, al pasoque aumentan las correspondientes a N O R. Así el fenó- 
meno varía desde morir todos con x - 2 años en el primer instante del 
año a, hasta morir todos con x - I al final de dicho año, siendo la 
línea N M la que marca la divisoria entre los mue~ tos  con esas edades, 

procedentes todos del conjunto de habitantes Pg - 2 .  

Volviendo al conjunto P:, veremos que durante el año z mueren 







h Di con la edad r y a Di+  con la edad x + r .  En consecuencia, los 
que cumplen Ia edad x + r durante el año 2, se mueran o no después 

de cumplirlos, son los 
Para mayor claridad han sido rayados algunos valores, yiniendo 

designados éstos por la notaci6n ya usada en el esquema de Lexis. 
Por la poca influencia que en los cálculos tiene el movimiento mi- 

gratorio, no lo hemos consideradó anteriormente, pero el grafico per- 
mite s u  representación. Sobre la línea edades-tiempo {fig. 12) se llevan 
las curvas (E M) de emigración. Al final del primer mes los que han 
emigrado de la nación son clasificados por edad y construida la curva 
[E M]: (x), que nos da por su (E M); (x) d x, los que de cada edad han 
emigrado. Al final del segundo mes esta curva se habrá desplazado a 
[E M]: (x) y al final del a80 a la [E MIS2 (x). 

Lo mismo que en el caso general, las ordenadas sufren un despla- 
zamiento de una unidad al cabo del año z. 

Los habitantes que habrá que restar a los P: $ : serán los dados por 
¡a cuma: 

a [E  M]: + 6 [E M]: 

y los que se restaran de E:+ 1 serán los a [E M]:. 
Lo mismo, salvo ser incrementos, podemos decir de los valores de 

las lunciones [I N]: de inmigración. 
L En el gráfico general (fig. 11) se han llevado las dos curvas, de emi- 
C 

F. gración e inmigración, a la parte inferior de la línea edades-tiempo, res- 

L tándose las dos areas para así obtener en una sola superficie los valores 

totales de : y E:. 
COLECTIVOS DE HABITANTES T COLECTIVOS DE MUERTOS.-ES indudable 

q u e  la mortalidad puede ser estudiada por el númei-o absoluto de  los 
sucesos ocurt-idos de esta clase. Así podremos ver qué cifras máximas 
alcanza en el transcurso de los años, o bien si se trata de un período ' 
prefijado de tiempo, cual es la edad en la que más defuriciones se pro- 
ducen o en la que menos, y aun se puede llegar a la ley que rige la 
rnortalidad*por tiempos o por edades. Pero lo que no podemos hacer, 
sin recurrir a otros hechos, es  comparar los valores que la mortalidad 
toma en varias localidades, en varias épocas, en varias edades, etc., ya 
que para ello será preciso trabajar con valores que relacionen las defun- 
ciones ocurridas con las poblaciones en que se pr~du~jeron.  Estas re- 
laciones han sido fijadas siguiendo criterios distintos, por lo que es pre- 





para resolver. Sin embargo, -al tiaatar de- formar unas Tublas nac ionah  
de Mortali-dad, tenia necesariamente que decidirme por una tasa que me 
sirviera de base en el calculo de las mismas. Siendo la distinción de los 
tres términos, tasa de mortali&d, pprobabs'lidad de maerte y f ~ecuenciu TE- 

lativa, lo que me permitió la eieeci6n. 
Como norma de selección consideré el hecho de que no siempre la 

frecaencia relativa es o tiende a ser una probabilidad. Aceptando como 
tasas de mortalidad aquellas ~'eíaciones que, a más de ser fwmencias 
relariuas, fu&an o tendieran a ser probabilidades de muerfe. 

La razón por la que adopte este criterio es la de que, debiendo to- 
mar en el campo actuarial la tusa de mortalidad un carácter de frecuencia 
wlativa, por otro lado, por depender de un suceso, muerte, de  azar, 
debía tender a una probabilidad. 

Es indudable que para aceptar comopr~babihdad una expresión, se  
debe fijar antes las condiciones del suceso y en vista de ellas definir la 
proóoói2zdud del mismo. Bien conocidas son las paradojas que el Cd/cillo 
& Probabilidades presenta, como la de BERTFNB, en las probabilidades 
geometricas, consecuencia de una incompkk definición del problema. 
Algo de esto, creo, ha debido pasar en la aceptacih, comofrobabzlida- 
des de muerte, del gran número de fórmulas que se han utilizado o se 
han propuesto para el ctilculo de tasas de mm&dtdad. 

Todo ello h a  contrihuído a que el estudiante, 6ri sus primeras lec- 
t ures sobre $robabilidades de mwrte, y ante el gran &metu> de fórmulas 
que pretenden serlo, se desoriente y dude de la atilida6 y de la ciencia 
de un Cá'lcuh a2 Probabilidades, que permite tan variadas soluciones 
para un problema que él cree único. 

En verde  establecer una relación y definirla coma probabilidad de 
muerte, he analizado el problema n o  s61o en su  marcha real, sino he 
descendido en el cálculo de la probabilidad a las proBrabiIki2zde.s uteita- 
*as, como último elemento separable del conjunto probabilidad. Ello 
me ha permitido ver que el Cálculo de ProbabiZida&s no es de  una uti- 
lidad muy discutible en este problema de azar, sino que hasta la fecha 
se habían considerado como probabilidades & muerte, relaciones que, 
ni aun como frecuencias relativas, podian ser aceptadas: 

Los tres tipos fundamentales de tasas de mortalidad, son: 

Tipo 1 = -  
aD: + 6  DI+'' 

.E: 



+ a D i  
Tipo III = 

PX 
- siendo ya dada la significación de los elementos que en  ella intervienen. 

TRES COLECTIVOS DE P O B L A C I ~ N  Y TRES COLECTIVOS DE MUERTOS.-VOY a 
separarme del camino seguido hasta ahora en la exposición para em- 
prender otro que nos llevará fácilmente a la selección de tasas de 
muerte. 

Comenzaré por presentar tres colectivos teóricos de población con 
sus correspondientes de rtiuertos, producidos éstos en los psimetws 
durante un periodo de  observación. 

Los colectivos son: 
Colectivo 1."-Lo constituye. una poblacibn de P habitantes (fig. 13) 

q u e  durante la observación sólo sufre las bajas producidas por muerte. 
Pasa, por tanto, el coIectivo por los estados P, P - 1, P - 2, ... P - D. 
Es decir, comenzando por P habitantes, termina por P - D, sj D es el 
número de muertes registradas en su seno durante el período de obser- 
vación. 

Notaremos que aquí los valores del colectivo población no vienen 
expresados en el gráfico por áreas, sino por ordenadas, i ndicándotios 
los intervalos en la abcisa, que durante el tiempo correspondiente a 
ellos el colectivo de  población se ha mantenido constantemente igual a 
P , P - 1 ,  P - 2  ,... P-D. 

CoZectzvo 2.'-Está formado por una población de P habitantes, que 
durante el periodo de observacibn sufre bajas por defunción, pero cu- 
biertas inmediatamente que se producen por otros habitantes que en- 
tran a formar parte del colectivo. El colectivo, por tanto, comienza por 
P habitantes y termina también con P, siendo D el número de fallecidos 
durante el tiempo de observación. 

Por medio de horizontales se ha establecido la separación entre los 
habitantes que' han entrado en el colectivo para suplir las bajas produ- 

. cidas en el mismo y los que quedan de los que formaron el ,colectivo 
inicial. 

~olectivo 3.'-Este comienza con un  valor cero y luego ingresan 
individuos en él; a médida que transcurre el periodo de observación y 

- , cuando llega a su mitad en que toma el valor P, empiezan a salir habi- 
' >  





tanta del colectivo hasta que, al final, habiendo salido todos, toma el 
valor cero. A más de estas variaciones se producen D defunciones du- 
rante la observación. 

Los valores de P, así como los de D que figuran 'en estos colectivos 
teóricos, se suponen ser iguales en los tres y el periodo de observaci6n 
el mismo. En estas condiciones nos  hacemos la pregunta: {La relación: 

expresa la probabilidad de  muerte en los tres colectivos, es s u  frecuen- 
cia relativa o no expresa nada? 

La forma de variar los tres colectivos teóricos de población es la 
misma, en líneas generales, que  la de los conjuntos de expuestos al 
riesgo de morir que  sirven de  base para establecer las tasas-tipo de 
mortalidad. 

En la tasa de muerte segunda*varia el conjunto de habitantes ex- 
puestos al riesgo de morir, lo mismo que lo hace el primes colectivo 

teórico de población, salvo que P y D toman los valores Pi y B D: f 
a D: + 1, admitiéndose como probabilidad de muerte la: 

O sea en este caso 

La tercer* tasa de muerte varia su conjunto de habitantes, lo mismo 
que lo hace el segundo colectivo teórico de población, tomando los 

P y D los valores P: y 6 D4 + a D:, admitiéndose como probabilidad de 
muerte la misma 

D .  - 
P 

que aquí torna el valor 

Por iiltimo, en la tasa primera varía su  colectivo de habitantes, lo 

mismo que el tercero de los teóricos de  poblací6r1, siendo E: y a D: + 



8 D:'' los valores que toma P y D e y  este caso. s e  admite, como en 
las anteriores, que su probabiIidad de muerte es la misma 

,D - 
P 

correspondiente a 

para esta tasa. 
COLECTIVOS REALES DE POBLACI~N.-'LOS C O ~ B C ~ ~ V O S  te6ricos ~610  per- 

miten un  primer examen comparativo de # la& . ,. tres tasas-tipo de mortali- 
dad, pero no un análisis del fenómeno pur:diferir'-eh pequeños detalles 
de la realidad del mismo. Profundizando & la investigación, vamos a 
estudiar las variaciones realcs que expe?imifita* los colectivos de po- 
blación, expuestos al riesgo de morir, en,cada tasa-tipo de mortalidad. 

Comenzaré por la tasa segunda. En mi @co; y mejor aún en la 

figura 14, se aprecia la variación del colecti'v6, P: de poblacibn, que esta 
tasa considera como expuesto al riesgo de &rk.~ometidos a la obser- 
vación, los habitantes P:, que tienen edades comprendidas entre z y 
z + I años, en principio del año z, disminuyen. en n d m e p  durante él 

por las muertes que en ellos s e  poducen.  El ,A& de A B F H = P: va 
decreciendo por fajas elementales hasta llegar, al'find del .ano, al Brea 
de C G F H  = P:$:. El área de A B  G C n o s  d i i a  d i fe iencia~i-  

P: $: , es decir, el número de muertes ocurridas en el transcurso del año 

a en el colectivo inicial P:. Este área se descompone en lasdos A C B = 
-- 

8 D: y B G C= a Di+,  , representaMón, la primera; de Los muertos con 
edad r y de los muertos con edad z + I ,  la segunda. Proceden las dos 

del colectivo Pl .  
Esto mismo puede verse (fig. 15) en el fragmento del esquema de 

Ltxis. Las líneas de vida cortan simult8neamente. a la línea Pz y cuyo 
número nos da el de habitantes en principio ,del año s. Continuando su 

movimiento ascendente, algunas terminan dentro del triángulo B Di, las 
que nos dan los fallecidas con la edad x. De una manera sucesiva cor- 

tan las lineas de vida a la recta E:+I, empezando por la izquierda, pa- 
sando los habitantes que representan a la edad x + I. Dentro del trián- 

gulo a D:+I terminan algunas 1-íneas de vida, cuyo número es el de fa- 
llecidos a la edad x + I. Por dltirno, y simultáneamente llegan a la 

7 



niime- 
ue ini- 

. . 

Tanto en'un gráfico como en otro las únicas variaciones en cantidad 
. , que' se aprecian son las de muerte y éstas en forma sucesiva. 

El colectivo teórico primero de población tiene una pequeña dife- 
' -  -,:.\ 

,.- -, . . . -  .-. , .  
< , ,  

renda con- d real (fig. 16), y es la de haber supuesto en  aquél que los 





A la tasa de mortalidad tercera habremos .de oponerla que tanto en 

mi gráfico (fig. 17) como en el esquema de Lexis (fig. 18) puede verse, 
que si bien los 8 D: muertes proceden de los P: habitantes, no ocurre 

lo mismo con las a D:? que proceden de los Pi-i. Corno quiera que Pi 

FIG. 16 

y P;-* son dos colectivos de población, de edades consecutivas no liga- 
das por ninguna relación a los muertos de uno de ellos, no nos es licito 
(sin otras razones) aceptar como tasa la llamada tasa tercera de mor- 
talidad. 

Se puede deducir la tasa tercera después de establecer la hipótesis 

y las dos frecuencias relativas , , 



darán, por su suma, la tasa tercera de mortalidad. Aunque lo lícito de 
esta transformación es muy discutible, la consideraremos como válida. 

FIG. 17 * 

Los P:-, habitantes vendrán disminuídos, a principio del año 2 + I 

en los muertos producidos en ellos, por lo .cual 

P;+ < PX-, 

y como consecuencia de la hip8tesis admitida 

p:+' < P: 





Los dos miembros de esta desigualdad expresan los habitantes, que 
de la misma edad x ,  existen en la Nación, en dos años consecutivos z 
y z + r y según eIla son en mayor námero los de un  año que los del 
año siguiente. Hecho contrario a la realidad demográfica, que establece 
el incremento anual d e  poblaci6ír; En consecuencia la hipótesis de 
igualdad de población no es  posibk admitirla. 

Aun es posible otra deducción de la fórmula, fundada en la manera 
de variar su colectivo basico de pohEad6n.' Este colectivo viene dado 
por el conjunto de habitantes que t i e n e i r  años y sujetas sus variacio- 
nes a los necesarios cambios, para hqfodo el año e no figuren, en 
el colectivo, más que habitantes de x añtgi. & n i e n z a  el colectivo por 

4 - * *  

los P:. Salen después habitantes, tqt6por  ? - ,&  , "Y; fallecer , . - como por cumplir 
x + r años. Los fallecidos s e r h ,  siem$íe, con la edad x por no com- 
ponerse de otros el colectivo. A medi& que salen habitantes entran 

I * . - *  

otros que procedentes de P:- 1 c u r r r ~ ~ ~ u $ ~  19% x años. Ahora hace- 
mos la hipótesis, de que los que entran Sm-'p+gual número a los que 
salen, por tanto, la población de: colectivó:$&&o permanece constan- 

temente igual, en niimero, a PE de dandk2pioec@erán los muertos a D: 
asi como los B D: y la relación entre muet$gs ypoblación dará la tasa 
tercera. Pero la hipótesis de que la pobl&i6~ de -z anos, sujeta al riesgo 
de morir, permanece constante, es falsa. ~ e & o s  (fig. 49) las variaciones 

, . 

reales del colectivo basico. Comienza esté por P =E. Al final del - -  - 
tiempo mm, se  produce la primera muerte y.$ segunda, después 
del intervalo m, m, y asi sucesivamente hasti Ia.fiEtima. Por cumplir 
años, salen 10s marcados en el dibujo por las k b h s  C, Los que entran, 
por cumplir los x años, son en tal n6mer0, qué no &51á cubren las 
bajas producidas por C y D sino que originaaria.-,ato continuado, 
del colectivo básico de población. Aumenta que ? ? h e  designado en el 

. A .  . 2 ,  r 

dibujo por las A. De esta forma, el colectivu que empezá con.P: habi- 
tantes no se mantiene ooncta&e,'en número, durante el aíio s. -Esta 
manera de variar el colectivo es la real que presenta el fen6meno de- 
rnografico del incremento anual de la pobfae6n: 

Al ser falsos los supuestos admitidos paia ;xplictq la tasa tercera de 
mortalidad, pensk que ella carece de tal cadcter y que Gomo ,consecuen- 
cia de lo expuesto ni a u n  como frecueílcia relativa puede aceptarse. 

Voy, por último, a estudiar, en la tasa de mortalidad, las 
variaciones reales de su colectivo básico. 

En mi gráfico (fig. 20) tenemos representado el colectivo E: por el 







área de A B E' H y engendrado por la variación que experimenta el 

P,"- durante el año z, a medida q u e  fajas elementales como la N B F M  
pasan a la edad z. Empieza, por tanto, el colectivo por cero y pasan 

habitantes a la edad x durante el año z. Mueren en el mismo año a D: 
y quedan al final del año x 

Durante el segundo año de observacióíi x + I no pueden pasar más 

habitantes at co1,ectivo E: por haberlo efectuado todos los P:-i durante 
el primer afio z. Comienzan a- salir habitantes del colectivo básico por 
cumplir los x + r años, haciéndolo por fajas elementales como la 

R G F M, que se restan del área de A G F H o valor de P:+'. Mueren 
durante este segundo año, con la edad x, los h D:+', dados por el área 
de A G C. El colectivo varia, por tanto, desde cero al valor máximo 

P:' ', que se da a finales del año z, decieciendo hasta llegar otra vez a 
cero al final del año a + r. 

En el esqumza de L e x M  (fig. 2 I j  las lineas de vida cortan, simultá- 

neamente, zi la recta P: - 1 y sucesivamente a la E:,, empezando a cum- 
plir años, los habitantes que representan, a partir de la izquierda hasta 

que al final del año z todas las líneas de vida han cortado a la y se 
encuentran, sus exti&oS, en la recta P:+'. Hasta esta recta sólo Ile- 

gan una parte de las liiieas de vida que cortaron a E:. Siendo las que 

taltan, a D i ,  muertos con x años durante el año z. A partir de la posi-- 

ción P:+', de los extremos de las lineas de vida comienzan éstas a coi.- 

tar sucesivamente a la línea E:$:, cumpliendo x + i años los habi- 
tantes que representan. Como quiera que no todas las líneas de vida 

z + l ,  que pasaron por P:+' llegan a cortar a E:$:, las que faltan, 6G, 
nos dan los fallecidos, en el segundo año d e  observación, con la edad x .  

El colectivo real de pobiaci6n (fig. 22) comienza por cero, punto m,' 
aumenta por hgresar habitantes hasta el punto m, en que se produce 
la primera muerte. Del mismo modo se registran los sucesivos cambios, 
hasta que al llegar al final- del año z el colectivo toma el valor: 

disminuyendo, a partir de aquí, hasta llegar de nuevo al valor cero. 



Debo hacer notar que debía figurar en el dibnjo el caso de descender, 
en una unidad, las ordenadas siguientes a la que registi-a una muerte 

z -3 z-z+/ 
FIG. 21  

(puntos m) en la parte ascendente dé1 colectivo, caso que se presenta, 
cuando no ingresa un habitante inmediatamente que :e produce una 
muerte. En figuras posteriores se incluirá este caso. 





De este previo anhlisis deducimos .que la tasa segunda de rnortali- 
dad relaciona un colectivo de habitantes con todos los muertos produ- 
cidos en su seno durante un periodo de observación, por lo que la 
acepto como frecuencia relativa, a resultas de poderla considerar tam- 
bién como probabilidad de muerte. 

La tasa de mortalidad tercera, ni por la falta de conexión entre los 
colectivos de población y de muertos que relaciona, ni por la falsedad 
de las hip6tesis sustentadas para explicarla, podemos incluirla entre las 
frecuencias relativas. 

Por iIiltimo, la tasa de mortalidad primera relaciona los habitantes 
que cumplen los x años con los muertos -que de ellos se producen, a 

esa edad, en un periodo de tiempo. ~ ierk ,  por tanto, carácter de fre- 
cuencia relativa. 

PROBABILIDADES DE M U E R T E . - ~ ~ ~ ~ O S  B p S & r  al C & ~ C U ~ O  de 1st probabi- 
lidad que de morir tienen los habitantes en los colectivos reales de po- 
blación. 

Calcularemos, en primer lugar, la probabilidad de muerte que co- 
rresponde al colectivo real de población de la tasa segynda de mortali- 
dad. Las variaciones de s u  colectivo (fig. 16) ya han sido descritas. 

Cada uno de 10s habitantes que forman el ' colectivo de población 
puede morir o sobrevivir al tkrmino del año de observación. Si sólo 
estudiamos la probabilidad de morir, descartemos la de ser supervivien- 
te al final del año, que podrá ser complementaria de la de morir (existen 
casos en la mortalidad que asi no ocurre). Un habitante del colectivo es 
considerado al azar y calculada la probabilidad que .tiene de -morir du- 
rante un año, sabiendo que se producen D muertes. Esta probabilidad 
sera la misma.que tienen todos los habitantes en principio del año de 
observación. 

El habitante considerado puede ser el fallecid% cuando ocurre la 
primera muerte, la segunda ... o la última. Estará, por tanto, expuesto al 
riesgo de morir D veces. 

La probabilidad que de morir tiene cuando ocurre la primera muer- 
te, es: 

La de morir en segundo lugar lleva implícita la de no haber muerto 
en primero 



afectada de la probabilidad libre de morir ,en segundo lugar 

[después de la. primera muerte el colectivo sólo se compone de P - 1 
habitantes]. 

La probabilidad de morir en segundo lugar será 

De igual forma la probabilidad de morir e0 tercer lugar se formará 
por las probabilidades libres de sobrevivir en la primera y segunda 
muerte y la de morir en la tercera, o sea 

Las probabilidades de morir e* c~q to , :~u in to . ;  ., último lugar sesán . 

todas, corno ias tr&primé<as, igual& a , . . . , 

Son sucesos inconipatibles el falIecer el habitante- en cada una de 
las D muertes registradas. Todos los hahitantes estitn desde el principio 
de la observaci6n expuestos al riesgo de morir en todas las muertes 
ocurridas. . 

Como el suceso, muerte del habitante, puede producirse por D caw 
sas diferentes e incompatibles, su  probabilidad será la suma de las pro- 
babitidades que resultan al actuar cada causa: 

en la que poniendo los valores que P y D toman en este caso, tendre- 
mos como probabilidad de muerte en el colectivo básico de la tasa 
segunda 



Ya vimos que esta- fórmuIa emfi-ecuencia relativa y ahora l a  vdve- 
tnos a encontrar .corno probabi.li,dad, de muerte, por lo que la admitimos 
como tasa de mortalidad y n-os da la .$roda&ilidad,, que de 7lno~ir cn un 

Aceptada esta tasa en el e'mpo actuarial y en el -demográfico como 
prpbabilidad de muerte, sólo h e  pretendido al calcularla reafirmar tal 
carácter poniendo de manifiesto la eropiedad aditiva que tiene. 

Conflrnian también el carácter de  probabilidad algunos resultados a 
que conducen determinados valores del colectivo de muertos. Cuando 
D toma el valor cero, ninguna cuerte se produce en el colectivo, 
luego el suceso morir el habitante entra en lo acimposible~, hecho que 
pone de manifiesto la tasa al dar a D el valor cero. También cuando D 

' i se hace igual a P mueren todqs 10s babita,ntes del colectivo, luego tene- 
mos 1s. .certeza% de poduciriie el @uCeso,' * < ,  - I< es decir, morir el habitan te, 
sea cual fuere el conshera&. $ knis4aconslusi6n llegarnos al hacer 

- % 
. . 

D = P en la tasa. 
" 

Pudiera pensarse que los sumahdós que nos dan la probabilidad 
del suceso no debieran &rJprobábílid&d& ligadas, sino probabilidades 
libres; entonces la probabilidad vendna' dada por 

vemos son mayores que éstos y en igual númep; por h n t o ,  la proba- 
bilidad sefá mayor que ,$-:.', . .~ ' u 

dándose entonces el caso de que, al establecer -61 supuesto ,de -.morir 
todos sus habitantes, la probabilidad seria mayor que la unidad, es de- 
cir, superior a la <certeza», consecuencia absurda .debida a lo erróneo 
de admitir. probabilidades libres en vez de ligadas. 

Por último, si huhiera sido calculada la probabilidad del suceso por 
una probabilidad simple, ésta nos daría la  misma que la ya obtenida. 
La anaIogia de resultados también expresa aquí analogía en los fen6- 
menos. Hecha abstracción de los intervalos de tiempo, no consignando 
de él, más que la condición de producirse en un año los muertos re- 



gistrados, 10 mismo da estudiar las muertes una a una que en bloque. 
Esto no es más que el clásico ejemplo de las bolas en las pruebas- re- 
petidas, salvo que aquí no se repone bola después de sacada. 

El estudio de la probabilidad de muerte reviste más importancia 
que en la anterior tasa, en la tasa primera de mortalidad, ya que de ella 
se deriva la fórmula 

que ha servido de base para el calculu-de Ig mayoría de las Tablas 
nacionales de Mortalidad. 

Es puesto de manifiesto en los iibros que de la tasa primera tratan, 
el inconveniente que presenta su cálculo al exigir la observaciori de 
dos años de muertos. A la mayor dificultad de cAlculo se une el que 
trabajando sobre dos años de observacidn, se aplica después a periodos 
de un año. Este inconveniente puede, en parte, ser salvado, suponiendo 
que las defunciones que se registran a la edad x ,  en un año, son la 

mitad de las producidas en los dos años en el colectivo P:-* con las 
edades x - I, x y x: -+ r años. 

No voy a calcular la probabilidad de muerte en el colectivo básico 
de habitantes, s61o le compararé con otro cuya probabilidadde muerte 
nos es  ya conocida. Con lo que creo bastará para ver no puede admi- 
tirse como probabilidad de muerte, la tasa primera de mortalidad. 

El colectivo buscado ha de ser tal, que variando como lo hace el 
colectivo bhsico de la tasa segunda, su probabilidad de muerte sea 
dada por la misma fórmula que expresa la tasa primera. 

El colectiv6 representado por líneas punteadas de la figura 23, re- 
suelve el problema. Por líneas gruesas viene dado el colectivo básico 
de la tasa primera, en el que he dibujado los casos de descender una 
unidad en la parte ascendente, caso que ya indique podía ocurrir. 

Comienza el colectivo de comparación par E: habitarites. Decrece 
; este número, unidad a unidad, por las muertes que se  supone ocurren 

en los mismos intervalos de tiempo en que así sucede en el colectivo 
básico de la tasa primera. Llega al final del año ,z habiéndose psodu- 

cid6 &muertes (las mismas que en el colectivo básico y en los mis- 
,,:. . mostiempos)quedandoenaquél. 





habitantes. Continúa decreciendo hasta llegar al final del año 2 + I que, ' 

como han fallecido 8 D:'' habitantes más (los mismos y en los mismos 
tiempos que en el colectivo básico), quedarán: 

Los dos colectivos, él básico y el de comparación, sólo tienen un 
punto de contacto que se presenta a flnal del año a y con un  valor 

P:+', siendo en cualquier otro momento mayor el número de habitantes 
que registra el colectivo de comparaci6n que el básico. 

En la obtención de la probabilidad de muerte de la tasa segunda 
hemos visto que siempre que un colectivo varia, como el básico de elja, 
su probabilidad de muerte viene dada por la relación entre los habitan- 
tes iniciales y los muertos ocurridos en ellos durante 'el periodo de ob- 
servación. Así la probabilidad de muerte del colectivo de compara- 
ción es: 

D: + 8 DI'' 
--. 

E4 

es decir, la misma que se supone ser probabilidad de muerte en el co- 
lectivo de líneas continuas de la figura 23, o sea la tasa primera de 
mortalidad. 

Ante la igualdad del ntimero de muertos ocurridos en los dos colec- 
tivos en los mismos periodos de tiempo y variando de manera tan dife- 
rente ambos, que siempre el de comparación tiene más habitantes que . 
el básico, $se puede admitir que la misma fórmula exprese la probabili- 
lidad de muerte en los dos? 

La simple inspección de la figura 23bastaria para ver que no es asi. 
No obstante, iniciaré el cálculo de las probabilidades elementales del 
colectivo básico de ta tasa primera. 

Al llegar el colectivo básico al punto m, (fig. 24) sucede la primera 
muerte y se encuentran en el C, habitantes. La probabilidad de muerte 
de los habitantes en este perio de tiempo, m m,, es: 

, , ,  , ., 
En el punto m2 ocurre la segunda muerte, y aquí hemos de consi- 

, - 

.,;; -: derar dos grupos de habitantes: unos los C,, que estaban cuando ocu- 
, -  , 

~ , . , ,  : 

. , 
,, , 

"-' . ,. : . 





. - ,, 
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m@idprimera muerte, y otro los C I  , que han entrado e n  el periodo de  
, , 

tiempo transcurrido entre la primera y segunda muerte m, m2 . Las dos 
- -:probabilidades que de morir tienen los habitantes de los grupos C ,  y 
, , 

--.'&;&la segunda muerte son: 
, . ,- A -  . 

, '.T.' - .  
.A , - .. - \,',. 

. > -u&-$ 

I;g;g-l - Las probabilidades de muerte en cualquier suceso del 

., - . - , . -  
v... , 
, \. .-- '. ' , . 

, ,: .:, : 6 -  , 

y como 

tendremos 

colectivo 

- - . . . . .  

Que nos dice que todas las probabilidades que de morir tienen los 
habitantes .de los distintos grupos del colectivo básico de la tasa prime- 
ra son, en todo momento, mayores que las que tienen los habitantes 
del colectivo de comparación, y como la probabilidad de muerte de 
éste es: 

la p e  se trata de encontrar será mayor que ella, es decir, no podr6 ser 
la; misma. 



Haremos notar que en ningon momento del año de ,observación el 
colectivo básico de la tasa primera, - tiene E: habitantes. 

Si lo que se pretendía con la:t&a primefa era calcular la probadi& 
dad qzcc & morir, .a los x uiios edud;dwante un alzo, tienen los habi- 
tantes d~ esa edad, más fdcilrnehte 186btbndríamos por 'el cálculo de la 
probabilidad de muerte del colé&& fea1 de habitantes (fig. 19) de la 
tasa tercera de mortalidad, en buyo cálculo no entro por varias razones: 
una,. por ser esta pobabilidad demás utilidad demográfica que actua- 
rial; otra, la misma por que he evitado el' cálculo de la probabilidad 
de muerte en el colectivo básico de la iasa y es por la que 
tanto para un caso como para otro preciso.-presentar las probabilidadPs 
unitarias y sus elementals, que me o'bligarian a una ampliación en estas 
conferencias, removiendo concept& y f6rmulas tan fundamentales en 
el Ca'lculo de Pi-obabiZidadk como la de ias pruebas repetídas en el es- 
quema de Bernoulli, 

Como resultado del análisis hecho he deducido que &ica tasi dt 
mortalidad qzce satisface las &S cottdkwws de ser fretagmia relativa y 
probabilidad de wuerte, es lo iam de morthZidad @o segurido y, por tanto 
la aceptada para el cálculo de las Tabfm-nac~hqd~de  Mortalidad. 

TASA DE MORTAL ID,^ EMPLEADA.-ÁI tratar de &i representación grá- 
fica, indiqué que se expondría un mbtodo e n  la segunda conferencia 
que permitiría obtener la funci6n d e  poblacion y mortalidad y, por con- 
siguien te, la - integral de la misma entre intervalos' daría.. e1 nfimera . de 
habitantes y de muertosde que consta cada colectivo de edad. 

En esas condiciones la tasa de mortalidad~~~egunda 

tomará un carácter funcional, , , -. , . . ' .  

, 
Recordeinos la hipótesis admitida en, :18. teoría de . . la . , :r&rtalidad. . . . 

, y 
comprobada por la experiencia de  que: . , :. , . . .  ,- 

y que el número total de defunciones registradas en el movimiento de- 
mográfico durante el año x, con x años, es: 



y con x + I años es 

Calculadas las funciones de población y de mortalidad, los 'términos 
que entra0 en la tasa segunda toman los valores 

y la tasa segunda de mortalidad torna la forma 

J siendo T, (x) la función de tasas de mortalidad y cuyo carácter funcio- 
nal puede ponerse de manifiesto, dando un incremento a la edad 

. ,, 

De la extraordinaria simplicidad de calculo -'a que el uso de esta tasa 
conduce en la construcción de Tablas nacionalex de MortaZ8dad, me ocu- 
paré mañana, si ustedes tienen la paciencia de soportarme. 



;, 
P 11.- Tablas de mortalidad. 

1 .  0 

F. 
1 En la conferencia de  hoy vamos'a pasar: a un campo mAs operativo: 

al de la técnica de formación de tablas:de mortalidad. 
S 
: - Aunque esta investigación es orientada fqnd&kntalm ente a la eons- 

trucción de tablas nacionales, todo caa& en ella se trata es también 
comicln a las tablas de experiencia restfingida o de Compañias de Se- 
guros, salvo, claro esta, la parte de errores de inscripción de que estas 
carecen. 

< b 

Dos colectivos distintos puedqn sef.Aomabos como base para la 
formación de unas tablas: Un& el nk&&ilI. dado por un censo, en 
donde se incluyen todas las clases k9r~&s;-~&a,  el de Compañías de 
Seguros, de limites más restringidtk&mt+e% de suponer, los resulta- 
dos difieren. - " - . &  

Sin embargo, las tablas n a c b n & & e  m&&idad tienen un interks 
en el campo actuarid. Los Seguro6 de'Vidri &i prgttia- reconocimiento 
mhdico y el Seguro total s6lo en etlas deben baarb, y, por otro lado, 
los colectivos de edades bajas son pequeños en hs etperhcias actua- 
riales, siendo, por tanto, preciso conocer c6mo se. comportan en las 
tablas nacionales para servir de guía, al menos en esta parte, de la 
tabla de las Compañías de Seguros. 

ERRORES CENSALES DE INSCRIPCION.-Uno de los puntos de estadio 
mas interesante en las tablas nacionales de mortalidad, es el relativo a 
errores censales de inscripción del dato edad. 

Variadas son las causas a que éstos obedecen: unas veces por igno- 
rancia del inscripto, por femenina coquetería y vanidad de anciano 
otras, y, las más, por ser facilitados o declarados los datos por perso- 
nas ajenas al habitante. Como consecuencia de esto, los estados de 
clasificación por edades que salen de tabulación no  pueden aceptarse 
como útiles para trabajos de laboratorio. 

Es un hecho comprobado que cuando se desconoce la edad de una 



persona y sólo se tiene una idea aproximada de ella, se declaran siern- 
pre edades con determinada terminación, huyendo de otras terminadas 
en distinta cifra. 

Lo mismo ocurre cuando voluntariamente se aumenta (aunque 
parezca raro se da el caso aún dentro del elemento femenino) o dismi- 
nuye 'la edad. 

En estadística demográfica, la aglomeración, de habitantes en las 
edades terminadas en cero o cinco, es un- hecho con el qiie siempre se 
ha de contar. Pero si esta influencia-error de edad-se ha de estudiar 
en su totalidad, no  menos se ha de estimar la disminución enal  niirne- 
ro de habitantes que las edades terminadas en-siete y tres presentan. 
Esto no es más que una tendencia de simpatia' por parte del habitante 
a las terminaciones cero o cinco, a la vez que una tendencia contraria 
a las terminaciones tres y siete. No sólo son afectadas de tendencia Sas 
terminaciones cero, cinco, tres y siete de la edad, sino que todas lo son 
en mayor o menor cuantía. 

Llevados a un gráfico (fig. 25) los valores, tal y como salen de tabu- 
lación, se aprecia una serie de, maximos o <picos> en las edades de 
terminación cero o cinco, al mismo tiempo que unos mínimos, o .de- 
presiones, en las terminaciones impares, destacándose Ias terminacio- 
nes cero y cinco en los máximos y el siete en los mínimos. He llevado 
al gráfico sólo las edades 23 a 51 años, pero lo mismo ocurre, aunque 
mhs acentuado, en las edades .sucesivas, y, en menor cuantia, en las 
edades de menos de 20 años. 

El gráfico permite ver .la mayor o menor simpatía que siente el 
habitante por esta o aquella term-inación de edad, pero no sirve para 
apreciar esteafenómeno en su  totalidad. Para conseguir esto se han su- 
mado los habitantes de todas las edades de la misma terminación 
registradas en el censo y obtenido su promedio.. Al mismo tiempo se 
han calculado las primeras diferencias finitas (diferencia entre prome- 
dios de dos terminaciones consecutivas), las cuales nos dan la rnayoi- 
o menor oscilaci6n de una a otra terminación. 

-Estas cifras pueden verse en el, cuadro 1. 





1 

l 
l 

l 

; 6 6mero promedio de habitantes varones registrados en los Censos de varias Naciones, 
clasificados por la cifra e a  que termina la edad declarada 

Promedio 
-. . - 

(CUADRO 
-- --.- --p.. --. 

I 1- ---'- -- 

F R A N C I A  1 ' I T A L I A  1 I N G L A T E R R A  

Pramedlo 
-- - 

21 0.654 

205.258 

207.210 

l88.iti0 

182.590 

1 77,257 

1 76.?%? 

1'93.423 

179.915 

178.58 1 

Promedio 
- - 

217.494 

1 209.613 

209.590 

' 203.959 

Promedio 
- .- - .- 

178.774 

177.174 

1 77.492 

177,212 
' 



También han sido llevados al mismo cuadro los resultados censales 
de otras naciones, y de la misma manera calculados promedios y dife- 
rencias finitas. Para la rápida percepción se ha construido (fig-. 26) un 
grlfico en el que constan estos resultados. Se aprecia en 61, que si 
bien España tiene una població-n censal mitad que las otras naciones, 
su terminación cero presentu una primei-a diferencia finita de extraor- 
dinaria importancia frente a la de las demás. He representado también 
el fenómeno en otros paises para poner de manifiesto que,  en mayor o 
menor cuantía; en todos ellos se produce. 

Trabajando con cifras absolutas no se pueden percibir cuantitativa- 
mente las diferencias apuntadas, por lo que han sido registradas en el 
cuadro II las primeras diferencias finitas, máximas y relativas en tanto 
por mil. 

Diferencias máximas, de habitantes varones, entre 

edad& de terminación consecutiva. (Promedios.) 

(CUADRO 11) 
---- 

N A C I O N  

-- 

Espafia, . . . . . 

Francia. . . . . 

Italia. . . . ' . . . 

La extraordinaria importancia de las cifras relativas de España fren- 
te a las de otras naciones, ya sugiere, sin apelar a otras razones, la nece- 

< -  , 

, ,. sidad de un estudio más minucioso que el efectuado en otros paises 
, -  . - , 

.. , 
para la realización de nuestros trabajos de 1 ahoratorio. 





AJUSTE DE CIFRAS CENSALES.-Tal como se presentan los resultados 
de un censo de población, despues de la tabulación, no ~errniten su 
trabajo en operaciones de laboratorio. 

Es necesario, por tanto, someterlos a un tratamiento matemático 
que, fundado en determinados supuestos, haga que estos resultados, a 
todas luces erróneos, se transformen en- otros con más carácter dg ve- 
racidad. 

También se persigue, simultánea o sucesivamente, transformar la 
linea quebrada que une los extremo-S de las ordenadas representativas 
del número de habitantes de cada edad-en otra que sea curva y presen- 
te la mayor &suavidad» posible. 

Aún queda otra finalidad, también conseguida en esta investigación, 
y esta es la de encontrar la ley o función por la que se rige la distribu- 
ción de habitantes por su edad. 

Los procedimientos que el estadistico dispone para resolver estas 
cuestiones son los de interpelación, perecuación y gradación o ajuste 
mecánico. Estudiados conjuntamente en algunos tratados de Estadistica, 
me voy a permitir una separación de los mismos, aclarando el objeto 
'por ellos perseguido, al mismo tiempo que se distinguen los casos o 
fenómenos en que pueden ser utilizados. 

Tratado este tema en mi libro, en preparación, <Métodos de Análi- 
sis Estadístico>, traslado algunos párrafos que referentes a esta cues- 
tión en éi expongo y que de una  manera directa'han de interven-ir en 
el posterior desarrollo de esta conferencia. 

<En todo trabajo estadistico pueden distinguirse cuatro fases: 
1.O Plante?, 2 . O  Obsei'vacih, 3 . O  Tabulación y 4.' Análisis.~ 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . r . . . . . . . . .  

aNo obstante la importancia aislada de cada una de las cuatro fases 
en que descomponemos todo trabajo estadistico, la última de ellas, 0 

análisis, es Ia de mayor valor, ya que, en definitiva, es la que, a modo 
de compendio o resumen de todas las anteriores, nos ofrece las leyes 
que rigen el hecho ccinsiderado.~ 

Valiéndonos de un ejemplo, diremos que la fase de análisis es a la 
Estadística lo que el levantamiento de un plano es a la labor del topó- 
grafo. Efectuado el trabaajo de campo, en el que, por medio de los co- 
rrespondientes aparatos topográficos, se ha eobsekadoB una parcela 
determinada de terreno y calculada la situación de los diversos puntos- 
que en ningún caso podrán ser todos los de la parcela-, se sitúan 



estos sobre el papel. A primera vista nada puede ser deducido por un 
observador de esta serie de puntos trazados, al ,parecer, de una manera 
arb-itraria, pero si por medio de líneas unimos las de igual cota, los que 
forman parte de un  curso de agua, de una carretera, etc., aquellos pri- 
.mitivos puntos sin ilaci8n habrán cobrado para nosotros un claro sig- 
nificado, que nos permitirá darnos exacta cuenta del relieve y caracte- 
rísticas de la parcela estudiada. » 

«Análogamente, en una estadística ya ,tabulada, el investigados se 
enfrenta con una serie de valores sin conexión alguna. Mediante la 
aplicación de los procedimientos que la Matemática nos facilita, pode- . 

mos obtener las leyes a las que el hecho observado obedece.» 
«Del estudio del cuadro, o cuadros numericos que resumen las 

observaciones de  un hecho, el investigador debe deducir, como previa 
labor estadística, de qué modo el suceso se produce según cambia la 
cuantía de la variable considerada. D . 

.«La simple inspección de los resultad& poco ha de decirle; sólo 
podrá observar los valores . mayores y los menores y si éstos siguen 
una serie creciente, decreciente u oscilante; pero lo que él 'busca en 
realidad, es  decir, cómo varia el fenómeno o, mejor, qué ley sigue 
el mismo, no puede serle sugerida por la simple inspección de los esta- 
dos resumen.B 

 unas veces con fines divulgadores y otras como previa especula- 
?i6n, se llevan las magnitudes del cuadro' nurn&co estudiado a un 
gríifico en el que, tomando por abcisas los valores de la variable inde- 
pendiente, se sitúan en las ordenadas los correspondientes de la su- 
puesta función. ~ s t e  gráfico no& facilita solamente una serie de puntos 
desperdigados en el papel milimetrado, y no permite siquiera adquirir 
el concepto mas elemental de la investigacih: el de  cómo en -el fen6- 
rnerio observado.se pasa de un  valor al siguiente. Es costumbre müy 
extendida unir estos, puntos por rectas y suponer que el .suceso varia, 
de un valor al consecutivo, en'la forma reflejada por la recta que une 

. . dos puntos próximos. Aunque este procedimiento .persigue una  finali- 
dad más vulgarizadora que científica, coiistituye en realidad el primer 
paso en la i n h - - o ~ a c i ú ~ . ~  

I 

. . . . , 4Conociendo solo cuantías ais!adas de un hecho, para, poder cono- 
' . 

, , 
, . cer la ley que rige at: mismo, precisamos deteuminar -dos los valares ; , - 

, L,-, i -  - 

2: .T. . . ,, .  ' existentes mtre dos cu~secutívos de la investigaciúa; y esto sólo es posible , . 
e ,  c.:: -,,. .< .  

, , 

e<.";::.' (: i -:--:. :: 'cqnseguirlo por medio de una lín-ea recta o c,urva que  pasando por los 
.\*'.,. '. * - - . .. ,", - -  - , , ;.' 

: . A  ,."--, . . .. veores conocidas procedentes de la obser veición, nos dé los interme- 
, *.: , ; ' : 1'. ,>,, . ' . 
, ., ,, ..- .,, , --> .. ' ' 

7 ,> 
& Y .  '< - 

,.. .- :.. ,:;::-+;: :: ' , - . .. -.. .- 
-.,s.,;,;-; .~,7:,.!' ,,-O l;; :' 

" 
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dios: Claro está que por es& dos p n t o s  pasan infinitas curvas, y, por 
tanto, obtendremos infinitas soluciohes del problema. Este no es otra 
cosa que el  de la i&er~laci&.a 

xCuando se precisa conocer, un vdor intermedio en una serie de 
puntos, se hace pasar por los adyacentes, o bien por todos, una curva, 
y de su  intersección con la ordenada,que pasa por el valor correspon- 
diente de la variable se obtiene. el, pmto deseado. Ahora bien; buscar 
una curva que pase por los V ~ O &  O&madoc, equivale (exceptuando 
claro está el método gráfico) a e&k&. la  expresi6n matemática de la 
que cumple estas condiciones, y éstai q u e  &mpen'dia todos los valores 
q u e  el fenómeno puede tornar entre l?s,$mites registrados, es la prirne- 
ra ley que el investigador e~tadisticc,&~~&%b€ener en el estudio de un 

, , ; ,  - .,,, 
,, >. , ,,  : fenómeno.* , , . 

&Si tenemos n puntos de pbkapoién y - l ~ k  unirn~s por medio de 
rectas (fig. 27) habremos d e  serv%r$&pi-,~-&tudio total del f enóme- 

,- , ;c... - . , ,  . 

no de la - 1 líneas, &S decir, tendrm&.!ff-,-llGyesdistintas del mismo, 
. . <, ; ' ' . -  , , . . . , 

. < .  , ,  ., , de la forma . ,  , , m i 2  . : .  < - - .  
IC 

y = e o + t i ; x  . 
< I 

I *  A 

«Supongamos ahora que en lugar ,de us&?ectas emplekramos pará- 
bolas de segundo grado, Que tendríarn& q - b p c e r  pasar, como es 16gi- 

* -, 

co, por tres puntos consecutivo's; eri este c~$ó'jmtjria.~$ leyes diferen- 
' .- 

tes de la forma + 
Y 

y=ao+a ,x+agXd"  
< " 

 del mismo modo, si fueran paráboIas &tercer grado las adoptadas, 
, , 

se reduciría el número de leyes a "$ de la forma : : , --  
. 

y = a O + a , x + - a , x ? + a i x ~  ,' 
, - 

&Por último, si trabajáramos con pmibolas' de grádú n - I ,  el nili- 

mero total de parábolas usadas será S, es decir, una de la forma 

«Esta es la que resuelve, en principio, el problema de manera más 
satisfactoria, pues a la cualidad de ser una sola ley, une la de venir in- 
fluidá no s61o por los dos valores adyacentes, sino por todos, hecho 
digno de tenerse en cuenta.» 





#Con el fin de dejar bien sentados los conceptos, añadiremos que a 
la operación de fijar esta curva se la distingue con el nombre de intev- 
polucio'n, y la función así obtenida se denomina runciún interpolafris, 
pudiendo ser ésta diferente de la parab6lica.2 

@Haremos notar que al determinar la curva pasando por las cuantías 
de observación, implícitamente aceptamos que se pueden calcular y tener ' 

sig$?cado todos los vaLores i~krm~dius  y, además, que utilizando una 
función continua para obtener la ley del fenómeno, este debe ser tam- 
b z é ~  faación continua de Zrs variubk que &I mismo se comi&ra. Circuns- 
tancias necesarias que ha de cumplir el hecho en observación para que 
la iztterpolacio'n le pueda ser aplicada.* . - 

uHemos visto que la curva producida por la supuesta ley del fenó- 
meno -ha de pasar por los valores observ;ados; luego será igualmente 
condición necesaria que estos valores sean *tos de la misma, es decir, 
que ss trabaje cotz valores exactos, abandonrndo los m6todos de interpo- 
lacio'n cuando los del hecho observado s~ el resultado de medidas u 
observaciones imprecisas o errdneas, tanto por 10s medias en que  se 
observa como por los aparatos us'ados e, la & m a c i 6 n ,  ya que, en 
caso contrario, el resultado obtenido corno &~lt!ouencia de nuestros 
trabajos seria erróneo, por serlo los datos bkims utikimdos para nues- 
tra 1abor.n r 

<El estadístico, ya en posesión de la curva o mx.expresión rnatsmá- 
tica, puede determinar los valores máximos inlj&ms del hecho, los 
crecimientos, la velocidad del incremento, las ~wiabonec de esta velo- 
cidad, etc., y, en general, cuantos valores e4 m&edtico obtiene del 
estudio analítico de una curva.» . * 

gSi copocida la ley de un suceso en un periodo,de ubservaci6n tra- 
tamos de conocer la importancia que el misino to&, antes o despues 
del intervalo estudiado, habremos de dar vdwes inferiores o superiores, 
e n  la variable independiente, a los limites del hecho que primeramente 
s e  estudió y calcular los que tomaría la función con arreglo a la ley des- 
cubierta; operaci6n ésta conocida con el nombre de extrapolación. Es 
preciso advertir la poca consistencia que ofreuen los resultados obteni- 
dos por la~extra~olació~, debiendo ser utilizados éstas solamente a titulo 
indiciario.~ 

 como consecuencia de todo lo- anterior podemos, pues, decir que, 
en Estadística, se conoce con el nombre de i n t e r p o l d n  una serie de 
métodos que, determinando todos los valores intermedios de un fenó- 
meno de ley continua en, un periodo de observaciones exactas, nos pro- 



porciona la ley a que obedece el mismo y permite su estudio rnate- 
mático. ~l 

....................*....""'................*...........*................. 

...................-......,....,.......................................... 
d o  siempre es posible operar en Estadistica con valores exactos; 1a 

mayor parte de las veces los resultados obtenidos vienen influídos por 
errores de observacih o por causas accidentales cuyas influencias han 
de eliminarse en la, investigación.~ 

.Bien conocidos son los errores de observación producidos por los 
aparatos de medida que, en mas o menos, afectan a las mismas, exten- 
diendo, por consiguiente, su campo a 'cuantas observaciones se prac- 
tican por medio de aparatos. No menos errores engendran las imper- 
fecciones físicas de Ios sentidos, cuya influencia se hace sentir en los 
resultados. ~ r n b a k  causas dan origen a que una serie de observacio- 
nes en que intervengan aparatos o apreciaciones sensitivas det opera- 
dor no pueda considerarse como una serie  exacta.^ 

*Otras series exactas han de considerarse como erróneas a los 
efectos de obtener su ley, Tal es el caso del crecimiento de Ia pobta- 
ción cuando los años de observación vengan influídos por una guerra 
o una epidemia; los índices de pr&s, cuando una causa accidental 
pudiera afectar 'a su  cuantía; la producción de una fábrica, cuando una 
avería origine un paro momentáneo, e t c . ~  

*Otra serie de- observaciones, que también hemos de considerar 
como errónea, es la obtenida en un medio inadecuado,. tal es la obser- 
vación de la mortalidad en un pequeño pueblc), en el cual, por la poca 
importancia numerica de los casos registrados, el fallecimiento de un 
individuo, de una edad o de otra, puede influir considerablemente en la 
ley que se obtenga.2 

aEn estos casos, la ley que mejor expresa el fenómeno, no es la 
originada por la curva qu-e pasa por los n - puntos observados, como 
ocurría en la interpelación, sino otra distinta que, situada entre los 
mjsfnos, satisface a ciertas condiciones. Esta curva, que est& compren- 

. dida entre los valores erróneos (fig. S&), @centrada% entre los mismos, 
tiende a corregir las medidas u observaciones realizadas con- exceso, 
.compensándofas con las verificadas en defecto. Al conjunto de métodos 
empleados para obtener la' ley de un fenóüieno con datos erróneos 

,, , 
* -  , pero de ley continua, se Ilama perecuación, y la curva que la satisface 
. , ,. se llama perecuah-ia. » 

,.,, - 
*A . 

,: .' . ; .  ;, .,.. ; ,. , . . &A' veces, en los trabajos estadisticos, no es preciso conocer la ley 
", ,-' , .  ' S , '  ' 
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decrecer y determinar la velocidad de este aumento o disminución; en 
este caso bastapmecuar una recta, cuyo coeficiente angular mide esta 
velocidad. A esta perecuartriz se llama Zz'nea de temiencza y puede apli- 
carse a fenómenos de ley continua con observaciones tanto erróneas 
COMO exactas.> 

acPerecuacio'n es la serie de métodos empleados para determinar la 
ley que rige un fen0meno de ley continua, cuyos datos de observación 
se suponen err6neos o inexactos o, también, para obtener la tende~zcta 
que presenta el mismo, cuando sus datos sean o no exactos; estable- 
ciendo ciertas condiciones o hip6tesis a que se han de someter los 
mismos.» 

........................................................................... 
*Lo mismo en la interpol?ica'h que en la parecuaciósz era condición 

precisa que el fenómeno en estudio fuera d e  ley continua, pero, a veces, 
es necesario trabajar con series discretas, obligando esta circunstancia 
al investigador a tener que  operar con hechos de los que sólo se pueden 
determinar valores que no forman parte de ninguna ley.> 

 bastan unas leves consideraciones para darse perfecta cuenta de 
esta clase de valores. Si, por ejemplo, en un censo de la población se 
estudia la distribución de los habitantes por su edad, expresada en años 
cumplidos, los resultados forman una serie discreta, ya que los inter- 
valos, comprendidos entre cada dos edades consecutivas, carecen de  
significado y aun de sentido. Hemos de observar además, en este wso,  
que las cuaqtias primitivas sobre las que vamos a operar son erróneas, 
debido a que, como consecuencia de un fenómeno psicológico, el de- 
clarante m u ~ t r a ,  en  gran niimero de casos, una marcada sitnpatia sobre 
las denominadas cifras redondas; circunstancia que origina el acrecen- 
tamiento de éstas a expensas de las restantes. Ahora bien, si las edades 
consecutivas son agrupadas juiciosamente y se someten a un reparto 
lógico (fig. 29), los resultados obtenidos-que no pueden asegurarse 
sean los verdaderos-presentan un carticter de mayor realidad que los 
primitivos y son, por ello, de mayor ,utilidad para ser empleados en 
posteriores tiabajos de investigación, -ya que el error psicológico, que 
en un principio fué cometido por el declarante, ha sido subsanado, en 
su mayor parte, por el  investigador.^ 

&El problema de cómo seria posible operar o discurrir sobre Jas 
cuantías primitivas de una serie discreta, afectadas de un error inicial, 

- - - -  -podemos reselver4eme&ante 4 usa& la gmdaich'~ que no-es más que - 





el conjunto de métodos empleados para sustituir unos valores de ob- 
A servacih, errdneos y discontinuos, por otros, t ambih  discontinuos, 

pero que se aceptan como más p1ausibles.s 

.......................................................................... 
<Existe una clase de series estadísticas, las acumulativas, a las que 

no es posible aplicar directamente los métodos de interpelación, aunque 
sus datos sean ,exactos y expresados por número suficiente para poder- 
los considerar como formando parte de una ley. En estas series, las 
cifras de observaci6n vienen dadas por la suma de los hechos o va- 
lores que toma el fenómeno, a través de un periodo de tiempo.» 

&De esta clase son las series de nacimientos, defunciones, etc., 
cuando vienen expesadas por el total de hechos ocurridos en pe- 
riodos de años, meses, etc. También lo son las de producci6r1, con- 
sumo, comercio, etc., cuando, como las anteriores, vienen dadas por 
años, trimestres o meses., 

43s  costumbre muy extendida considerar estos valores como for- 
mando parte de una curva y operar con ellos como tales; obteniendo 
una ley, una función interpolada o una línea de tendencia, completa- 
mente  falsa.^ 

<Aclararemos esto con la exposici6n de un caso: Sea la serie de las 
defunciones ocurridas en varios años, clasificadas por el año en que 
ocurrieron; supongamos que los valores acumulados, por año, han 
sido llevados a un gráfico por medio de ordenad,as distanciadas a inter- 
valos iguales y, por último, interpolada la curva (fig. N), 

que, por tratarse de una serie de valores estimados como exactos, 
pasara por los extremos de aquellas ordenadas.> 

*Siendo la función interpolada continua entre los limites de obser- 
vación, cualquier valor que se dé a la variable independiente-aquí, 
tiempo-producirá en la función el correspondiente al que tome el fe- 
nómeno-número de muertos-. Asi, si F (x,) son las defunciones ocu- 
rridas durante el año 1940, x, - x, el intervalo adoptado para repre- 
sentar :un año-1941-, y F (x,) las defunciones registradas desde 
primeros a fines del año 1941, un valor intermedio tal como m n, si- 
tuado en el punto medio del intervalo. x, -+ x,  representará las defun- 



,133 

ciones ocurridas durante los sek primeros meses del año 1941. En casos 
como el de la figura, en que por ser 

F @ o )  > F.(%) 

la función es decreciente, resultara que 

m n > F(xJ 

es decir, que las defunciones ocurridas en los seis primeros. meses del 

año 1942 son en mayor número que las ocGridas en todo el mismo 
año. Resaltará, más el anterior absurdo si se determinan valores de la 
función por meses, cuya suma será, en mucho, superior a F ( x ~ ) . Y  

« A  todo esto, inmediatamente se argumentara que no es lícito pen- 
sar que los valores intermedios de la función, entre xo y x,, puedan 
expresar estados intermedios del fenómeno, y esto es lo que única- 
mente se queria poner de relieve, pues si la función carece de signifi- 
cado en la mayor parte de sus puntos, no existe tal función, quedando 
reducida la pretendida interpelación a una mera gradación en la que, 
por no tener significado más que en las ordenadas que pasan por, 
x, ,  x,, se ha obtenido, como final de los cálculos, los mismos valo- 
'es-datos de bbsei-sación-que ya s'e conocian .» 



aSe,,acostumbra también a tratar estas series situando el valor de 
observación durante un período x, -+ x, , en el punto medio n 'de dicho 
intervalo, e interpolar después. Este proceder adolece del mismo incon- 

, veniente que el anterior, pues siguen careciendo de significado los 
valores intermedios de la función. Cabe, en esta forma de. presentar el 
fenómeno, considerar que estas ordenadas centrales m n son las alturas 
(fig. 31) de los rectángulos que, construidos sobre los intervalos, repre- 

sentan los valores del fen8meno cuando el intervalo es la unidad, y 
considerar la curva interpolada como limite de áreas equivalentes a las 
de  observación. En casos como el presentado en el intervalo x,  + x, , 
el área E H m que  se resta del área de observación para obtener la 
interpolada, se acepta como compensando a la que se suma: m K 1; 
pero esto, aunque muy discutible en este caso, es completamente inad- 
misible en Ios otros intervalos en que las áreas A C m + m D B y la 
B F m + m G E no tienen compensación dentro de cada intervalo, por 
lo que no es Qosib~e aceptar esta última interpretación en la represen- 
tación de las series acumulativas.» 

<LOS mismos razonamientos pueden ser empleados en el caso de la 
perecuación, de uso más extendido, especialmente, en líneas de ten- 

. - -- , dencia.~ 
, ,  , ,, .' . ' aSi bien estas series, ya ajustadas, pudieran ser objeto de correc- 

, , 
, . 

, , 



ciones posteriores, como éstas no formarían ley, sino sólo serían incre- 
mentos calculados en funci6n de valores próximos, entraríase de lleno 
en la gradaci6n. B - 

<Sin embargo, ¡os hechos demúgrtificos no carecen de ley en función 
del tiempo; lo que ocurre es queanteriormente no fueron correctamente 
expresad os,.^ 

uDos representaciones pueden ser utilizadas Una, la acumulada 
(figura 32), en que las sucesivas ord~&O&s:.son suma de 10s hechos 
ocurridos desde un origen d e  &seryaci;ón hasta la  fecha indicada por 

. la abcisa. Aquí cualquier valor intermedio tiene un claro y distinto sig- 
nificado. Otra forma es por áreas.:% d e b í n a  la curva g = F (x) de 
tal manera (fig. 33), que la integral* conlfrnittk dados por los extreinos 
del intervalo, equivalga al valor d$a@eqa$6n entre los mismos limi- 
tes. La int egihal de límites iote&&as, *fe los de observación, da 
también valores intermedios C Q ~ O  usando límites 
fuera de lo observado dará v 

«Tanto una como otra .re iten lo mismo la inter- 
polación que la peiLecuación. 

Los métodos usados en - n han sido casi 
exclusivamente de gtnadaci6n, v a dificultad de 
cálculo, desde el de Finlaico, co edades para 
el ajuste de una,  hasta el de ~ing,, qm+u#&~:-paxa el mismo objeto 
cuarenta y tres. En consecuencia, t ) i ~ & :  Qbstar antes de los dos 
años por el primero ni antes de los veintidhs p ~ e l  segundo. 

Pueden también usarse los métodos de peyecuaoi6n, pero todos 
ellos, salvo el de Cantelli, no producen m8;s;'tjue valores discretos, 
viniendo a dar los mismos resultados que.la @&$&n, ,con la única 
diferencia de que la línea que une los extr&os;ile las.ordenadas repre- 
sentativas de los habitantes es continua, aunque de significado 

, . 
entre ordenadas. - S  

El método de Cantelli, con carácter fuqciond, presenta grandes 
dificultades de cálculo, pues de emplearse d@es 'quit.kquenales es pre- 
ciso resolver un sistema de 20 ecuaciones con bar&n&ros de 40 o más 
cifras. 

Unicamente Gini logra una perecuatriz VIrCbke valihdose de  trazos 
de parábola que comprenden cinco edades, precisando, por tanto, de 17 
funciones distintas para el ajuste de edades comprendidas entre 10 y 
95 años. 

ERRORES QUE LOS MÉTODOS CLÁSICOS DE AJUSTE INTRODUCEN EN SU APLI- 







C A C I ~ N  A LA DEMOGRAFÍA ESPA%OLA.-En la publicación que con el título 
Lar Demografa Esfa6ola hizo el Laboratorio de la Dirección General 
de Estadistica, puede verse, en la págirra 54, un estado de los varones 
ajustados por varios métodos, estado que seproducimos en el cuadro 111. 

Las cifras consignadas en este cuadro presentan anomalías consis- 
tentes en que algunas edades, después de ajustadas, tienen mayor nú- 
mero de habitantes que otras que les preceden.' Aunque esto puede ser 
posible, no es muy lógico -que, siendo la población de una nación 
decreciente desde cero años de edad al límite humano de vida, se pre- 
sente así después d i  ajustada.. Las cifras a que me he referido son las 
subrayadas en el cuadro 111. La duda que se me al estudiar 
esta serie, entre lo licito o no de aceptar este ajuste, fué- la causa de 
toda la investigación que ante ustedes expongo. 

En la misma publicación, y en la página 57, puede verse un estadillo 
en el que se suman las desviaciones por gi-upos d e  edad, y que he  

reproducido en el cuadro IV. En él se aprecia que, a partir del grupo 
28-37 años, las desviaciones totales son negativas, al paso que  en los 
grupos anteriores, son positivas. Esto parece, como si 'los métodos de 
ajuste trasladaran u n a  parte de los habitantes de más de 37 años a los 
de menos de esa edad. 

Dándose los valores que creo anómalos en  las proximidades de las 
edades terminadas en cero o cinco, llevé los valores ajustados a un 
gráfico (fig. 34) en el que se aprecia claramente una ondulación en la 
línea que pasa por los extremos de la pobiación ajustada. Ondulación 
que presenta s u s  máximos cerca de los ceros y mínimos en las proxi- 
midades de Iqs cincos, y que, aunque el gráfico siilo comprende las 
edades 33 a 52 años, lo mismo se produce en las sucesivas. A esta 
ondulación es debida la irregularidad de  cjfras que hicimos notar. 

Recordando el cuadro 11 pensé que esta ondulación fuera debida a 
la gran oscilación que entre edades próximas al cero o cinco presenta 
el Censo español y, aún más, a la diferencia entre cifras correspondien- 
tes a ceros y cincos consecutivos que también presenta el mismo. 

Antes de pasar adelante, voy a tratar del ajuste de una recta en los 
valores de observación; recta qlie, tanto por sí, como por !os segmentos 
que ella determina, ha de gozar un papel importante en el sucesivo 
desarrollo de esta conferencia. 

RECTA A J U S T A D A . - P ~ ~ ~  el calculo de la recta indicada supongamos 
(fig. 35) que el segmento 3 - 3, representa el promedio de habitantes de 





edad terminada en 3; desde 3 a 93 años y, lo mismo, los demás y cuya 
expresión es: 

... Siendo U,: U, U,,, los valores de observación. 
El segmento 5 - 5' es determinado por la condición de ser igual a 

Todas las rectas que pasan por el punto 5 ' ,  gozan de la propiedad 
de que limitan sobre las ordenadas que pasan por 3, 4, 5, 6, 7; seg- 
mentos cuya suma es siempre igual a 

El punto 10' es fijado por anhloga condición; la di: ser el segmento 
10-10' igual a 

y, par tanto, ios segmentos que cualquier recta que pase por 10' detei- 
mina en las ordenadas trazadas por. 8, 9, 10, 11, 12 forman una suma 
siempre igual a 

* 
x=12 

E U: 
x = E 

La recta C D, pasando por los puntos 5' y lo ' ,  determina un& 
segmentos sobre las ordenadas comprendidas entre las elevadas, por 3 
y 12, cuya suma es siempre 



Resumen de los resultados obtenidos ajustando, por divarrror métodos, la población 
por edades de 9 a 91 años dada por el Censo de 1920 

Vulores 
observados 

u, 
- - -. . . . - 

226 583 
249 530 
zi7 970 
242827 
218 645 
227 820 
213 355 
206 236 
204 ~ 3 1  
210 LO6 
168 507 
193 978 
156 350 
179 818 
164 256 
164 946 
169 1% 
,154 012 
147 769 
157 611 
121 549 
191 452 
115 527 
144 175 
128 955 
123 y3 . 

.,.:;.,,,, --*&&&&& 

V a r o n e s  

H I G H A M  

(CUADRO 111) 

K A R U P  







Población masculina de los grupos de edad que se mencionari, dada por la observación 
.y por los métodos que se indican 

GRUPOS DE EDAJl 

De 9 a 17,'afios ... 
- 18 a 27 -, ... 
- 2 8  a 37 -.... 
- 38 a 47 - .., 
. - 48 a S7 - ... 
- 5 8 a 6 7  -... 
- 68 a 77 - ... 
- 78 a S7 - ... 
- 88 a 91 - ... 

De 9 a 91 años. .. 

PoMaci 6n 
observada  

WITTSTEIN 

Poblaci6n 

caJcu lada 

2000 837 

I>iierencia 
entre Ja pohla- 
ci6n calculada 

y abservada 

.- 6760 

WOOI-HO USE 

\ 

Población 

cadculada 

Diferencia 
entre la  pobk 
ción calculad, 

y abservada 

- ,  

HLCHAM 

Población 

c a l c u l a d a  

-1' 

2 Ql3 140 
' 3 

' &,si 
676 061 

308 564 

74 606 

4 889 
-- - - 

8 233 529 

Jhferencia 
entre Ja p o b  
cidn cdculadi 

Y abmer~ada 

+ '3% "+ $$@" 

3 - " ' *  
-5. 
- 760 

- 1435 

- S 302 

- 794 

- 740 

- 
- 303 

+ 4521 

(CUADRO IV) 





Ocurre lo mismo con la recta E F, en la segunda parte de la figura. 
La recta C D limita sobre la ordenada que pasa por el punto central 

7,5 un valor igual a 

siendo propiedad del punto M determinar cualquier recta que p o r . 4  
pase, segmentos en las ordenadas comprendidas entre 3 y 12, cuya 
s u m a  es siempre 

Lo mismo ocurre con las rectas que pasan por el punto M' y la 
suma invariable es aquí 

Si, por último, unimos M con M' tendremos la recta A, B que, man- 
teniendo la constancia de suma en Ios.dos grupos de diez ordenadas 
que comprende, lo verifica, por tanto, con todos los de observación. m , 

Como M N vale 

y el coeficiente angular de la recta M M' es 

la ecuación de la misma, será 

ONDULACI~N DE A J U S T E . - ~ O ~ ~ ~ ~ U ~ ~ ~ O  la marcha seguida en Ia inves- 
tigación, nos encontramos ante la creencia de que los mbtodos de 
gradación producen, en el censo español, una ondulación en la linea 
que une los extremos de las ordenadas representativas d e  las edades 
ajustadas. Para poner de manifiesto esta, ondulación he trabajado, no 
sobre cifras aisladas, sino sobre promedios de todo el censo, agrupando 
previamente las edades por su terminacihn, y refiriendo los valores 

1 0  



ajustados de estos promedios a la recta que anteriormente calculamos, 
y que por tener una inclinación promedia entre todas las que presentan 
cada dos grupos de diez edades consecutivas, descarta el enmascara- 
miento de la ondulación producida por el sucesivo descenso del valor 
en las ordenadas representativas de edades sucesivas. 

En vez de sumar valores ya ajustados y obtener luego promedios, 
he preferido ajustar valores de observación, después de referirlos a la 
recta a que ya hicimos alusión. 

En la figura 35 se ve que todo valor promedio de observación 

Siendo y,, y, ... y,, las ordenadas de la recta ajustada y E,, ... E,, 

las diferencias entre los dos valores: el ajustado de la recta y el prome- 
dio de observación. 

Aplicando la fOrmula de ajuste mecánico del método de Wittstein a 
estos valores, tendremos: 

o también: 

en que, agrupando -las ordenadas de la recta ajustada 
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Para toda ordenada y, limitada por larecta AB, se verifica: 

con lo que, finalmente, se tendrá 

fórmula que nos da los excesos vZ- y, sobre la recta ajustada A B  de 
las cifras censales promedias ajustadas por el método de Wittstein. 

De análoga forma se han obtenido los excesos sobre la recta A B 
de las cifras censales promedias, ajustadas por los tnétodos de Wool- 
house y Karup. (Cuadro V.) 

Llevados los valores asi obtenidos a un gráfico (fig. 36), se aprecia 
claramente la ondulaciún; presentando sus máximos en los ceros y sus  

. mínimos en los cincps 'y que, por haber trabajado coa cifras promedias, 
a todo el censo afecta. 

Para comprobar si se presenta ondulación al ajustar la población 
censal española por los métodos de King y Gini, he utilizado un méto- 
do auxiliar que mantiene, aproximadamente, la constancia de suma por 
grupos quinquenales de edad -que, tanto la primera fase del método de 
King como el método de Gini establecen. Este método, designado por 
el ndmero 3 de gradación, consiste en hacer pasar parábolas de segun- 
do  grado por cada tres puntos cr>nsecutivos: 5', 10' y l 5 '  de la figu- 
ra 35, y da como cifra ajustada los valores representados por los seg- 
mentos que estas parábolas determinan en las ordenadas de las tres 
clases quinquenales que comprenden, Ajustado así el censo, se ha lle- 
vado a un gráfico (fig. 40), en el que se ve la ondulación que, 10 mismo 
que los anteriores métodos de gradacibn, presentan los basados en 
mantener la constancia de valor por clases quinquenales de edad. 

ENSAYOS PARA AJUSTAR LA POBLACI~N Y LA MORTALIDAD POR NUEVOS 

M ~ T O D O S  DE GRADACI&N.-La ondulación en el ajuste se produce con un 
semiperíodo de cinco edades; luego si hacemos pasar parabolas por 
edades que i e  diferencien no en cinco años, sino en diez, habremos 
encerrado dentro del intervalo los nodos correspondientes a una onda 
completa y, por tanto, no podrií producirse ondulación en el ajuste ni, 
como consecuencia, unas edades ya ajustadas tendrhn mhs habitantes 
que las que les preceden. 

- - - - - - - -  - 
- - 

- - - - - - - - - -  Varios fueron los métodos . . que e m  pld, :y cuya creación fue hecha 





con Animo de corregir los errores que presentaba la aplicaci6n de loa 
mktodos extranjeros. A m8s del ya empleado para comprobar la ondu- 

lación de ajuste en las clases quinquenales, citar6 algunos con las que 
obtuvimos mejores resultados. ., . 

Uno de ellos consiste en hacer pasar parábolas de grado diez (siendo 
i'eciso introdueir unas modificaciones en la fórmula de interpelación 





Despues se unen por parábolas de grado diez los valores resultantes 
del primer ajustamiento de igual terminación y, por Último, se obtiene 
la parábola promedia. 

Presenta este método cierta simplicidad de cálculo, pues las orde- 
nadas del primer ajustamiento en los puntos centrales de cada grupo 

de cinco edades, vale l/, de la suma y el coeficiente angular se calcula 
rhpidamente, así como el valor central del grupo de diez edades. 

De m& sencillo cálculo que el anterior, fué una modificación del 
mismo. Obsérvese que la parábola que pasa por los puntos M es sen- 
siblemente equidistante de cada dos de las diez que se han utilizado, 
luego si se hiciera pasar una parabola de grado diez por estos puntos 
centrales, nos encontraríamos con - una curva cuyos valores no son 
promedios de  las otras diez, sino equidistantes o equinormales. Los 
puntos M .son de fácil cálculo, pues son l],, de la suma de cada grupo 
de observación, y Ia determinación de la parhbola de grado diez que 
pasa por los once puntos, es de gran sencillez, debida a la forma para- 

. bólica que dimos a Ia f6rmula de Newton. 
Una modificación de este último método nos produjo el de mas 

fácil cálculo de cuantos métodos de gradación empleamos. Esta modi- 



ficación consiste en unir cada tres puntos h4 consecutivos por parabo- 
las de segundo grado. 

Los resultados de este método han sido llevados al gráfico (fig. 40) 
y designado por el número 6 de gradación. 

Citaré, por Ctltirno, otro método; basado en la bisectriz de los pares 
de rectas que unen terminaciones iguales (fig. 39j. 

Calculadas las dos  rectas que mantienen la constancia 'en dos 
grupos de diez edades, se-  obtiene el valor que limita la bisecti'iz de 
cada par de rectas A C, B D en las ordenadas centrales.de cada grupo 
de diez; dándonos los puntos P y Q. De análoga forma los otros cinca 
puntos. Después, sobre cada ordenada central, se calcula el promedio 
de 1'0s diez valores (cinco de las rectas anteriores y cinco de las poste- 
riores) que las bisectrices determinan y, por último, por estos puntos 
@omedios $e hace pasai' una parábola de grado diez. 

~ s t e  mdtodo, que elimina mejor que los otros los errores ya citados, 
es de cálculo tan tborioso que lo hace, a nuestro parecer, inaceptable. 

Cualquiera de los métodos de gradación extranjeros es también m 

válido para el ajuste de Ea población española, con sólo introducir la 
variación del intervalo; pasando de  cinco a diez edades. Pera en estas 





condiciones, a mis de aumentar el trabajo 'de cálculo, limita extraordi- 
nariamente el niSrmero de edades susceptibles de ser ajustadas. . . 

M~TODO DE PERECUACI~N DEL CONFERENCIANTE.-LOS métodos de gra- 
dación empleados en el ajuste de la población sólo dan valores dis- 
continuos, consistiendo su finalidad, como en toda gradnci6n, en sus- 
tituir unos valores de observación por otros calculados que se aceptan 
como más reales que los primeros pero sin formar parte de ley o curva 
alguna. 

Habiendo estimado las ventajas de  las funciones en el cálculo de 
tasas, se orientó la investigación a la obtención de aquellas, y, por 
tanto, fueron abandonados los métodos de gradación, recurriendo a los 
de perecuación. 

Aplicados los métodos corrientes de perecuación a la serie de obser? 
vación expresada por: ordenadas, representativas de cada edad, sus 
resultados, en cuanto a discontinuidad, son los mismos que los de 
gradacidn, por lo que, en realidad, sólo dos métodos de los conocidos 
en la perecuación son posible emplear: uno el de CanteIli y otro el de 
Gini. El de Cantelli, ya indiqué la dificultad de solucionar el sistema de 
ecuaciones que emplea, y el de Gini me obligaba a variar el intervalo 
de cinco a diez edades, prodiiciendo con el10 una limitación-lo mismo 
que en los de gradación-en el nilimero de edades susceptibles de ser 
ajustadas; por otro lado, no resuelve, más que en paste, el .problema, 
ya que este método no obtiene una función sino trozos de funciones 
que, después de introducida la variación del intervalo, comprenden sólo 
diez edades. 

Por todo lo,anterios trabajb en la. formación de un  método que re- 
solviera prácticamente el problema. Las dificultades que en primer 
lugar se presentaban eran las de que usando parametros que tienen 
veinte cifras enteras, y que, debido a la precisión necesaria en los 
trabajos para obtener tasas con seis cifias exactas, es necesario usar 
veinticinco decimales, empleando en total ntimeros de cuarenta y cinco 
brdenes. Si a la dificultad de trabajo en máquina se une la de resolver 
por los procedirtiientos usuales un sistema de ecuaciones, con tales pa- 
rámetros el problema prácticamente era insoluble. 

Como quiera que la función parabólica es la más usada en ajustes 
de población, fué  también aceptada para la soluci6n del problema; 
influyendo en nuestra decisión, no sólo la costumbre sino también la 
extraordinaria flexibilidad de  esta clase de funciones .que la hace adap- 



table a cualquier serie. Cualidad digna de tenerse en cuenta para la 
curva de mortalidad por sus varios máximos y mininios. 

Como resultante de todo lo anterior, el sistema a resolver es 

En que x, es la abcisa del origen de observación, h es el intervalo 
de perecuacidn o número de cuantías de observación que se consideran 
agrupadas en cada ecuación, y ui son los valores de observación. 

Si la función pereouatriz usada 'es: 

1, el sistema anterior queda transformado en: 

Hagamos 

P! con lo que el sistema tomará la forma 



Restemos de cada ecuación de este sistema la que le precede, con 
cuyos resultados formaremos un nuevo sistema y, recordando que 

i=x,+(n+l)h-i i=x&nh-1 i=x&nh-i 
X E u - = A  X 

i=%+nh - i=x&(n-1) h ' i 
i=x& (n-i ) h 

el sistema habrá quedado reducido a 

i=x,,+2h-1 
b u i = a', [A(x0+2h) - A (xo+h)l + a', [A ( ~ , + 2 h ) ~  - A(~~-i -h) ' l  -k 

i=xo+h . 
+ a'nh [A (xo+2 h)nb+( - A ( x O + ~ ) ~ ~ + ' I  

m................................. i.......... . m . . . . . . . . . . . . .  

Seg6n 1; propiedad que tienen las progresiones aritméticas de ser 
nulas las diferencias finitas de orden n + 1 de . la serie de potencias 
n t ~ i m a  de sus términos, serh  cero las 



con lo que el sistema se reducirá en una ecuaci6n pos la resta efectua- 
da, y en un término, su  segundo miembro, por ser nulas las diferencias 
finitas que multiplican al valor a determinar a',. Queda, pues, el siste- 
ma en la fase 

i=xo+2h-1 
U i = a', A%(x,+h)B+ a'$ AI(xg+h)$ + - - -  + aJnh A4(xO+ h)nh+l 

i=xo+h 

i=xo+n h - 1 

A 2 u i = a', AB(xo+ (n - I)h)& + a', bz (xo+(n - 1 ) h)S + - - . 
i=x,+(n -1)h 

+ a'nh Ae (xD+(n - l)h) nh+i  

Restando nuevamente de cada ecuación la que le precede y siendo 
nulas las 

obtendremos el siguiente sistema, que tiene otra ecuación menos y otro 
término menos 

Continuado el ploceso de restar en cada nuevo sistema de cada 
ecuaci6n la que le precede y anulhidose las diferencias finitas que afec- 
tan al primer término de cada ecuación, llegaremos, por último, a la 
ecuación 



y de cuya igualdad obtendremos 

Este valor, sustituído en la primera ecuacidn del peniiltimo sistema, 

dará 

y sucesivamente tendremos todos los parámetros 

a'nh-2 , a'nh-3 , - a', , a', , a', , a', 

En el sistema, tal como ha sido resuelto, sólo es preciso conocer las 
sucesivas diferencias finitas del grupo d e  perecuación 

ya que, tanto las diferencias finitas del intervalo de perecuacibn como 
sus cocientes, son nilimeros independientes de la serie de observación y 
cuyos valores, para los intervalos de uso más corriente y para grados 
de la funcjón más empleados, serán dados en las Tablas Españolas de 

Aplicado mi método de perecuación a un ejemplo de serie de pobla- 
ción, permitirá ver la sencillez de trabajo del mismo. 

Por tratarse de un ejemplo, fijemos como limites de la serie las eda- 
des 7 y 26 años.  imites entre los que se da el mínimo de las tasas de 
muerte. 

El intervalo de perecuación que emplearemos es h = 5 y, por em- 
pezar la serie en 7 años, será x, = 7 y el sistema primario de ecua- 



y Las que nos dan los coeficientes son 

a 11 i=ii be xo9 dt xo4 
e',='=-- A ui -- a', - Y a', 

2 3' xO"i=7 Ae %o2 As ?to 

1 i=jt A xO8 A x,' A x$ 
- o - . ui - - . a', - - a', - - - ara - 8  - 

x i=7 A X, A XD A XO 

La serie de los facto~&- de transformarión, o relaciones entre dife- 
rencias finitas de potencias del intervalo, toma para una aproximación 
de 15 cifras decimales los valores 



Veamos los ca1cuIos a realizar para perecuar la parábola de tercer 
grado 

en la serie de población. 
En primer lugar; hemos de obtener de la serie de observación las 

y, seguidamente, el cuadro de las diferentes finitas ,de esta serie 

y, finalmente, los coeficientes 



kll. 
A E u i  ~ f , = - 8 3 . 5 0 6 ~ 2 ~  10-2 

i=7 

- a', x f,8 = 507,570 666 666 666 667 x 15 

- a', x f,4 =-- - 12,018 x 175 

- a', x foS = 507,570 666 -666 - 666.667 x 25 - - ................ 
-a', x f O 4  = - 1 2 , 0 1 8 ~  125 - ................ 

a - - 225- 190,566-668 -666.666.667 

Siendo 

P (x)dx =P%. 180,566.666*666.6~ - 8 8 7 ~  + 4  .%0,29x9- 

y la función perecuada 

En este ejemplo, y para mayor sencillez en los cálculos, se ha efec- 
tuado un cambio de origen en el segundo miembro equivalente a siete 
unidades, con lo que, haciendo x = O tanto en la perecuatriz coma en 
las integrales, se obtendrhn los valores correspondientes a 7 años; entre 
ellos el ajustado. 

FUNCIONES DE P O B L A C I ~ N ,  M0 RTALIDAD Y 1bE TASAS DE MUERTE.-C¿I~CU la- 
da la perecuatriz 

esta es la función de poblaciúz y su  

expresa el valor ajustado del número de  habitantes de edad compreri- 
dida entre x y x +- r años, y también, como es lógico, el número de 
habitantes cqmprendidos entre dos limites cualquiera de edad, mayor o 

- - - - .-,menw gue-un año. - - - - - - - - - 
- - - - - - - - - - - - - - - - 



Volviendo al ejemplo anteriormente resuelto la 

resuelve el ajuste de la población y nos da el número de habitantes de 
cada edad, entre los 7 y los 26 años. 

De igual forma, y por el mismo procedimiento, se pueden ajustar 
las defunciones ocurridas duran te un' año, de las edades comprendidas 
entre 7 y 26 años, con datos de  observación sacados del resumen anual 
del iVouimiento bhtural de la Poblacióe. 

La perecuatriz correspondiente a mortalidad o -función de mortaIidad 
toma el siguiente valor en el ejemplo en curso: 

y 10 mismo que en la fitnción de población la 

nos expresa los muertos ocurridos durante un año, ajustados entre las 
edades 7 y 26 años. 

Las funciones de población y mortalidad no juegan aqui más  papel 
que el de auxiliar para la obtención de otra funcian: la de tasas de muertt 
y bmbién para la funczó~ de tasas de supervivencia. 

Recordemos que, como final de la conferencia de ayer, acepté como 
expresión para la tasa de muerte la fórmula 

Siendo parabólicas y del mismo grado las perecuatrices 

sus  intepales 'entre los límites x, x + 2 para mortalidad y x, x + r para 
población son también funciones parabólicas y del ' mismo grado que 
aquéllas. El cociente, por tanto, es tarnbih una parabólica y su  grado 
vendrá definido por la aproximación con que se quieran obtener los 
resultados, pudiendo, en consecuencia, ser igual, mayor o menor que 
el de las perecuatrices empleadas. 

11 



La continuación del ejemplo ya indicado aclarar8 lo anterior. Si en 

ponemos límites y ordenamos, tendremos 

o sea, en  el.ejemplo después de sustituir parámetros 

Para el denominador de la función de tasas de wwerte se obtiene del 
mismo modo 

que, después de poner limites y ordenar, queda 

y que, en el ejemplo, toma el valor 

Si esta división de polinomios la efectuamos en el mismo orden en 
que están escritos, el número de términos del cociente ser& en gene- 
ral, ilimitado, y el grado del mismo crecerá a medida que aquel niimero 
lo haga: El resto, en cada división parcial, nos marcará el error come- 
tido, de no seguir la división, y la precisw~ fijada al cociente nos dirá 
cual ha de ser el término en que podemos detener la división. 

Cualquiera que sea el número de términos que obtengamos en el 
cociente, lo cierto es que 
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fu~czón de tasas de muertt que nos da la probabilidad de morir entre las 
edades x y x + r durante u n  ano, de los habitantes que, en principio 
de observación, tienen x años. 

Si x toma el valor x + A x la 

expresa la probabilidad que de morir con ,edades x+ Ax a x+ Ax+r 
durante un año tienen los habitantes que en principio de observación 
hubieran cumplido x + A x años. Cualquiera que sea el punto esco- 
gido'& la curva de tasas de muerte, siempre nos dará la función T, (x) 
la probabilidad que de morir en el plazo de un año tienen los habitan- 
tes que, en principio de observación; habían cumplido la edad indicada 
por la abcisa. 

La complementaria de T, (x) nos da la función de lasas de supervi- 
vt?izciu 

shpzdo el &nku tipo de tasa de muerte eiz que son co~pkmentar ias  lar tasas 
de muerte y superniuencia. 

En las funciones de tasas de muerte y de supervivencia así obteni- 
,das, no sólo se evitan errores de cálculo, sino tambih el obtener una 
curva deformada a fuerza de manipulaciones. La princ;ipal ventaja de 
mi wétodo de peretuacidn es la de poder llegar Q la f i n c i ó ~  de taras con 
un solo ajuste y sin ~ecesidad de obtener ningún valor ajastado de pobla- 
~ i ó n  o mortalidad. 

La figura 41 representa las funciones de población, mortalidad y 
de tasas de muerte del ejemplo resuelto. 

Los valores del gráfico, aun siendo parte de una parábola, vienen 
unidos por rectas, evitando con ello falsas ideas motivadas por habili- 
dades de dibujante. 

Aun cuan,&, lo fundamental ha sido expuesto, me veo obligado a 
n o  tratar bastantes puntos de las Tablas dt Movtalidd, entre los que 
destacan los grupos censales de edad dé error compensado, los coefi- 
cientes de simpatía en Ias terminaciones de edad, la precisión en los 
cAlculos, funciones de supervivencia, tasas instantáneas, etc., pero que . 

en uni6n de la ampliación de todo lo expuesto, s e r h  dados a conocer 
en l a s  Tablas Es)aiiolas de Moi.talidad. 



Antes de terminar he de expresar mi gratitud a cuantos estadisticos 
con sus consejos y palabras de aliento han contribuído a logras las 
Tdhlas Espai6olas dc, ,%?ortalidad. A mis jefes y compañeros, siempre 
animándome a continuar mis trabajos, y al catedrático de Estadística 
matemática D. Olegario Fernández Baños, a quien debo, no sólo mis  
conocimientos, sino t ambih  el interés que supo despertar en mi por 
estos problemas de la investigación, les corresponde n o  pequeña parte 
de 10 que de iitil tenga lo expuesto, y, por último, al Catedrático D. An- 
tonio Lasheras-Sanz, ilustre Presidente del Instituto de Actuarios Espa- 
ñoles, debo la invitación a ocupar esta tribuna, lo q u e  ha posibilitado 
el dar a conocer este trabajo a la Asamblea, que  con tanta benevolencia 
escuchó mis palabras y de  la que guardar6 un imperecedero recuerdo, 

, . 


