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Resumen: En este documento rcalizainos el análisis empírico de datos 
de siniestralidad catastrófica y las estimaciones de los paráinetros del 
modelo desarrollado en el artículo "Análisis de los modelos de 
valoración de opciones sobre índices de catástrofes: Un modelo 
alternativo" (no 6 ,  Tercera Época, Anales del Instituto de Actuarios). 
Ajustamos distribuciones al número y a la cuantía total de las 
catástrofes, y estimamos el parámetro fundamental del modelo 
propuesto, tasa de declaración de siniestros, por el método de 
Máxima-Verosimilitud y aplicando Mínimos Cuadrados con 
Restriccioncs. 

Por último, calculamos la volatilidad que incorpora el proceso de 
Wiener en el modelo aleatorio para las distintas estimaciones de la 
tasa y verificamos la bondad del ajuste mediante el cálculo de los 
correspondientes intervalos de confianza. 
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l. INTRODUCCION , ' Después, clasificamos las catástrofes, distinguiendo entre pequeñas, 
medianas y grandes, señalando los valores mínimo y máximo 

En el arüculo "Análisis de los modelos de valoración de opciones correspondientes a cada categoría, y a partir de dicha clasificación 
sobre índices de catástrofes: Un modelo alternativo", publicado en el ajustamos una distribución al número de siqestros para cada uno de 
no 6 de la tercera kpoca de los Anales del Instituto de ~ctuarios se los grupos considerados. 
desarrolla un modelo, en tiempo continuo, para determinar la cuantia 
total de las pérdidas aseguradas al final de un periodo determinado, Por otro lado, realizamos dos tipos de estimaciones para la tasa de 
[O,TJ , asociadas a la ocurrencia de catástrofes naturales, L o .  Esta declaración de siniestros constante: una, conforme al método de 
variable constituye el subyacente de los activos derivados sobre Máxima-Verosimilitud; la otra, aplicando Mínimos Cuadrados con 
índices de catástrofes nevnciaiins en -1 CRnT Restricciones. Sobre la base de los resultados así obtenidos, -- - - - -- - - - - .. -. -- - A , 

contrastamos la validez del modelo continuo con tasa constante 
La hipótesis central del modelo es la definición de una dinámica de 
declaración de siniestros basada en un modelo exponencial 
decreciente a razón de un valor denominado tasa de declaración de 
siniestros, que aplicamos sobre la cuantía de siniestros pendiente de 
declarar. 

En el trabajo original, las catástrofes se clasifican en tres grupos en 
función de su cuantía, y en una primera etapa, se atribuye carácter 
determinista a la dinámica de la declaración de los siniestros de forma 
que la única aleatoriedad viene dada por el tamaiío, número e instante 
de ocurrencia de las catástrofes. Posteriormente, el modelo se plantea 
de forma aleatoria incorporando una perturbación de ruido blanco en 
la tasa de declaración de siniestros; el propósito: representar mejor el 
comportamiento irregular de las declaraciones de siniestros en el 
tiempo. 

El total de declaraciones, L(T2)). se obtiene mediante la convolución de 
la distribución de la cuantía total de declaraciones de pérdidas para 
cada catástrofe, considerando la información disponible sobre los 
sucesos catastróficos ya sucedidos y los siniestros asociados que se 
han declarado hasta un detenninado momento del periodo de 
negociación de los activos derivados considerados. 

propuesto en este trabajo. También, determinamos la volatilidad que 
incorpora el proceso de Wiener dentro del modelo continuo aleatorio, 
respecto a cada una de las estimaciones realizadas sobre la tasa de 
declaración de siniestros. Por último, verificamos la bondad del ajuste 
mediante el cálculo de los correspondientes intervalos de confianza. 

2. PRINCIPALES RESULTADOS DEL MODELO CONTINUO 

En el modelo continuo planteado, tanto cierto como aleatorio, se parte 
de la hipótesis de que la cuantía total de una catástrofe, k; , es la suma 

de la cuantía declarada de siniestros en t ,  ~ ; ( t ) ,  y de la cuantía de 

siniestros pendiente de declarar en ese momento,~;(t),variable 

fundamental en la formalización del modelo. En su versión 
detenninista, utilizamos la ecuación diferencial: 

para representar la evolución decreciente de la cuantía de siniestros 
pendiente de declarar asociada a la catástrofe del tipo i (i=1,2,3)' 

En el presente articulo llevamos a cabo la estimación de los 
p b e t r o s  que aparecen en el modelo anteriormente resumido. Para EI superiodice i hace referencia a la clasificación de las catástrofes en función de 
ello realizamos un ajuste global de la distribución de la cuantía total SU magnitud. Esto da lugar la clasificación de las catástrofes en tres categorías 

1 de las catástrofes empleando la serie de datos disponible, pero en un se& su cuantia siendo i=l las catástrofes de pequeña cuantia, i=2 de cuantia media - 
l 

p"ier momento, sin establecer diferencias por G p o s  de catástrofes. e ,=3 de gran cuantia 
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ocurrida en el momentot; ( j = 42 ,..., ~ ' ( t ) ~ )  siendo a' la tasa 

instantánea de declaración de siniestros constante5. 

La solución de dicha ecuación da lugar a: de donde resulta el proceso estocástico que determina la cuantia de 

Posteriormente, perturbamos la tasa instantánea de declaración a R;(~) es una variable aleatoria cuya distribución dependerá de la 
través de un proceso de Wiener obteniendo la ecuación diferencial dishibución de probabilidad de la cuantía total de la catásh.ofe, k ; .  Si 
estocástica siguiente para representar la nueva dinámica del proceso: 

hacemos la hipótesis de que dicha cuantia es un valor constante,R; (1) 

dR;(t) = -ac~;(t)df + cr'R;(t~;.(t - 1;) una distribución Log-Normal, siendo los paráme@os de la 
distribución normal asociada [Feller, W. (1968)1, 

donde $(r-S) son procesos de Wiener independientes asociados, 

cada uno de ellos, a una catástrofe del tipo i ocurrida en el momento i; 

y a' y u' representan, respectivamente, la tendencia media de la tasa 
de declaración de siniestros y la volatilidad, constante en el tiempo, ~~t~ asunción, lleva a concluir que, en promedio, la cuantía de 
asociada a cada proceso de Wiener. pendiente de declarar tiene el mismo comportamiento que 

en el modelo cierto: Resolvemos esta ecuación diferencial estocástica mediante la 
aplicación del lema de It6, 

~ ' ( t )  es el número aleatorio de catástrofes ocurridas durante el periodo de tiempo L~ de siniestros declarada, ~ ; ( r ) ,  la obtenemos como diferencia 
considerado. Este número se representa mediante distribuciones de Poisson 

entre la cuantia total de la catástrofe y la cuantía de siniestros 
independientes para cada tipo i de catástrofe, de intensidad XT, con i=1,2,3, 

pendiente de declarar asociada a dicha catástrofe, 
donde es el número medio anual de catástrofes ocwTidas del tipo i [Hossack LB. 
et al. (1983)l y J, indica la amplitud del periodo en el que la ocurrencia de una 
catástrofe se incluye en la elaboración del indice de pérdidas subyacente del 
contrato. 

La obtención de esta tasa se realiza a partir del análisis de series históricas de 
declaraciones siniestrales considerando que las reclamaciones asociadas a las A de estos resultados, la cuantia total de las declaraciones en T2, catástrofes de cuantia media (i=2) presentan una velocidad de declaración mayor 

LO, la determinamos mediante la convolución de la cuantía de 
que las grandes catástrofes (i=3), y por tanto a' > a 3 .  Por hipótesis, las catástrofes 

declarada hasta T> asociada a cada una de las catástrofes Por de pequeña cuantía, i=l,  se declaran íntegramente en el momento en que se 
producen, r:, pasando a formar parte de la mtio de pérdidas instantaneamente 

jm YPO'tmt0  ~;(rr)=oy $;(r:)=k;. 
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3. ANÁLSIS EMPIRICO Y ESTIMACION DE LOS 
PARÁMETROS DEL MODELO 

3.1 CUANT~A TOTAL DE LAS CATÁSTROFES Y NÚMERO 
DE SINIESTROS 

A partir de los datos de siniestralidad por catástrofes en EE.UU. 
1 durante el periodo 1973-1997, obtenidos a través de PCS (Properw 

Claims Services) realizamos un ajuste de distribución en el número de 
siniestros y en la cuantía total de las catástrofes, tras suponer una 
clasificación de las mismas en función de sus cuantías. 

3.1.1 TENDENCIA DE LA MEDIA ANUAL DE LA CUANT~A 
DE LAS CATÁSTROFES 

Antes de analizar la distribución de la cuantía total de las catástrofes 
del modelo continuo propuesto, k;, nos planteamos la necesidad de 

deteminar la tendencia media anual de la cuantía total de las 
catástrofes a lo largo de los 25 años considerados. Para ello, partiendo 
de los datos acerca de las pérdidas totales, en dólares constantes, 
asociadas a cada una de las catástrofes ocunidas en el intervalo 
[1973,1997], calculamos la media anual de dichas pkrdidas y 
representamos gráficamente su dispersión: 
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Tendencia de la cuantía media anual de ~ascatástroies 
Disuibution: L O ~ O ~ ~ ~ :  mean = 0,909314; SD = 1,6353; p = 0,2608335 

en EEUU para el periodo 1973-1997 
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Distribución de la cuantia total de las catástrofes 
1 ~ l O O O O ~ S I O  1975 1980 1985 1990 1995 2000 

¡ Después de probar el ajuste de distintas distribuciones continuas, 
tradicionalmente utilizadas para modelar en seguros la variable 

Como se observa en el gráfico, la cuantía media anual de las aleatoria cuantia de un siniestro (como la distribución Normal, Log- 
catástrofes presenta una tendencia creciente en el tiempo. Normal, Gamma, Exponencial y Pareto), a la serie de datos cuantía de 

la catástrofe dividida por su correspondiente cuantía media 
El objetivo de este análisis de tendencia es homogeneizar los datos de catastrófica anual, resulta que el test de la X2  ara un nivel de 
Partida, es decir, en términos actuariales, trabajar sobre un colectivo 10 significación del 5% y con un p-value igual a 0,2608335, no permite 
más homogéneo posible, para poder estimar la distribución de la rechazar estadísticamente que la distribución empírica de la cuantía 
cuantia total de las catástrofes globalmente. Por tanto, y con este total de las catástrofes corregida por su correspondiente media anual 
objetivo de homogeneización de la muestra, dividimos la cuantia de se ajuste a una distribución Log-Normal. 
las pérdidas totales para cada una de las catástrofes consideradas por 

! su correspondiente cuantía media anual. En nuestro modelo teórico, se realiza una clasificación de las 
La gráfica a continuación muestra el ajuste realizado sobre esta nueva catástrofes en tres categorías en función de su cuantía total, serie de datos homogéneos: cuantía total de la catástrofe dividida por 

k;  con i = 1,2,3. Consideraremos, como hipótesis de trabajo para Su correspondiente cuantía media anual. 
realizar el análisis que pretendemos llevar a cabo, que el 60% de las 
catástrofes que ocurren son de pequeña cuantía, el 25% son de cuantía 
media y el 15% restante son grandes catástrofes. 

A partir de estos valores, obtenemos los percentiles 60 (punto de corte 
de las catástrofes de pequeña cuantia y de cuantía media) y 85 @unto 
de corte de las catástrofes de cuantía media y de gran cuantía) de la 
distribución de la cuantía total de las catástrofes corregida por su 
correspondiente media anual, cuyos valores resultan: 
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De esta forma, la ocurrencia de catástrofes cuya cuantía referida a su 
correspondiente media anual pertenezca al intervalo 
[0,0156726;0,566372] serán consideradas catástrofes de pequeña 
cuantía. Las catástrofes cuya cuantía pertenezca al intervalo 
]0,566372;1,6] serán consideradas catástrofes de cuantía media y el 
resto, ]1,6;m[, grandes catástrofes. 

La distribución de la cuantía total de la catástrofe para cada uno de 
estos intervalos se ajusta a una distribución Lognormal condicionada a 
que el valor de dicha cuantía no esté por debajo del percentil inferior 
ni supere el percentil superior, es decir, pertenezca al intervalo 
correspondiente. 

Determinados los intervalos de cuantía para cada uno de los tres tipos 
de catástrofes considerados, obtenemos el número de catástrofes anual 
dentro de cada uno de estos intervalos, como se muestra en la 
siguiente tabla, y re resentamos gráficamente su ajuste a la ? distribución de Poisson [Jonhson, N.L. et al. (1992)l: 

Por hipótesis del modelo, consideramos aue el n h e m  de catásúofes oara cada , ~~~ 

tiPo dc catasirofc sibwe dismbucioncs Jr Polsson indcpendicntcs Con cl <iblcti\o Jc 
comprobar 13 honrlid de la ssunción rrxli7ada se analiw m cric punto el aiusic a 
dicha distribución únicamente. 

Maria José Pérez Fmcfuoso y Anfonio Alegre Escolano 
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3.2.1 ESTIMACIÓN MÁXIMO VEROS~MIL DE LA TASA DE 
DECLARACI~N DE SINIESTROS 

El método utilizado para estimar la tasa de declaración de siniestros, 
es el cálculo del estimador Máximo-Verosímil (MV) del parámetro de 
la distribución exponencial que sigue la cuantía declarada de 
siniestros,~, mediante la resolución de la ecuación de solución única 
[Jonhson, N.L. et al. (1994)l: 

~ , ( x ,  -*,-,) -CNx, 
i=l 1 1=2 

donde x; son los puntos de división que determinan cada intervalo, 
O=xocxl<x2 ... <xk.,<m. En nuestro caso x, es el número de la semana 
correspondiente. La amplitud entre los puntos de división, x;-x,,, es 
siempre igual a una (1) semana. 

k 

N, son los valores observados en los intervalos, con CN, = n .  En 
i=l 

nuestro caso N; es el porcentaje declarado de siniestros por semana 
desacumulado, es decir: 

, -,-=,C-z;) 
Ni = 

100 

Obtenido el valor del parámetro, calculamos la media de la 
distribución exponencial estimada, 6 ,  como: 

Al carecer, por una parte, de un número mayor de datos sobre 
porcentaje de declaraciones asociadas a catástrofes y, por otra, de 1 
datos más ajustados a la realidad que queremos analizar, realizamos a=- 

a 
en esta sección un ajuste simple de los datos disponibles al modelo 
exponencial cierto que a su vez resultaría como media del modelo y con este valor determinamos la distribución estimada de las 
aleatorio desarrollado basado en el proceso de Wiener. declaraciones de siniestros, como sigue: 

-..(t.,;) 1-e N;  = 
100 
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La distribución de la cuantía de siniestros pendiente de declarar, real y 
estimada, resulta de restarle a 1 la cuantía declarada de siniestros real 
o esperada según el caso: 

E[R; ( t ) ]= k;e- 
PDR;=I-N, PDE,=I-N: 

Teniendo en cuenta este hecho y las características de los datos de 
siendo PDR; la cuantía de siniestros pendiente de declarar real siniestralidad disponibles, el modelo continuo aleatorio de evolución 
semanal y PDE; la cuantía de siniestros pendiente de declarar estimada de la ratio de siniestralidad permite expresar la cuantía de los 
semanal. siniestros pendiente de declaración como escribimos a continuación: 
Los resultados de la estimación MV de la tasa de declaración de 
siniestros, se muestran en la siguiente tabla resumen: 

Tabla 
resumen: de forma que la variación de esta cuantía presenta una distribución 

Serie Tasa Media Tasa Estimada p-value Lognormal, de normal asociada con parámetros de tendencia y 

Real MV dispersión siguientes: 

Alcira 0,295168151 0,269736718 0,955821075 
San Sebastián 0,300048894 0,3 13794958 0,626496305 

0,223593329 0,207067399 0,995621039 Barcelona 

A partir de la aplicación del test de la X2 para un nivel de significación y operando resulta: 

del 5%, resulta que no podemos rechazar la hipótesis de que la 
distribución empírica de los datos sobre declaraciones de siniestros 
catastróficos para el modelo cierto, se ajuste a un distribución 
exponencial de parámetros, respectivamente a = 0,269736718, a = o alternativamente, 
0,313794958 y a = 0,207067399. 

3.2.2 ESTIMACION DE LA VOLATILIDAD DEL MODELO 
ALEATONO PARA LA TASA ESTIMADA MV 
Como se ha comentado en el epígrafe 2 del presente trabajo, bajo la Si denotamos por X y respectivamente, a la media y variancia 
hipótesis de que la cuantía total de la catástrofe es un valor constante, muestral de la distribución normal asociada, considerando que 
la variable aleatoria cuantía de los siniestros pendiente de declarar 
sigue una distribución Log-Normal cuya esperanza matemática S: = 2X y llamamos e2 al estimador de la variancia muestral, el 

coincide con la cuantía de siniestros pendiente de declarar del modelo valor de este estimador lo obtenemos minimizando la suma de los 

determinista, errores al cuadrado, es decir: 

138 
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Aplicando el estimador resultante a las series de datos dis~onibles Y 'S 

para los valores de la tasa de declaración de siniestros estimada de 
forma MV, tendencia del proceso estocástico definido para la cuantía 
de siniestros pendiente de declarar en el modelo con Wiener, se 
derivan los resultados que mostramos en la simiente tabla resumen: 

3.2.3 INTERVALOS DE CONFIANZA PARA EL CASO TASA 
ESTIMADA MV 

Estimada la volatilidad existente en el modelo aleatorio de evolución 
de las declaraciones de siniestros, para el valor de la tasa de 
declaración de siniestros estimada por el método de Máxima- 
Verosimilitud, precisamos la incertidumbre existente en dicha 
estimación calculando los intervalos de confianza del 90°h v del 9Q0% - - ---- ~~p~~ -.. - . , - , 
y, por tanto, para un nivel de significación del 10% y del 1% en una 
nonnal de 2 colas, para la distribución de la cuantía de siniestros 
pendiente de declarar. 

140 
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, 
siendo PDRi la cuantía de siniestros pendiente de declarar real 
semanal y (e-"')' la cuantía de siniestros pendiente de declarar 
esperada semanal. 

Los valores <le la tasa de declaración de siniestros resultantes de la 
aplicación de este método de estimación son los que aparecen en la 
siguiente tabla a continuación: 

Alcira 

De la aplicación del test de la X Z  para un nivel de significación del 5% De los resultados obtenidos se observa que no se mantiene la simetría 
se obtiene que no es posible rechazar la hipótesis de que la respecto a la media como en los intervalos resultantes para la 
distribución real de los datos en las tres series temporales disponibles distribución normal asociada debido a la transformación exponencial 
se ajusta a una distribución exponencial con tasas de declaración de realizada. Además, estadísticamente, no se rechaza la hipótesis de que 

el 90% (alternativamente, 99%) de los datos reales en las tres series siniestros a = 0,288209, a = 0,271 y a = 0,231 para la serie de 

consideradas están contenidos en el intervalo. Alcira, San Sebastián y Barcelona respectivamente. 

3.2.4 ESTIMACI~N DE LA TASA DE DECLARACI~N DE 3.2.5 ESTIMACIÓN DE LA VOLATILIDAD DEL MODELO 

SINIESTROS POR M ~ I M O S  CUADRADOS CON ALEATORIO PARA LA TASA ESTIMADA MCR 

RESTRICCIONES (MCR) 
Para este nuevo valor de la tasa estimada, realizamos la estimación de 

Utilizando la metodologia de Mínimos Cuadrados con Restricciones la volatilidad del modelo aleatorio. 

(MCR), el estimador de la tasa de declaración de siniestros se calcula 
resolviendo el siguiente programa lineal de optimación matemática: Los resultados de la estimación son los que aparecen en el siguiente 

cuadro resumen: 

i=l 

" PDR, 
1 

7 -m, 
s ~ j e t o a ~ ~ = n  e es E$([)= k;e-"'('-':) para k; = 1 y i: el origen del contador de las periodos 

i=l e de declaración de siniestros o la semana cero de declaración de siniestros asociada a 
los datos disponibles. 
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100 - Int Sup 90 

60 - Int Inf 90 
Int Sup 99 

60 - Int Inf 99 

40 - PDR real 

20 

o 
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4. CONCLUSIONES 

El análisis empírico de los datos sobre cuantía y número de catástrofes 
en EE.UU durante un intervalo de 25 años permite atribuir un carácter 
Lagnormal a la variable aleatoria cuantía total de la catástrofe de 
forma que, en cada uno de los grupos de catástrofes considerados, la 
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