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PROLOGO

Este libro desarrolla los contenidos de la asignatura Andlisis de las Operaciones Finan-
cieras (Financial Mathematics) de 1a versién de octubre de 2019 del Core Syllabus for
Actuarial Training in Europe de 1a Asociacién Actuarial Europea (Actuarial Association of
Europe) y sustituye al libro Andlisis de las Operaciones Financieras (Core Syllabus for Actua-
rial Training in Europe) que inclufa los contenidos de esta asignatura de la versién de
octubre de 2011 del Core Syllabus de la Asociacién Actuarial Europea (Actuarial Asso-
ciation of Europe). Como novedades con respecto al librp ant.erior, se han incluido con-
tenidos y ejercicios sobre valoracién con leyes aleatorias e interés estocistico, se han
actualizado los temas de préstamos para incluir los cambios en los tipos de referencia
en los préstamos a tipo de interés variable, el régimen de compensacién por amort-
zacién anticipada y el reembolso anticipado, las novedades en el cdlculo de la TAE, se
ha eliminado la normativa derogada y se ha sustituido por la normativa en vigor, se ha
reestructurado el tema dedicado a la estructura temporal de tipos de interés, donde
se incluye un apartado dedicado a la valoracién de activos de renta fija, incluidos los
bonos indexados a la inflacién y aplicaciones y se ha afiadido un tema sobre duracién,
convexidad e inmunizacién.

El Core Syllabus for Actuarial Training in qupe es el plan de estudios bdsico, que
contiene la formacién minima requerida para ejercer la profesién actuarial. Contiene
tres secciones: la educacién actuarial basica, con nueve dreas de aprendizaje (esta-
distica, economia, finanzas, sistemas ﬁnancie'ro§, activos, datos y sistemas, modelos
actuariales, gestién de riesgos actuariales y prictica personal y profesional actuarial),
las habilidades avanzadas y los requisitos. previos necesarios. Ademds, cada drea de
aprendizaje de la educacién bdsica actuarial contiene un nimero de subdreas.

El Core Syllabus de la Asociacién Actuarial Europea, de acuerdo con el Education
Syllabus de la Asociacién Actuarial Internacional (International Actuarial Association),
propone una formacién transversal centrada en el conocimiento de herramientas
para ser capaz de aplicarlas en cada una de las dreas de aprendizaje. Mediante el
Modelo de Objetivos de Aprendizaje de Heer (2009), que se basa en la Taxonomia de
los Objetivos de Educacién de Bloom (1956) y en la revisién de Anderson y Krathwo-
hl’s (2001), desagrega la dimensién del f:opocnniento en: A) conocimiento informal,
B) conocimiento conceptual, C) conocimiento procedimental o de procedimientos
y D) metacognitivo o metaconocimiento, y su grado de profundizacién (proceso cog-
nitivo) en los siguientes niveles: 1) recordar, 2) comprender, 3) aplicar, 4) analizar, 5)
evaluar y 6) crear.

Los contenidos de la asignatura Andlisis de las Operaciones Financieras estn ubicados
en la matriz de la taxonomia revisada de Bloom en las celdas B2 y B3 (conocimiento
conceptual en los niveles de comprender y aplicar), teniendo en cuenta que el cono-
cimiento conceptual se refiere a que el desarrollo de las competencias de la asignatura
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es mds profundo, dominando el marco teérico y los fundamentos técnicos y cientifi-
cos, es decir, se trata de conocimientos conceptuales y de comprender y aplicar.

La tercera drea de aprendizaje del Core Syllabus es Finanzas (Finance) y en ella se
distinguen cuatro subdreas: informacion financiera y fiscalidad (financial reporting and
taxation), valores y otros medios de financiacion corporativa (securities and other forms
of financial corporate), anilisis de las operaciones financieras (financial mathematics) y
finanzas corporativas (corporate finance).

El objetivo de este libro es desarrollar los contenidos recogidos para la subdrea o
asignatura Andlisis de las Operaciones Financieras (Financial Mathematics) en la tiltima
versién de octubre de 2019 del Core Syllabus for Actuarial Training in Europe, que son
los siguientes:

* Calcular los valores actual y final de flujos utilizando tipos de interés determi-
nisticos (incluidos los tipos compuestos en diferentes intervalos y de forma
continua) (B3).

* Explicar los tipos de interés nominales y reales y valoracién de flujos ligados a
la inflacion (B3).

* Calcular el valor de un contrato a plazo (B2).

* Explicar los principales conceptos y términos que subyacen a la teoria de una
estructura temporal de tipos de interés (B3).

* Aplicar la estructura temporal de tipos de interés para modelizar varios flujos,
incluyendo el cdlculo de la sensibilidad del valor de un activo a cambios en esta
estructura (B3).

* Explicar como se utilizan la duracién y la convexidad en una inmunizacién de
una cartera (B2).

* Calcular los valores actuales esperados y varianzas de los flujos usando la teoria
del interés estocastico simple (B3).

Para el cumplimiento de estos objetivos se establece una estructura en seis temas,
que tratan diversos aspectos sobre: el valor del dinero en el tiempo (tema 1), rentas
(tema 2), préstamos (temas 3 y 4), estructura temporal de tipos de interés (tema 5) y
duracién, convexidad e inmunizacién financiera (tema 6). En estos temas se exponen
los conceptos tedricos de forma clara y se presentan ejercicios resueltos para facilitar
la comprensién de los distintos temas y cumplir lo que indica la taxonomia de Bloom
para los contenidos de esta asignatura.

La obra es fruto de la experiencia acumulada en la imparticién de esta materia
desde su implantacién en diferentes titulaciones de la Universidad de Leén (Grado
en Finanzas, Grado en Administracién y Direccién de Empresas, Grado en Economia
y en las extinguidas Licenciatura en Ciencias Actuariales y Financieras y Diplomatura
en Ciencias Empresariales) y de la utilizacién de bibliografia especializada.

Este libro constituye un complemento ideal para todos aquellos manuales de la
asignatura Andlisis de las Operaciones Financieras, que se imparte actualmente en los
planes de estudio de las diferentes titulaciones citadas anteriormente. También es un
manual necesario para el complemento formativo Andlisis de las Operaciones Financie-
7as, que se exige para cursar el Master en Ciencias Actuariales y Financieras a todos
aquellos estudiantes que quieren realizar este Mister y no han recibido esta forma-
Ccién previamente.

Sus caracteristicas facilitan una doble funcién: puede ser utilizado por los docentes
para facilitar el aprendizaje a los alumnos, sobre todo a los futuros actuarios, y como
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recurso de apoyo para su formacién e investigacién, pero también puede ser utilizado
por actuarios y otros profesionales ya que se trata de un texto de aplicacion inmediata
que permite resolver dudas sobre las distintas operaciones presentes en la contrata-
ci6én mercantil actual.

Este libro también podria ser recomendado por la Asociacién Actuarial Europea
como recurso de aprendizaje para preparar los contenidos de Financial Mathematics
del Core Syllabus for Actuarial Training in Europe.

Agradezco la ayuda recibida de mi compariero Marcos Gonzalez !‘“emé.ndez, con
el que he compartido varias asignaturas. Y no me puedo olvidar de mis alumnos que,
con sus consultas y participaciones en clase y en las tutorias, son los que me han ani-
mado para realizar este libro, especialmente dirigido a ellos y, sobre todo, a los futuros
actuarios.

Quiero finalizar citando dos frases que siempre me han gustado y siempre reco-
miendo a mis alumnos:

“A veces sentimos que lo que hacemos es tan solo una gota en el mar, pero el mar seria menos
si le faltara esa gota” (Madre Teresa de Calcuta).

“Lograr aquello que has soiiado te hace feliz, pero sobre todo, te hace feliz recordar el esfuerzo

empleado para lograrlo” (Rafa Nadal).
La autora



TEMA 1
EL VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO

SUMARIO: 1. LAS LEYES FINANCIERAS DE CAPITALIZACION Y COMPUESTA. 1.1. Ley
Jfinanciera de capitalizacion simple. 1.2. Ley financiera de capitalizacion compuesta.
2. FACTORES DE CAPITALIZACION Y DE DESCUENTO. 2.1. Factor de capita-
lizacion. 2.2. Factor de descuento. 3. TIPOS DE INTERES. 3.1. Tipos de inters segiin
su frecuencia de capitalizacion. 3.1.1. Tipo de interés efectivo. 3.1.2. Tipo de interés
nominal. 3.1.3. Tasa instantdnea de interés. 3.2. Tipos de interés segiin que reflejen
o0 no la capacidad o poder adquisitivo de los distintos agentes econdmicos. 3.2.1. Tipos
de interés nominales. 3.2.2. Tipos de interés reales. 4. TIPOS DE DESCUENTO.
4.1. Tipo de descuento efectivo. 4.2. Tipo de descuento nominal. 4.3. Tasa instantdnea de
descuento. 5. LAS LEYES FINANCIERAS DE CAPITALIZACION Y DESCUENTO
CONTINUOS. 5.1. Ley financiera de capitalizacion continua. 5.2. Ley financiera de des-
cuento continuo. 6. LAS LEYES FINANCIERAS ALEATORIAS. 7. VALORACION DE
LOS CONTRATOS AL CONTADO. 7.1. Concepto de contrato al contado. 7.2. Tipos de
interés al contado (spot rates). 8. VALORACION DE LOS CONTRATOS A PLAZO.
8.1. Concepto de contrato a plazo. 8.2. Relacién entre los contratos al contado y a plazo.
8.3. Tipos de interés a plazo (forward rates). 8.4. Relacion entre los tipos de interés al contado
y a plazo.

1. LAS LEYES FINANCIERAS DE CAPITALIZACION Y COMPUESTA

Se va a iniciar un tema de mdximo interés, como su propio nombre indica. La
idea de rédito o interés no es un tema que solo concierne a los profesionales de las
finanzas, sino también a cualquier persona, fisica o juridica que firma un contrato
financiero (préstamo hipotecario, préstamo personal para la adquisicién de un vehi-
culo, inversién en letras del tesoro, fondos de inversién, etc.). Por tanto, conocer
en profundidad el concepto de interés es fundamental para todas las personas sean
naturales o juridicas.

El interés se suele definir como el incremento que experimenta la cuantia de un
capital financiero con vencimiento en el instante ¢, al diferir su disponibilidad hasta
un instante posterior ¢,.

Otra posibilidad para definir el interés consiste en suponer un contrato financiero,
en base al cual, una persona fisica o juridica entrega un capital financiero C, en un
instante ¢, a otra persona, quedando esta 1iltima obligada a reintegrar otro capital
financiero C, en un instante posterior ¢,. Desde el punto de vista de la persona que
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recibe el capital C, y tiene que restituir el capltal . » S€ trata de una operacién de
endeudamiento, representada por las cuantias y vencimientos siguientes:

[(Coto(-Got,)] -

donde:
C, : Capital inicial, valor actual o valor inicial.
C, : Capital final, valor final o montante.
!, :Vencimiento del capital inicial.

: Vencimiento del capital final.

Desde el punto de vista de la persona que entrega el capital inicial C, se trata de
una operacion de inversién descrita por las siguientes cuantias y vencimientos:

[(_Co’to)'(cmt.. )] .

En términos generales, el contrato describe una operacién de intercambio de bie-
nes econ6micos en base a la cual un capital de cuantia C, y vencimiento ¢, , (C,,¢, ), es
equivalente a un capital de cuantia C, y vencimiento ¢,, (C,,,t,,) . La diferencia entre
las cuantias de los dos capitales financieros se denomina interés:

Légicamente, en un ambiente de certidumbre, el interés depende de la cuantia del
capital C, y del periodo de tiempo = durante el cual se ha dispuesto de este capital.

El tipo de interés efectivo es la cantidad de dinero producida por una unidad moneta-
ria en un periodo de tiempo determinado:

G

Las leyes financieras son aquellas funciones matemadticas que permiten obtener el
valor de un capital financiero en un instante determinado. Se puede distinguir entre
leyes financieras ciertas y leyes financieras aleatorias. Dentro de las primeras se inclu-
yen las leyes financieras de capitalizacién simple y compuesta que utilizan el interés
simple o el interés compuesto.

EJERCICIO 1.1.
Cuestiom:

Calcular el interés y el tipo de interés efectivo que obtendriamos al invertir
1.000 euros durante cuatro aiios, si el capital al final de este periodo es de 1.500
euros,

Solucion:
. Cilculo del interés.
I=1.500,00 —1.000,00 = 500,00 €
* Cilculo del tipo de interés efectivo.

500
1000

i= =05
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FIGURA 1.1. Esquema de la operacion financiera

1.000,00 € 1.500,00 €
| {

I 1
0 4

1.1. LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION SIMPLE

La ley financiera de capitalizacion simple o del interés simple se define como aque-
lla en la que los intereses de un periodo cualquiera son proporcionales a la duracion
del periodo y al capital invertido.

Los intereses de un periodo no se acumulan al capital para calcular los intereses
del periodo siguiente. Se obtienen siempre a partir de la cuantia del capital inicial:
I=C,-i

donde:

C, : Cuantia del capital inicial, valor inicial o actual.
: Cuantia del capital final, valor final o montante.
i :Tipo de interés de la operacién.
I :Interés o incremento del capital inicial (en unidades monetarias).

n : Plazo hasta el vencimiento de la operacion.

FIGURA 1.2. Esquema de la operacién financiera de capitalizacion simple

Co . Ca

]
l
0 1 2 K O ||

Si se considera una operacién constituida por n operaciones de capitalizacién
anual, con pago periédico de intereses constantes, los montantes al final de cada ope-
racién se obtienen tal como se muestra en la figura y expresiones siguientes.

FIGURA 1.3. Montante en una operacion de capitalizacion simple

Co C Ca Caovevrvee v vee e 00 Cp

l |
| i

[

|
|
0

L(C,,0,0)=C,

L(C,,0;1)= c C,+C, i=C,-(1+i)

L(C,,0;2)=C,=C, +C,-i=C,-(1+i)+Cy-i=C, - (1+2-4)
L(Cy,0m=1)=C, ,=C, ,+C, i=C,-(1+(n-2)- i)+ C,-i=C,-(1+(n-1) i)
L(Cy,0n)=C, =C, ,+C,-i=Co-(1+(n=1)-i)+C)-i=C,-(1+n-i)

L(C,,0;n)=C,-(I+n-i) (Ley financiera de capitalizacién simple)

L(0, n)=1+n-i (Factor de capitalizacién simple)
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FIGURA 1.4. Representacion grdfica del montante en capitalizacion simple

Co-(1+n-i) L
=}
=
€ Ga+20) 4
£
= Co-(1+) 4
Q
Co

Por tanto:
I=L(C,,0;n)— L(C,,0;0)

1=C,-(1 +n-i)-C, =C,-n-i (Interés en capitalizacién simple)

EJERCICIO 1.2.
Calcular el capital final y los intereses generados al invertir 1.000 euros durante
cuatro afios, si el tipo de interés anual simplé es el 5%.
Soluciéon: . '
* Cilculo del capital final.
L(1.000,0;0) =1.000,00 €
L(1.000,0;1)= 1.000;00 +1.000,00- 0,05 =1.050,00 €
L(1.000,0;2) = 1.000,00 + 2-1.000,00- 0,05 = 1.100,00 €
L(1.000,0;3) = 1.000,00 + 3-1.000,00- 0,05 = 1.150,00 €
L(1.000,0;4)=1.000,00 + 4-1.000,00- 0,05 = 1.200,00 €
L(1.000,0;4) =1.000,00-(1+4-0,05) =1.200,00 €
¢ Cilculo del interés generado.
I, =1.000,00 - 0,05 = 1.050,00 — 1.000,00 = 50,00 €
1, =1.000,00- 0,05 = 1.100,00 —1.050,00 = 50,00 €
I, =1.000,00-0,05 = 1.150,00 - 1.100,00 = 50,00 €
I, =1.000,00-0,05 = 1.200,00 - 1.150,00 = 50,00 €
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1(1.000,0;4)=1.000,00-4-0,05 = 200,00 €
1(1.000,0;4) =1.200,00 —1.000,00 = 200,00 €

FIGURA 1.5. Esquema de la operacién financiera

1.000,00 € 1.200,00 €

| I
I . i

0 4

1.2. LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION COMPUESTA

La ley financiera de capitalizacién compuesta o del interés compuesto se define
como aquella en la que los intereses de un periodo cualquiera se acumulan al capital
para producir nuevos intereses, y asi sucesivamente.

FIGURA 1.6. Esquema de la operacion financiera de capitalizacion compuesta
Co _Cn

>

| |
| | | 1 1
0 1 2 K SR |

Si se considera una operacién constituida por n operaciones, los montantes al
final de cada una de ellas se obtienen tal como se indica en la figura y expresiones
siguientes:

FIGURA 1.7. Montante en una operacion de capitalizacion compuesta

L(G,,0;0)=C,

L(C,,0;1)=C,=Cy+C,-i=C,-(1+1)

L(Cy,0;2)=C, =C +C,-i=C, - (1+i)=Cy-(1+i)-(1+i) = C, - (1+3)
L(Cy,0,n=1)= C, ,=C, 3 +C,5 i=Coy - (1+8)=Cy-(1+i)" . (144)=C, - (1+3)"
L(C,,05m)= C,=C, ,+C,,i=C,y-(1+8)=Cy-(1+3)"" - (1+i)=C, - (1+3)"
L(C,,0;n)=C, -(1+3) (Ley financiera de capitalizacién compuesta)

L(0,n)=(1+4)" (Factor de capitalizacién compuesta)
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FIGURA 1.8. Representacion grdfica del montante en capitalizacion compuesta

Co-(1+1)"

é Cy-(1+i)?
E]

B G+
S c

1 2-n
Tiempo
Por tanto:
I=L(C,,0;n)~ L(C,,0;0)

I=C,-(1+4)’ -C,=C,- [(1 +i)’ -l] (Interés en capitalizacién compuesta)

EJERCICIO 1.3.
Galcular el capital final y los intereses generados al invertir 1.000 euros durante
cuatro afios, si el tipo de interés anual compuesto es el 5%. ‘

Solucion:
e Calculo del capilzl final.
L(l.OO0,0; 0) =1.000,00€

L(1.000,0;1) =1.000,00 +1.000,00- 0,05 = 1.050,00 €
L(1.000,0;2) = 1.050,00 +1.050,00- 0,05 = 1.102,50 €
L(1.000,0;3)=1.102,50+1.102,50-0,05 = 1.157,63 €
L(1.000,0;4) =1.157,63 +1.157,63-0,05 = 1.215,51 €
L(1.000,0;4) = 1.000,00- (1+0,05)" =1.215,51 €

¢ Cilculo de los intereses generados.
I, =1.050,00 —1.000,00 = 50,00 €
I, =1.102,50 — 1.050,00 = 52,50 €
I, =1.157,63 -1.102,50 = 55,13 €
I, =1.215.51-1.157,63 = 57,88 €
I=1.000,00-[(1+0,05)" ~1]=215,51 €
I=1.215,51-1.000,00 = 215,51 €
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FIGURA 1.9. Esquema de la operacién financiera

1.000,00 € 1.215,51 €
| |

i i
0 . 4.

La diferencia fundamental entre las leyes de capitalizacién simple y compuesta
radica en que en ésta los intereses se acumulan al capital para producir nuevos inte-
reses. Esto también se puede llevar a cabo con la ley del interés simple si en cada
periodo se cancela la operacién y en el siguiente se reinvierte el capital junto con sus
intereses.

2. FACTORES DE CAPITALIZACION Y DE DESCUENTO

Las leyes financieras son funciones matematicas que permiten obtener el valor pro-
yectado Vde un capital financiero en un instante de referencia . Se denomina factor
financiero al valor por el que hay que multiplicar la cuantia de un capital financiero
para obtener la cuantia de su proyectado en el instante p.

Se distingue entre factor de capitalizacién y factor de descuento segtin la ley finan-
ciera utilizada.

2.1. FACTOR DE CAPITALIZACION

El factor de capitalizaci6n referido a un periodo de tiempo es el valor, por el cual
hay que multiplicar la cuantia de un capital financiero para obt.en.er su valor en un
momento posterior. También se puede definir como el valor capitalizado de una uni-
dad monetaria tras un periodo de tiempo determinado. Se le conoce también como
factor de desplazamiento positivo, o, a la derecha, asociado a un intervalo de tiempo.

Establecida una ley de financiera de capitalizacion L(C,t; p), dos capitales financie-
ros (C,.t,) y (Cg,tz) son equivalentes si se cumple:

C-L(t, p)=GCy-L(ty, p)=V ‘

Estos capitales son equivalentes por tener €l mismo valor proyectado en el punto
de referencia p.

A partir de la ecuacién anterior se obtiene:

¢,=c Lt
L(t, p)
El cociente —Lllg&%))- = L(t,,t,) es el factor de capitalizacién por el que hay que
99

multiplicar la cuantia del capital financiero con vencimiento en ¢ para obtener la
cuantia del capital financiero con vencimiento posterior en ¢, :

C,=C,- L(t,%)

G, =C, ~L(t,,t2) > C, , por el principio de subestimacién de las necesidades futuras
respecto a las del presente.
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El factor de capitalizacién también se denomina factor de contraactualizacién.
FIGURA 1.10. Valor capitalizado de un capital financiero

(o] >

| |
l 1
t tz

Por tanto los factores de capitalizacion cuando se utilizan las leyes financieras cier-
tas y modelos discretos (capitalizacién simple y capitalizacién compuesta) son:

L(t,t)=(+i-n)

L(t,t,)= (144)" donde:n= t, ~t,

2.2. FACTOR DE DESCUENTO

El factor de descuento o actualizacién es el inverso del factor de capitalizacién. Es
la expresién por la cual hay que multiplicar la cuantia de un capital financiero para
obtener su valor en un momento anterior. También se define como el valor descon-
tado de una unidad monetaria en un periodo de tiempo determinado.

Establecida una ley de financiera de actualizacién A(C, L p) , dos capitales financie-
ros (C,,4) y (C,,t,) son equivalentes si se cumple:

G 'A(tlrp)= G, 'A(tzip)= |4
Estos capitales son equivalentes por tener el mismo valor proyectado en el punto
de referencia p.

A partir de la ecuacién anterior se obtiene:

A(tz»l’)

C =Gy —t

2 A5, p)

El cociente %f-)ls A(t,,t,) es el factor de actualizacién por el que hay que
LYY 4 ,

multiplicar la cuantia del capital financiero con vencimiento en ¢, para obtener la
cuantia del capital financiero con vencimiento anterior ¢, :

Ci =Gy Al 1)

C, = G, - A(t,t,) < GC,,porel principio de subestimacién de las necesidades futu-
ras, respecto a las del presente.

El factor de descuento también se denomina factor de contracapitalizacién.

FIGURA 1.11. Valor descontado de un capital financiero

C « C;

1 |
| 1
t t2

Por tanto los factores de actualizacién o descuento cuando se utilizan las leyes finan-
cieras ciertas y modelos discretos (descuento simple y descuento compuesto) son:
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A(t,t,)=(1-d-n)

Altt) =155
A(tst)=0-ay
A(t,t,)=(1+i)™ donde:n=1¢, -4

3. TIPOS DE INTERES
Se distinguen dos criterios para clasificar los tipos de interés:
a) Segun la frecuencia de capitalizacién de los intereses:
a. Tipo de interés efectivo.
b. Tipo de interés nominal.
¢. Tasainstantinea de interés.

b) Segiin que reflejen o no la capacidad o poder adquisitivo de los distintos agen-
tes econémicos:

a. Tipo de interés nominal.

b. Tipo de interés real.

3.1. TIPOS DE INTERES SEGUN SU FRECUENCIA DE CAPITALIZACION

3.1.1. Tipo de interés efectivo

El tipo de interés efectivo es la cantidad de diner(_) que una upidad r.nonetaria genera
durante un periodo de tiempo determinado. El tipo de interés efectivo en el régimen
de capitalizacién se obtiene de la siguiente expresion:

foty) = —2—L==2_1
z( 1 z) C, C,
También se puede expresar en funcién del factor de capitalizacién:
L{t,
gz Lap)

. A L(t, L{twp)=L(tsp) _ L(4,p)
z(tntz)=3—l=—ljg(-|£——‘bl—l= (t L(tz,,b) -—L(t?’p)-l

1

i(t,,t,) = L(t,,8,) -1

El tipo de interés efectivo en capitalizacién compuesta se obtiene de:
YR

L_(t"_e)_ ~-1= (,lf.')_—— -1

i(tt)=L(tt)-1= W) iy

i(t,,t)=(1+2)*™" -1
Si ¢, — 4, = lentonces obtenemos el tipo de interés efectivo anual : i(4,8,)= i

El tipo de interés efectivo en capitalizacién simple se obtiene de:

R _L(t.p) _
4mm-L@%r4—;@351
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. 1+i-(p—1t)
z(t,,t,): : p-t) _
1+i-(p-¢)
Los tipos de interés efectivos se hacen efectivos (se cobran o pagan) una sola vez

dentro del periodo considerado. Asi, el tipo efectivo anual se hace efectivo una vez
dentro del aiio, el tipo efectivo mensual se hace efectivo una vez dentro del mes, etc.

El tanto de interés efectivo utiliza, con caricter general, como unidad temporal
de referencia el afio. Sin embargo, en la realidad pueden utilizarse otras unidades de
medida temporales (dias, meses, bienios, etc.). Por este motivo se recurre al concepto
de tipos de interés equivalentes'.

3.1.2. Tipo de interés nominal

El tipo de interés nominal es aquel que nos indica que los intereses se han capitalizado
varias veces en el afio considerando éste como periodo de referencia.

El tipo de interés nominal se expresa como:

Jer=i{02) m=iyom
m

donde:

(o l)_. . . . .
1(0,—) =14, : Tipo de interés efectivo de frecuencia m.
m

m: Nimero de veces en el afio que se capitaliza el interés.

Por ejemplo, [, es el tipo de interés nominal de frecuencia semestral o el tipo de
interés anual, capitalizable o convertible semestralmente.

EJERCICIO 1.4.
Cuestion:
La ley financiera de capitalizacién simple, fijada en el instante cero, es tal

que C, =104 eurosy C,; = 114,71 euros. Calcular el interés del periodo, el tipo
de interés del periodo y el tipo de interés anual.

Solucion:
¢ Cilculo del interés del periodo.
I=Cy,-C =114,71-104=10,71€
* Cilculo del tipo de interés efectivo del periodo.

-G _10, 71

104 =0,1030

1;3,5) = Cos
i( C

(1) = Se definen los tipos de interés equivalentes como aquellos que, aplicados al mismo
capital inicial, durante el mismo periodo de tiempo, producen idéntico capital final o mon-
tante, bajo una misma ley financiera. Para un andlisis més detallado véase: FANJUL SUAREZ,
J- L, ALMOGUERA GOMEZ, A. y GONZALEZ VELASCO, M.* DEL C. (2001), Andlisis de las
Operaczones Financieras, Madrid, Ediciones Civitas, pags. 48-50 y 61-66.
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* Calculo del tipo de interés efectivo anual.

(1+i-2,5) = (1+i(1;3,5)) = i=(1+ 0,1030-1)515- =0,0412

EJERCICIO 1.5.
Cuestién:

La ley financiera de capitalizacién compuesta, fijada en el instante cero, es tal
que C, =104 eurosy Gy, =114, 71 euros. Calcular el interés del periodo, el tipo
de interés del periodo, el tipo de interés capitalizable semestralmente y el tipo
de interés anual.

Solucion:
* Cilculo del interés del periodo.
I=C;-C =114,71-104=10,71 €
* Cilculo del tipo de interés efectivo del periodo.
. Gy -G 10,71
i(1;3,5) = c TS 0,1030
* Calculo del tipo de interés capitalizable semestralmente.

(1 + lg—’-) =(1+i13,5)=>i= I:(l + O,lOSO)m - 1] -2=0,0396
¢ Cilculo del tipo de interés efec_tivb anual. . |

1+ = (1+i(1;3,5) = i = (1+0,1080) " —1=0,04

EJERCICIO 1.6.

Cuestion:

Calcular los tipos de interés de cada periodo, al invertir 1.000 euros durante
cuatro afos, si el tipo de interés anual es del 5% simple.

Solucion:
¢ Cilculo de los tipos de interés de cada periodo.
I 50,00 ’
0,1)=2L=—2—_=0,05
i(0.1) C,  1.000,00
I 50,00
L,2)=2=—"—1=0,0476
i(1.2) C, 1.050,00
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‘ I, _ 50,00
i(2,3)=-2=—"—-=0,0454
i(2.3) C,  1.100,00
:(3,4)_1—4_ﬂ°—-_0,0435
C, 1.150,00
EJERCICIO 1.7.
cuestion.

Calcular los tipos de interés de cada periodo, al invertir 1.000 euros durante
cuatro aiios, si el tipo de interés anual es del 5% compuesto.

Solucion:

e Cilculo de los tipos de interés de cada periodo.

“C—O_M"O’Os.
i(1.9)= 2= gm0 =0

1(2,3)=é—:—%3’2-1—‘:3—0,05
1(3,4)—2_:_.1_%7‘3%3_—0,05

3.1.3. Tasa instantanea de interés

La tasa instantinea de interés se utiliza cuando la capitalizacién de intereses, en
lugar de realizarse de forma discreta, se realiza de forma continua, es decir, en inter-
valos de tiempo infinitesimales. Se define la tasa instantdnea de interés 7(t), referida
al instante ¢, como el limite:

_ N itt+h) L L(tp)= L(t+ h,p)
(0= p(t) = im == = lim = L(t+ k)
Si la funcién L(¢, p) es derivable se obtiene:

aL(t,p)
olnL(t,
e

Esta expresién mide la fuerza con la que se van a remunerar los capitales. Por eso
también se denomina fuerza del interés en cada instante.

La fuerza del interés va decreciendo con la ley de capitalizacién simple mientras
que permanece constante con la ley de capitalizacién compuesta.
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Si se integra la expresién anterior se obtiene:

.[ r(s)-ds = J-palnL(s,p)

L, p)

[ [7(s)-ds==In Lis, p)]! ==In L(p, p)+ In L(t, p) = In—>= 25

14
Lo, py=el
La tasa instantdnea de interés en capitalizacién compuesta se obtiene de:
()= _dlnL(t,p) _ dn(1+iy”  9(p-t)-In(l+3d)
ot ot ot
r=In(1+1i)

La tasa instantdnea de interés en capitalizacién simple se obtiene de:
r(t)= dInL(t,p)  dlnf[i+i-(p—1t)]  dln(l+i-p—i-1)
o ot - at

r(e )—1-“ (p-1)

EJERCICIO 1.8.
Cuestion:

Calcular la tasa instantdnea de interés eqmvalente aun upo de interés anual
del 10%. : :

Solucion: g
¢ (Cailculo de la tasa instantinea de interes

r=In(1+0,10) = 0,0953

3.2. TIPOS DE INTERES SEGUN QUE REFLEJEN O NO LA CAPACIDAD O
PODER ADQUISITIVO DE LOS DISTINTOS AGENTES ECONOMICOS
3.2.1. Tipos de interés nominales

Los tipos de interés nominales son todos los que hemos analizado anteriormente y no
reflejan la capacidad o poder adquisitivo de los distintos agentes econémicos

3.2.2. Tipos de interés reales

Los tipos de interés reales dependen de la variacion del coste de la vida de una econo-
mia determinada durante el horizonte temporal de inversién considerado. Se relacio-
nan con los tipos de interés nominales a través de la siguiente expresién:

1+,
1+g
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donde:

i, : Tipo de interés real.

t, : Tipo de interés nominal.
g: Tasa de inflacién.

EJERCICIO 1.9.
Cuestion:

Calcular el tipo de interés real si el tipo nominal es el 5% y la tasa de inflacién
el 3,5%. '

Solucion: ,
* Cilculo del tipo de interés real.
i = 1+i, 1= 1,Q5 ‘
T 1+g 1,035
Este resultado nos indica que la rentabilidad real que obtendria un inversor en

una operacién determinada no seria el 5% anual, sino el 1,45% si se considera la
variacién en el coste de la vida.

-1=1,45%

EJERCICIO 1.10.
El tipo de interés real es el 10% y la inflacién el 8%. Si un inversor recibe 1.000
euros al finalizar el primer afio y sucesivas cantidades que exceden 100 euros a

las recibidas en el aiio anterior durante cuatro afios mas. Calcular el valor acumu-
lado que recibiri el inversor transcurridos cinco aiios.

Solucion:

Se calcula el tipo de interés nominal:

i, =(1+4,) (1+g)~1=(1+0,10)-(1+0,08) 1= 10,1880

Se calcula el valor acumulado transcurridos cinco afios:

V, =1.000-(1+0,1880)+1.100- (1 +0,1880)* +1.200- (1 +0,1880)" +
+1.300-(1+0,1880)" +1.400-(1+0,1880)° = 10.654, 86 euros

4. TIPOS DE DESCUENTO

El descuento se suele definir como el precio que hay que pagar por disponer de
unos capitales con vencimiento futuro ¢, en un instante anterior ¢,

Otra posibilidad para definir el tipo de descuento consiste en suponer un contrato
financiero, en base al cual, una persona fisica o juridica recibe un capital financiero
C, en un instante ¢, de otra persona, quedando obligada la primera a reintegrar otro
capital financiero C, en un instante posterior ¢,. Para la persona que recibe el capital
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C, y tiene que restituir el capital C,, se trata de una operacién de endeudamiento,
representada por las cuantias y vencimientos siguientes:

[(Co’to)’("cn’tn )]

donde:
C, : Valor efectivo, valor actual o valor descontado.
C, :Valor nominal, valor final o valor a descontar.
t, :Instante en el que se realiza el descuento.

t, :Vencimiento de la operacién.

En términos generales, el contrato describe una operacién de intercambio de bie-
nes econémicos, en base a la cual, un capital financiero de cuantia y vencimiento
(Cy.t,) es equivalente a otro (C,,t,) con vencimiento posterior al primero de ellos.
La diferencia de las cuantias de los dos capitales financieros se denomina descuento
y refleja la reduccién que experimenta la cuantia de un capital disponible en el ins-
tante ¢, , al adelantar su disponibilidad hasta el instante f,:

D=C,-C,

donde:

D: Precio a pagar por adelantar la disponibilidad en el tiempo del capital C,
durante un periodo de tiempo determinado n =1, =,

El descuento se expresa en unidades monetarias como la cuantia de los capitales.

En ambiente de certidumbre, el descuento, l6gicamente, va a depender de la cuan-
tia del valor nominal C, y del periodo de tiempo de la operacién de descuento 7.

Segin la frecuencia de actualizacién de descuento se distingue entre tipo de des-
cuento efectivo, tipo de descuento nominal y tasa instantdnea de descuento.

4.1. TIPO DE DESCUENTO EFECTIVO

El tipo de descuento efectivo es la cantidad de dinero que un valor nominal de una
unidad monetaria descuenta en un periodo determinado.

El tipo de descuento efectivo en actualizacion se obtiene de:

Cl(i’l,i“2)=—-—---(:’2--Cl = —-C—'l-
Cﬁ Cz
También se puede expresar en funcién del factor de descuento:
Al p)
G _, 7 Awp) _,_Al.p)

2

d(t‘,tg)=1--c—'_1-—-/a2——— A 9)
d(t,t,)=1- A(t,,2,)

El tipo de descuento efectivo en descuento compuesto se obtiene de:

Altpp) _,_(=d)
d(t,,t2)=l—A(t,,t2)=l—m—1 (l—d)""’—l (1-d)
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d(t,t)=1—(1+4) ™)
Si t,-t, =1 entonces obtenemos el tipo de descuento efectivo anual:
d(t,t,)=d=1-(1+i)"

El tipo de descuento efectivo en descuento simple comercial se obtiene de:

Alty,
d(t,t,)=1-A(t.t,)=1- Ag? ;))
| 1-d-(t, = p)
o)1~ 15 o8

El tipo de descuento efectivo utiliza, con cardcter general, como unidad de refe-
rencia temporal el afio. Sin embargo, en la realidad pueden utilizarse otras unidades
de medida temporales (dias, meses, bienios, etc.). Por este motivo se recurre a tipos
de descuento equivalentes®.

4.2. TIPO DE DESCUENTO NOMINAL

El tipo de descuento nominal es aquel que nos indica que los descuentos se han actua-
lizado varias veces en el afio considerando éste como periodo de referencia.

El tipo de descuento nominal se expresa como:
1

Jm =d(o,;).m=a,, .m

donde:
d(O,l] = d,;: Tipo de descuento efectivo de frecuencia m.
m

m: Nimero de veces en el afio que se actualizan los descuentos.

Por ejemplo, J,, es el tipo de descuento nominal de frecuencia semestral o el tipo
de descuento anual, actualizable semestralmente.

EJERCICIO 1.11.
Cuestion:

Los valores efectivos en los afios 1y 3 son C, = 100 euros y G, = 120 euros,
respectivamente. Calcular: el descuento del periodo, el tipo de descuento del
periodo y el tipo de descuento anual. Considerar la ley financiera de descuento
comercial para su resolucién.

(2) Se definen los tipos de descuento equivalentes como aquellos que, aplicados al mismo
capital final, durante el mismo periodo de tiempo, producen el mismo capital inicial, bajo una
misma ley financiera. Para un anilisis mas detallado véase: FANJUL SUAREZ, . L., ALMOGUE-
ﬁs%o%dlla-ﬁzﬁ A.y GONZALEZ VELASCO, M.* DEL C. (2001), Madrid, Ediciones Civitas, pags.

y .

TEMA 1. EL VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO 43

Solucion: ,
* Cilculo del descuento del periodo.
D=Cy—-C =120-100=20 €
* Cilculo del tipo de descuento del periodo.

* Cilculo del tipo de descuento anual.

(1-d-2)=(1-d(1,3))=>d=1-(1-0, 1667)%:0,0833

EJERCICIO 1.12.
Cuestién:

Los valores efectivos en los afios 1 y 3 son C, =100 eurosy C; = 120 euros, res-
pectivamente. Calcular: el descuento del periodo, el tipo de interés del periodo
y el tipo de interés anual. Considerar la ley financiera de descuento simple racio-
nal para su resolucién.

Solucion:
¢ Calculo del descuento del periodo..
D=C;-C, =120-100=20€
* Cilculo del interés del periodo.
1(1,3) = 'C—l = W = 0,20
® (Cilculo del interés anual.

(1+i-2)=(1+i(1,3))=>i=(1+0,20—1)--;—=0,10

EJERCICIO 1.13.

Cuestion:

Los valores efectivos en los afios 1y 83 son G, = 100 euros'y C; = 120 euros,
respectivamente. Calcular: el descuento del periodo, el tipo de descuento del
periodo, el tipo de descuento nominal de frecuencia semestral y el tipo de des-
cuento anual. Considera la ley financiera de descuento compuesto.

Solucion:
¢ Cilculo del descuento del periodo.
D=Cy-C =120-100=20€
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¢ Cilculo del tipo de descuento del periodo.

* Cidlculo del tipo de descuento nominal de frecuencia semestral.
. \22 1
(1-151] =[1-dL3)]= Jg = [1—(1 ~0,1667 )' } 2=0, 0891
* Cilculo del tipo de descuento anual.

(1-d) =(1-d(1,3)) = d=1-(1-0,1667 )’ =0, 0871

4.3. TASA INSTANTANEA DE DESCUENTO

La tasa instantinea de descuento se utiliza cuando la actualizacién del descuento,
en lugar de realizarse de forma discreta, se realiza de forma continua, es decir, en
intervalos de tiempo infinitesimales. Se define la tasa instantinea de descuento J¢),

referida al instante ¢, como el limite:

4(¢)=lim dit,i+h)_ . AQp)-Alt+hp)
A0 h A0 h-A(t, p)

Si la funcién A(t, p) es derivable se obtiene:

0A(t; Q).
5(¢)=- at ____alnA(t,p)
A(t,p) ) ot

Si se integra la expresién anterior se obtiene:

' _ palnA(s,p)'
Ip&(s)-ds——]l s

| p 8(s)- ds = —~In A(s, p)], = ~In A(t, p) + In A(p, p) = _1,,_;;1((;:?)
A py=e

La tasa instantinea en descuento compuesto se obtiene de:

5(1) dlnA(t,p)  0ln(1-d)™"  8(t-p)-In(1-a)
O-———= """ T &

S=-In(l-d)

que, expresada en funcién del tipo de interés efectivo anual, coincide con la tasa

instantdnea de interés:

8=-In(l-d)=In(1-d)" = ln(l——L)-' = 1n(1+/__‘1)" -

1+ 1+¢
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z‘;:m(”‘r"‘r)-l = 1:{—%)4 =In(1+i)=r

1+ 1+
La tasa instantinea en descuento simple comercial se obtiene de:

_ 9lnA(tp) _ 3ln[l-d-(¢t—p)] _ dIn(-d-t+d-p)

3(t)= a ot ot
d
3(¢)= 1-d-(t-p)

EJERCICIO 1.14.
Cuestion: . . . : ) ,
"Calcular la tasa instantdnea de descuento equivalente a un tipo de descuento
anual del 10%. ' ‘
Solucion:
* (Cilculo de la tasa instantinea de descuento.
8=-In(1-0,10)=0,1054

5. LAS LEYES FINANCIERAS DE CAPITALIZACION Y DESCUENTO
CONTINUOS

Dentro de las leyes financieras ciertas, ademads de los modelos discretos que utilizan
interés simple e interés compuesto (o descuento simple y compuesto), se encuentran
los modelos continuos que se basan en la tasa instantdnea de interés o de descuento,
expresadas como un valor concreto o como una funcién del tiempo.

5.1. LEYFINANCIERA DE CAPITALIZACION CONTINUA

La ley financiera de capitalizacién continua es la funcién matemitica que permite
obtener el valor proyectado de un capital financiero en un instante determinado uti-
lizando la tasa instantinea de interés.

Si se utiliza la tasa instantdnea de interés en capitalizacién compuesta:
j mn
C,=C,+|1+==
m

Sim—eo=J, =7

m-n r "-n . rxn
C,,=1imCo-[1+l('"—)) =limCo-(l+—) =l|mCO‘(1+L) =
m m

m—poo m—roo x—ee rox

=HlmC, -[(1+l] ] =C,-¢™"
X—poo x
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donde:

lim(l + l) =¢
x—yoo x

m=7r-x
Por tanto:

CCe

Para hallar la tasa instantdnea de interés equivalente al tipo de interés efectivo
anual:

CoC o }%-(l+i)=%-e'=>r=ln(l+i)
1= o "

Si la tasa instantdnea de interés se expresase como una funcién continua del tiempo

4, el capital final se puede obtener utilizando la ley financiera de capitalizacién simple
0 compuesta COmo:

C,,=Cov(1+j:1;?dt)?
T ‘ rn-dtu
C,=GCy-e”’ 7 donde t €[0,n]

Por tanto los factores de capitalizacién cuando se utilizan leyes financieras ciertas y
modelos continuos (capitalizacién continua e instantdnea) son:

L(0,n) =1+ Lr, . dt

. “'rdl
LO,n)=¢"" L(O,_n) = e_‘[" _ donde ¢&[0,n]

EJERCICIO 1.15.

Cuestion: :

Calcular el tipo de interés efectivo anual y el interés efectivo semestral equiva-
lentes a la tasa instantinea de capitalizacién r(¢)=0,03+0,01-¢.

Solucion:

* Cilculo del interés efectivo anual en el periodo [0,1].

] J0.03 + 0015).as

LI ~1=

i=

0,08.5 + 204 0,03+ 201

=¢ 2 ] ~1=¢ T -1 =0,0356
* Cilculo del interés efectivo semestral [0;0,5].

| (0,08 + 0.01-5)as

J:’sr(:)-ds —1=glo -1=

i=e

oos;+°°' s’]

=¢ o 1=+ 005 _ 10,0176
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EJERCICIO 1.16.
Cuestion: 4 ’ o _ )
Calcular el capital final que obtendriamos al invertir 1.000 euros durante cua-

tro afios, si el tipo de interés anual es el 5 % utilizando la ley financiera de cap1~
talizacién continua.

Solucion:
* Cilculo del capital final.

C,=C,-e™=C,-e"""" =1.000-¢"""%=1.215,51€

5.2. LEY FINANCIERA DE DESCUENTO CONTINUO

La ley financiera de descuento continuo es la funcién matemdtica que permite
obtener el valor proyectado de un capital financiero en un instante determinado uti-
lizando la tasa instantinea de descuento.

Si se utiliza la tasa instantdnea de descuento compuesto se obtiene:

C, =C, .(1-&)
m

Sim o0 = J'( =5

. m.n é. m-n i -J-x-n
C0=limC,,~(l—L-@-) =limC,,-(1—-7;) =11mC,,-(l— g ) =

m-—-poo m m—yoo Xx=poo —5. X
] -9n
. 1

=1limC, -[(1+ —) :I

X=joo x
donde:
lim(l + -1—) =e
X=)0 x
m=-0-x
Por tanto:

C,=C, e %"
La tasa instantinea de descuento equivalente al tipo de descuento efectivo anual:
Co=C-0-d 5
1-d ¥ = J=-In(1-d)
Co=C,-e }/G/ ( )= Q/

Si la tasa instantdnea de descuento se eXpresase como una funcién continua del
tiempo ¢, el capital final se puede obtener utilizando la ley financiera de descuento
simple o compuesto como:

Co=C,,'(1—I:é;'dt)
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f 4
C,=C,-e 7 donde ¢t €[0,n]

Por tanto los factores de actualizacién o descuento cuando se utilizan leyes finan-

cieras ciertas y modelos continuos (descuento continuo e instantineo) son:
A(0,n) = 1-_[0 S-dt

e |l aa
A(O,n)=e ¢ A(0,n)=e I ~ donde t€[0,n]

EJERCICIO 1.17.
Cuestion: ‘
Calcular el efectivo que obtendriamos al descontar un efecto de 1.000 euros

que vence dentro de cuatro afios, si el tipo de descuento anual es el 5 % utili-
zando la ley de descuento continuo.

Solucion: ‘
¢ Cilculo del efectivo.”
C,=C, %" =C, """ =1,000. *"0-%) = 814,51 €

6. LAS LEYES FINANCIERAS ALEATORIAS

Todos los anilisis anteriores han sido deterministas porque los tipos de interés
eran conocidos pero en la prictica real muchos tipos de interés no se conocen por
anticipado y, por este motivo, es necesario recurrir a modelos estocasticos. Se pueden
simplificar estos modelos si los tipos de interés son independientes e idénticamente
distribuidos, aunque también pueden tener relaciones de dependencia entre ellos
(modelos de medias méviles, autoregresivos, binomiales y estocdsticos continuos).

Aunque no es el objetivo de este libro, ya que la construccién de estos modelos
requiere conocimientos previos de célculo estocistico, a continuacioén se realiza
una introduccién a la valoracién de capitales financieros utilizando leyes aleatorias
(modelos discretos y modelos continuos).

Entre los modelos discretos, los valores finales se pueden obtener a través de las
siguientes expresiones, que suponen resolver ecuaciones en diferencias estocdsticas:

n
C, =G, [l + z i,) (con interés simple estocdstico)

=1
— L d
C,=GC, H (1+14,) | (con interés compuesto estocistico)
t=1

Un caso particular dentro de los modelos discretos es el modelo binomial, donde las
variables aleatorias 7, ¢ = 1,2,...,n son dicotémicas independientes y equidistribuidas:

i  Probabilidad
CRE
p  1-p
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El cilculo de los valores finales, medias y varianzas se realiza teniendo en cuenta la
distribucién del modelo binomial:  ~ B(n, p)
* Con interés simple estocdstico:

C, =G, -(1+iij=co-(l+a-z+zs-(n—z))

t=1

6;=c,,-(1+ﬁi",]=c., (144, n+ (G, — %) 2) (valor final)

.tﬂl
E[Z‘:] =G, (1 +i n) (media del valor final)
donde:
i=E[i|=i-p+i,-(1- p)
V[Z':,] =C;. i V(;,) =C)-n- 0} (varianza del valor final)
ts]
donde:

o =v[i]=&[7]-£[i]’

¢ Con interés compuesto estocastico:

C,=C, -(f[(lm’,")) =Cy-(1+4) -(1+4)"™
t=1

C,=¢C, -[]‘[(1+Z)] =G, - (1+4,)" [1—"'-"—) (valor final)
t=l l+12 .

sle]=c (110 2(7])
E[¢,]=c, I'[(l +i)=C,-(1+i)" (media del valor final)
v[c.]=c ((a;’ +(144)') - (14 2)"') (varianza del valor final)

Los modelos continuos estocésticos se basan en el proceso de Wiener o movimiento
browniano estindar, que es un proceso estocastico continuo, {W‘}‘Zo, que tiene las
siguientes propiedades:

a) W,=0
b) Wtiene trayectorias continuas, W, es continuo en ¢
c) Esun proceso estacionario con independientes.

d) Lavariable aleatoria “incremento§” puede seguir una distribucién normal con
media 0 y varianza igual a la amplitud del intervalo, es decir, si ¢,s > 0 entonces
W,,, =W, ~ N(0,5)

El calculo diferencial estocdstico basado en el proceso de Wiener se desarrolla
a partir de la ecuacién diferencial lineal estocdstica que, a través del Lema de Itd,
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permite realizar los cambios de variable para intentar resolver la ecuacién y obtener
el proceso solucién.

El proceso estocdstico mds simple es el proceso ruido blanco (¢ ), que es estacio-
nario y cumple las siguientes caracteristicas:

a) E[g]=0
b) Var[g]=7"
<) Covar[é‘,,é‘,]=05it¢s

Por tanto, es un proceso con una sucesion de valores que no tienen relacién entre
ellos y oscilan en torno al cero dentro de un margen constante. En este tipo de pro-
cesos, conocer los valores pasados no aporta ninguna informacién sobre el futuro ya
que el proceso es puramente aleatorio y, como consecuencia, carece de memoria.

Ademds, se puede expresar como: ¢, -dt = dW,

Se considera la siguiente ecuacién diferencial estocdstica:

dr, = f(t,1,)-dt+ o(t,7,)-dW,

que se transforma con: 3y =u(t,7,) y, mediante el Lema de It6:

1 2
dy, =(ul +u, -f(t,7;)+-2-'un-0"(t,r,))'dt+ux-0’(t,1;)-dW:

lo que permite obtener la solucién de la ecuacién diferencial estocéstica con el
modelo browniano aditivo:

dC, = C,-p-dt+C, - o-dW,
C,=C,-(1+p-n+0-W,) (valor final)
E[@]:Cu (14 p-n+ 0 E[W,))

E[C,]=C, (14 p-n) (media del valor final)

V[‘C‘?:,]= C:. 0% -n (varianza del valor final)

donde el valor esperado acumulado se distribuye como una norma con la media y
varianza calculadas:

C, ~N(C,-(1+p-n),C; - 0* - n)

En el caso del movimiento browniano geométrico, la ecuacién diferencial estocas-
tica y su solucién de obtienen de:

dC, =C, -p-dt+C, -o-dW, R =u(t,C,)=1nC,
s ot
—~ Ro#| p==—=|-nt oW, p-—lntorW,
C =e ( 2] =C, e( ’] (valor final)
donde:
C,

- & ‘
R LN[[p—?J-n+0'-n,cf-nJ

0
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P a
E[¢,]=¢C, ¢ ("T]"'*?: C,-¢*" (media del valor final)

V['E'n] =Cl.e?”". (e on _ 1) (varianza del valor final)

EJERCICIO 1.18.
Cuestion: _ :
Se invierten 10.000 euros y se obtiene cada afio un tipo de interés; que varia

aleatoriamente con media 0,03 y varianza 0,01. Calcular el valor acumulado espe-
rado y su desviacién estindar después de 10 afios.

Soluciéon: ,
* Se calcula el valor acumulado esperado transcurridos 10 afios:

E[an]=E[g(1+i,)]=I:[E(1+i,)=(1+§)"

E[lO.OOO-a,0]=10.OOO-E[H 1+z)] HE(1+1, (1+0 03)10—1 34euros
Se calcula la varianza del valor acumulado: |
Var[aﬂ]=E[af]—[E[a,,]]2=E[a§]—(l+§)2" . . R
E[a2]= [ (1+3) ]:f_[E(1+i,)2?1:"2[_1'7(1+2i,‘.4-'i,2)5=.(1+2§+13+s’)",
Var[a =E[a2]-—[E[a ]]2 =(1+2;+;2_+32)” _(1;2)21: =(1+".7)n '—(1+;)2n_ ..
Var(10.000- a,,] =10.000° - E[ e} ]- [E[a,m]] 1=

=10.000? -[(1 +2-0,03+0,08% + 0,01) ~(1+0, os)""] 17.764.902,41

Se calcula la desviacién estindar del valor acumulado.
DT = \[Var[10.000- a,, ] = 1/17.764.902,41 = 4.214,84

EJ'ERCICIO 1. 19
Cuestion:

Una persona invierte 150.000 euros en un fondo de inversién. El fondo de
inversion le proporcionari un tipo de interés efectivo anual del 3%, 4% y 5% con
las siguientes probabilidades:
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Tipo de interés | Probabilidad
0,025 0,3

0,03 0,5

0,035 0,2

El tipo de interés de cada afio es independiente de los tipos de los demids afios
y se distribuye como una lognormal. Calcular el valor acumulado esperado trans-
curridos 15 afios con una probabilidad del 95%.

Solucion:
¢ Se calcula lamediay Ia varianza de la distribucién lognorma.l

Tipo de imerds | Probabiidad | 1+1, | h(l+i) | Ml +i)f
0,025 03 1,025 0,0247 0,0006
0,03 0,5 1,03 0,295 0,0009
0,035 0,2 1,035] 0,034 0,0012
[Valor esperado 0,0295 1,03] 0,029 0,0000

E[a,]=15- #=15-0,0296 = 0,444
Var[a,, ] =15- o* =15-[0,0009 - (0,0296)" | = 0,00036

El valor que puede obtenerse el 95% del tiempo ocurre en el percentil 5,
que en la distribucién normal estindar se corresponde con un valor Z del

- 1,644853627.
Teniendo en cuenta que: Z = X-4_InA-044
niendo que: = Lo

In A=0,412791097 — A =1,51 euros (valor acumulado por euro invertido)

Por tanto, el valor acumulado esperado por 150.000 euros invertidos, transcu-
rridos 15 afios, es:

Vs =1,51-150.000 = 226.500 euros

Si se compara con el valor acumulado calculado con la media ponderada del
tipo de interés se observa que no coinciden:

Vis =150.000- (1,0295)"° = 231.999,22 euros

=-1,644853627

EJERCICIO 1.20.
Cuestion:

Se invierten 10.000 euros y se observa la siguiente distribucién de tipos de
interés:

Tipo de interés | Probabilidad
0,01 0,25
0,02 0,3
0,03 0,45
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Calcular el valor esperado acumulado transcurridos 10 anos, la media y
varianza del tipo de interés, la varianza del valor acumulado y el valor acumulado
con la media del tipo de interés.

Solucion: :

Se calcula el valor esperado acumulado transcurridos 10 afios:
10.000- E[a;, ] = 10.000- (1 + 0,01)" - 0,25 +10.000- (1 + 0,02)" - 0,30
+10.000-(1+0,03)"° - 0,45 = 12.466,16 euros

Se calcula la media y la varianza del tipo de interés:
E[i]=i=0,01-0,25+0,02-0,30 + 0,03 - 0,45 = 0,022
s* = E[*]- E[4]” = (0,017 - 0,25+0,022 - 0,30 + 0,03* - 0,45) — 0,022° = 0,000066

Se calcula la varianza del valor acumulado:

Var[10.000-,] =10.000° [ E[ @} ][ E[a,]]* ] =
=10.000% [ (1+2-0,022+0,022° +0,000066) " - (1.+0,022)" | = 97.675,0

Se calcula el valor acumulado con la media del tipo de interés:
Vi =10.000-(1+0,022)"° =12.431,08 euros .

y se observa que no coincide con el valor esperado acumulado.

EJERCICIO 1.21.
Cuestion: : ‘ . ,
Calcular el precio esperado de un bono cupén cero de nominal 1.000 euros
y vencimiento 4 afios utilizando el modelo binomial. El tipo de interés inicial

es el 3% que tiene una probabilidad de subida del 60% y una volatilidad del -

10%. Calcular también el precio del bono sin tener en cuenta el efecto de la
incertidumbre.

Solucion:
Para un érbol binomial de » periodos existen 2! trayectorias. En concreto,

para valorar un bono cupén cero de 4 afios se construye un drbol binomial con 4
nodos o pasos y 8 posibles escenarios o trayectorias (2*! = 2% = 8).
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FIGURA 1.12. Arbol binomial

P=0.60  rUUU=(,03-1,13%=0,04
AL
050 0,03-1,1%=0,036 ’
1p=0,40 > r VP =0,03-1,1¥1,1=0,033

1% = 0,03-1,1=0,033

p=060, r,U0U=0,03-1,1%/1,1=0,033
. 1-p=0,49
p=0.60 . r,"° = 0,03-1,1/1,1=0,03 <
‘ 192040 U0 = 0,03-1,1/1,1%=0,027
r;=0,03
7 p=0,60 , 1 BUU=0,03/1,10-1,1%=0,033
' 7,00 = 0,03/1,1-1,1=0,03
170 0,60 - :

. - - Lp=0,40> B0 0,03/1,1-1,1/1,1=0,027

r;? = 0,03/1,1=0,027

' ' p=0.60 , DV 0,03/1,12-1,1=0,027
1-p=0,40
’ 1,00 = 0,03/1,13=0,02§
1-p=0,40 PP = 0,03/1,13=0,023
NODO 1 NODO 2 - NODO 3 NODO 4
=0 : e=n =2 €=3)

donde el tipo de interés inicial (r,) crece o decrece un 10% dando lugar a
dos posibles tipos de interés en el nodo 2 (r,U si crece o r,” si decrece) y asi
sucesivamente.

Se calcula el precio del bono en cada urio de los ocho posibles escenarios o tra-
yectorias, Se detalla a continuacién el cdlculo del valor actual o precio esperado
del bono teniendo en cuenta los-datos de la primera trayectoria.

La probabilidad de la primera trayectoria, que consiste en tres subidas acumu-
lativas del 10% de interés, se obtiene de:

Poww = 0,60-0,60- 0,60 = 0,216

Los tipos de interés a aplicar se calculan del siguiente modo teniendo en
cuenta la volatilidad acumulativa (aumento o disminucién sobre el tipo de inte-
rés del periodo anterior), y asi sucesivamente:

% =17-(1+0,10)=0,03-(1,10)=0,03
D 1 0,03
1‘2 = 1‘1 . =
140,10 1+0,10
Todos los tipos de interés calculados se pueden ver en el drbol binomial.

=0,027

El precio esperado del bono segiin esta trayectoria se calcula descontando el
nominal 1.000 euros a los tipos de interés correspondientes:
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1 1 1 1
Powv=Puuu°( . . . J=

1+77%Y 1+7% 144 1+7

1 1 1 1
=0,60- : , . 188,
[1+0 04 1+0,036 1+0,033 1+0, os] 185,42 euros

En la siguiente tabla se muestra el valor actual o prec10 esperado del bono con
las ocho trayectorias:

N° | Trayectoria| Probabilidad Valor actml Va]or actual wperado

1 uuu 0,216 872,31 € . 188,42€

2 UuD 0,144 878,22 € 126,46 €

3 UDU 0,144 883,33 € 127,20 €

4 UDD 0,096 888,49 € : ' 85,30.€

5 DUU 0,144 888,49 € ; i 127,94 €

6 DUD 0,096 893,69 € ' ' 85,79 €

7 DDU 0,096 898,04 € 86,21 €

8 DDD 0,064 901,56 € 57,70 € :
Valor actual esperado: Ll ~ 885,03 €|(con incertidumibre)
Valor actual: .. . 888.49€|(sin mcertdmnbre)

El precio esperado del bono serd igual a la suma de los. valores actuales espe-

- rados de las 8 trayectorias:

1.000- E[B,]=1.000-[ B + By® + B + By + o + Ppw + Bpo + PP =
=188,42 +126,46+127,20 + 85,30 + 127,94+ 85,79 + 86,21 + 57,70) = 885,08 euros

El precio del bono sin considerar la mcerudumbre se obuene de:
__1.000 _ 1.000

T +R)! (1+0,08)* ‘

que no coincide con el precio esperado del bono debido a que no tiene en

cuenta la incertidumbre. Ademds, en este caso el precio es mayor debido a que

una mayor incertidumbre produce un aumento de mterés ¥, como consecuencia,
una disminucién de los precios. :

= 888,49 euros

EJERCICIO 1.22,
Cuestion:

Calcular el precio esperado de un bono con cupon de nominal 1.000 euros,
tipo de interés del cupon del 2% y vencimiento 3 afos utilizando el modelo bino-
mial. El tipo de interés inicial es el 3% que tiene una probabllldad de subida del
60% y una volatilidad del 10%. Calcular también €l precio del bono sin tener en
cuenta el efecto de la incertidumbre. Aplicar dos métodes: &l método de induc-
ci6n y el método basado en la valoracién de las trayectorias.

Solucién:

En ambos métodos, para valorar un bono cupén cero de 3 afios se construye

un drbol binomial con 3 nodos o pasos y 4 posibles escenarios o trayectorias
(23—] 22 - 4)
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FIGURA 1.18. Arbol binomial

;v =0,03-1,12=0,036
060 C =20 euros .. 1,020 euros

’ P,YU= 984,56 euros

r,Y=0,03-1,1=0,033

C =20 euros
P,Y= 974,69 euros
X i U = 0,03-1,1/1,1=0,03
0,60/ _ 1p=0,40 %) A 210!
3 C =20 euros — 120 curos
P,'P = 990, 29 euros
r,=0,03 .
E[P.] = 969,96 euros [
130V =0,03/1,1-1,1=0,03 1.020
- —— 1.020 euros
1-p=0; p=0,60 C =20 cures
P,PV = 990,29 euros
r;? =0,03/1,1=0,027
C=20euros
PP= 6
1= 985,61 curos £,PD = 0,03/1,17=0,025
1-p=0,40 C =20 euros
- 1.020
P,P? = 995,12 euros euros
NODO 1 NODO?2 . - NODO 3 t=3)
(t=0) t=1) t=2)

Los tipos de interés a aplicar se calculan del siguiente modo teniendo en
cuenta la volatilidad acumulativa (aumento o disminucién sobre el tipo de inte-
rés del periodo anterior), y asi sucesivamente:

% =%-(1+0,10)=0,03-(1,10)=0,03

D _ . 1 0,03

1'2 =%" - =
1+0,10 1+0,10

= 0,027

Todos los tipos de interés calculados se pueden ver en el drbol binomial.
a) Método de induccién
Este método consiste en ir calculando el precio del bono en cada afio a partir

del precxo del bono en el afio siguiente, de forma recurrente, como se muestra
a continuacién.

Se calcula el precio en el afio 2 de la primera trayectoria (UU).
pw = C+N _ 1.020
2 T1+4% T 1+0,036

= 984,56 euros

Se calcula el precio en el afio 2 de la segunda trayectoria (UD).

C+N  1.020
R”® = = = 990,29
2 T1+4® 140,08 29 euros
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Se calcula el precio en el aiio 2 de la tercera trayectoria (DU).
pov = C+N _ 1.020
: T1+% 140,03

= 990,29 euros

Se calcula el precio en el aiio 2 de la cuarta trayectoria (DD).
PDD=C+N= 1.020
2 1+4®  1+0,025

= 995,12 euros

Se calcula el precio en el afio 1 de la primera trayectoria (U):

v D
C+Ph +0,40- C+qu _
+1y 1+

=0,60- 20+ 984,56 20+ 990,29

+0,40. 20499029 _ g0 69 eu
1+0,033 070083 curos

Se calcula el precio en el afio 1 de la segunda trayectoria- (D)
PDU PDD
Pl = 0’60 C+—+0,40 .EL__
1+7% 1+7%

20+ 990,29 20+ 995,12

B’ =0,60-

' =0,60- ————= 40,40 . —————_==985,61 euros

1+0,027 140,027
Se calcula el precio o valor actual esperado del bono

U D
E[R,]=0,60- 01:1’1 Ct+h

+0,40 - ————
1+1;

. 20+974,69 +0 20 + 985,61

=0,60 40—
1+0,03 1+0,03

= 969 96 ’er;u'os '

que no coincide con el precio esperado del bono debldo a que no tiene en

cuenta la incertidumbre. Ademds, en este caso el precio es mayor debido a que

una mayor incertidumbre produce un aumento de 1nterés y, como consecuenma,
una disminucién de los precios.

b) Método de valoracion de las trayectorias

Se calcula el precio del bono con las cuatro trayectorias:

Se calculan las probabilidades de ocurrencia de cada trayectoria:
b =0,60-0,60=0,36

b = 0,60-0,40 = 0,24

oy =0,40-0,60 = 0,24

ppp =0,40-0,40=0,16

57
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TEMA 1. EL VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO 59
Se calcula el precio esperado con cada trayectoria: EJERCICIO 1.23.
E[P|= py - B =0,36-963,58 = 346,89 euros Cuestion:
wy_, .pd_ . _ El valor de un contrato al contado en ¢= 0 es 0,5 euros y garantiza el pago de
E[P“ ]" b By =0,24-930,73 = 223,38 euros un euro después de 4 afios. ¢Cuiles son las operaciones efectuadas por las partes
E[ PPV ] = ppy - B2V = 0,24-936,17 = 224,68 euros que intervienen en la operacién?
E[B]= pup - B =0,16-940,74 = 150,52 euros Da‘(‘)”"
i=
Se calcula el precio esperado del bono como la suma de los precios esperados .
con las cuatro trayectorias: ) T=4 afios
= 346,89 + 223,38 + 224,68 + 150,52 = 945,47 euros s(z +4) =0,5 euros
Se puede comparar con el precio actual del bono, calculado en el apartado ? e . .. ) ..
anterior, y se observa que el precio esperado del bono es menor debido al efecto La parte acreedora efectiia una operaci6n de inversién:
?;s la incertidumbre ya que aumentan los tipos de interés y, como consecuencia, FIGURA 1.16. Posicién acreedora en el contrato al contado
minuyen los precios.
-0,5€ 1€
- |
7. VALORACION DE LOS CONTRATOS AL CONTADO ) 0 4

7.1. CONCEPTO DE CONTRATO AL CONTADO

Se considera un contrato estipulado en una fecha ¢ mediante el cual se garantiza el

La parte deudora efectiia una operacién de financiacién:

FIGURA 1.17. Posicién deudora en el contrato al contado
pago de un euro en una fecha posterior 7, tal que: .
tsT 0,? € -I 1€
P(t,T): Valor en tde un euro exigible en T (') )1
Una de las partes que interviene en la operacién asume la posicion acreedora y

efectiia una operacién de inversién:

FIGURA 1.14. Posicién acreedora en un contrato al contado Si en vez de considerar fijas las fechas ty 7, se tiene en cuenta una funcién de dos

“PGLT) 1 variables, ty T, esta ley financiera debe cumplir algunas propiedades que garantizan
| | la significatividad y 1a consistencia desde el punto de vista econémico-financiero, cabe
I 1 H .
N T citar:

P(t,T)> 0, t<T
La otra parte asume la posicién deudora y efectiia una operacién de financiacién: P(T,T)=1,
FIGURA 1.15. Posicién deudora en un contrato al contado P(t,T)> P(t,Ty), t<T <T,
PET) -1 7.2. TIPOS DE INTERES AL CONTADO (SPOT RATES)

F i Si se considera la ley financiera L(f,T):
t

donde el horizonte temporal de 1a operacién es: n=At=T ¢
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FIGURA 1.18. Grdfico de la ley financiera L(t,T)

L,
/ } AL(T)

L(tt) ]

0 t T
Elinterés del periodo [¢,T), expresado en unidades monetarias, se obtiene de:
AL(t,T)=L(¢,T)- L(t,t)= L(¢,T) -1
Se dividen ambos miembros de la ecuacién anterior por L(¢,¢) y se obtiene el tipo
de interés del periodo:
ALLT)  LT) LD _p oy,
L(t,t) L(t,t) L(t,t)

i(t,T) =L, T) -1
que también se puede expresar en funcién del factor de descuento:

i(t,T) = -1
D=3
Segiin Moriconi (1995) se define la fuerza o intensidad del interés como:
i(t,T)
t,T)=——
reT)=
El tipo de interés al contado en régimen de capitalizacién simple #(¢,T) (sim-

ply-compounded spot interest rate) es aquel que aplicado al capital P(¢,T) en el instante
inicial ¢ produce una unidad monetaria en el vencimiento 7, utilizando la ley finan-

ciera de capitalizacién simple:

P, T)-[1+i5(t,T)-(T-1)] =1

is<t,T)=[P1 —1]~ !
(¢, T) T-1t

1-P(,T)
P(T,t)-(T-t)

Se puede obtener el tipo de interés al contado simple (¢, T) equivalente al tipo
de interés al contado i(¢,T) del periodo [t,T] si se igualan los montantes obtenidos
en el vencimiento T:

L, T)=1+i(t, T)- (T —t :

&,7) z's( )-( ) i(¢,T)= it,T)

L(t,T)=1+i1,T) T-t

El tipo de interés al contado en régimen de capitalizacién compuesta i.(¢,T)
(annually-compounded spot interest rate) es aquel que aplicado al capital P(¢,T)en el

is(t,T)=

TEMA 1. EL VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO 61

instante inicial ¢ produce una unidad monetaria en el vencimiento 7, utilizando la ley
financiera de capitalizacién compuesta:

P,T)-[1+i(t,T)] " =1

1

ic(t.r>=[ P(t‘ T)]”' -1

Se puede obtener el tipo de interés anual compuesto (£, T) equivalente al tipo de
interés al contado i(¢,T) del periodo [¢,T] si se igualan los montantes obtenidos en

el vencimiento T}

) =[1+i, D] &
LeD=+iceDI o eien) -1
L@, T)=[1+i(tT)]

El tipo de interés al contado capitalizable m veces dentro del anio [, (¢,T) (m-ti-

mes-per year compounded spot interest rate) es aquel que aplicado al capital P(¢,T)en el
instante inicial ¢ produce una unidad monetaria en el vencimiento 7, utilizando la ley

financiera de capitalizacién compuesta:

m(T-t)
P(t,T)- [1 + %] =1

1
Jut,T)=| ————— -1|'m

P(t, T)m~('l'-t)
m
Jat,T)=————-m
P@E,T)™ "
Se puede obtener el tipo de interés al contado capitalizable m veces dentro del afio
J.(¢,T) equivalente al tipo de interés al contado i(¢,T) del periodo [¢,77] si se igualan

los montantes obtenidos en el vencimiento T¢

_ Jm @,T) m-(T—I)W it '
L= [1 * _m_] [l 4 La:T) f:’ T)] =[1+i¢,T)] =

{

Jat,T)= [[1+ e -1] ‘m

L(t,T)=[1+iT)] J
El tipo de interés al contado en capitalizacién continua (continuously-compounded

spot interest rate) es aquel que aplicado al capital P(¢,T) en el instante inicial ¢ produce
una unidad monetaria en el vencimiento 7, utilizando la ley financiera de capitaliza-

cién continua:
P(t,T) " T-0 =1
InP(t,T)

R(,T)=-—=
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El tipo de interés al contado en capitalizacién continua también se puede obtener

como el limite del tipo al contado capitalizable m veces dentro del afio cuando m
tiende a infinito:

RT)= lim — 2 — —m=—1n2&D
m—y+ e m T _ t
(P@,T)

Se puede obtener el tipo de interés al contado continuo equivalente al tipo de
interés al contado compuesto y viceversa:

L, T)=P(,T)- o RUTHT-

L tR@,T)=In[1+i,(¢,T)] 6 iy(t,T)=e*"" -1
L, T)= POT)-[1+i6 )] } [1+i@T)] 6 4
EJERCICIO 1.24.

Cuestion: A

Sea la léy financiera, fijada en ¢= 0, L(0,0) = 1 y L(0;1,5) =1,10. Calcular el
interés del periodo [0;1,5], el tipo de interés del periodo y los tipos de interés al

contado en el régimen de capitalizacién simple, compuesta y continua.
Datos:

t=0

L(0,0) =1
L(0;1,5) =1,10
Solucion:

* Interés al contado relativo al periodo [0;1,5]:
AL(0;1,5)= L(0;1,5)— L(0,0)=1,10-1=0,10 €
Tipo de interés al contado del periodo [0;1,5]:

) _ AL(0;1, R )
1(0;1,5>=—i§0~:)f'~)=°—11=o,1o=>z(0;1,5)=1o%

* Tipo de interés al contado simple:
L(0,0)-[1+45(0;1,5)-1,5] = L(0;1,5)
1-[1+4(0;1,5)- 1,5} =1,10

,10-1
i,(0;1,5) = 15 =0,667 = i(0;1,5) = 6,67%

O también:
L(0;1,5)=1+1;(6;1.5)-1,5] i0;1,5) _ 0,10
015 =1+i0;15)  [5OL8)="5==75=00667

* Tipo de interés al contado compuesto:
£(0,0)-[1+i,(0;1,5)]" = L(0;1,5)
1-[1+i(0;1,5)]" =1,10
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1 . , .
i(0;1,5) = (1,10)** ~1= 0,656 = i,(0;1,5) = 6,56%
O también: . o
L(0;1,5) = [1+4.(0;1,5)]"°
L(0;1,5) = 1+ i(0;1,5)

ey 1 .
}z’c(O;l,S) =[144(0;1,6)]i5 —1=[1+0,10}i5 —1=0,0656
* Tipo de interés al contado continuo:

L(0,0)- e O*515 = (0;1,5)
1- eR(0;1.5)-l.5 = 1’10

R(0:1,5)= 2110 _ 4 0635
O también:
L(0;1,5) = ¢ RO:15115 4l . , T , : '
(0;1,5)=e¢ ' RO:L5)= In[1+i(0;1,5)] _Inl10 —0,0635
L(0;1,5) = 1+i(0;1,5) :

L5 15

La tasa instantdnea de interés al contado (instantaneous spot interest rate or short rate)

es el limite del tipo de interés al contado continuo cuando se consideran periodos
infinitesimales:

C ImP(t,t+At)  dImP(t;f)
r(t)=R(t,t)=-Hx_x’% (At )=‘-i 31(' )
dln P(¢,t)

oT

donde es la derivada parcial de la funcién P(¢,T) evaluadaen T =¢.

Si se admite que la funcién L(t,T) tiene derivada parcial respecto a la variable 7,
la definicién de fuerza de interés puede referirse a un periodo infinitesimal y tam-
bién nos permite calcular la tasa instantdnea de interés al contado como el limite de

la fuerza de interés p(¢,t+ n)cuando la amplitud del horizonte temporal 7 tiende a
cero:

. W TY . L@,t+ At)— L0
=1 = = = l =
r(t) }}—;mo (@, T =t+ At) 1"1_1;1(')1 n iim Lt n

1 LeD-Ley 1 0Ly _ 9o, . d
= . = . = t,t)= ——In P(t,¢
L(t,t) lnl_I)rg n L@t ot oT &5 T nP(t,1)
donde:

P(t,t)= A(t,t)
L(¢,T) es una funcién creciente con respecto a T.
At=n

7(t) es positiva y ademds puede escribirse como derivada logaritmica ya que
L(t,T)> 0.
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8. VALORACION DE LOS CONTRATOS A PLAZO

8.1. CONCEPTO DE CONTRATO A PLAZO

En general, un contrato a plazo o contrato forward es una compraventa diferida
en la que dos partes se comprometen, en el instante £, a intercambiarse en una fecha
futura convenida 7, (fecha de entrega del bien) y a un precio prefijado una determi-
nada cantidad de un bien con vencimiento 7.

En un contrato a plazo no estd previsto ningiin desembolso de dinero en el instante
t, que tnicamente representa la fecha de suscripcién del contrato.

En los contratos a plazo el periodo de intercambio comienza en un instante 7,
posterior al instante de negociacién del contrato 4 tal que:

t<T <T,
P(t,T,,T,): Valor en T, pactado en ¢, de un euro exigible en 7.

En el contrato a plazo el comprador se compromete a asumir la posicién acreedora
(posicién larga) por el importe de un euro y pacta en la fecha ty sobre el horizonte
temporal [7],T;] la operacién de inversién a plazo a un precio preestablecido en ¢

FIGURA 1.19. Posicién acreedora en un contrato a plazo

0 -PALT,T) |1
—
t T, T,

Mientras que el vendedor se compromete a asumir la posicién deudora (posicién
corta) y pacta en la fecha ¢y sobre el horizonte temporal [7;,7,] la operacién de
financiacién a plazo a un precio preestablecido en .

FIGURA 1.20. Posicién deudora en un contrato a plazo

0 PLT,Ty) -1
| | 1
I R |
t T, T,

EJERCICIO 1.25.

Cuestion:

En el instante actual ¢=0 se negocia un contrato a plazo, cuyo valor trans-
curridos dos anos es de 0,5 euros y mediante el cual se garantiza el pago de un

euro después de 4 afos. ¢Cudles son las operaciones efectuadas por las partes que
intervienen en la operacién?

Datos:

t=0

T, =2 aiios

T, =4 aios

P(0,2,4) = 0,5 euros
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Solucion: .
El comprador asume la posicién acreedora (posicién larga) y efectiia una ope-
racién de inversién a plazo: - '

FIGURA 1.21. Posicién acreedora en el contrato a plazo

}

T

0 -0,5€ 1
{ }
1 11
t T, T,

El vendedor asume la posicién deudora (posicién corta) y efectiia una opera-
cién de financiacién a plazo:

FIGURA 1.22. Posicion deudora en el contrato a plazo

0 0s5€ -1
I ! _
1
t

t— ]
T T

La ley financiera P(¢,7;,T,) debe satisfacer algunas propiedades que garantizan la
significatividad financiera:

P(t,T,,T,)>0, t<T,<T,

P(tT,Ty) =1, 1<T,

Pt,T,T,)> P, T, T,”), t<T<T,'<T,”

(funcién decreciente respecto del vencimiento 7).

P, T, T,)< P(t,T,"",T,), t<T,’<T,"’<T,

(funcién creciente respecto al inicio del horizonte temporal T)).

Desde el punto de vista formal un contrato al contado es un caso particular de los
contratos a plazo donde ¢ = T, y, por tanto:

P(,t,T,))= P(1,T;), t<T,
La ley financiera de valoracién de los contratos a plazo cumple la propiedad de uni-
formidad en el tiempo o de estacionariedad ya que la funcién no depende del periodo

inicial de intercambio monetario [7;,7;] ni del periodo de diferimiento [¢,7;], sélo
depende de la duracién de la operacion:

P+ ALT, + AL T, + At)= P(t,T;,,T,), t<T ST, paratodo teR.
En particular, para los contratos al contado, donde ¢ =T
P(t+ At,T+ At)= P(t,T), t<T paratodo(20

8.2. RELACION ENTRE LOS CONTRATOS AL CONTADO Y A PLAZO

La propiedad de independencia del importe permite obtener una relacién entre
las leyes financieras de valoracion de los contratos al contado y a plazo, justificada por
consideraciones de consistencia financiera:
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P(t,T,)= P(t,T)X P(t,T,,T,)dondet S T, S T,

Solucion:
es, decir, el valor en el instante ¢ de un euro pagadero en el instante T, debe coin- e
cidir con el valor P(¢,T;,T,) en el instante 7, actualizado con el factor de descuento PRT,) et g(1-9) 2( 3-13)
P(tT) PU:O,T;’T;):POT) (T’-l’ =e’ o _P(T;:T;)
Para evitar el arbitraje sin riesgo se debe cumplir el teorema de los precios implici- : : ;
tos que deriva de la expresion anterior: Por tanto, esta ley ﬁnanaera es escmchble
PUTT) =220, isTsT,
P@&T) 83. TIPOS DE INTERES A PLAZO (FORWARD RATES)
S v } . } , Si se considera la ley financiera L(¢,T) como funcién de la variable Ty el instante
EJERCICIO 1.26. tfjo:
Cuestién: S FIGURA 1.23. Gridfico de la ley financiera L(t,T)
Comprobar la relacxon entre los dos siguientes contratos:
¢ Contrato al contado que garantiza la equivalencia financiera entre 0,80
euros en el instante actual (¢=0) y un euro dentro de tres meses. LeTy
* Contrato a plazo que garantiza la equivalencia financiera entre 0,70 euros L(t,Tz) } ALeT)
disponibles dentro de tres meses y un euro transcurridos nueve meses. Lt = H rY
Datos:
t=0 0 T, T
t
T, = 3 meses ) b
T, = 9 meses : Conocidos dos instantes de tiempo:
P(0,3) = 0,80 T 2t
P(0,3,9) = 0,70 B T,=T,+n,n>0
Solucién: el interés a plazo del periodo [7;,7;] se obtiene de:
P(0,9)= P(0,3)- P(0,3,9)=0,8-0,7 = 0,56 AL(t,T)= L(t,Ty) - L(¢,T;)
es decir, un euro dentro de nueve meses es equivalente a 0,56 euros en el ins- Se dividen ambos miembros de la ecuacién anterior por L(t,T}) y se obtiene el tipo
tante actual. de interés efectivo:
ALGT)  LT) LT LT 4_pq 1 1y-1
*  Propiedad de escindibilidad LtT) L@T) L¢T) LT)
t <LTa Er;piedad de escindibilidad establece que: P(¢,T,)= P(t,T,)- P(1,,T,) donde it,T,T,) = L4, T, T,) -1
=h=h o . ) ) . que también se puede expresar en funcion de los factores de descuento como:
Si se compara con la hipétesis de consistencia financiera, para que las dos propie-

dades coincidan se debe cumplir la igualdad: P(t,T,,T,)= P(T;,T,), t<T, <T,, que i¢,T,T,) = AGT,) _
raramente sucede en la realidad. Esta ultima expresién podria interpretarse como PTRT O A@MLT)
una definicién alternativa de la propiedad de escindibilidad. . . . .
o teniendo en cuenta la hipétesis de consistencia financiera:

EJERCICIO 1.27. (T Ty) = AWT)
sfjrdo
Cuestion: : | ATY - AWLT,Ty)
Comprobar si la siguiente ley financiera: A(t,T)=e 2 =) ,T2t>0, es .
escindible: i(t, 1,,T;) =

AT, T,)
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Segiin Moriconi (1995) se define la fuerza o intensidad de interés como:
it,T,,T,)
T,-T,
El tipo de interés a plazo en régimen de capitalizacién simple i (¢,7;,T;) (simply-com-
pounded forward interest rate) es aquel que aplicado al capital P(t,7;,T;)en el instante

T, produce una unidad monetaria en el vencimiento 7, utilizando la ley financiera
de capitalizacién simple:

P(LT,T,)-[1+i(t, T, T,) (T, - T,) ] =1

1 1
(8,1, 1,) = -1
ZS( 1 2) ':P(t,T;,T;) ]7,2_7;

r(t,TuT:) =

1- P,T,,T;)

P(,T,. 1) (T, - T;)

y también se puede expresar en funcién de valores al contado:
P(t,T,) _ 1]- 1
P(t,T,) L-1,

Se puede obtener el tipo de interés a plazo simple i(¢,7;,7,) equivalente al tipo de

interés a plazo i(t,T;,T,) del periodo [7;,7,] si se igualan los montantes obtenidos en
el vencimiento T, :

LT, T,) =1+t T, T)-(T; - T;) it,T;,T,)

L(tafrpn)=l+i(t’7;91‘g) Tz_z‘!

El tpo de interés a plazo en régimen de capitalizacién compuesta i.(¢,7,,T;)
(annually-compounded forward interest rate) es aquel que aplicado al capital P(¢,T;,T,)

en el instante 7; produce una unidad monetaria en el vencimiento T,, utilizando la
ley financiera de capitalizacién compuesta:

PGT,T)-[1+i, (T, T)]" " =1

1

. I
'C‘"T""”“[m] -

is(try;’n)=

is(t,r,,zg)=[

} is(t’I;’Tz)':

y se puede expresar en funcién de valores al contado:
1

: P(t,T,) |5
i, 1, L) =| ——— -
(o) [P(t,T,)
Se puede obtener el tipo de interés a plazo compuesto i.(¢,7;,T;) equivalente al
tipo de interés a plazo i(¢,7,,T,) del periodo [T},7;] si se igualan los montantes obte-
nidos en el vencimiento T, :

LT, ) =[1+i.(tT,T;)]

B i (t,T,,T, 1'TT”'+" 1
LT, L) =[1+i(T,,T;)] &L, L) =[1+i6T,0)] " -

TEMA 1. EL VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO 69

El tipo de interés a plazo en capitalizacién continua (continuously-compounded
forward interest rate) R(¢,T,,T,) es aquel que aplicado al capital P(¢,7},7;)en el ins-
tante inicial 7, produce una unidad monetaria en el vencimiento 7, , utilizando la ley
financiera de capitalizacién continua:

P, T,,T,) e "WHRIBR) o)
L,-T,
que también se puede expresar en funcién de valores al contado:
InP(t,T,) - In P(t,T;)
T,-T,

Se puede obtener el tipo de interés a plazo continuo R(t,T;,T;) equivalente al tipo
de interés a plazo compuesto i.(¢,7;,T;)y viceversa:

Lt T,,T,) = P(t,T;,T,) - " Y% RG,T,T) = ln[1+ ic(t,TlsTg)]
LT, T) = P T ) [1+ 6T, )] " | fe@ T T;) = 0% —1

R¢,T,,T;)= -

R(tsT1’T2)= -

EJERCICIO 1.28.
Cuestion: .
Sea la ley financiera, fijada en t=0, L(0,1) = 1,5 y L(0;1,5) = 1,60. Calcular los
tipos de interés a plazo sobre el periodo [1;1,5]. '
Datos:
t=0
T, =1afo
T,=1,5 afios
L0,1)=1,5
L(0;1,5) =1,6
Solucién:
¢ Interés a plazo relativo al periodo [1;1,5]:
AL(0;1,5) = L(0;1,5) - L(0,1)=1,6 -1,6=0,1 €
* Tipo de interés a plazo del periodo [1;1,5]:
#(0,1,1,5) = oy - 15 =0,0667 = i(0;1;1,5) = 6,67%
* Tipo de interés a plazo simple:

- 1(0;1,5) .
L(0;1;1,5)= ——— =1 0;1;1,5)-0,5
OO =T o — L+ EOKLE 03]
16 _, . o
sy =18 L0671 sy i (0i1,5)=13,34%

05 0,5
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O también:
L(0;1,1,5) = 1+i5(0;1,1,5)- 0,5
L(0;1,1,5) = 1+i(0;1,1,5)

i(0;1,1,5) _ 0,0667
0,5 0,5

}is(O;l;l,S) = =0,1334

¢ Tipo de interés a plazo compuesto:

L
i(0;1;,1,5)=1,0667° —1=0,1378= i.(0;1;1,5) =183,78%

_ L(0;1,5) ) 0.5
L(6;11,5) =——==[1+i(0;1;1,
(0;1,1,5) 10.0) [1+i:(0;1,1,5)]
O también:

| L(O:315) = [14+4,(0;1,1,5)]"
L(0;1,1,5) =1+1i(0;1;1,5)
*  Tipo de interés a plazo continuo:
L(O; 1;1’ 5) =¢ R(0;1;1,5)0,6

' R(0;L1,5)= lnL(O;l;l,5) - In1,0667
0,5 0,5

X
}ic(O;l;l,Ei) =(1,0667)% -~1=0,1378

=0,1291=> R(0;1;1,5)=12,91%

O tambiég:
L(O; 1; 1, 5) =e R(0;1:1,5)0,5
L(0;11,5) =1+1i(0;1,1,5)

In[1+i(0;1,1,5)] _In1,0667

= =0,1291
0,5 0,5

}'R(o; L15) =

También se pueden obtener tipos de interés a plazo continuos que sean equivalen-
tes entre si:

L, T, T) = P, T, T;)- ¢ "R 5H) T,-T,
R- (T, T,)= R4, T,,T,)- 22—~ = R(,T,,T,)
L(t,T,T,)= P(t,T:’T2)_eR-(l..n._'r!.).(T,.—ﬂ-) .1, Ty) t71,T,) T,T. ¢,7,T;)q
donde:
g= T - es la relacién entre las bases de medida temporales de los dos tipos de

interes a plazo continuos.

EJERCICIO 1.29.
Cuestion:

El tipo de interés a plazo en capltahzacwn continua es el 10% considerando
los tiempos 4 T, y T, en afios. Calcular el tipo de interés a plazo equivalente
en capxlallzacmn continua R’ (¢, 7;",T,") sise considera el tiempo expresado en
semestres. :
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Solucién: o ,
¢ (Calculo del tipo de interés a plazo en capitalizacién continua en base
semestral equivalente al tipo de mteres a plazo en capitalizacién continua
en base anual:
LT, T,)= P(tT,,T,)- "

1
g t RT3 =0,10-=0,10-==0,05
Lt T, T,)= P, T,,T;) - 5% ’2} ( SN 4 =55 |

es la relacién entre las bases de medida tcmporaies. (la anual y la,semestfal).

EJERCICIO 1.30. : » T

Cuestion: : :

El tipo de interés a plazo en capitalizacién continua es el 30% considerando
los tiempos 4 T, y T, en cuatrimestres. Calcular el tipo de interés a plazo equiva-
lente en capltahzacmn continua R’(t',7;",7;") si se considera el tiempo expre-
sado en trimestres.

Solucion:

* Cilculo del tipo de interés a plazo en capltahzacxén continua en base tri-
mestral equivalente al tipo de interés a plazo en capitalizacién continua
en base cuatrimestral:

LT, T;) = P, T,,T;) - € *%°

L(t,T;,T2)=P(t,Tl,T2) R 1;)4}R & N Y 3% ) 0,30- -q=0, 30 -=0,225

donde: ¢ = —-%-075

es la relacién entre las bases de medida temporales (la cuatrimestral y la
trimestral). .

La tasa instantdnea de interés a plazo (instantaneous forward rate or forward short rate)
es el limite del tipo de interés a plazo en capitalizacién continua cuando se conside-
ran periodos infinitesimales:

 InP(t,T + At) - lnP(t,T) _9lnP(t,T)

A0 At aT

f@T)=R¢T,T)=—-lim

donde M es la derivada parcial de la funcién P(¢,T) evaluada en T.

. 9T . . . . . . .
La tasa instantdnea de interés a plazo y la tasa instantidnea de interés al contado
coinciden cuando T'= ¢,

Si se admite que la funcién L(t,T) tiene derivada parcial respecto a la variable
T, la definicién de fuerza de interés puede referirse a un periodo infinitesimal y
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también nos permite calcular la tasa instantinea de interés a plazo como el limite

de la fuerza de interés /., T,T + AT) cuando la amplitud del horizonte temporal
n tiende a cero:

6T)= f(t,T) = lim #(t,T,T +AT) = lim 20 T*m _ ), LGT+m) - LGT)
AT)= f(&T)= lim y(.T,T +AT) = lim—— T LT)n
1 . LeT+n)-LeT) 1  OLWLT) 3 3
_ " - . -9 =L maeT
LLT) 0 n LoD T ar niGT=-gpnd@l)
donde:

A(t,t)=P(,T)

L(t,T) es una funcién creciente con respectoa T.

Sf(t,T)es positiva y ademds puede escribirse como derivada logaritmica ya que
L, T)>0.

También resulta iitil expresar el factor de descuento en funcién de la tasa instanta-

nea de interés a plazo. Para ello se integran los dos miembros de la ecuacién anterior
y se obtiene:

J Ty du=-| ‘T%m A(t,u)-du=-InA(t,T)+In A(t,t) = ~In A, T)

ya que A(t,t)=1.

El .valor del factor de descuento A(:,T) se obtiene despejando en la ecuacién
anterior: :

A, T) = e-I [ - in dondet<T

Esta expresion puede aplicarse a las operaciones a plazo. Teniendo en cuenta que:

ALT)=AGT) AT, T,), ST <T,

entonces:

_'f K f(tuydu I n
ALT,) e’ N e-['f' Suuydu-] /(;,,,Mu]

AT, T,)= =2 =
®1.T2) AWT) - rewa
e

-f 2 ety as

A(t,T,T,)=¢ donde: <7, <T,

Se puede obtener una relacién entre el tipo de interés a plazo continuo y la tasa
instantdnea de interés a plazo:

K]
[ 16ty da

1

R(T,,T,) =~ ‘AT, T,) = - 1

( 1 2) T2—7; n ( 1 2) T, ne

RG,T,T,)= — -f ® f(t,u)-dudondet < T, < T,
T,-1, :

Esta expresién nos indica que el tipo de interés a plazo en capitalizacién continua
es la media temporal de la tasa instantinea de interés a plazo, fijada en ¢, sobre el
horizonte temporal [7],7,].
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8.4. RELACION ENTRE LOS TIPOS DE INTERES AL CONTADO Y A PLAZO

a) Relacién entre los tipos de interés al contado y a plazo en régimen de capitali-
zaciéon compuesta

El tipo de interés de la operacién a plazo se obtiene de:
P, T, T)-[1+it, T, )] " =1
1

T,T, 1 wn 1
i, T, i R S _
i(t,T,,T,) P(t,Tl,Tz)

Si se consideran operaciones al contado con vencimientos en 7} y en T, el tipo de
interés a plazo i(?,7;,7,) estd implicito en los tipos al contado i(t,7)) e i(¢,T;):

1

P, T,T,)= — t<T <T,
" e, )P o
. -(Ty-0)
~(T,- 1+(¢, T,
[+ 7,1 m L1+ 2)]_(,_,), t<T, <1
[+,
Se obtiene asi otra relacién entre los tipos al contado y los tipos a plazo:
B ot T
[1+ie )] 1+ )]
1+, T,,T,) = 22 — =1+, T)] | —=2
i(t,T;,T;) = [1+iT;)] [l-i-z’(t,?])]
[1+i,T;)]

1+i(t,T;)

T
i(t,I;,T,):[1+i(t,T,)]-[1+i(t T)] -1 dondet<T, <T,
s £y :

b) Relacién entre los tipos de interés al contado y a plazo en régimen de capitali-
zacién continua
Pt T, T,) =1+, T, T,y =™ Q| e U
b1 =[ 2 ] R, T,,T,)=In[1+i@,T;,T,) t ST, S T,
P(t’T;’T‘?) = e-R(l.ﬂ,T,)(T,-T,) : o

P(t’T2) ~RULT T T -T)) e"R("T’)‘(T"”
P(t,:rl’n)-:—P(t’le) =¢ 1l )i =h) e-R("n)(ﬂ-n

R(tT,T,) (T, - T,) = R(t.T,)- (T, - ) = R(t, T, (T; — )
-t ' T,-T,
_t+R(t’1}sTg)' 12",.—‘ !

R(t,T;)= R, T,)-

T,
L
o bien:

T —~t
L-T,

T,-t
2~ R(t,T;)

R(t’TuTz)=R(t’Tz)'T2_T; r.

El tipo de interés al contado del periodo [¢,7;] en el régimen de capitalizacién
continua es igual a la media aritmética ponderada de los dos tipos de interés en
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capitalizacién continua (uno al contado y otro a plazo) de los dos subperiodos [¢,7;]
y [T;,T,] donde las ponderaciones son los plazos relativos de los dos subperiodos.

EJERCICIO 1.31.
Cuestion:
Si en ¢=0 estdn en vigor los siguientes precios:
P(0;0,25) = 0,98 euros
P(0,1) = 0,93 euros f
P(0;0,25;1) = 0,948979592 euros

Calcular los tipos de mteres al contado #(0,1), (0;0,25) y el tipo de interés a
plazo i(0;0,25; 1).

Solucion:
¢ Cilculo de los tipos de interés al contado:
1 1

#0,1)= PO ~-1= 0,93 ~1=0,07526 = i(0,1) = 7,53%

1(0:0,25 1 T 1=[ LT :
K002 =| ooom | - ,—,I:B,Q-S] —1=0,08416 = i(0;0,25) = 8,42%

* Cilculo del tipo de interés a plazo:

0.2
i(o; 0,25;1) =[1+4(0,1)]- [1_-:_-;(1)_((()),_12_)_53]075 1

0,25
1+0,0753 [075

=[1+0,0753] [ ] ' —-1=0,07234= i(0;0,25,1)=7,23%

1+0,0842

El tipo de interés a plazo también se puede obtener teniendo en cuenta el pre-
cio a plazo P(0;0,25;1) = 0,948979592 mediante el cual no se produce beneficio
sin riesgo:

1
(0;0,25;1) = L LN 1 o 1=0,0723
A = P0:0,25,0) “|0,948079502|

i(0,0,25;1)=7,23%

¢) Relacién entre los tipos de interés al contado en régimen de capitalizacién
continuay a plazo en régimen de capitalizacién instantinea

P(t,T)= e“[‘ rn e

1 T -
P(t’ T) = e—R“‘T)'(T-()} R(t’T) = 'i:':—t' . !, f(t,s) ods
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O también:
2 =9 (T—t)]= _py. 0
f&,T)= aTlnP(t,T)—aT[R(t,T) (T-t)]=R@E,T)+(T-t) aTR(t,T)

Para una fecha fija T'la tasa instantinea plazo es un proceso estocdstico en el
instante ¢ con un valor final de f(T,T)=(T) enlafecha T.

EJERCICIO 1.32.

Cuestion:

Calcular el tipo de interés a plazo en capltahzamon continua y el tlpo de inte-
résa plazo compuesto equivalente al anterior para la funcién de tasa instantdnea
de interés a plazo definida en el instante ¢ por:

ft,TYy=a+2-4-(T-1t)

t=0

T, =1€[0,T; = 2]

a=0,18
F=-0,04

Solucion:
* Cilculo del tipo de interés a plazo continuo:

1 %
R(097;:7;)=—T -T ’hlA(O,];,T;)=-7; “7; .(—J‘Ti f(t,u)-du):
2 1
-z IT (—jﬂ (a+2-f-u)- du)— ]
T2
2
=- :r; [—a'(T -T)-4-(T} - T)]-a+ﬁ S @A)

* Cilculo del tipo de interés a plazo compuesto equwalente al anterior:
(0,13, ) = "R — 1= g™ AF -1

En particular:
Si T, = 1y T, = 2 se obtiene:
R(0,1,2)= a+ f-(T, + T,) = 0,18 - 0,04 (2 + 1) = 0,06 = R(0,1,2) = 6%

i(0,1,2) = ¢ AT _ 1 0% _1 = 0,062 = 6,2%

Si T, =0y T, =2 se obtienen los valores al contado:
R(0,2) = o+ f-(T, + 1;) = 0,18 - 0,04-2= 0,10 = R(0,2) =10%

i(0,2) = e ®AT+T) |1 =0 —1=0,1052 =10,52%
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Si 7, =0y T, =1 se obtienen los valores al contado:
R(0,1)= o+ f-(T, +T,)= 0,18 - 0,04 = 0,14 = R(0,1)=14%

i(0,1) = e *AET) _] = 4 _1=0,1508 = 15,08%

: . TEMA 2
Se comprueba inmediatamente que: RENTAS
R(0,2)= R(O,l)+2R(0,1,2) _0,14+0,06 _ 0,10 = R(0,2)=10%

Es decir, el tipo de interés a plazo continuo sobre el intervalo [0,2] es igual a
la media aritmética de los tipos de interés a plazo continuos correspondientes a

N . . SUMARIO: 1. CONCEPTO Y CLASIFICACION DE LAS RENTAS. 1.1. Concepto de renta.
los subintervalos [0,1] y [1,2] de igual amplitud. 0

! 1.2. Clasificacién de las rentas. 2. VALORACION DE LAS RENTAS CON LA
LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION COMPUESTA. 2.1. Valoracién de
rentas constantes. 2.1.1. Valoracién de rentas temporales. 2.1.1.1. Valor actual
de una renta temporal y pospagable. 2.1.1.2. Valor final de una renta tempo-
ral y pospagable. 2.1.1.3. Valor actual de una renta temporal y prepagable.
9.1.1.4. Valor final de una renta temporal y prepagable. 2.1.2. Valoracién de
rentas perpetuas. 2.1.2.1. Valor actual de una renta perpetua y pospagable.
2.1.9.9. Valor actual de una renta perpetua y prepagable. 2,2. Valoracion de
rentas variables en progresion aritmética. 2.2.1. Valoracién de rentas temporales.
9.9.1.1. Valor actual de una renta temporal y pospagable. 2.2.1.2. Valor final
de una renta temporal y pospagable. 2.2.2. Valoracién de rentas perpetuas.
2.9.9.1. Valor actual de una renta perpetua y pospagable. 2.2.2.2. Valor actual
de una renta perpetua y prepagable. 2.3. Valoracion de rentas variables en progre-
sién geométrica. 2.3.1. Valoracion de rentas temporales. 2.3.1.1. Valor actual de
una renta temporal y pospagable. 2.3.1.2. Valor final de una renta temporal y
pospagable. 2.3.2. Valoracién de rentas perpetuas. 2.3.2.1. Valor actual de una
renta perpetua y pospagable. 2.3.2.2. Valor actual de una renta perpetuay pre-
pagable. 3. VALORACION DE LAS RENTAS FRACCIONADAS. 3.1. Valoracién
de rentas constantes y temporales. 3.1.1. Valor actual de una renta pospagable.
3.1.2. Valor final de una renta pospagable. 3.2. Valoracién de rentas constantes
y perpetuas. 3.2.1. Valor actual de una renta pospagable. 3.2.2. Valor actual
de una renta prepagable. 4. VALORACION I?E LAS RENTAS CONTINUAS.
4.1. Valoracién de rentas temporales. 4.2. Valoracién de rentas perpetuas. 5. VALO-
RACION DE LAS RENTAS CON LA LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION
SIMPLE. 5.1. Valor actual de rentas constantes y temporales. 5.2. Valor final de ren-
tas constantes y temporales. 6. VALORACION DE LAS RENTAS CON INTERES
ESTOCASTICO. 6.1. Valor esperado final 0 acumulado de rentas, media y varianza.
6.2. Valor esperado actual 0 presente de rentas, media y varianza.

1. CONCEPTO Y CLASIFICACION DE LAS RENTAS

En este capitulo se definen y clasifican las pﬁ“CiPale§ rentas en un ambiente de
certidumbre ya que el tipo de interes s¢ coOnoce desde el inicio de la operacion.

1.1. CONCEPTO DE RENTA

Una renta es un conjunto de capitales financieros que se hacen efectivos (se cobran
o se pagan) en sucesivos periodos de tiempo.
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FIGURA 2.1. Esquema de una renta

ay az asz ... an) an
l | ] ] | |
[ ] i ] 1
0 1 2 3 .. n-l  n
donde:
a,,8,,0ay,...,4, : Conjunto de capitales financieros o términos de la renta.
1L,2,3,...,n : Vencimientos sucesivos de los capitales financieros.

[0,1],[1,2].....[n -1, 7]
0
n-0=n

: Intervalos o periodos de maduracién de la renta.

: Origen de la renta, extremo inferior del primer periodo.
: Final de la renta, extremo superior del iltimo periodo.
: Duracién de la renta.

: Tipo de interés de la operacién

1.2. CLASIFICACION DE LAS RENTAS

Las rentas pueden clasificarse atendiendo a distintos criterios, que no son exclu-
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© Rentas variables en progresion geométrica: Son aquellas en las que los

términos varian en progresion geométrica, es decir, a, =a,,, *q.

© Rentas variables en general: Son aquellas cuyos términos no varian ni

en progresién aritmética ni en progresién geométrica.

donde:

a,
-y

d
q

: Término de la renta del periodok .

: Término de la renta del periodok —1.
: Razén de la progresién aritmética.

: Razén de la progresion geométrica.

d) Segiin el punto de intervalo en el que vencen los términos:

Rentas pospagables: Aquellas en las que los términos vencen al final de cada
intervalo.

FIGURA 2.2. Esquema de una renta pospagable

ap ==-- a2

a ...

8n-)
L

| | |
0 1 2

|
|
3 .

n-1

aq
1
n

yentes entre si. Cabe citar los siguientes:

a) Dependiendo de la duracién de los intervalos o periodos de maduracién de la

renta:

*  Rentas discretas: Son aquellas en las que la duracién de los intervalos es
finita.

*  Rentas continuas: Son aquellas en las que la duracién de los intervalos es
infinitesimal.

b) En funcién de la duracién de la renta:

<)

*  Rentas temporales. Aquellas cuya duracién es finita o acotada en el tiempo.

*  Rentas perpetuas o indefinidas: Aquellas cuya duracién es infinita.

Segtin las cuantias de los términos que forman las rentas:

*  Rentas constantes: Aquellas en las que los términos son iguales; es decir:
a=a=a,=..=a,=a

Entre éstas destacan las rentas unitarias: ¢, =a, =a; =...=gq, =1.

°  Rentas variables: Aquellas en las que al menos un término es distinto de los
demas; es decir:

Existe g, #a talque i=1,2, ., n,j=1,2, ., ny i#j

Se distingue entre:

© Rentas variables en progresién aritmética: Son aquellas en las que los
términos varian en progresién aritmética, es decir, g, = q,,, +d.

Rentas prepagables: Aquellas en las que los términos vencen al principio de
cada intervalo.

FIGURA 2.3. Esquema de una renta prepagable

a ax a3 .. ap
e | | 1
| ]
0

|
I { [
2 3 .. n-1 n

e) Segun la posicién que ocupa el punto de valoracién de la renta:

Rentas inmediatas: Aquellas en las que el punto de valoracién coincide con
el origen o al final de la renta. En este caso, el valor actual se calcula en el
origen de la renta, y el valor final en el instante final de la renta.

FIGURA 2.4. Esquema de una renta inmediata

a) az a . n an
L ]
| |
0 1

| I
{ I
2 3 .. n-1 n

Rentas diferidas: Aquellas en las que el punto de valoracién es anterior al
origen de la renta. En este caso, el valor actual se calcula en el punto de
valoracién mencionado (anterior al origen), y el valor final en el instante
final de la renta.
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FIGURA 2.5. Esquema de una renta diferida

a; a . ag.) a,
| |
| I
v n-1 n

N ——

donde:
h : Periodo de diferimiento de la renta.

*  Rentas anticipadas: Aquellas en las que el punto de valoracién es posterior
al final de la renta. En este caso, el valor actual se calcula en el origen de la
renta, y el valor final en el punto de valoracién (posterior al instante final
de la renta).

FIGURA 2.6. Esquema de una renta anticipada

1
n+p

a) a a3 IR 78
{ 1
J I
2 3 . n

|
|
1

donde:
¢ : Periodo de anticipo de la renta.
f) Segtin el nimero de vencimientos que se producen en cada intervalo:

*  Rentas fraccionadas: Aquellas en las que se distinguen varios vencimientos
dentro de cada periodo o intervalo.

*  Rentas sin fraccionar: Aquellas que tienen un solo vencimiento en cada
intervalo.

g) En base al conocimiento que existe de los términos de la renta:

*  Rentas ciertas: Aquellas en las que los términos de la renta y la duracién son
conocidos con certeza.

*  Rentas aleatorias: Aquellas en las que alguno de sus componentes (cuantia
de los términos, vencimiento o ambos) no se conoce con certeza.

2. VALORACION DE LAS RENTAS CON LA LEY FINANCIERA DE
CAPITALIZACION COMPUESTA

En el tema anterior se observa que la fuerza del interés permanece constante
durante toda la operacién con la ley financiera de capitalizacién compuesta.
Por este motivo habitualmente se utiliza esta ley financiera para la valoracién de
rentas.

Se denomina valor financiero de la renta en un instante determinado a la suma de los
valores proyectados de todos sus términos en ese momento. Si la suma de esos valores
se produce en el origen de la renta se denomina valor actual. Si la valoracién se pro-
duce al final de la renta se denomina valor final de la renta.

En los epigrafes siguientes se analizan las rentas discretas distinguiendo entre
rentas constantes y variables, rentas temporales y perpetuas y rentas pospagables y
prepagables.
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2.1. VALORACION DE RENTAS CONSTANTES

Las rentas constantes son aquellas que tienen todos sus términos iguales. Se distin-
gue entre rentas temporales y perpetuas.

2.1.1. Valoracién de rentas temporales

Las rentas temporales son aquellas cuya duracién es finita. Se distingue entre ren-
tas pospagables y prepagables, y en cada una de ellas se halla su valor actual y su
valor final. Se efectia la valoracién sobre rentas inmediatas, considerando periodos
anuales.

2.1.1.1. Valor actual de una renta temporal y pospagable

Las rentas pospagables son aquellas en las que sus términos vencen al final de cada
periodo de maduracién.

FIGURA 2.7. Valor actual de una renta temporal y pospagable

82 e

El valor actual de la renta se calcula como:
V,=a-A(0,1)+a- A(0,2)+a-A(0,3)+...+a- A(0,n)=

1 1 1 1
+a-

=a- +a: +a: +... -
1+ (1+i) (1+:)° (1+1)

S RSV S !
- * N R 2 R eoe K
1+i (1+i)  (1+3d)° (1+14)"
Se observa que la expresién entre corchetes es 1a suma de 7 términos de una pro-
gresiéon geométrica de razon:
1
r=—
1+:
cuya suma se obtiene de:
§ =4 =% T
" 1-r
donde:
a, : Primer término de la sucesion.
a, : Ultimo término de la sucesion.

7 : Razén de la sucesién en progl‘fl!ii("lrl geomeétrica.

Se aplica esta expresién a la sucesién y se obtiene el valor actual de una renta tem-
poral, constante, inmediata y pospagable:
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1 1 1 -1 41
1+ (1+d)" 1+ 1 (1+3)" (1+34)
Vo=a 1 SV 1w YT
1= —o ¢ lTi—i 2
1+i 1¥7

L1y

V,= -
t,

.8
-

EJERCICIO 2.1.
Cuestion:

Calcular el valor actual de un depésito anual pospagable de 100 euros durante
los préximos 10 anios. El tipo de interés anual es el 5%.

Solucion:
e Cilculo del valor acwal
V. =100- A(031)+100-A(0,2)+100 . A(0,3)+ ..+100- A(0,10)=

-1
(1+0,05)"°

=100- 0.05

=100 g, = 772,17 €

FIGURA 2.8. Esquema dé la renta

(

Veotual { ]

<—100 100 100 ... 160 1060

\ | ! ] | I
1 1 1 | i )

0 1 2 3 .. 9 10

2.1.1.2. Valor final de una renta temporal y pospagable
FIGURA 2.9. Valor final de una renta temporal y pospagable

"——; Viina

a a
‘|

L

a
{ j
T T V

0

-

S oL
=
0
—

a
1
1

3 n

N

El valor final de la renta se calcula como:

V,=a-L(L,n)+a-L(2,n)+a-L(3,n)+..+a-L(n,n)=
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=a-(1+)) " +a -1+ +a-Q+i) " +..+a=

=a- [(l )" T () T+ T 1]
Desarrollando la expresion entre corchetes que es la suma de n términos de una
progresién geométrica de razén:
1
r=—
1+
se obtiene el valor final de una renta temporal, constante, inmediata y pospagable:

1

n-1
1+ -1 = 1 (1+d) =1 (144 -1

V.=a- =qa- : =a
/ I—L le/z 1+i-1 i

1+i 17

2

V,=
Se observa que:

1+d)" -1 1-(1+4)"
\ Sn—|i= ; = .

Sm. = ami .(l.'.i)'l

((1+2)" =ag,-(1+i)

EJERCICIO 2.2.
Cuestion:

Calcular el valor final de un deposxto anual y pospagable de 100 euros durante
los préximos 10 afios. El tipo de interés anual es el 5%

Solucion:
¢ (Calculo del valor final.
V, =100- L(1,10)+100- L(2,10)+100- L(3,10) +...+100- L(10,10) =

(1+0,05)"° -
-100 0,05 =100 85 o.ou=1‘257'79,€
FIGURA 2.10. Esquema de la renta
A —-
s }‘Vﬁnal
160 160 100... 160 100
1 ] [ l 1/
] T T 1 (—
0 1 2 3. 9 10
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TEMA 2. RENTAS 85
2.1.1.3. Valor actual de una renta temporal y prepagable

FIGURA 2.11. Valor actual de una renta temporal y prepagable

|
- =1

L 2

1

1- 0 ) I
=100-—(1(;'-£;—9§)—-(1+0,05)=100-dm0'65#810',78(% ;

FIGURA 2.12. Esquema de la renta
7 - ~

a
f —
4 n-1 n

—_—®

a a
I {
i T T

0 2 3

El valor actual de la renta se calcula como:

Vactual\
] I
V. =a-A(0,0)+a-A(0,1)+a-A(0,2)+..+a-A(0,n—-1)= 0 100 10 100
't
=a+a- 1‘+a- 1.2+...+a-+’._]=a- 1+ 1_+ 1 =+t ln_, ‘ ‘ 0 1 2 3. = .9 1o
1+i (1+4) (1+4) 1+i (1414) (1+4) - — ; -

Desarrollando la expresion entre corchetes que es la suma de » términos de una 2.1.1.4. Valor final de una renta temporal y prepagable
progresién geométrica de razon:

1 . FIGURA 2.13. Valor final de una renta temporal y prepagable
T 14 |
se obtiene el valor actual de una renta temporal, constante, inmediata y prepagable: v
L1 1 1 L1 l find
T -l 14 s T T LA

+ 1+ 1+ 1+ a a a cee a—
V,=a- € z)l =a- 1(. zl) =a: ( J (1+7) [ — +—

- ti- i 0 1 2 3.. nl n

1+4 1+:

El valor final de la renta se calcula como:

V,=a-L(0,n)+a-L(l,n)+a-L(2,n)+...+a-L(n—-1n)=

v, =a~1——(-1:'-;)-(l+i)=a-iia'.
i
Se observa que: =a-(1+i) +a-(1+i)" " +a-(1+i) " +..+a-(1+i)=
1-(1+4) , . n n- -
i = %'(IH):%; (1+1) = a~[(1+i) + (144" +(146)"" +...+(1+i)]
i . = (1+14) Desarrollando la expresién entre corchetes que es la suma de 7 términos de una
s = a4 progresién geométrica de razén:

1
EJERCICIO 2.3. 1+ .
Cuestién: se obtiene el valor final de una renta temporal, constante, inmediata y prepagable:
L . 1
Calcular el valor actual de un depésito anual y prepagable de 100 euros 1+14)" - N — n n
durante los préximos 10 afios. El tipo de interés anual es el 5%. Vf=a-( ) M M,__a.(“"? "'1=a.(1"") "1.(1...,-)
Solucion: 1- 1 1+i-1 i
* Calculo del valor actual.

1+: 1+

V, =100- A(0,0)+100- A(0,1)+100- A(0,2) +...+100- A(0,9) = v, =a. Q+d)" -1
i

'(l-l-i)'-==a~§;ht
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EJERCICIO 2.4. Solucion: e
Cuestion: ¢ (Cilculo del valor actual si la renta es pospagable.

Calcular el valor final de un depésito anual y prepagable de 100 euros durante

V, =5.000- A(0,1)+5.000- A(0,2) +5.000- A(0,3) +...+5.000- A(0,15) =
los préximos 10 anos. El tipo de interés anual es el 5%. N T

Solucion: _ 1—_—1‘T , L .
) (1+0,06)
* Cilculo del valor final. ; =5-000’__6'03_"‘=5'000‘amo.os?48-561’246
V, =100 L(0,10)+100- L(1,10)+100- L(2,10)+...+100- L(9,10) = j ’ o
FIGURA 2.15. Esquema de la renta
(1+0,05)° -1 . | o
=100-———]——.(1+0,05)=100-5_, =1.320,68 € | 7 ~
0,05 g , | )
FIGURA 2.14. Esquema de la renta
‘ ) ' Vactualﬁ
«—
<—5.000 5.000 5.000.... A 1. 5.000 5.000
‘ ‘ * Vfinal T N S L
N B I —
100 100 100 100 — o ! 2 3 1“1
——t— |/ * Cilculo del valor actual si la renta es prepagable.
0 ! 2z 3. 10 V, =5.000- A(0,0)+5.000- A(0,1)+5.000- A(0,2)+...+5.000- A(0,14) -
1o 1 T
15 ) ’ ; " A ’ U L. s
= 5.000. — L 20) " (1 1 0,06)=5.000-2; . =51474,92 €
Se cumplen las siguientes relaciones: 0,06 ST PR o
ay, =8, (14d) " =dy,-(1+i)" = §n,-(1+ ) V, =48.561,24-1,06 = 51.474,92 € | |
- " FIGURA 2.16. Esquema dela renta .
Sili=a7§|f°(l+i) =ﬁ;h'(l+i) =s;n'(l+i) [ — S
i, =ag, (148) = 8,70V =8, (14+4)™
V actual $ |
w actual
S, =ay,-(14+i)™ =8, -(1+i)=a,-(1+i)" ‘—IE I
5.000 5.000 5.000... - - - 5000
\ L1 LS N
T T S
EJERCICIO 2.5. 1 2 3. o n
Cuestion:

Calcular la cuantia de un préstamo que se amortiza mediante la entrega
de términos constantes de 5.000 euros durante 15 afios. El tipo de interés
anual es el 6%. Considerar para la resolucién los dos casos de renta: pospa-
gable y prepagable.

2.1.2. Valoracién de rentas perpetuas

Las rentas perpetuas son aquellas que tienen un niimero infinito de términos o su
duracién es infinita. Se conoce el momento en el que se inicia la renta, pero no el
momento en el que va a finalizar. De ahi que sélo se pueda calcular el valor actual.
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Se distingue entre rentas pospagables y prepagables. Se efectiia la valoracién sobre

rentas inmediatas, considerando periodos anuales.

2.1.2.1. Valor actual de una renta perpetua y pospagable.
FIGURA 2.17. Valor actual de una renta perpetua y pospagable

Para obtener el valor actual se calcula el limite de la expresion del valor actual de

una renta temporal y pospagable:

V. =a-A(0,1)+a A(0,2)+a- A(0,3)+ ...+ a- A(0,) = lima- = (1+3)

fn—doo ?

o=aj=aag,
i =1}

EJERCICIO 2.6.
Cuestion:
Calcular el valor actual de un piso que se alquila por 5.000 euros anuales (se
cobra al final de cada aiio). El tipo de interés anual es el 6%.
Solucién: ’
¢ (Ciélculo del valor actual.
V, =5.000- A(0,1)+5.000- A(0,2)+5.000- A(0,3) +...+5.000- A(0,e0) =

=5.000-a5,, = 5‘000'6_1@ =83.333,33 €

FIGURA 2.18. Esquema de la renta

[

V actual \J "—————"

<+—5.0005.000 5.000 5.000 5.000

| | | | |
N ! I T 1 !

0 1 2 3 .

8 +—
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2.1.2.2. Valor actual de una renta perpetua y prepagable
FIGURA 2.19. Valor actual de una renta perpetua y prepagable

a
!
T

W _L®
s>+t
8

a
f
2

o wm

1

Para obtener el valor actual se calcula el limite de la expresion del valor actual de
una renta temporal prepagable:

1- (1+z)

V,=a-A(0,0)+a-A(0,1)+a-A(0,2)+...+ a- A(0,o) = lima- ———- (1+1)
I’a =a.£];.;3_).= ~F
L
EJERCICIO 2.7.
Cuestién:

Calcular el valor actual de un plSO que se alqmla por 5. 000 euros anuales (se
cobra al principio de cada aifio). El tipo de interés anual es el 6%.

Solucién:
¢ Cilculo del valor actual.

V, =5.000- A(0,0) +5.000- A(0,1)+5.000- A(0,2) +... + 5.000 - A(0,)

=5.000-d;, ,; =5.000- -(1;%% = 83.333,33 €

FIGURA 2.20. Esquema de la renta

Vactual 4 :
1 |
5.000 5.000 5.000 ...

\ L b iy
I ] { I !

0 1 2 3.

gJi;
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2.9  VALORACION DE RENTAS VARIABLES EN PROGRESION ARITMETICA

Las rentas variables en progresién aritmética son aquellas en las que cada término
se obtiene a partir del término del periodo anterior sumandole una cuantia constante
(razén de la progresién), es decir:

a,
a=a+d
ag=a,+d=a,+2-d

..............

a,.,=a, ,+d=a, +(n-2)-d
a,=a,_ +d=a +(n-1)-d
donde:
a, :Término de la renta del periodo k.

@, : Término de la renta del periodo k£ -1.
d :Razén de la progresion aritmética.

2.2.1. Valoracion de rentas temporales
2.2.1.1. Valor actual de una renta temporal y pospagable

FIGURA 2.21. Valor actual de una renta temporal y pospagable

actual .
—
a, 8, a; a &
1 Il | | | ]
— T 1
(1] 1 2 3 .. n-l n

Para facilitar su célculo se descompone la renta variable en n rentas constantes, se
halla el valor actual de todas ellas y su suma es igual al valor actual de la renta variable
en progresion aritmética.

Las » rentas constantes son las siguientes:

° Unarenta de = términos de cuantia q, .

° Unarenta de n-1 términos de cuantia dy diferida un periodo.

* Unarenta de »~2 términos de cuantia dy diferida dos periodos.

* Unarenta de un término de cuantia dy diferida n-1 periodos.
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FIGURA 2.22. Descomposicion de una renta variable en progresion aritmética
en n renlas constanles

] a ay a a
1 | i f 1 |
f T T T T 1
] 1 2 3 eeesssccsesescacns n-1 n
d d d d
1 I 1 1 1 1
f T T T T 1
0 1 2 3 esesce0vevcsccsncee n-1 n
1 d d d
1 | 1 | 1 4
I T T T T 1
0 1 2 3 ceveecencss e n
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S0 S0P PRNOIISIRIOIOIOERAECGERNOIOIOIOIROIOOIRRRTOTN d d
1 [l [l 1 1 1 (]
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0 1 2 3 ceeneeccen en2 ol n
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~—
n-2

d
L ! \ \ 1 ]
T T T T T 1
0 l 2 3 I A AR NN NN EERENRNENRNN] n-l n
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n-1

El valor actual de la renta se calcula como:
A ami = A(0) 43, A(0,2)+ay- A0,3)+... + a, - A(0,7)

Ay pmi=ag,+1/d-a5, +2/d-ap +..+n-1/d g, =0 a3+

-(n-1)

—(1+i —(1+3) 1-(1+i)" o
+d-l (1"'")_.(1.;.2')"‘+d.}&_.(l+i)'2+...+d~——(—l:—22——-(l+i)( "<
i

=a a, +%—[(l+i)" + (4 L+ Q) -(n—1)-(1+i)‘"]=
=a-a, +%~[(l+i)‘l +(1+) o+ Q) (1) -n~(1+z‘)"']=

d R d d-n ey )
=aq, -a'-_],+—l_--[a;,i —n-(1+z) ]=[a]+—i']'a;“——i—'(1+l)

., dm
Si sumamos y restamos a esta Ultima expresion 5 obtenemos:
N8
d d-n - dn dn d] 1-(1+1) d-n

= +—lagq ~——— (14" ——— = +—|aq +d-n- - -

[al i ] an_|x z- ( ) i Z a‘ 1 ai_lll 1 i
Finalmente se obtiene la expresién de la equivalencia financiera en el origen:
d-n

d
A(%dmi =(al+?+d'")'a7xli -
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donde:
a, : Término amortizativo correspondiente al primer periodo.
d :Razén en la que varian los términos amortizativos.
n : Duracién de la operacién.
¢ :Tipo de interés efectivo anual.

EJERCICIO 2.8,
( 1lgm‘0'n-

Calcular el valor actual de una renta pospagable cuyo primer término es de
1.000 euros y se incrementa en 100 euros cada aiio. El tipo de interés anual es el
6% y la duracién de la operacién de 10 afios.

Solucion:
¢ (Cilculo del valor actual.

Agoos00iocs =1-000- A(0,1)+(1.000 +100-1)- A(0,2) +
+(1.000+100-2)- A(0,3) +... + (1.000+100-9)- A(0,10) =

100 ) 100-10
1.000 + 100-10|-a, . - ——— =10.320,
( 006+ mo.os: 0,06 ,1032032€

FIGURA 2.25. Esquema de la wonta
it

Vactual*J ‘_l

<—1.000 1.100 1.200... 1.800 1.900
\ | ! ]

1 I I I i

0o 1 2 3 9 10

2.2.1.2.  Valor final de una renta temporal y pospagable
FIGURA 2.24. Valor final de una renta temporal y pospagable

Vﬁnal

:!_.LQ
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El valor final de la renta se calcula como:
=a,-L(,n)+a,-L(2,n)+a,-L(3,n)+...+a, L(n,n)

S(a, .d)n i

Para facilitar su cdlculo se descompone la renta variable en las n rentas constantes

del epigrafe anterior, se halla el valor final de todas ellas y su suma es igual al valor
final de la renta variable en progresién aritmética:

S..,d),,m=a'5,,-|,-+d'sm,-+d'3,.—_1,+ +d Sz, +d- S, =

(a;.
a\n-1 Wn-2 . .
ca-sy +a L 21, (14D LN D) it SR ) ot W
] 1 3 7

=a-S,, +%-[(1+i)"'l + (1) o (1) + U+ i) — (o -D)] =
=a-8, +5::'[(1+i)"" @) b (1) (i) +1-n =

d dn
=8y, ——

i i

d d'n
S(a,.d)mi =(a1 + i) S-li - i

=a'Sm’,+

EJERCICIO 2.9.
Cuestion:

Calcular el valor final de una renta pospagable :cuyo primer término es de
1.000 euros y se incrementa 100 euros cada aiio. El tipo de mterés anual es el 5%
y la duracién de 10 afios.

Solucién:
* (Cilculo del valor final.

r o
So.000.100)i310,05 = 1-000+ L(1,10) + (1.ooq+ 100-1)-L(2,1o)+
+(1.000+100-2)- L(3,10) +...+(1.000+100:9)- L(10,10) =

100 100-10 4 R
) 00,05 = 17,-733,68 €

1.000 + i
( 0,05 0,05

FIGURA 2.25. Esquema de ld enta

. )
}Vﬁnal"
1.000 1.100 1.200 .. 1.800 - 1.500
1 ] | 1 |/
1 I 1 1
0 1 2 3 9 10
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El valor actual y el valor final de las rentas variables en progresién aritmética tem- d-n
porales y prepagables se pueden obtener a partir de las siguientes relaciones: : A(a, Aa, =W A(O, l) +a, - A(0,2) +a,- A(0,3) +...= lim(al + ;] O~ _(l—+_)"-
i =l n—yo0 2. ?
Ay, = - A(0,0)+a, - A(0,1)+a, - A(0,2)+...+a, - A(0,n — 1) “ N
. - = 4+ —1e—
y ; d . dm , (@.d)a (a' ) i
Afa,a)z, = A(q,d);'“ (1+i) = (al + 'zT"'d' ”) e F - (1+3) ‘
. | | EJERCICIO 2.11.
Sa)7, =a,-L(0,n)+ay,- L(,n)+a,-L(2,n)+...4+a, L(n-1,n) | Cuestion:
2 - N | an d . d-n : Calcular él valor actual de una pensmn pospagable y perpetua que se mcre—
Stevtla; = Sia o)z, * (141) = Alaat, (144)" = (“‘ + :) “Sa= i (1+3) ‘ menta cada afio 300 euros, si la cuantfa del primer término es de 10.000 euros. El
- : : tipo de interés anual es el 5%. ‘ o
S i Solucion:
EJERCICIO 2.10. ; ' * Calculo del valor actual. : Lo -
Cuestion: A10.000.300)5,,, = 10-000- -A(0,1)+(10. 000 + 800 1) A(O 2)+
Calcular el valor final de una renta cuyo primer término @, =10.000 euros que 300} 1 '
vence al principio del afio y que va disminuyendo 500 euros cada afio durante 10 : 10.000 + 300-2)- A(0,3)+.. (10 000 + ___) —— = 3 0.000, 00 €
afios. El tipo de interés anual es el 5%. * ) ( 2)-4(0.3) 0,05/ 0, 05 2
Solucion: | FIGURA 2.27. Esquema de la renta
¢ Cilculo del valor final. : - kit
S10000,-500)5,,5 = 10.000- L(0,10)+(10.000 - 500-1)- L(1,10)+ —
+(10.000 - 500-2)- L(2,10) +...+(10.000 - 500- 9)- L(9,10) Vacar{ < l L I
: —
500 500-10 <—10.000 10.300 10.600 ... S
(10 000-—-&)—5-) mos+ 505 -(1+0,05) =105.000,00 € . ST
» T [
o 1 2 3. : ®

2.2.2.2. Valor actual de una renta perpetua y prepagable

2.2.2. Valoracién de rentas perpetuas
FIGURA 2.28. Valor actual de una renta perpetua y prepagable

2.2.2.1. Valor actual de una renta perpetua y pospagable
FIGURA 2.26. Valor actual de una renta perpetua y pospagable

Vactual
Vactual \ l } | | | | | ]
— ; 0 1 2 3 .. ©

N { I : { Para obtener el valor actual se calcula el limite de la expresién del valor actual de
0 1 2 3. ® ﬁ una renta variable en progresién aritmética, temporal y prepagable:
. . dy . d-n
Para obtener el valor actual se calcula el limite de la expresién del valor actual de Awa)a, = @ - A(0,0)+a, - A(0,1) +ay - A(0,2) +... = !}_{2("1 + 7) T T: (1+1)

una renta variable en progresién aritmética, temporal y pospagable:
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d l+i ‘\ a =@ 0= . an2
Az, = (al + ) : i nel = Bng " =0y "G
| a,=a, q=a-q""
donde:
a, :Término de la renta del periodo k.
EJERCICIO 2.12. a,_, : Término de la renta del periodo £-1.
Cuestwn: ¢ :Razén de la progresién geométrica.
Calcular el valor actual de una pensi6n prepagable y perpetua que se incre-
menta cada afio 300 euros, si la cuantia del primer ano son 10.000 euros (se 2.3.1. Valoracién de rentas temporales

cobraal pnnaplo de cada ano) El tipo de interés anual es el 5%.
2.3.1.1.  Valor actual de una renta temporal y pospagable

Solucion:
* Cilculo del valor actual. FIGURA 2.30. Valor actual de una renta temporal y pospagable
Agooon,300)3,,, =10.000-A(0,0)+(10.000+300-1)- A(0,1)+
' L vn ] | '
+(10.000 + 300- 2),'A(0,2) +.. (10 000 + 20_) 14005 336.000,00 € T —
: ' 0,05/ 0,05 ! —a a, a a, &
(I S N N Ly
I i 1
FIGURA229 Esquemadelamnta o 1 2 3 ™

El valor actual de la renta se calcula como:
Ay e =0 A(0)+a, - A(0,2)+ay- A(0,8)+...+ a, - A(0,n) =
1

1 2 1 n-1
ta, ¢ ——+..+a ¢ =
1+i) 4 (1+34)° 4 (1+:)"

1
=0 1+i ta,-q

3

| Vastsat

-

2 n-1
=a - o —1 =+ 1 T+t A i
1+i (1+d) (1+9) (1+2)

10.000 10.300 10.600 ..........vcovv.. » .
Desarrollando la expresién entre corchetes que es la suma de » términos de una
{ { } = —; progresién geométrica de razén:
0 1 2 K O © q
1+

se obtiene el valor actual de una renta variable en progresién geométrica, tempo-

2.3.  VALORACION DE RENTAS VARIABLES EN PROGRESION GEOMETRICA ral, inmediata y pospagable:

\
|
| r=-L
\
|
|
|
|
|
|

Las rentas variables en progresién geométrica son aquellas en las que los términos 1 q"" q 1- q
varian en progresiéon geométrica, es decir, cada término se obtiene multiplicando el : 1+i 1+i)" 1+ 1 (1+4)"
anterior por una cuantia constante: } Apam =@ 7 =a - 5% T+i-g

“ ; T1+i 17

%G =609 1 _ l_qn_(l_'_i)“'l

aG=a-q=a,-q" : Aewa)as = % l1+i-gq

..............

..............
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EJERCICIO 2.13.
Cuestion:

Calcular el valor actual de una renta pospagable cuyo primer término es de
1.000 euros que se incrementan acumulativamente un 10% cada aiio. El tipo de
interés anual es el 6% y la duracién 10 aiios.

Solucion:
e Calculo del valor actual.

Agoso110)gep =1:000-A(0,1)+1.000-1,10- A(0,2)+1.000-1,10% - A(0,8) +...+

1-(1,10")-(1+0,06)™
(1+0,06)-1,10

+1.000-1,10° - 4(0,10) = 1.000- =11.208,31 €

FIGURA 2.31. Esquema de la renta
’ 'V.u '———l ,
. 1000 1.100 1200 errsrrrvorreeens 23579
| 1 { ] |
T 1T 1 L
0 1 2 3 e 10

2.3.1.2.  Valor final de una renta temporal y pospagable
FIGURA 2.32. Valor final de una renta temporal y pospagable
3

’ Vﬁnal
a a; a, a1 8y )
| | | | | |
| 1 | f | 1
o 1 2 3 n-1

El valor final de la renta se calcula como:

Sqq, =@ L(Ln)+ay- L(2n)+ay-L(8,n)+...+a, L(n,n)=

n-2

+a,-¢¢ (140 +.ta ¢ =

+q*-(1+4)"

=a,-(1+i)"" +a,-q-(1+1)

=a,-[(l+z‘)""+q-(1+z’)”’ Y+
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Desarrollando la expresién entre corchetes que es la suma de » términos de una
progresién geométrica de razén:

q

r=——

1+

se obtiene el valor final de una renta variable en progresién geométrica, temporal,
inmediata y pospagable:

148 =g L AP _
PO G A A v RS W () (e
(a.q)m; 4 _ q =a- J/f/{ 1+i—q
1+i 1¥7
s =g Qi) -g"
(ag)a: — —m——q_-

EJERCICIO 2.14.
Cuestion:

Calcular el valor final de una renta pospagable cuyo primer término es de
1.000 euros que se incrementa acumulativamente un 10% cada aiio. El tipo de
interés anual es el 6% y la duracién 10 afios.

Solucion:
e  (Cilculo del valor actual.

Sa0g)q, =1:000- L(1,10)+1.000-1,10- L(2 1o)+1 000- 1102 L(3, 1o)+ S+

(1+0,06)" ~1,10"

+1.000-1,10° - L(10,10) = 1.000- — = 20.072,37 €
( ) (1+0,06)-—1,10 o
FIGURA 2.33. Esquema de la renta
R
&Vﬁnal
1.000 1.100 1.210... 23579
L | | | l 1./
I I | — I
0 1 2 3. 9 10

El valor actual y el valor final de las rentas variables en progresién geométrica tem-
porales y prepagables se pueden obtener a partir de las siguientes relaciones:

Ap.g)a, =@ - A(0,0)+a, - A(0,1)+ay - A(0,2)+...+a,  A(0,n—1)
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- _ | 8_ 1=-g*-(14i)” .

Az, = A5, - (1+1)=a;- Titicg (1+i)

Stagz, =& -L(0,n)+ay-L(L,n)+ay-L(2,7)+...+a, L(n-17)

< — N . A an (1+i)"-q" .
S(aa)as = Sy, g2, " (1+5) = Alag)z, (1+8)" = a; - Wr)—g (1+3)

2.3.2. Valoracién de rentas perpetuas
2.3.2.1. Valor actual de una renta perpetua y pospagable
FIGURA 2.34. Valor actual de una renta perpetua y pospagable

-

Vactual 4 “_—l

=1im10.000-

n—rw
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1

——————— =500.000,00 €
1+0,05-1,03

FIGURA 2.35. Esquema de la ‘n’nta-

4

Vactuat ‘—l
——

«—10.000 10.300 10.609 ...’

1 | i | [
| I | | ] E
o 1 2 3. S ©

2.3.2.2. Valor actual de una renta perpetua y prepagable
FIGURA 2.36. Valor actual de una renta perpetua y prepagable

L

-—

a,

a;

a,
I

|

1

l
I

|
i
2

3.

|
L
[=<]

Para obtener el valor actual se calcula el limite de la expresiéon del valor actual
de una renta variable en progresién geométrica, temporal y pospagable:

T Lol (S
A(a.‘q):l,v =aq A(O,l)+02 . A(0,2)+03 'A(0,3)+... = }ll_l;Ea] ’_]W

Si g=21+i el limite no existe.

Sig<l+i:

1
A(anv)a‘ =q .l+i-q

EJERCICIO 2.15.

Cuestion:

Calcular el valor actual de una pensién que se incrementa todos los afios un
3%, si la cuantia del primer aiio son 10.000 euros (se cobra al final de cada afio).
El tipo de interés anual es el 5%.

Solucion:

* Cilculo del valor actual.
A10.000,1,08),,, = 10-000- A(0,1)+10.000-1,03- A (0,2)+10.000-1,03% - A(0,3)+...=

v

actual \ 4——|‘ﬁ

a a
1 2 3
| |
L [ I
0 1

O

Para obtener el valor actual se calcula el limite de la expresién del valor actual de
una renta variable en progresién geométrica, temporal y prepagable:

1-¢"-(1+14)"

1+
1+i-g¢q (1+)

A, = a, - A(0,0)+a, - A(0,1)+ ay - A(0,2) +...= lima, -

Si g21+i el limite no existe.
Sig<l+i:

1+
1+4i-¢q

Afg)z, = 0

EJERCICIO 2.16.

Cuestion:

Calcular el valor actual de una pensién prepagable que se incrementa un 3%
acumulativamente, si la cuantia del primer afio son 10.000 euros. El tipo de inte-

rés anual es el 5%.
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Solucion:
* Calculo del valor actual.

Ag0.0002,095,, =10.000- A(0,0)+10.000-1,03 - A(0,1)+10.000-1,03% - A(0,2) +... =

= 1im10.000- —+ %% __ _ 595 000,00 €
s 1+0,05-1.03

FIGURA 2.37. Esquema de la renta

V actuat
D I
10,000 10.300 10.609 ...

| I I I ||
| L L LI

0 1 2 3. @

3. VALORACION DE LAS RENTAS FRACCIONADAS

Las rentas fraccionadas son aquellas en las que cada periodo de maduracién de
divide en m subperiodos. Por lo tanto, la frecuencia de los vencimientos de los tér-
minos no coincide con la frecuencia del tipo de interés definido en funcién de los
periodos de maduracién.

3.1. VALORACION DE RENTAS CONSTANTES Y TEMPORALES.

3.1.1. Valor actual de una renta pospagable.
Se considera una renta de n periodos con m vencimientos cada uno.
Para calcular el valor actual se puede tener en cuenta:

a) El tipo de interés fraccionado (mensual, trimestral, etc.) y n-m subperiodos
(meses, trimestres, etc.).

b) El tipo de interés anual y n periodos.
a) Cilculo del valor actual con el tipo de interés fraccionado y n-m subperiodos:

FIGURA 2.38. Valor actual de una renta fraccionada y pospagable

Se calcula el tipo de interés fraccionado equivalente al tipo de interés anual:

1
iy =(1+i)m =1
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Se calcula el valor actual de una renta constante de cuantia a ,de n-m periodosy
con un tipo de interés i, :

m

V,=a-A(0,1)+a-A(0,2)+a-A(0,3)+...+a-A(0,n-m)=
1 1 1 1

: +a +a- . S
1+i, “ (1+i,) ¢ (1+i,) 1+i,)™

co| 1 o1 L4 1
1+i, (1+4,) (1+3,) ~ (1+4,)"

m
Desarrollando la expresién entre corchetes que es la suma de n-m términos de una
progresién geométrica de razén:
1
r=—
1+,

se obtiene el valor actual de una renta fraccionada constante de z-m subperiodos y
tipo de interés fraccionado i, :
1-(1+4,)""
i

m

b) Calculo del valor actual con el tipo de interés anual y n periodos:

FIGURA 2.39. Valor actual de una renta fraccionada y pospagable

V,=a- =a-a

“—"a a a a a a
l | | | | 1 |
I ] ] i T ] 1
0 I/m 2/m ..l 1+l/m .. n-1/m.n

El valor actual de la renta se calcula como:

Vv, = a-A(o,l)m-A(o,?-)m-A(o,§)+...+a-A(o,—"—ﬂ)=
m m m m

1 1 1 1
=aq- ; +a- 3 +a- 3 +,,,+a-————-E=
A+iym  (l+i)m (A+i)m (1+i)m
1
=a- 1 T+ 1 7+ L 3 +...+—'—""z
A+i)n  (+i)n  (L+i)m (1+i)w

Desarrollando la expresién entre corchetes que es la suma de » términos de una
progresién geométrica de razén:

1
1
(1+i)m

Y=
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se obtiene el valor actual de una renta fraccionada constante de n periodos y tipo
de interés anual &

1 1 1

=a'(l+i)%—(l+i)§;-_m'(1+i)%=a' R BB M B (B

v, g 7
-1 Qe Qade-1 (@ede-
(1+i)= _M_T
1)m
_ i 1=(+d)" K _1-(1+z')"'_ N _1-(1+i)"’_
=a- . =a T - =(a-m) T - =
m
(gt 1)
=(a-m) T ;
) L BRI Y (LS RPN I
A (a m) @i ""(a m) J(m) i —(a m) J(m) X

En esta renta el término del periodo esti compuesto por la suma de todos los

. . - i
términos de los subperiodos multiplicada por el factor .
(m)

EJERCICIO 2.17.
Cuestibn: .
Calcular el valor actual de una renta mensual de 100 euros. La duracién de la
renta es de 5 afos. El tipo de interés anual es el 3%.
Solucion:
e (Cilculo del valor actual.

Se calcula el tipo de interés mensual equivalente al tipo de interés anual,
asf como el tipo de interés nominal: '

1 1
ip = (1+4)i2 —1=(140,03)iz —1 = 0,00246627
Juzy = he 112=0,00246627 - 12 = 0,020595237

Se calcula el valor actual de la renta fraccionada:

1 2 3 60
V. =100-A} 0,— |+100- ,— |+100- ,— |+...+100-A| 0,— | =
‘ ( 12) 0 A(O 12)+ 0 A(O 12) ( 12)
=100,12_a'g§)03=(a.12), i ,1‘(1:“3) =
’ Juz t
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0,03  1-(1+0,03)"

=(100-12)-
( 2) 0,029595237 0,03

=5.570,81 €

: Otra forma:
, V, = 100-A(0,1)+100-A(0,2)+ 100-A(0,3)+...+100- A(0,60)=

1-(1+ig) 0 _100.120+0, 00246627) %
i 0,00246627

=100 ag 4 0on4c607 = @° =5.570,81 €

1

3.1.2. Valor final de una renta pospagable
FIGURA 2.40. Valor final de una renta fraccionada y pospagable

\
‘ > Vo
a a Baiiiieinne @ a_J
| | | } ] |
| | | | | I
0 1 2 K IO, om-1 o'm

Para calcular el valor final se puede tener en cuenta:
a) Eltipo de interés anual y n periodos.

b) El tipo de interés fraccionado (mensual, trimestral, etc.) y n.m subperiodos
(meses, trimestres, etc.).

a) Cilculo del valor final con el tipo de interés fraccionado y n-m subperiodos:
Se calcula el tipo de interés fraccionado equivalente al tipo de interés anual:

1
i, =(1+i)m—1

Se calcula el valor final de una renta constante de cuantia a, de n-m periodosy
con un tipo de interés i,:

V,=a-L(l,n-m)+a-L(2,n-m)+a-L(3,n-m)+...+a-L(n-mn-m)=

=a-(1+4,)" " +a-(1+3,)" " +a-(1+4,)" " +..+a=

m

. -m—1 . -m=-2 . -m-3

=a~[(l+zm)""' +(1+8,)"" T +(1+4,)" +...+1]

Desarrollando la expresién entre corchetes que es la suma de #-m términos de una
progresién geométrica de razén:
1

1+,

se obtiene el valor final de una renta fraccionada constante de n-m periodos y tipo
de interés fraccionado i,

r
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vea R

b) Calculo del valor final con el tipo de interés anual y n periodos:

FIGURA 2.41. Valor final de una renta fraccionada y pospagable

Vﬁnal
a a ..a a .. a a
] | | ] ] [
I 1 T T T T 1
0 /m 2/m .1 I+l/m .. n-1/m.n

El valor final de la renta se calcula como:

Vf =q- L( 1 ,n)+a L(Q ,n)+a-L(i,n)+...+a~L(M,n)=
m m m

1 2 3
=a-(1+i) " m+a-(1+i) " m+a-1+i) = +...4+a=
1 a2 -3

=a~[(l+i)" m4(1+3) "+ (1+4) m+...+1]

Desarrollando la expresién entre corchetes que es la suma de »-m términos de una
progresion geométrica de razén:

1
1+ i)ﬁ

r=

se obtiene el valor final de una renta fraccionada constante de n periodos y tipo de
interés anual &

1
(1+8)""=m - ll
P T S S (ES) 5 W L5 S W N D
S B (-1 (L+ifa-1 P
(L+d)m A
7 )m
i (1+i)' -1 i (1+i) -1
_a._j_._)_( )_( )
o i Jo
m
i 144)" -1
V,:(am)sil’=(am)J 1+ 3
' (m)

En esta renta el término del periodo estd compuesto por la suma de todos los términos
de los subperiodos multiplicada por el factor

(m)
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. EJERCICIO 2.18.

!

A Cuestion:
Calcular el valor final de una renta mensual de 100 euros. La duracién de la

. renta es de 5 anos. El tipo de interés anual es el 3%.

Solucién:
* Cilculo del valor final.
Se calcula el tipo de interés mensual equivalente al tipo de interés anual, asi

. como el tipo de interés nominal:

1 1
iip = (1+4)E —1=(1+0,03)i —1=0,00246627

](12) =4, -12 = 0,00246627 - 12 = 0,029595237
Se calcula el valor final de la renta fraccionada:

1 2 3 60
v, =100-L| —,5|+100-L| —,5{+100-L{ —,5 |+...+100- L(—S)
(12 ) (12 ) (12 ) 12
- 1 o\ _1
=(100'12) S(?))os‘:(a'lQ)' : ( +l? =
.](12) t
5
= (100-12)' 0,03 . (1+ 0’03) -1 = 6.458,10 €
0,029595237 0,03
Otra forma:
V,= 100~L(l,60)+100'L(2,60)+100-L(3,60)+...+100-L(60,60)=
(1+4,)" -1 (1+0,00246627)" —
=100- =100- =6.458,10 €
S-—| 6010, 00246627 112 0’ 002 46627

El valor actual y el valor final de las rentas fraccionadas, constantes, temporales y
prepagables se obtienen a partir de las siguientes relaciones:

i 1-(-1+i)""

(1+ip)

V—(a m) a—h—a ——--I‘m—'(a m)a-l (l-l-z) (a m)

(1+i)

v, =(a-m)'§:) =a'.'S"'__“_ =(a-m)~S%|"".)-(l+im)=(a'm)» (1+1,,,)

Jim)

3.2.  VALORACION DE RENTAS CONSTANTES Y PERPETUAS

3.2.1. Valor actual de una renta pospagable
Para calcular el valor final se puede tener en cuenta:

a) El tipo de interés fraccionado (mensual, trimestral, etc.) y n-m subperiodos
(meses, trimestres, etc.).
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b) Eltipo de interés anual y » periodos.
a) Calculo del valor actual con el tipo de interés fraccionado y n-m subperiodos:

FIGURA 2.42. Valor actual de una renta fraccionada, perpetua y pospagable

Para obtener el valor actual se calcula el limite de la expresién del valor actual de
una renta fraccionada, constante, temporal y pospagable:

1-(1+4)"™"
V,=a-A(0,1)+a-A(0,2)+a-A(0,3)+..= limg. L2+ ) "
n—poo zm

!
V,=a-ag, =a-T

b) Cilculo del valor actual con el tipo de interés anual y z periodos:

FIGURA 2.43. Valor actual de una renta fraccionada, perpetua y pospagable

Vo T |

“« a a a a ..

|
1
0 Vm 2/m.. 1+1/m .. )

\

—_—y

Para obtener el valor actual se calcula el limite de la expresion del valor actual de
una renta fraccionada, constante, temporal y pospagable:

V,= a-A(O,-l—]+a-A(O,—Q-)+a-A(O,E)+... =lim(a-m)-
m m m

i

n—e ki

(m)

v, =‘.ta'a(a"? =(a-m)-

J(m)

EJERCICIO 2.19.

Cuestion:

Calcular el valor actual de una renta mensual, perpetua y pospagable con tér-
mirios de 100 euros. El tipo de interés anual es el 3%.
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Solucion:
e Cilculo del valor actual.

Se calcula el tipo de interés mensual equivalente al tipo de interés anual,
asi como el tipo de interés nominal:

1 1
iy = (1+3i)i 1= (1+0,08)iz —1= 0,00246627

Juz = i -12=0,00246627 - 12 = 0,029595237

Se calcula el valor actual de la renta fraccionada y perpetua:

1 2 3
v, —100-A(O,E)+100-A(0,12)+100 A(0,12)+...-—

0,08  1-(1+0,03)" _

= lim (100-12)-

0,029595237 0,03
1
=100-12- ——————— =40.547,06 €
00-12 0,029595237
Otra forma:

V, =100- A(0,1)+100- A(0,2)+100- A(0,3) +...=

— lim100. 1= (1+0,00246627) 7" 1 _ 0547 06¢€
nos 0,00246627 0,00246627

3.2.2. Valor actual de una renta prepagable
Para calcular el valor final se puede tener en cuenta:

a) El tipo de interés fraccionado (mensual, trimestral, etc.) y n-m subperiodos
(meses, trimestres, etc.).

b) El tipo de interés anual y » periodos.
a) Cilculo del valor actual con el tipo de interés fraccionado y n-m subperiodos:

FIGURA 2.44. Valor actual de una renta fraccionada, perpetua y prepagable

Vac a<
= ]

a
|
I
1

\

N

a a
| |
| I
m +

© —

m+l .. ©
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Para obtener el valor actual se calcula el limite de la expresién del valor actual de
una renta fraccionada, constante, temporal y prepagable:

1-(14+4,)"™"

m

V,=a-A(0,0)+a-A(0,1)+a-A(0,2)+...= lima-

(1+4,)

.. 1+:
V,=ad_ =a- ,1“‘
iy . tm

b) Calculo del valor actual con el tipo de interés anual y n periodos:

FIGURA 2.45. Valor actual de una renta fraccionada, perpetua y prepagable

Vactual< ﬁ \

a a ...
! |
| I
1/m 2/m ..

a
|
]

© - ®
-4

I+1/m .. ®©

Para obtener el valor actual se calcula el limite de la expresién del valor actual de
una renta fraccionada, constante, temporal y prepagable:

v =a-A(O,O)+a-A(0,—1-J+a'A(O, 2)
m m

.=lim(a-m)- 7— ag, -(1+,,)

" (m)

V,=a @) =(a m)

(l+ i )
(=)

EJERCICIO 2.20.

Cuestion:

Calcular el valor actual de una renta mensual, perpetua y prepagable con tér-
minos de 100 euros. El tipo de interés anual es el 3%.

Solucién:

¢ Cilculo del valor actual.

Se calcula el tipo de interés mensual equivalente al tipo de interés anual,
- asi como el tipo de interés nominal:

1 1
ip = (1+4) —1=(1+0,08)i5 —1=0,00246627
Jag = e - 12 = 0,00246627 -12 = 0,029595237
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Se calcula el valor actual de la renta fraccionada, perpetua y prepagable:

V, = 1oo-A(o,o)+100-A(0,—1-)+100-A(o,1)+... =
12 12

 lim(100-12). — %08 1=(1+0.03)

-(1+0,00246627) =

z s 0,029595237 0,03
~100.12. 1+ 00246627 _  -17 06 €
0,029595237
Otra forma:

V, =100- A(0,0)+100- A(0,1)+100- A(0,2) +...=

1—(1+0,00246627)™"

=1im100- -(1+0,00246627) =
lim100 0,00246627 ( )
—100.1+0,00246627 _ 17 06 €
0,00246627

4. VALORACION DE LAS RENTAS CONTINUAS

Las rentas continuas son aquellas en las que los periodos de maduracién son infini-
tesimales, produciéndose un flujo continuo de capitales.

La funcién que nos permite obtener el capital en cada instante se denomina fun-
cion de densidad de la renta a, y es una funcién continua respecto al tiempo, al menos
en el intervalo temporal en el que esta definida la renta.

En las rentas continuas también se distingue entre rentas temporales y rentas
perpetuas.

Para obtener los valores actuales y finales de una renta continua se sigue el mismo
procedimiento que en las rentas discretas pero suponiendo que la amplitud de los
intervalos de maduracién tiende a cero.

Teniendo en cuenta el siguiente esquema:

FIGURA 2.46. Esquema de una renta continua

ap At aaAt azcAt ... an-narAt  a,
I | | | ! |
| ] I | | L
0 At 2-At 3-At ... (n-1)'At n-At

El valor actual se calcula como:

V,=a,-At-A(0,0)+a,, -At- A(0,At)+ ay,, -At- A(0,2A8)+...+

n-1
)= a4 -At-A(0,j- At)

=0

+a, 0 - AL-A(0,(n—1)- At
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Para obtener el valor actual de esta expresion se calcula el limite cuando 7 — co:

n-1 n
v, =1i_132aj,,,, -At-A(0,-At)=[ "a,- A(0,1)-dt

- I -] 8(s)-ds dt
donde: »
8(¢): Tasa instantinea de descuento.
t=j-At
El valor final se calcula como:
V, =a,-At-L(0,n)+a,, -At- L(At,n)+ ay,,-At-L(2-At,n)+...+

n-1

+8, 1y .At~L((n—1).At,n)= zajm . At-L(j-At,n)
=0

Para obtener el valor final de esta expresion se calcula el limite cuando n —

n-1

V, = !.i..“lz‘;“f'm -At-L(j-At,n)=[ "a,- L(t,n)-dt
<

___I I P(')d'

donde:
o(s) : Tasa instantinea de interés.

EJERCICIO 2.21.
Cuestion: ‘
Calcular el valor actual de larenta g, =150-¢+1.000 teniendo en cuenta que el

: . - ‘ a5
tipo de interésesel 3% y e Jor =¢,

Solucion:
e (Calculo del valor actual.

Se calcula la tasa instantinea de descuento equivalente al tipo de interés
anual:

8 =In(1+i)=1In(1+0,08) = 0,0296
Se calcula el valor actual de la renta continua:

n -8 _f" ~0,0296- _
V,=[ a-e ‘-di=[ (1501 +1.000) O . gt =

=[150-£-¢7°™" -dt+ [ "1.000- 6" - dt =

1 omses €O g~ 00261 "
=]50:| ~——-j L7 4 —ono0 | | -1.000-
( 0,0296 ( 0,0296)) 0,0296 .
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=1150-| - 1 . n,e-o.ms.,.+e'°‘°29°'" _looo.e-o.omm _

1 1 1
-|150-| - : ~1.000-
[ ( 0,0296 0,0296] 0 0,0296]

Si n—>oo.
V, = 204.985,39 €

4.1. VALORACION DE RENTAS TEMPORALES

Para realizar la valoracién de las rentas temporales se utiliza la ley de capitalizacién
compuesta y se supone que la tasa instantinea de descuento es constante, es decir,
! 8()=38.

i En las rentas temporales constantes la funcién de densidad también es constante.
§ En este caso: a, =a.
[

El valor actual de una renta continua, temporal, constante, inmediata y pospagable
se calcula como:

i

i e 4

2 ‘V; =I:a' 'e-L’&(:)-da Odt=j:a°e—j°8‘d' dt= a‘I:e-s" di=a- 1—e
|

I

-8-n

d
donde:

et =(1+i)"

Por tanto:
8
EJERCICIO 2.22.

Cuestion:
r Calcular el valor actual de una renta anual continua de un euro. El tipo de
~ interés es el 5% y la duracién 10 afios.
Solucion:
* Cilculo del valor actual.
Se calcula la tasa instantidnea de descuento equivalente al tipo de interés anual:

d=In(1+1)= ln(l +0,05) = 0,0488
Se calcula el valor actual de la renta continua:

- 1-(1+4)™" _ 1-(1+0,05)"°
=] =Qa- =1. = 7, €
Vo=lr8gu, =0 =3 0,0488 o

o
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El valor final de una renta continua, temporal, constante, inmediata y pospagable
se calcula como:

—I I p(t)dl

‘ n : n P'”-—.

_,__,I a‘eI'P‘d‘-dt=a’I ep(n-t)‘dt=a.e 1

0‘ 0 P
donde:

e’ =(1+i)
Por tanto:

Vf =a.s;“ -_'a..(_!.tzp)_i‘

EJERCICIO 2.23. -

Cuestion:

Calcular el valor final de una renta anual continua de un euro. El tipo de inte-
rés es el 5% y la duraci6n 10 afios.

Solucwn. :
e Calculo del valor final.

p=ln(1+i)=‘.ln(1+0 05)=0,0488

(1+0,05)" -1
0,0488

- +z) —-1
v, =15, =a.&

o -~

=12,89 €

4.2. VALORACION DE RENTAS PERPETUAS

Para calcular el valor actual de las rentas continuas y perpetuas se sigue el mismo
procedimiento que para las rentas discretas, es decir, se calcula el limite cuando el
tiempo tiende a infinito del valor actual de las rentas temporales:

- 1=+ 1
EJERCICIO 2.24.
Cuestion:

~ Caleular el valor actual de una renta continua anual y perpetua de 100 euros
si el tipo de interés anual es el 6%.

Solucion:
¢ Cilculo del valor actual.

Se calcula la tasa instantdnea de descuento equivalente al tipo de interés
anual:

3=1In(1+i)=In(1+0,06) = 0,0583
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Se calcula el valor actual de la renta continua y perpetua:

V,=100-a_, =100-+ =100 —
5 0,0583

=1.716,18 €

5. VALORACION DE LAS RENTAS CON LA LEY FINANCIERA DE
CAPITALIZACION SIMPLE

El valor financiero de la renta en un instante es la suma de los valores proyectados
de todos sus términos en ese instante, bajo una determinada ley financiera. En los

epigrafes anteriores se ha utilizado la ley financiera de capitalizacién compuesta, que
es la mas utilizada en la practica.

En este epigrafe se analiza la valoraciéon de rentas utilizando la ley financiera de
capitalizacién simple.

Si la suma de esos valores se produce en el origen de la renta se denomina valor

actual. Si la valoracién se produce al final de la renta se denomina valor final de la
renta.

5.1. VALOR ACTUAL DE RENTAS CONSTANTES Y TEMPORALES

Se obtiene el valor actual de una renta constante temporal y pospagable utilizando
la ley de capitalizacién simple.

FIGURA 2.47. Valor actual de una renta constante, temporal y pospagable

vsclunl ﬁ pi

(=]

El valor actual de la renta se calcula como:
V= a-A(0,1)+a-A(0,2)+a-A(0,3)+...+a-A(0,n) =

1 1 1 1
. + . + . + * ——————
Clvi ez Cwsy T Qg

V-a-l+l+l++l]
° 147 142:i 143-i  l4n-i
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EJERCICIO 2.25.
Cuestion: 7
Calcular el valor actual de una renta que tiene cinco términos de 1.000 euros

anuales si el tipo de interés anual es el 5%.

Solucion:
e (Cilculo del valor actual.
1 1 1 1 1
+ + + +
1+0,06 1+2-0,06 1+3.0,05 1+4-0,06 1+5-0,05

V,=1.ooo-[ ]:4.364,37€

5.2. VALOR FINAL DE RENTAS CONSTANTES Y TEMPORALES

Se obtiene el valor final de una renta constante temporal y pospagable utilizando
la ley de capitalizacién simple.

FIGURA 2.48. Valor final de una renta constante, temporal y pospagable

’_?v“

[ PRI W X
| ]
1 T 1

n-l n

8
}
I
1

N oo

|
|
0

El valor final de la renta se calcula como:

V,=a-L(Ln)+a-L(2,n)+a-L(3,n)+..+a L(n,n)=
=a-(1+(n-1)-i)+a-(1+(n—-2)-i)+a-(1+(n-3)-i)+..+a

V,=a-[(1+(n=1)-i)+ (1+(n=2) i) + (L+(n—3) i) +...+1]

EJERCICIO 2.24.

Cuestion:

Calcular el valor final de una renta que tiene cinco términos de 1.000 euros
anuales si el tipo de interés anual es el 5%.

Solucion:

* Calculo del valor final.
V, =1.000-[(1+(5-1)-0,05)+(1+(5-2)-0,05)+(1+ (5 - 3)-0,05) + |
+(1+(5-4)-0,05)+1]=1.000-[(1+4-0,05)+(1+3-0,05)+ (1+2-0,05) +

(1+1-0,05)+1]=5.500,00 €

Gk
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6. VALORACION DE LAS RENTAS CON INTERES ESTOCASTICO

En los apartados anteriores se ha considerado la valoracién de rentas en ambiente
de cerddumbre o determinista, mientras que en este apartado se introduciri la valo-
racién de rentas en ambiente de incertidumbre o estocastico, donde el tipo de interés
es una variable aleatoria.

El valor esperado de la renta en un instante es la suma de los valores esperados de
los flujos de esa renta en ese instante. Si la suma de esos valores se produce en el ori-
gen de la renta se denomina valor esperado actual o presente. Si la valoracién se produce
al final de la renta se denomina valor esperado final o acumulado.

6.1. VALOR ESPERADO FINAL O ACUMULADO DE RENTAS,
MEDIA Y VARIANZA

Si se considera que el tipo de interés i varia en cada periodo de acuerdo a una distribu-
cién que no cambia a lo largo del iempo, el valor final del flujo n de una renta unitaria es:

n

a, =(1+z’l).(1+i2)-...-(l+i,)=H(1+it)

=1

Si los tipos de interés i, son independientes e idénticamente distribuidos con
media i, la media del valor acumulado o momento de primer orden del flujo nde la
renta unitaria es:

n

sla.)=5[[10+4)] -TTE+)= 1+

=1

En este caso el valor esperado acumulado no es igual al valor acumulado de los
tipos de interés esperados.

Se calcula la varianza del valor acumulado del flujo » de la renta unitaria:

Var[a,|= E[ai] —[E[a,, ]]2 = E[af] - (1 +2’)2”
y para ello se calcula el momento de segundo orden del valor acumulado, teniendo
en cuenta que los tipos de interés i tienen varianza constante s

pla]= £ FT0+3) | =TTE0+) =TTE( 20 457) = (127 o)
t=1 t=1 t=1

donde:

Var[i]= E[i?]-[E[i]]* =& + &

Por tanto, la varianza del valor acumulado del flujo n de la renta unitaria se obtiene
de:

Var[a,| = E[a2]-[E[a,]]* = (1+ 20+ + ) - (1+7)" = (1+7)" - (1+7)"
donde:
j=2i+i+5

Se extiende el andlisis a una renta unitaria y se calcula su valor acumulado:

S, =(+4) iy, ) (145,)+ (14 5) e (T4, ) (14, )+

w14i)-(140)+ (1+3) = S TT0+in)

t=1 k=1
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Se calcula la media del valor acumulado o valor esperado acumulado de la renta

FR o e

que coincide con el valor acumulado de una renta unitaria donde el tipo de interés
es la media de los tipos de interés.

Se calcula el valor esperado acumulado de la renta unitaria teniendo en cuenta que
los momentos de primer y segundo orden de 1+ son:

mi = E[1+4]=1+i

my = E[(1+) ]=1+]

donde:

3’ =2i+1% +5°

Se calcula la varianza del valor acumulado de la renta unitaria:

'+m{~, 2m, -\
ol |-, s (s,

6.2. VALOR ESPERADO ACTUAL O PRESENTE DE RENTAS, MEDIAY
VARIANZA

Si se considera que el tipo de interés ¢ varia en cada periodo de acuerdo a una
distribucién que no cambia a lo largo del tiempo, el valor actual del flujo » de una
renta unitaria es:

T=(+a) " (14g) - (144) H(l+z

Si los tipos de interés i son mdependlentes e idénticamente distribuidos con
media i, la media del valor actual o momento de primer orden del flujo nde la renta
unitaria es:

5l ]=[T10+4) " |- ITE0) = ()"

Se calcula la varianza del valor acumulado del flujo n de la renta unitaria:

Verl )= (a1~ [8[a ] = £ ] -1+

Esta expresion no se puede desarrollar mis si no se conoce como i, estd distribuido
ya que para calcular el momento de segundo orden se requiere una funcién de den-
sidad de probabilidad.

Se extiende el analisis a una renta unitaria y se calcula su valor actual:

aq, =(1+3)" +(1+0) " () (1) (14 4) e (144,) ZH(I-Hk

t=l k=1
Se calcula la media del valor actual o valor esperado actual de la renta unitaria:

sl S 0440 - £ e
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que coincide con el valor actual de una renta unitaria donde el tipo de interés es la
media de los tipos de interés.

Se calcula el valor esperado actual de la renta unitaria teniendo en cuenta que los
momentos de primer y segundo orden de 1+ son:

mf = E[1+4,]=(1+i)"
my = E[(1+4) ]=(1+#)"

Se calcula la varianza del valor actual de la renta unitaria:

vr[an,] = g s~ w1~ ()

Por tanto, si se conocen los momentos de primer y segundo orden de (1+3)
y (1+i)" se pueden calcular los valores esperados acumulados y actuales de un flujo o
de una renta. Para ello se debe conocer la funcién de densidad de probabilidad de ¢,
y para ello habria que recurrir a técnicas de simulacién.

;- EJERCICIO 2.25.
Cuestion:

. . Siel tipo de interés efectivo se distribuye uniformemente en el intervalo [0,01,
+ 0,03] para t=1, 2, 3y 4. Calcular la media y la varianza para un valor final o acu-
‘mulado de 1 euro al final del afio 4.

. Solucion:
* (Cilculo de la media.
E[i,] —i= 0,01+0,03

= 0,02
2

E[a,]= (1 + 2)4 =(1+0,02)" =1,08 euros
. Calculo de la varianza.

_(0,08-0, 01)?
12

Var[a4]=(l+2§+§2 +s*)'l —(1+§)2" =

Var[i,]=s* = 0,000033

L =(1+2:0,02+(0,02) +0,000033)" — (1+0,02)° = 0,00015

Un caso especial cuyos resultados si podrian obtenerse analiticamente es el deno-
minado “Modelo Lognormal” (Kellison, 2009), en el que la variable aleatoria In(1+74)
sigue una distribucién normal con media u y varianza o?. Por tanto la variable alea-
toria (1+4,)sigue una distribucién lognormal con media u y varianza ¢?, cuya media
y varianza son:

Media = ¢**% /2
Varianza = e"*° (ei - 1)
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El valor final del flujo = de una renta unitaria es:
lna, = Zln(1+ i)
t=1

es decir, es igual a la suma de = variables aleatorias independientes, cada una de
ellas con media p y varianza ¢® Por tanto, su media y varianza son aditivas y se obtie-
nen de:

E[lna,,]=n-/1
Var[lnan] =n-0°

Como el flujo a_sigue una distribucién normal cuyas medias y varianzas son aditi-
vas, se obtiene:

E[ag]=emmmen
Var[ag,] = e+ (e -1)

En la prictica se utilizan logaritmos cuando se necesita calcular las varianzas ya que
las férmulas se simplifican mucho.

E_]’ERCICIO 2.96..
Una persona desea invertir 200.000 euros en un fondo de inversién para su jubi-

lacién que tendr4 lugar dentro de 35 aiios. El fondo de inversi6n le proporcionard
un tipo de interés efectivo anual del 3%, 4% y 5% con las siguientes probabilidades:

Tipo de iterés | Probabilidad
' 0,03 02
0,04 0,45

0,05} 0,35

El tipo de interés de cada aiio es independiente de los tipos de los demis afios
y sigue una distribucién lognormal. Calcular el valor acumulado transcurridos 35
afios con una probabilidad del 80%. ,

Solucion:
* Se calcula la media y la varianza de la distribucién lognormal.

Tipo de interés | Probabilidad | 1+i, | m(+iy) | (m(1+i)P
0,03 0,2 1,03]  0,0296 0,0009
0,04 0,45 1,04 0,0392 0,0015
0,05 0,35 1,05 0,0488 0,0024
Valor esperado 1,04 0,0392| - 0,0016

E[ay]=385-4=35-0,0392=1,372
Var @] = 85- 0* = 35-[0,0016 - (0,0392)° | = 0,0022

El valor que puede obtenerse el 80% del tiempo ocurre en el percentil 20,

que en la distribucién normal estindar se corresponde con un valor Z del
-0,841621234.

t

- Teniendo en cuenta que: Z =
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X—-x InA-1,372
o 40,0022
In A =1,332524465 — A =3,79 euros (valor acumulado por euro invertido)

Por tanto, el valor acumulado por 200.000 euros invertidos es:
Vis = 3,79-200.000 = 758.000 euros

Si se compara con el valor acumulado medio se observa que no coinciden:
Vis = 200.000 - (1,04)* = 789.217,80 euros

= -0,841621234

t EJERCICIO 2.27.

Cuestion:

Si (1+ i) sigue una distribucién lognoi‘rnal con media 0,04 y varianza 0,02,

calcular en los siguientes casos:

a) La media y la varianza del valor acumulado de 1 euro dentro de 10 afios.
b) La media del valor acumulado de una renta unitaria de 10 afios.

c) La media y la varianza del valor actual de 1 euros dentro de 10 afios.

d) La media del valor actual de una renta unitaria de 10 anos.

Solucion:

a) La media y la varianza del valor acumulado de 1 euro dentro de 10 afios.

Se calcula la media:

0,02

"2 =1,051271096

0,04+

02

N arZ
E[l+i]=¢ 2 =e¢
3; 100,04+ 12002

nu+
e 2

Ela,]=e¢
También se puede obtener de:

E[ay]=(1+3)" =(1,506817785)"" = 60,34 euros

Se calcula la varianza:

Var[a, = (82""” ot )(e""” - 1) = (eg'"”"“‘H '°'°‘°2)(e1°'°'°2 - 1) =0,60

b) La media del valor acumulado de una renta unitaria de 10 afos.
Se calcula la media: '

=1,65 euros

E[S"'I ] = 80; = Srummmen =13,30 euros

¢) La media y la varianza del valor actual de 1 euros dentro de 10 afios.
Se calcula la media:

0,02

B
E[(1+i)"]=e™"7 = """ =0,970445534
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n-o? 10-0,02
S+ -10-0,04 + —22%
E[a,o"]=e-” ? =e¢ ""2 20,74 euros
Se calcula la varianza:

Var [ a’n‘él.‘] = ( e-sm-mn-r' )( o 1) = ( £~ 2100.04+100,02 )( 210002 _ 1) =0,12

d) La media del valor actual de una renta unitaria de 10 afios.
Se calcula la media de los tipos de interés:
E[(1+i)"]=0,970445534

1

——==0,970445534
141

- 1
= 0,970445534
Se calcula la media:

E[afﬂ'] = Gy = iy paoasesss = 501 euros

~1=0,030454533

En los cdlculos anteriores se ha supuesto que los tipos de interés de cada periodo
son independientes, pero también pueden ser dependientes. Se podrian utilizar
muchos modelos de tipos de interés que reflejasen esta dependencia entre los tipos
de interés y se pueden diferenciar entre modelos discretos (modelos de medias mévi-
les, autorregresivos, binomiales, etc.) y modelos continuos (modelos estocasticos).

Los modelos estocdsticos continuos requieren conocimientos previos sobre cilculo esto-
cistico y, sobre todo, la solucién de ecuaciones diferenciales estocésticas. Por este motivo
solo se hard una breve introduccién a estos modelos, que se basan en procesos Wiener.

Si una variable z sigue un proceso de Wiener, entonces cambios en esa variable
sobre periodos cortos de tiempo serdn independientes y seguirdn una distribucién
normal. Si se aplica la propiedad de que la media de una distribucién normal es pro-
porcional a ¢y su varianza proporcional a +/t:

$i N(0,1) - Az = 3/At

Az~N(O,\/-A_l)

Si At —» 0 modelo continuo

Se resumen cuatro modelos estocdsticos (Kellison, 2009): el modelo de paseo alea-
torio (random walk model), €l modelo de Rendleman-Bartter, el modelo de Vasicek y el
modelo de Cox, Ingersoll y Ross.

a) Modelo de paseo aleatorio o movimiento browniano
El modelo de paseo aleatorio es el modelo estocéstico m4s simple y se expresa como:
dr=q-dt+0-dz

-~ ey -
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donde:

a: tendencia

o: volatilidad

La aproximacién discreta de este modelo es:
Ar=a-At+o0-Az

Ar=a-At+ o y-JAL

donde:

Az= y\[A_t

Su media y varianza son, respectivamente:

E [1; ] =nt+tat

Var[r,] =0°-t

Los principales inconvenientes de este modelo se resumen en cuatro:

* El uso de la tendencia es cuestionable porque para periodos largos puede dar
lugar a variaciones indefinidas de 7,

* Puede producir valores negativos de 7,
* Lavolatilidad es la misma si 7, es grande o pequefio.
* Los valores de 7, no tienen reversién a una tasa media a largo plazo.

EJERCICIO 2.28.

Cuestion:
La tasa instantinea de interés es el 3%. Estimar esa tasa dentro de un afio

utilizando el modelo de paseo aleatorio con ajustes trimestrales. La tendencia es
0,002 y la volatilidad 0,01. Las siguientes cuatro variables normales estindar se

" han generado a través de simulacién: 3, -2, 1, 4.

Solucion:

Se aplica el modelo de paseo aleatorio con la tasa instantinea inicial del 3%:
Ar=a-At+ a"yw/E

Toss — 7o = 0,002-0,25 +0,01- y- /0,25

To2s = 0,03+ 0,002 0,25 + 0,01-3- /0,25 = 0,0455

Tose = 0,0455 + 0,002 0,25 + 0,01 (~2) /0,25 = 0,036

fo25 = 0,036 + 0,002 0,25 +0,01-1- /0,25 = 0,0415
7, = 0,0415 + 0,002 - 0,25 + 0,01- 4- /0,25 = 0,0620
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Por tanto la tasa instantinea de interés dentro de un ano seri: 6,20%

Las cuatro variables normales estindar (y) se pueden interpretar como el
nimero de desviaciones estindar por encima o por debajo de la media, que es
igual a cero. Se han escogido de forma arbitraria.

La interpretacién de la tendencia es que aumentara la tasa instantinea de
interés un 0,2% por aiio bajo condiciones neutrales. La interpretacién de la vola-
tilidad es que la desviacion estindar de la tasa instantinea de interés sobre un
afio es un 1% con respecto a la tasa instantidnea de interés actual.

b) Modelo de Rendleman y Bartter

El modelo de Rendleman y Bartter se caracteriza por ser un modelo de paseo alea-
torio geométrico:

dr=a-r-dt+o0-71-dz

donde:

a: tendencia

o: volatilidad

La aproximacién discreta de este modelo es:
Ar=a-r-At+0-1-Az

Ar= a'-r-At-!-a'-r-y-\/K?
donde:

Az= y«/_A—t

Los principales inconvenientes de este modelo se resumen en cuatro:

* El uso de la tendencia es cuestionable porque para periodos largos puede dar
lugar a variaciones indefinidas de 7,

* Los valores de 7, no tienen reversién a una tasa media a largo plazo.
* Lavolatilidad es proporcionar a .

EJERCICIO 2.29.

Cuestion:

La tasa instantinea de interés es el 3%. Estimar esa tasa dentro de un aiio uti-
lizando el modelo de Rendleman y Bartter con ajustes trimestrales. La tendencia

s 0,002 y la volatilidad 0,01. Las siguientes cuatro variables normales estindar se
han generado a través de simulacién: 3, -2, 1, 4.

Solucion:

Se aplica el modelo de Rendleman y Bartter con la tasa instantdnea inicial del
3%:

Ar=a-r-At+o-r Az
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‘A 1;,.25-1;,=0,002-7-0,25+0,01-'r-y-\/0,25

795 = 0,03+ 0,002-0,03-0,25+0,01-0,03-3- \/0,25 =0,0305

' 750 = 0,0305 + 0,002 -0,0305- 0,25+ 0,01-0,0305 - (—2)- \/0, 25 = 0,0302
79 = 0,0302+ 0,002 0,0302- 0,25+ 0,01-0,0302-1- \/0, 25 = 0,0304

i r, = 0,0304 + 0,002 - 0,0304 - 0,25+ 0,01-0,0304 -4 - \/O, 25 =0,0310
| Por tanto la tasa instantinea de interés dentro de un ano sera: 3,10%

¢) Modelo de Vasicek

El modelo de Vasicek corrige uno de las debilidades de los modelos anteriores por-
que tiene en cuenta la reversién a una tasa media a largo plazo:

dr=c-(b-r)-dit+0-dz
donde:
¢-(b—r): reversion a la media
b: tasa instantdnea de interés a largo plazo a la que el modelo revierte
c tasa de reversién a la media
La aproximacién discreta de este modelo es:
Ar=c-(b—71)-At+ 0 Az
Ar=c-(b—r)-At+ d-y-m
Si ¢ = 0 coincide con un modelo paseo aleatorio sin tendencia.
Si ¢= 1 sigue una distribucién normal con media b.

El modelo de Vasicek es como una mezcla de la distribucién normal y el movi-
miento browniano segin Kellison (2009).

Los principales inconvenientes de este modelo se resumen en cuatro:
* Puede producir valores negativos de 7,
* Lavolatilidad es la misma si 7, es grande o pequeiio.

' EJERCICIO 2.30.
Cuestion:
La tasa instantdnea de interés es el 3%. Estimar esa tasa dentro de un afio
utilizando el modelo de Vasicek con ajustes trimestrales. La tasa instantidnea de
- interés a la que el mercado revierte es el 4%, la tasa de reversién a la media por

aiio es el 10% y la volatilidad es el 1%. Las siguientes cuatro vanables normales
estindar se han generado a través de simulacién: 3, -2, 1, —4.
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Solucién:
Se aplica el modelo de Vasicek con b= O 04y c=0,20:

Ar=c-(b-1)-At+0y- J_

Toss ~ 7 = 0,20~ -(0,04~1)- o,25+o,01- y-4/0,25
T35 =0,08 +0,20- (0,04~ 0,03)-0,25+0,01-3- /0,25 = 0,0455
 Tys0 = 0,0455+ 0,20 (0,04 — 0,0455)- 0,25 + 0,01 (~2)- /0,25 = 0,0852
715 = 0,0352 + 0,20 - (0,04 — 0,0352)- 0,25+ 0,01-1- /0,25 = 0,0404
7, = 0,0404 + 0,20 - (0,04 — 0,0404) - 0,25 + 0,01- 4- /0, 25 = 0,0604

Por tanto 1a tasa instantidnea de interés dentro de un aiio seri: 6,04%. El resul-
tado es parecido al del modelo de paseo aleatorio ya que la reversién a la media
aproximadamente es 0,20-(0,04-0, 03) 0,002, que coincide con la tendencia
del modelo de paseo aleatorio. -

d) Modelo de Cox, Ingersoll y Ross

El modelo de Cox, Ingersoll y Ross es el modelo mis completo de los cuatro e
intenta eliminar las debilidades de los tres anteriores ajustando el modelo de Vasicek
para que la volatilidad sea proporcional a Jr:

dr=c-(b-—r)-dt+0'-\/;-dz
donde:
¢-(b—r): reversiéon a la media
b tasa instantdnea de interés a largo plazo a la que el modelo revierte
¢ tasa de reversion a la media
La aproximacién discreta de este modelo es:

=c-(b—r)-At+0’-~/’;~Az
Ar=c-(b—r)-At+a'-~/;-y-s/E

EJERCICIO 2.31.

Cuestion: v

La tasa instantinea de interés es el 3%. Estimar esa tasa dentro de un aifio
utilizando el modelo de Cox, Ingersoll y Ross con ajustes trimestrales. La tasa ins-
tantinea de interés a la que el mercado revierte es el 4%, la tasa de reversién a la

media por aiio es el 10% y la volatilidad es el 1%, Las siguientes cuatro variables
normales estindar se han generado a través de simulacién: 3, -2, 1, -4.

B,

L
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Solucion:
Se aplica el modelo de Cox, Ingersoll y Ross con &= 0,04y ¢ = 0,20:
Ar=c-(b—1)-At+0-r-y-JAL

Tozs =T = 0,20+ (0,04 —7)-0,25+0,01- /7 - y- /0,25

| Tyes =0,03+0,20-(0,04-0,03)- 0,25+ 0,01- J0,08 -3. /0,25 = 0,0326

Tos = 0,0326 + 0,20 - (0,04 — 0,0326) - 0,25 + 0,01 - /0,0326 - (—2) - /0,25 = 0,0312
Tozs = 0,0812+ 0,20 - (0,04 — 0,0312) - 0,25 + 0,01- 40,0312 - 1- /0,25 = 0,0325
7, =0,0325+ 0,20 - (0,04 — 0,0325)- 0,25 + 0,01- /0, 0325 - 4 - /0,25 = 0,0365

Por tanto la tasa instantinea de interés dentro de un afio sera: 3,65%. El resul-

.. tado es parecido al del modelo de paseo aleatorio ya que la reversién a la media
- aproximadamente es 0,20-(0,04 —0,03) = 0,002, que coincide con la tendencia
- del modelo de paseo aleatorio.



TEMA 3

OPERACIONES FINANCIERAS DE AMQRTIZACI()N
DE CAPITAL: PRESTAMOS (I)

SUMARIO: 1. CONCEPTO DE PRESTAMO. 2. TIPOS DE PRESTAMOS. 2.1. Préstamos con tipo
de interés constante. 2.1.1. Método de amortizacién francés. 2.1.2. Método de amor-
tizacién alemdn. 2.1.3. Método de amortizacién mediante términos amortizati-
vos variables en progresién aritmética. 2.1.4. Método de amortizacién mediante
términos amortizativos variables en progresion geométrica. 2.2. Préstamos con tipo
de interés variable. 2.2.1. Préstamos con términos amortizativos predeterminados.
2.2.2, Préstamos con términos amortizativos postdeterminados. 2.2.2.1. Prés-
tamos con términos amortizativos postderminados y cuotas de amortizacién
predeterminadas constantes. 2.2.2.2. Préstamos con términos amortizativos post-
derminados y cuotas de amortizacién postdeterminadas. 2.3. Préstamos con tipo de
interés mixto.

1. CONCEPTO DE PRESTAMO

Segiin el Prof. Gil Peldez! se definen las operaciones financieras de amortizacién
de capital o préstamos como aquellas formadas por:

* Una prestacién unica: (Cy, ).

* Una contraprestacién miiltiple: (a,,t,),(a,,4),...,(a,,t,), que tiene por finali-
dad reembolsar, amortizar o extinguir el capital inicial, (C,,¢,).

Y segiin el Prof. Gonzilez Catald' se definen las operaciones financieras de amor-
tizacién de capital o préstamos como aquellas en las que una persona, denominada
prestamista, se compromete a entregar a otra persona, denominada prestatario,
en un determinado momento, #,, cierto capital, (Cy,?#), que ésta se compromete a
reembolsar en un periodo, (¢),¢,), junto con los intereses que se han generado en la
operacion.

FIGURA 3.1. Esquema de una operacion financiera de amortizacion de capital o préstamo

o] [ = = " |
]

T
— t 1 T i
0 ty t t3 ty

(1) Véase, al respecto, GONZALEZ CATALA, V. T. (1992), Andlisis de las Operaciones Finan-
cieras, Bancarias y Bursdtiles, Madrid, Ediciones Ciencias Sociales, pag. 121.
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donde:

(Cy»t,) : Prestacion del prestamista, formada por el capital que entrega el presta-
mista al prestatario en el momento inicial de la operacién.

C, : Cuantia de la prestacién del prestamista.

f,: Momento o instante del tiempo en el que se hace efectiva la prestacién del
prestamista.

(a,,t,),(ay,t,),..,(a,,t,) : Contraprestacion del prestamista, formada por los térmi-
nos amortizativos periédicos que recibe del prestatario.

a@,,8,,...,a, : Cuantias de los términos amortizativos que se componen de cuotas de
interés y de cuotas de amortizacién, es decir: a, = I, + M,

donde:

a, : Término amortizativo correspondiente al periodo &

I,: Cuota de interés correspondiente al periodo k.

M, : Cuota de amortizacién correspondiente al periodo k.

tal que:

I, + I, +...+ I, = Total de intereses generados en la operacion.

M+M,+...+M, =C,

f,ty,...,t, : Instantes del tiempo en los que se hacen efectivos los términos amortiza-
tivos que el prestamista o acreedor recibe del prestatario o deudor.

i Tipo de interés efectivo anual de la operacién.

Por tanto, las operaciones financieras de amortizacién de capital o préstamos estin
constituidas por una prestacion unica y por una contraprestacién miltiple, excepto
cuando la amortizacién se efectiia mediante reembolso 1inico ya que en este caso:

g=a,=..=a,,=0
a’l=C’l

con:

C, =Cy(1+i)"

2. TIPOS DE PRESTAMOS

Podemos clasificar los préstamos atendiendo a dos criterios:

1) Eltipo de interés a aplicar:
* Préstamos con tipo de interés constante.
° Préstamos con tipo de interés variable.
* Préstamos con tipo de interés mixto.

2) El método de amortizacién utilizado:
° Préstamos que se amortizan mediante términos amortizativos constantes.

° Préstamos que se amortizan mediante términos amortizativos variables

e
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> En progresién aritmética: como caso particular destacan los présta-
mos que se amortizan mediante cuotas de amortizacién constantes
(método de amortizacién italiano).

> En progresién geométrica.

2.1. PRESTAMOS CON TIPO DE INTERES CONSTANTE

Los préstamos con tipo de interés constante son aquellos en los que el tipo de
interés permanece constante durante toda la vida del préstamo. Segtin la dindmica
amortizativa constituida por todos los flujos de capitales financieros que constituyen
la contraprestacién del prestamista, podemos distinguir los siguientes:

FIGURA 3.2. Préstamos con tipo de interés constante

[Préstamos con tipo de interés]

constante
Términos amortizativos Términos amortizativos
constantcs variables

Método de amortizacién En progresién aritméti |

francés progre: ca ]
Método de amortizacioén Cuotas de amortizacion constantes

alemén (método de amortizacién italiano)

Fn progresion gcométrica}*

Se analizan a continuacién estos préstamos de forma detallada desde el punto de
vista financiero. Para ello deducimos la expresién de la equivalencia financiera en el
origen para calcular los términos amortizativos, la relacién entre las cuotas de amor-
tizacién de dos periodos consecutivos, el capital pendiente al final de un periodo
determinado y el capital amortizado hasta un periodo determinado.

2.1.1. Meétodo de amortizacién francés

Son aquellas operaciones financieras de amortizacién de capital en las que el pres-
tamista entrega una cuantia C, en un momento inicial al prestatario y éste se com-
promete a devolver el capital recibido mediante términos amortizativos constantes. El
tipo de interés es constante durante toda la operacion.

FIGURA 3.3. Esquema de un préstamo amortizable por el método francés

PRESTACION CONTRAPRESTACION

|C0||a a a ?'
: : ——

LR N Y R Y RN RN PN n-1
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Q1+ eD

| 2
(1+)! ‘

d

@+
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a) Equivalencia financiera en el origen

Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales segiin el cual
“toda operacién financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de
las sumas de capitales respectivas de la prestacién y de la contraprestacién en base
a una ley financiera previamente establecida™, la equivalencia en el origen de esta
operacién financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran
la prestacién del prestamista con los capitales que integran la contraprestacién del
prestamista, que son las siguientes:

¢ Prestacién del prestamista: (C,,0)
e Contraprestacion del prestamista: (a,1),(a,2),...,(a,n)

Por tanto,
C, = ——a.+ a,2+ ............ + a_ =a-—-1.+ l.2+ ------- + 1.
1+: (1+19) 1+ 1+7 (1+9) (1+32)"

Teniendo en cuenta que la expresién que figura entre paréntesis constituye la
suma de los términos de una progresién geométrica de razén r =(1+i)™', cuyo valor
se obtiene de:

§=% = " T
1-7r

donde:

a, :Primer término de la progresién geométrica.

a, :Ultimo término de la progresion geométrica.

7 :Razén de la progresién geométrica.

S :Suma de los términos de una progresién geométrica.
La equivalencia financiera en el origen se obtiene de:

11 1 1
Cog |IFi Qe 1+i|_ 1 | “axy |_ | @xsy
° 1 T 144 | 1+i-1 |7 i
1+: 1+
C;, =d-aﬂ‘

b)  Relacién entre las cuotas de amortizacion de dos periodos consecutivos k y k+1

Una vez conocida la equivalencia financiera en el origen de este préstamo, se pro-
cede a encontrar una relacién entre las cuotas de amortizacién de dos periodos con-
secutivos a partir de las estructuras de los términos amortizativos de esos periodos:

a=Ik+l+Mk+l =C, i +M,,
a=1,, +Mk =Clc-l ‘i +M,‘
donde:

a: Términos amortizativos constantes.

(2) GIL PELAEZ, L. (1982), Matemdtica de las Operaciones Financieras, Madrid, Editorial
AC, pag. 48.
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1,: Cuota de interés correspondiente al periodo k.
M, : Cuota de amortizacién correspondiente al periodo k.
C, : Capital pendiente al final del periodo k.
i: Tipo de interés efectivo anual.
Se restan ambas ecuaciones y obtenemos:
0=(C,., -C) i+ M, - M,,,

Teniendo en cuenta que C, =C,_, — M, se obtiene finalmente la relacién entre las
cuotas de amortizacién de dos periodos consecutivos como:

M,, =M, (1+1)
c) Calculo del capital pendiente al final de un periodo k

FIGURA 3.4. Esquema para el cilculo del capital pendiente de un préstamo
amortizable por el método francés

0 a a a a a a
L | | 1 1 l ]
I 1 ) ) 1 } 1
0 ) 2 eeveerees K k+1 K*2 veveree M
(l+i)-'\
(1+)?
_ (1+iyes
a a a 1 1 1
Ci=——+ F rererieenen +——=a | —+ N + —
Plei (1+9)? (1+3)"* (l-i-i (1+i)? (l+i)""‘)

Ci=a-a,
O también como:
Ch = Co - mk = Mk"‘l +Mk+2 + ooo+ M'l

d) Capital amortizado hasta un periodo determinado k

FIGURA 3.5. Esquema para el cilculo del capital amortizado hasta un periodo de un
préstamo amortizable por el método francés
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También se puede obtener como:
. 2 . 4) Cuadro de amortizacién:
My =M, + My +.cct My =M, + M, - +d)+ M, -1+ + ..+ M, -1+ =
\ CUADRO 3.1. Método de amortizacion francés
- . s . k=1
=M, - [1+ 0+ )+ A+ +.c+ 1+i)] — — T T
0 60.000,00
m, = Ml : Sﬂi 1 7.214,48 2.100,00 5.114,48 5.114,48] 54.885,52
: . . ) 2 7.214,48 1.920,99 5.293,49] 10.407,97] 49.592,03
Como consecuencia se obtiene que: - 3 721448]  1.735,72]  5.478,76] 15.886,73] 44.113,27
Co=M, S, ‘ 4 7.214,48]  1.543,96| 5.670,52] 21.55725| 38.442,75
: S 7.214,48 1.345,50] 5.868,99| 27.426,24] 32.573,76
6 7.214,48 1.140,08 6.074,40] 33.500,64] 26.499,36
: 7 7.214,48 927,48] 6.287,00] 39.787,64] 20.212,36
i 8 7.214,48 707,43 6.507,05| 46.294,69| 13.705,31
. i k) k) ) ;) >
EJERCICIO 3.1. 9 7.214,48 479,69]  6.734,80]  53.029,49] ~ 6.970,51
Datos: 10 7.214,48 243,97 6.970,51] 60.000,00 0,00
* Nominal del préstamo = C, = 60.000 euros. - FIGURA 3.6. Método de amortizacién francés
* Tipo de interés efectivo anual = 3,5% g o ,
. i6n de la i6n = 3 .
Duraciéon d op.erax.:lon 10 anos. . 8.000,00
e Método de amortizacién francés. ! ' .
, 7.000,00 -—
Cuestiones: i ! T
. L. . : 6.000,00 — b -
1) Cilculo de los términos amortizativos constantes. / : — = [ g ' 11
2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios. i 8 500000 )
8) Capital amortizado hasta el sexto aiio. ! é 4.000,00 — 1 5
4) Cuadro de amortizacién. | : 3.000,00 - — 1 i
Solucion: 7 ; 2.000,00 - - : n
' ; i ) o ) |
1) Calculo de los términos amortizativos constantes: ‘ , 1.000,00 1 o | l_-lj }_«I_Pl—— —] | { H
Para calcular los términos amortizativos constantes aplicamos la expre- ; 0,00 - . —I- —l——-———-—‘—
sién de la equivalencia financiera en el origen y obtenemos: 5 A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
60.000 ! N
60.000 = a-agy, o0 = @ =——— =7.214,48 € : S — ANOS
' 235) 0,085 ‘ : B Cuotas de interés |
. . . - ' | o tas izacién!
2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios. : D Cuotas de amortizacion
C, =@ Ay 005 = 7-214,48- Bei0.085 = 388.442,74 €

3) Capital amortizado hasta el sexto aino.

mg = CO _ CG = 60.000 — 7-214,48 . = 33.500,64 € 2.1.2. Meétodo de amortizacién aleman

10-6 0,035 . . . .2 .

Son aquellas operaciones financieras de amortizacién de capital en las que el pres-
tamista entrega una cuantia C; en un momento inicial al prestatario y éste se compro-
mete a devolver el capital recibido mediante términos amortizativos constantes pero
con cuotas de interés prepagables. El tipo de interés anticipado es constante.

e SO
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FIGURA 3.7. Esquema de un préstamo amonrtizable por el método alemdn
CONTRAPRESTACION

La Y

Co-1
PRESTACION] Co-1, | ' |

0 (-2 1
Egl-zZ I

- (1-2)°

a) Equivalencia financiera en el origen

Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales segiin el cual
“toda operacién financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de
las sumas de capitales respectivas de la prestacién y de la contraprestacién en base
a una ley financiera previamente establecida”, la equivalencia en el origen de esta
operacidn financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran

la prestacién del prestan;ista con los capitales que integran la contraprestacién del
prestamista, que son las siguientes:

* Prestacion del prestamista: (G, — I,,0)
¢ Contraprestacion del prestamista: (a,1),(a,2),...,(a,n)
Por tanto:

Co-1,=CG-C,-2=Cy-(1-2)=a-(1-2)+a- 1=z +...4+a-(1-2)"
Go=a[1+1-2)+A-2 " +..+(1-2)""]
Teniendo en cuenta que la expresion que figura entre corchetes constituye la

suma de los términos de una progresion geométrica de razén r =1-z, cuyo valor se
obtiene de:

S = a4 —-a, -7
1-r

donde:
a, : Primer término de la progresién geométrica.
: Ultimo término de la progresién geométrica.
: Razén de la progresién geométrica.
: Suma de los términos de una progresién geométrica,
: Tipo de interés efectivo anual anticipado.

an

s

S

r4
La equivalencia financiera en el origen se obtiene finalmente de:
C,

Y '(l—(l-z)""‘-(l—z))=a 1-(1-2)"

1-(1-2) z

A s T

N Feo i

D
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b) Relacién entre las cuotas de amortizacion de dos periodos consecutivos k y k +1

Una vez conocida la equivalencia financiera en el origen de este préstamo, se pro-
cede a encontrar una relacién entre las cuotas de amortizacién de dos periodos con-
secutivos a partir de las estructuras de los términos amortizativos de esos periodos:

a=I,+M,=C,-z+ M,

a=I,+M,,, =G, z + M,
donde:

a :Términos amortizativos constantes.

I, :Cuota de interés correspondiente al periodo k.

M, : Cuota de amortizacién correspondiente al periodo k.
C, :Capital pendiente al final del periodo &.

z :Tipo de interés efectivo anual anticipado.

Se restan ambas ecuaciones y obtenemos:
0=(C, - Cy) 2+ M, - M,

Teniendo en cuenta que C, =C,_, — M, se obtiene finalmente la relacién entre las
cuotas de amortizacién de dos periodos consecutivos como:

M, =M,  -(1-2)
¢) Calculo del capital pendiente al final de un periodo k

FIGURA 3.8. Esquema para el cilculo del capital pendiente de un préstamo amortizable
por el método alemdn

a a
[ ]
1 1
2 eesesvses K

a

1

1

k+
(1-2) I

(1-2)?

®

o0
Ll
-~

T 1
N
=Rt

1

ssevsvee

(1)

Ck'(l_z)=a'(l-2)+a'(l—z)2+"_+a,(1_z)n—k
C=a-[1+1-2)+ -2 +..+(1-2"""]
.1—(l—z)""‘

z
O también como:

Ck = Co - mk = Mk'('l + Mk+2 + -}.";Mn

C,=a

d) Capital amortizado hasta un periodo determinado k
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FIGURA 3.9. Esquema para el cdlculo del capital amortizado hasta un periodo de un
préstamo amortizable por el método alemdn

Cy ' .

CUADRO 3.2. Método de amortizacion alemain

— e g —

n a Lo . M m, || G
. 0 2.160,00] 2.100,00 60.000,00,
J a a \a/ a a a \a i 1 7.006,59]  1.922,04] 5.084,55] 5.084,55] 54.91545
F ; I } I l : i | 2 7.006,59]  1.737,63|  5.268,97] 10.353,52] 49.646,48
0 1 2 seseesees K k+1 k42 Loeieee ml n ; ' 3 7.006,59] 1.546,52] 5.460,07] 15.813,59] 44.186,41
N— — ’ 4 7.006,59 1.348,49] 5.658,10f 21.471,69] 38.528,31
G I 5 7.006,59 1.143,27] 5.863,32] 27.335,01] 32.664,99
; 6 7.006,59 930,62| 6.075,98] 33.410,98| 26.589,02
m, =Cy—C, : 7 7.006,59 710,24]  6.296,35| 39.707,33| 20.292,67
! 8 7.006,59 481,88]  6.524,71| 46.232,05] 13.767,95
{ 9 7.006,59 24523  6.761,36] 52.993,41]  7.006,59
' 10 7.006,59 0,00 7.006,59| 60.000,00 0,00
EJERCICIO 3.2. ] FIGURA 3.10. Método de amortizacion alemdn
Datos: i
¢ Nominal del préstamo = C, = 60.000 euros. ; . 8.000,00
* Tipo de interés efectivo anual anticipado = 3,5% f 7.000,00
* Duracién de la operacién = 10 afios. ! 6.000,00 i
* Meétodo de amortizaci6n alemén. ' @ 5.000,00 g
Cuestiones: ; a & 4.000,00 :
Srminos amorti ' "' 3.000,00 i
1) Cidlculo de los términos amortizativos constantes. ;’ . e 10
2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios. ' ; ' 2.000,00 -
3) Capital amortizado hasta el sexto afio. L 1.000,00 i
4) Cuadro de amortizacién. | A‘ 0,00 -
Solucion: : : }
1) Cilculo de los términos amortizativos constantes: ’ ' %“ B Cuotas de interés ”‘
Para calcular los términos amortizativos constantes aplicamos la expre- : i 'O Cuotas de amortizacién|
si6n de la equivalencia financiera en el origen y obtenemos: g 2

1-(1-0, 035) —a= 60.000-0,035
0,035 1-(1-0,085)"

2) Capital pendiente transcurridos cuatro aiios.

60.000 = a =7.006,59 €

2.1.3. Meétodo de amortizacion mediante términos amortizativos variables en
progresion aritmética

C.=a. 1-(1-0,085)"" =47.006.59- 1-(1-0,085)° =38.528.30 € Son aquellas operaciones financieras de amortizacién de capital en las que el pres-
4 0,035 U 0,035 e tamista entrega una cuantia C, en un momento inicial al prestatario y éste se com-
) . . promete a devolver el capital recibido mediante términos amortizativos variables en
3) Capital amortizado hasta el sexto afio. progresién aritmética, es decir:
4
mg = C, — G, = 60.000—7.006,59. 11 =0:085) _ 43 414 00 ¢ a
O, 035 a2 = a] + d

4) Cuadro de amortizacién:

Cuando el tipo de interés es anticipado es mas ficil construir el cuadro de
amortizacién comenzando por el Gltimo afio.

a=a,+d=a +2-d

a,=a, ,+d=a +(n-1)d

E“"-\_ B e e e e o SR
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donde: FIGURA 3.12. Descomposicion de una renta variable en progresién aritmética en n rentas
d: Razdn de la progresién aritmética, que puede tomar los siguientes valores: constantes
d> 0 = Progresién aritmética creciente. a, a, a, a, a,
d < 0 = Progresién aritmética decreciente. i l l i ll —
[ eossesssscssssssssses N- n
« Tipo de interés constante. 0 ! 2 3
d d d d
FIGURA 3.11. Esquema de un préstamo amortizable mediante términos amortizativos - J | ! } {
variables en progresion aritmética 0 1 2 3 esececcssccssnsssesss N-l n
PRESTACION CONTRAPRESTACION f d d d d
| ! i | } ]
C a . [ L { ] T —
r ? 1 lrjl a:z an:l 3},. 0 l 2 3 0ee0s00esscssseccstne n‘l n
9090 essecssvscresrsrresrreeTe n-1 n L_W_/
¢ (1+i)! 1, 2 2
(l+i)'2 I ....-...-................................................d
(1) } } t } | | |
= 0 1 2 3 eecsccsccsssss N2 n-1 n
(1+iy® : — v
< ~
n-2
a) Equivalencia financiera en el origen d
Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales segin el cual I I I l 1 I
“toda operacién financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de 0 1 2 3 erececesrsncerccacese Bl n
las sumas de capitales respectivas de la prestacién y de la contraprestacién en base , S~ —~ —
a una ley financiera previamente establecida”, la equivalencia en el origen de esta o-1
operacion financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran
la presta}cién del prestan}is[?. con los capitales que integran la contraprestacién del } G =gq an,+ l/d ), +2/d e PRt l/d ay = can,+
prestamista, que son las siguientes: ; 1 14y 0D L= (L4 iy L= 4i)
-1+ - —-(1+: = —-(1+: —(n—
* Prestacién del prestamista: (C,,0) } +d— (14 +d (4 ) P b d  ————  (1+i) "V =
. (] 1 i
* Contraprestacién del prestamista: (4;,1),(a,,2),...,(a,,n) [ p
Para obtener la equivalencia financiera en el origen descomponemos la renta varia- =a-aq,+— [(1 +)7+ A+ )+ A+ ) —(n=1)- A+ z')"'] =
ble en 7 rentas constantes que constituyen la contraprestacién del prestamista, halla- t
mos el val su suma serd igual i6 i : d - o\ (- - .
e or actual de todas ellas y gual a la prestacién del prestamista : =a,'aﬂl.+—,~[(l+2) L) 2 e (L) D (L i) " = (14 6) n]=
0 ' i
Las » rentas constantes son las siguientes: ' d d d-n
* Unarenta de n términos de cuantia a,. =a|'“,,—1,-+;'[aﬂ.-"n'(l"'i)_"]:[“l"'?]’“ﬂi_ i A+
* Unarentade n-1 términos de cuantia dy diferida un periodo. d-n
* Unarenta de n~2 términos de cuantia dy diferida dos periodos. . Si sumamos y restamos a esta (ltima expresién 3 :
* Unarenta de un término de cuantia dy diferida n~1 periodos. it d d-n wn d'm d-n d 1-(+)™" d-n
g+, —— 1+) "+ —————=la +—|-a;, +d n ; -
il "¢ : [ i il " () :

Finalmente se obtiene la expresién de la equivalencia financiera en el origen:

d dn
C, =(al +?+d-n]-aﬂ‘ -
donde:

? a, : Término amortizativo correspondiente al primer periodo.
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d : Razén en la que varian los términos amortizativos.

n : Duracién de la operacién.

i : Tipo de interés efectivo anual.

b) Relacion entre las cuotas de amortizacion de dos periodos consecutivos ky k+1

Una vez conocida la equivalencia financiera en el origen de este préstamo, se pro-
cede a encontrar una relacién entre las cuotas de amortizacién de dos periodos con-
secutivos a partir de las ecuaciones de los términos amortizativos de esos periodos, &
y k+1:

a,=I,+M,=C,_,-i +M,

G =l + My, =Gy i + M,
donde:
a, :Término amortizativo correspondiente al periodo k.
I, :Cuota de interés correspondiente al periodo k.
M, : Cuota de amortizacién correspondiente al periodo k.
C, : Capital pendiente al final del periodo &.
i :Tipo de interés efectivo anual.
Se restan ambas ecuaciones y obtenemos:
a, ~ @, =(Csy =G i + M, - M,
Teniendo en cuenta que:

+1

Qo) — G = d

C=C— M,

se obtiene finalmente la relacién entre las cuotas de amortizacién de dos periodos
consecutivos:

M, =MA+i)+d
c) Calculo del capital pendiente al final de un periodo k

FIGURA 3.13. Esquema para el cdlculo del capital pendiente de un préstamo amortizable
mediante términos amortizativos variables en progresion aritmética

K i N . L <. o
I I I 1 I 1 L
0 1 2 evsececee k k+' k+2 secssece N
(1+i)! l
_ (+i)?
(1+iy
— % T a,
Ck = —j+ P uer LT PIP PP + o on-k
1+i (1+9) A+

TEMA 3. OPERACIONES FINANCIERAS DE AMORTIZACION DE CAPITAL...

' d d-(n-Fk
G (o + -0 ) - L2
O también:

C’l = Co -mh = Mk"‘l +Mk+2 + OO.+ Mﬂ

d) Capital amortizado hasta un periodo determinado k
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FIGURA 3.14. Esquema para el cdlculo del capital amortizado hasta un periodo de un
préstamo amortizable mediante términos amortizativos variables en progresion aritmética

G,

e N N

Co 3 2 ak 8 .y 8,

1 | [l 1 l ] |

L | 1 I I 1 |

0 1 D eesccccns k k+1 k+2 ceeeeea N

S—— S
Co

‘mk = Co —C’R

. EJERCICIO 3.3

i

'

P

Datos:
* Nominal del préstamo = C; = 60.000 euros.
* Tipo de interés efectivo anual = 3,5%
* Duracién de la operacién = 10 afios.

¢ Método de amortizacién mediante términos amortizativos variables en

progresién aritmética de razén 100 euros.
" Cuestiones:
1) Cailculo de los términos amortizativos. constantes.
2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios.
8) Capital amortizado hasta el sexto afio.
4) Cuadro de amortizacién.
Solucion:
1) Cilculo de los términos amortizativos.

Para calcular los términos amortizativos aplicamos la expresién de la equi-

valencia financiera en el origen y obtenemos:

100-10
“mlons ™ 0,035

60.000 = (a, + 19

+100-10 |-
0,085 T1%0 10)
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a, = 6.792,81 €
ay = g, +100 = 6.792,81 + 100 = 6.892,81 €
a = a, +100 = 6.892,81+100 = 6.992,81 €

--------------

ayp = @, +9-100 = 6.792,81 + 900 = 7.692,81 €

Capital pendiente transcurridos cuatro afios.

_ 100 100- (10 - 4)
= ["5 70,035 +100'(10—4))' o-1l00ss " 0 035
donde: '
a, =6.792,81 +4-100 =7.192,81 €
Por tanto:

100 1006
C, =(7.192,81+———+100~6)- — ———=39.605,98 €
T 0,035 %loass ~ g, g5 ~ 200598

3)

4)

Capital amortizado hasta el sexto afio.
mg = Cy — C; = 60.000 — 27.689,55 = 32.310,45 €

donde:

100-4

100
"To0ss ~ 6’075

0,035

Cuadro de amortizacidn:

= 27.689,55 €

G = [7.392,81+ +100- 4)

CUADRO 3.3. Método de amortizacion mediante términos amortizativos

variables en progresion aritmética

| oo om0 & i M i e | G
0 6 ,00
1 6.792,81] 2.100,00) 4.692,81| 4.692,81| 55.307,19
2 6.892,81 1.935,75] 4.957,06] 9.649,86] 50.350,14
3 6.992,81 1,762,25| 5.230,55| 14.880,41| 45.119,59,
4 7.092,81 1.579,19f 5.513,62| 20.394,04| 39.605,96
S 7.192,81 1.386,21] 5.806,60] 26.200,63| 33.799,37
6 7.292,81 1.182,98] 6.109,83] 32.310,46] 27.689,54
7 7.392,81 969,13| 6.423,67| 38.734,14| 21.265,86
8 7.492,81 744,31 6.748,50| 45.482,64| 14.517,36
9 7.592,81 508,111  7.084,70[ 52.567,34] 7.432,66
10 7.692,81 260,14  7.432,66] 60.000,00 0,00

e e o et v e e

TEMA 3. OPERACIONES FINANCIERAS DE AMORTIZACION DE CAPITAL... 145

FIGURA 3.15. Método de amortizacién mediante términos amortizativos variables
en progresion aritmética

8.000,00 :
7.000,00 H
6.000,00 . - -
5.000,00 : -
4.000,00 - '
3.000,00 -

EUROS

ANOS

| m Cuotas de interés i
.0 Cuotas de amortizacién

Dentro de estos préstamos que se amortizan mediante rentas variables en progre-
sién aritmética se encuentra un caso particular, conocido como método italiano, carac-
terizado porque las cuotas de amortizacién son constantes en todos los periodos, es
decir:

M=M,=..=M,=M
a) Calculo de las cuotas de amortizacion constantes

La suma de todas las cuotas de amortizacién tiene que ser igual al capital prestado.
En este caso:

Co=M +M,+.... +M,=n-M= M=g"—

n

b) Razén en la que varian los términos amortizativos y las cuotas de interés ky k+1

Las cuotas de interés son decrecientes ya que el capital pendiente a medida que
transcurre el plazo es menor y las cuotas de amortizacién son constantes. Los tér-
minos amortizativos tienen que decrecer en la misma proporcién que las cuotas de
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interés, razén que se obtiene de restar las expresiones que proporcionan los términos
amortizativos de dos periodos consecutivos, ky k+1:

FIGURA 3.16. Variacion de los términos amortizativos y sus componentes
en el método italiano

ay

‘—;Mk

a=I,+M,=C,_ i +M

G =L + My, =C,i + M
a,,, —-a,=(C,-C,_)i =-M-
Teniendo en cuenta que:

G =C, - M,

Gy~ @ =d

se obtiene finalmente la razén de la progresién aritmética, d, en que decrecen
tanto los términos amortizativos como las cuotas de interés:

- Co . i
n
c) Calculo del capital pendiente al final de un periodo k

d=-M-i=

C, =(n-k)oM=(n—k)'—Cl
n

d) Capital amortizado hasta un periodo determinado k
m,=k- M=k G
v n

EJERCICIO 3.4.
Datos:
¢ Nominal del préstamo = C; = 60.000 euros.
¢ Tipo de interés efectivo anual = 3,5%

TEMA 8. OPERACIONES FINANCIERAS DE AMORTIZACION DE CAPITAL...

* Duracién de la operacién = 10 anos.

¢ Método de amortizacién italiano.

Cuestiones:

1) Cilculo de los términos amortizativos.

2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios.
3) Capital amortizado hasta el sexto ano.

4) Cuadro de amortizaciéon.

Solucion:

1) Calculo de los términos amortizativos.

147

Para calcular los términos amortizativos hallamos previamente las cuotas

de amortizacién constantes:

60.000

M= =6.000 €

@, =1I,+M=C,-i+M =60.000-0,035+6.000 = 8.100 €

a=I,+M=C i+ M =(60.000 - 6.000)- 0,035 + 6.000 = 7.890 €

................

ay=Ig+M=C, i+ M=6.000-0,035 + 6.000 = 6.210 €
2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios.

C, = (10— 4)-6.000 = 36.000 € |
3) Capital amortizado hasta el sexto aiio.

mg = 6-6.000 = 36.000 €
4) Cuadro de amortizacién:

CUADRO 3.4. Método de amortizacion italiano

ay K My || omy G

60.000,00

8.100,00 2.100,00] 6.000,00{ 6.000,00] 54.000,00

7.890,00f 1.890,60( 6.000,00| 12.000,00| 48.000,00

7.680,00] 1.680,00f 6.000,00{ 18.000,00{ 42.000,00

7.470,00]  1.470,00] 6.000,00] 24.000,00{ 36.000,00

7.260,00] 1.260,00; 6.000,00{ 30.000,00| 30.000,00

7.050,00] 1.050,00{ 6.000,00{ 36.000,00! 24.000,00

6.840,00 840,00]  6.000,00] 42.000,00| 18.000,00

6.630,00 630,00}  6.000,00f 48.000,00] 12.000,00

6.420,00 420,00  6.000,00] 54.000,00]  6.000,00

swaooqa\uuhuw—-on

6.210,00 210,00]  6.000,00] 60.000,00 0,00
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FIGURA 3.17. Método de amortizacion italiano

7.000,00
6.000,00 =

EUROS

‘ W Cuotas de interés }
;0 Cuotas de amortizaciénf

2.1.4. Método de amortizacion mediante términos amortizativos variables en
progresién geométrica
Son aquellas operaciones financieras de amortizacién de capital en las que el pres-
tamista entrega una cuantia C, en un momento inicial al prestatario y éste se com-

promete a devolver el capital recibido mediante términos amortizativos variables en
progresién geométrica y con un tipo de interés constante, es decir:

a,
4G =a-q

............

donde:

q: Razén de la progresién geométrica, que puede tomar los siguientes valores:
0 < ¢g< 1 = Progresién geométrica decreciente.
¢>1 = Progresién geométrica creciente.

& Tipo de interés constante.

P PT SR Ny B WP LI SO

PR
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FIGURA 3.18. Esquema de un préstamo amortizable mediante términos amortizativos
variables en progresion geométrica

PRESTACION CONTRAPRESTACION

lCo l |81 a; 8y
1 1 1 L

2 seccsccscstcccsctstcsssesrone n-1

s lp

9 (1+i)! !
L+)?

( 1+i)-(n-n

_ (e

<

a) Equivalencia financiera en el origen

Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales segiin el cual
“toda operacién financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de
las sumas de capitales respectivas de la prestacién y de la contraprestacion en base
a una ley financiera previamente establecida”, la equivalencia en el origen de esta
operacién financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran
la prestacién del prestamista con los capitales que integran la contraprestacion del
prestamista, que son las siguientes:

* Prestacion del prestamista: (C,,0)
* Contraprestacién del prestamista: (a,,1),(a,,2),...,(a,,n)

Por tanto:
. ]
0=al.+ a2_2+...+ a". =a1.+alf12+ alq'n=
1+i (1+7) A+2)" 1+i (Q+39) (1+12)
n-1
=a - —17+L,2+...+ ) -
1+i (1+79) a+H"
La expresién entre corchetes es una progresiéon geométrica de razén IL . Por
+1

tanto, aplicamos la férmula de la suma de los términos de una progresién geométrica
y obtenemos:

1 ¢ ¢ 1 [,__¢
1 q ¢! 1+i_ (1+0)" 1+i 1+ U A+
C=a - + +...+ =aq - =gq - i
’ a‘[lﬂ' A+ <1+i)"] ! _a T liigg
1+i 1+i
1-—1
1+12)"
C,=a - ——2
0=k l1+i~gq
donde:

a, : Término amortizativo correspondiente al primer periodo.
g :Razén en la que varian los términos amortizativos.

n : Duracién de la operacion.

i :Tipo de interés efectivo anual.
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b) Relacion entre las cuotas de amortizacion de dos periodos consecutivos ky k+1.

Una vez conocida la equivalencia financiera en el origen de este préstamo, se pro-
cede a encontrar una relacién entre las cuotas de amortizacién de dos periodos con-
secutivos a partir de las ecuaciones de los términos amortizativos de esos periodos, &
y k+1:

a=1,+M,=C,_ -i + M,

=Ly +M,, =C-i +M,,

donde:
a, :Término amortizativo correspondiente al periodo k.
I, :Cuota de interés correspondiente al periodo k.
M, : Cuota de amortizacién correspondiente al periodo k.
C, : Capital pendiente al final del periodo .

¢ :Tipo de interés efectivo anual.

Se restan ambas ecuaciones y obtenemos:

@ —-a,,=C,-C)i + M, - M,

Teniendo en cuenta que C, =C,_, - M, se obtiene finalmente la relacién entre las
cuotas de amortizacién de dos periodos consecutivos:

M,,, =M, 1+i)+ au; -a,

c) Calculo del capital pendiente al final de un periodo k

FIGURA 3.19. Esquema para el cdlculo del capital pendiente de un préstamo amortizable
mediante términos amortizativos variables en progresion geométrica

C

f 2 % %
1 1 U 1
0 1 2 esccvecce cessee n

o=k
Dy v 7 a, 1+
= ——+——5+ +—"—— = C,=a,,, "
k 141 (l"l‘ 1)2 (1 +2~)n-k L] k41 l"’i""q

O también:
C,=Ci=m,=M, + M, +..+ M,
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d) Capital amortizado hasta un periodo determinado k

FIGURA 3.20. Esquema para el cdlculo del capital amortizado hasta un periodo de un
préstamo amortizable mediante términos amortizativos variables en progresion geométrica

¢

4 N Y

Co a 8, & 8y By a,

I | | ] ] 1 }

1 | | I ) | 1

0 1 2 esesecess K k+1 k+2 seeeeee D

~—— I
G,

rmu =C, = C,

i EJERCICIO 3.5.
Datos:
¢ Nominal del préstamo = C, = 60.000 euros.

! * Tipo de interés efectivo anual = 3,5%
| * Duracién de la operacién = 10 afios.

', ¢ Método de amortizacién mediante términos amortizativos variables en
progresion geométrica de forma que cada término se incrementa en un
10% sobre el término del periodo anterior.

Cuestiones:
1) CGCalculo de los términos amortizativos.
: 2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios.
' 3) Capital amortizado hasta el sexto afio.
4) Cuadro de amortizacién.
Solucion:
1) Cilculo de los términos amortizativos.

Para calcular los términos amortizativos aplicamos la expresién de la
equivalencia financiera en el origen y obtenemos:

_( 1,10 )”
1,035

60.000 = g, - ———o2/ __
“'170,085-1,10

a, = 4.649,76 €
a,=4.649,76-1,10=5.114,74 €

-------

a4y, = 4.649,76-1,10° =10.963,89 €
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CUADRO 3.5. Método de amortizacion mediante términos amortizativos variables en
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2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios.

(LY
Coea. 1,035
+ =% '170,035-110

donde:
a; = 4.649,76 -1,10* = 6.807,71 €

Por tanto:
()
1,035
1+0,035-1,10
3) Capital amortizado hasta el sexto afio.
mg = Gy ~ Gy = 60.000 — 34.961,60 = 25.038,40 €

donde:
()
1,085/

1+0,035-1,10

C, =6.807,71- =46.205,11 €

C, =8.237,33- = 34.961,60 €

4) Cuadro de amortizacién:

gresion geométric
Tom TN I M. [ m [ G
0 T 60.000,00]
1 4.649,76] 2.100,00] 2.549,76] 2.549,76] 57.450,24
2 5.114,74] 2.010,76] 3.103,98] 5.653,74] 54.346,26
3 5.626,21| 1.902,12] 3.724,09] 9.377,83] 50.622,17
4 6.188,83| 1.771,78] 4.417,06] 13.794,89] 46.205,11
5 6.807,71] 1.617,18] 5.190,54] 18.98542| 41.014,58
6 7.488,49] 143551] 6.052,98] 25.038,40] 34.961,60
7 8.237,33] 1.22366] 7.013,68] 32.052,08] 27.947,92
8 9.061,07 978,18] 8.082,89] 40.134,97| 19.865,03
9 9.067,18 695.28] 9.271,90] 49.406,87] 10.593,13
10 10.963,89 370,76] 10.593,13] 60.000,00 0,00]
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FIGURA 3.21. Método de amortizacion mediante términos amortizativos variables

en progresion geométrica
12.000,00

10.000,00 {————-— — , o
f 8.000,00 S |
: 2 T
| &  6.000,00 : IS - —H
' w —}l \

I 4.000,00 !
, 2.000,00 - e - B
1o 0'00 | ;'l “, l“’ "l‘ :_

9
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ANOS

; ) !l Cuotas de interés E
! {0 Cuotas de amortizacion|

2.2. PRESTAMOS CON TIPO DE INTERES VARIABLE

Los préstamos con tipo de interés variable® son aquellos en los que el tipo de inte-
rés no permanece fijo durante todo el horizonte temporal de la operacién.

Se distinguen las siguientes modalidades de préstamos con tipo de interés variable*:

*  Préstamos predeterminados o definidos a priori: Son aquellos en los que los tipos
de interés a aplicar, la duracién de la operacién y la cuantia de los términos

amortizativos se conocen al inicio de la operacién.

*  Préstamos posdeterminados o definidos ex post: Son aquellos en los que los tipos de
interés no quedan determinados al inicio de la operacién, por lo que se desco-
nocen bien las cuantias de los términos amortizativos o bien la duracién de la
operacién.

» Los tipos de interés se fijan periodo a periodo.

» Préstamos a tipos de interés referenciados o indiciados: Son aquellos en
los que la ley de variabilidad de los tipos de interés se establece al inicio de
la operacién.

Se analizan a continuacién los préstamos a tipos de interés referenciados o indi-
ciados por ser los mds utilizados tanto a nivel nacional como internacional. Estos
préstamos surgen en la década de los ochenta debido a las elevadas tasas de inflacién

_ (83) Para un andlisis detallado de los préstamos con tipo de interés variable véase: GON-
ZALEZ VELASCO, M.* del C. (2000), Andlisis financiero de los préstamos hipotecarios, Coleccién
Arithmds de Economia, nim. 1, Secretariado de Publicaciones y Medios Audiovisuales, Univer-
sidad de Ledn, pags. 40-84. .

(4) Véase, al respecto, GARCIA BOZA, J. Y CACERES APOLINARIO, R. M. (1998), “Prés-
tamos hipotecarios: Andlisis financiero”, Actualidad Financiera, noviembre, pigs. 35-49.
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y a la volatilidad de los tipos de interés. Por el lado de la demanda, permiten a los
prestatarios beneficiarse de las bajadas de los tipos de interés y mantener los costes
financieros adaptados a la evolucién del mercado y por el lado de la oferta, las enti-
dades financieras encuentran en estas operaciones financieras una forma mds idénea
para cubrirse de los riesgos, sobre todo, del riesgo de interés.

El dpo de interés aplicable en cada periodo se puede calcular como:
i=I,+m+38

i=x -1,

i=I +m +8

donde:

I : Tipo de interés de referencia®.

m : Margen constante (positivo, nulo o negativo). En el primer periodo no se solia
aplicar con la finalidad de captar mis clientela.

m, : Margen variable igual a la variacién absoluta (positiva, nula o negativa) expe-
rimentada, desde cierta fecha establecida en el contrato, por un indice o tipo
de interés de referencia.

x : Porcentaje de un tipo de interés de referencia.

8 : Redondeo. En el caso de los créditos y préstamos garantizados mediante hipo-
teca, caucion, prenda u otra garantia equivalente que se formalicen a tipo de inte-
rés variable, el redondeo habrd de efectuarse al extremo del intervalo pactado
mads préximo, sin que éste pueda sobrepasar al octavo de punto (0,125)¢.

Actualmente, los tipos de interés de referencia oficiales son:

EURIBOR a un afio. Es el indice mds utilizado como referencia en los prés-
tamos hipotecarios para calcular la revisién de los tipos de interés variable.
Se define como la media aritmética simple mensual de los valores diarios del
indice de referencia euribor que figura en el anexo del Reglamento de ejecu-
cion (UE) 2016/1368 de la Comisién de 11 de agosto de 2016, por el que se establece
una lista de los indices de referencia cruciales utilizados en los mercados financieros. E1
Banco de Espaiia dejard de realizar los cdlculos simples para la obtencién de la
media mensual, y pasari a publicar y replicar la informacién elaborada por el
administrador de dicho indice, el European Money Markets Institute (EMMI).

EURIBOR a una semana, un mes, tres meses, seis meses. Para cada uno de los
plazos, se define como la media aritmética simple mensual de los valores diarios
del indice de referencia euribor, que figura en el anexo del Reglamento de Eje-
cucion (UE) 2016/1368 de la Comision, de 11 de agosto de 2016 por el que se establece
una lista de los indices de referencia cruciales utilizados en los mercados financieros. Estas
medias son calculadas por el European Money Markets Institute (EMMI).

Tipo de rendimiento interno en el mercado secundario de la deuda publica.
Este tipo de interés oficial de referencia se define como la media ponderada

_(5) Actualmente los tipos de interés de referencia oficiales son los que se establecen en el
articulo 27 de la Orden EHA/2899/2011 de 28 de octubre, modificada por la Orden ETD/699/2020

de 24 de junio, y se definen en la norma decimocuarta y anejo 8 de la Circular 5/2012 del Banco de
Esparia, modificada por la Circular 1/2021.

(6) Disposicién adicional duodécima de la Ley 44/2002, de 22 de noviembre, de Medidas
de Reforma del Sistema Financiero, pag. 41326 (BOE nim. 281 de 23 de noviembre).

f aee
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por volimenes nominales de negociacién de los rendimientos internos de
los valores emitidos por el Estado con vencimiento residual entre dos y seis
anos, negociados en operaciones simples al contado en los seis meses inme-
diatamente anteriores. Esta media se toma del dato del indice RODE “Deuda
Piblica de 2 a 6 afnos (S)” que es calculado por Sociedad de Bolsas, S. A. 'y
publicado en la pigina web de BME Renta Variable desde mayo de 2021.

* Permuta de intereses/ Interest Rate Swap, IRS al plazo de cinco afios. Es 1a media
simple mensual de los tipos de interés diarios del tipo anual para swap de inte-
reses, para operaciones denominadas en euros, con vencimiento a cinco anos,
calculados por la IBA (ICE Benchmark Administration) y publicados en su pagina
web bajo el identificador de serie EUR Rates 1200.

* Tipo de los préstamos hipotecarios a mds de tres afios, para adquisicion de
vivienda libre, IRPH concedidos por el conjunto de las entidades de crédito.
Es un indice frecuente para la revisién de tipos en los préstamos hipotecarios a
interés variable. Es la media simple de los tipos de interés medios ponderados
de las operaciones de préstamo con garantia hip‘otec?r!a.de plazo igual o supe-
rior a tres afios para la adquisicién de vivienda libre iniciadas o renovadas por
los bancos y cajas de ahorro en el mes a que se refiere el indice. En el célculo
de la media se utilizan tipos anuales equivalentes.

* Tipo medio de los préstamos hipotecarios entre uno y cinco aiios, (Eon€efii-
dos por las entidades de crédito en la zona del euro. Es la med’la aritmética
ponderada por el volumen de operaciones, de los tipos de interés aplicados a
las nuevas operaciones de préstamo o crédito a vivienda en las que se prevea
un periodo de fijacién del tipo de interés de entre uno y cinco anos, reali-
zados en euros con hogares residentes en la zona del euro. Segin 1(3 esta-
blecido en el anejo 8 de la Circular 5/2012 de Banco de Espana, este 1nd_1ce
no se corregird en el caso de que el BCE modificara posteriormente el tipo
publicado.

* Tipo de interés de referencia basado en el Euro short-term rate (ESTR). Este
indice se define como el tipo de interés a distintos plazos que el BCE elabora
basado en el tipo de interés Euro short-term rate (ESTR) y lo publica (_3] BCE a
través de su Statistical Data Warehouse (SDW), o en cualquier otro medio por el
que difunda dicha informacién.

e MIBOR a un ano (Madrid Interbank Offered Rate). Es el tipo de interés inter-
bancario que se aplica en el mercado bursitil de Madrid. Es la base de los tipos
de préstamo interbancario definida como el tipo de interés para grandes tran-
sacciones interbancarias en el mercado bancario internacional. Se mantiene
para las operaciones formalizadas con anterioridad al 1 de enero de 2000.

Se analizan los casos mds frecuentes en la prictica diaria:

* Préstamos con términos amortizativos predeterminados.

*  Préstamos con términos amortizativos posdeterminados.
» Cuotas de amortizacién constantes.

» Recilculo de términos amortizativos.

2.2.1. Préstamos con términos amortizativos predeterminados

Los préstamos a tipo de interés variable con términos amortizativos predetermina-
dos son aquellos en los que los términos amortizativos se conocen desde el inicio de la
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operacion, ya sean constantes o variables, y la duracién se desconoce a priori, ya que
vendrd determinada por la evolucién de los tipos de interés.

Uno de los casos mas frecuentes es aquel que presenta términos amortizativos cons-
tantes calculados con el tipo de interés aplicable en el primer periodo de la operacién
financiera mediante la equivalencia financiera en el origen, es decir:

Co =a.aﬂi1

Go
a“_l i

Las cuotas de interés de cada periodo se calculan aplicando los tipos de interés de
dichos periodos:

a=s

I,=Cyy
I, =G g
ln=cn-] 'in

Para calcular la cuota de amortizacién y el capital pendiente en un periodo deter-
minado £, asi como el capital amortizado hasta dicho periodo se pueden utilizar las
expresiones generales de las operaciones financieras de amortizacién de capital:

M, =a, -1,

G =G —m,

m, =Cy —C,
En el dltimo periodo es necesario efectuar un ajuste en la cuota de amortizacién y,

por tanto, en el término amortizativo para que se amortice totalmente el préstamo de
tal manera que se cumplaque C,_, =M, .

EJERCICIO 3.6.
Datos:
* Nominal del préstamo = C, = 60.000 euros.
*  Duracién de la operacién = 10 afios.

* Tipo de interés variable: tipo de referencia (Euribor-1 afio) mds un mar-
gen de 0,5 puntos porcentuales y redondeado al octavo punto porcentual
mds préximo. Los tipos de referencia son los siguientes:

Afios | Euribor-1 aflo
1 2,73
2,98
2,97
3,20
2,95
2,96
2,70
3,05
2,80
2,78

=1 BRY [- N Y EN TV 1N

—
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Los términos amortizativos son constantes y se calculan con el interés a
aplicar en el primer periodo.

Cuestiones:
1) Cilculo de los términos amortizativos constantes.
2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios.
3) Capital amortizado hasta el sexto afio.
4) Cuadro de amortizacidn.
Solucion:
1) Cilculo de los términos amortizativos constantes.
Se calculan los tipos de interés aplicables en cada periodo:
Aiflos | Euribor-1 aiio i
1 2,73 2,75
2 2,98 3,00
3 2,97 3,00
4 3,20 3,25
S 2,95 3,00
6 2,96 3,00
7 2,70 2,75
8 3,05 3,00
9 2,80 2,75
10 2,78 2,75
Se calculan los términos amortizativos constantes a partir de la expresién
de la equivalencia en el origen y del interés aplicable en el primer periodo:
60.000 = a - a5, oo
a=6944,38 €
2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios.
C, = C, —m, = 60.000 - 21.5'76,23 = 38.423,77 €
donde:
M, =a-1I, =a-C, i =6.944,38 - 60.000-0,0275 = 5.294,38 €
M, =a-1,=a-C i, = 6.944,38 - (60.000 — 5.294,38)-0,03 = 5.303,21 €
M; =a-1I;=a-Cy-i; = 6.944,38 - (60.000 —10.597,59)- 0,03 = 5.462,31 €
M, =a-1, =a—C;-i, = 6.944,38 - (60.000 —16.059,90)-0,0825 = 5.516,33 €
m, = M, + My + M; + M, = 21.576,23 €
3) Capital amortizado hasta el sexto aiio.

mg = m, + My + M, = 21.576,23 +5.791,67 + 5.965,42 = 33.333,32 €

donde:

m, =21.576,23 € .

My =a-I;,=a-C, i =6.944,38 — (60.000 - 21.576,23) - 0,03 = 5.791,67 €
M, =a-I; =a-C; i, = 6.944,38 — (60.000 — 27.367,90) - 0,03 = 5.965,42 €
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4) Cuadro de amortizacién:

CUADRO 3.6. Método de amortizacion mediante términos amortizativos

predeterminados constantes
Coow [T e T & ) My m | G
0 60.000,00
1 0,0275 6.944,38{ 1.650,00] 5.294,38] 5.294,38| 54.705,62
2 0,0300 6.944,38] 1.641,17] 5.303,21] 10.597,60] 49.402,40
3 0,0300 6.944,38] 1.482,07] 5.462,31| 16.059,91] 43.940,09
4 0,0325 6.944,38] 1.428,05|] 5.516,33| 21.576,24] 38.423,76
5 0,0300 6.944,38] 1.152,71] 5.791,67| 27.367,91| 32.632,09
6 . 0,0300 6.944,38 978,96 5.965,42] 33.333,33| 26.666,67
7 0,0275 _6.944,38 733,33] 6.211,05| 39.544,38| 20.455,62
8 0,0300 6.944,38 613,67] 6.330,71] 45.875,09] 14.124,91
9 0,0275 6.944,38 388,43] 6.555,95| 52.431,04] 7.568,96
10 0,0275 1.7717,10 208,15| 7.568,96] 60.000,00 0,00
2.2.2. Préstamos con términos amortizativos postdeterminados

Los préstamos a tipo de interés variable con términos amortizativos postdetermi-
nados son aquellos en los que se conoce la duracién de la operacién desde el inicio y
los términos amortizativos se desconocen a priori, ya que vendran determinados por
la evolucién de los tipos de interés.

Entre los casos mds frecuentes cabe destacar el que presenta cuotas de amorti-
zacién predeterminadas constantes y el que se basa en el recdlculo de los términos
amortizativos con cuotas de amortizacion postdeterminadas.

2.2.2.1. Préstamos con términos amortizativos postderminados y cuotas de amortizacién
predeterminadas constantes

En estos préstamos se fija al inicio de la operacién la cuota de amortizacién cons-
tante que tiene que pagar el prestatario al prestamista. A posteriori, los términos
amortizativos vienen determinados por la evolucién de los tipos de interés.

En primer lugar se calculan las cuotas de amortizacién constantes:
G

o —
=

n

Las cuotas de interés de cada periodo se calculan aplicando los tipos de interés de
dichos periodos:

1, =Gy -4
I, =C, i
=C,_, i

Para calcular el término amortizativo y el capital pendiente en un periodo deter-
minado &, asi como el capital amortizado hasta dicho periodo se pueden utilizar las
expresiones generales de las operaciones financieras de amortizacién de capital:
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a=I+M
CG=C,-my=n-M—-k-M=(n-k)-M
m,=C,—-C,=k-M

. EJERCICIO 3.7.

Datos: ‘
* Nominal del préstamo = G, =60.000 euros.
* Duracién de la operacién = 10 arios.

* Tipo de interés variable: tipo de referencia (Euribor-1 afio) mas un mar-
gen de 0,5 puntos porcentuales y redondeado al octavo de punto porcen-
tual mds préximo. Los tipos de referencia son los siguientes:

Aios | Euribor-1 afio
1 2,73
2,98
2,97
3,20
2,95
2,96
2,70
3,05
2,80
2,78

] CI R[S (VB TS

¢ Las cuotas de amortizacién son constantes.

Cuestiones: o

1) Cilculo del término amortizativo del tercer afo.

2) Capital pendiente transcurridos cuatro afnos.

3) Capital amortizado hasta el sexto aiio.

4) Cuadro de amortizacién.

Solucion:
1) Célculo del término amortizativo del tercer afio.

Se calculan los tipos de interés aplicables en cada periodo:

Ailos | Euribor-1 afio i
1 - 2,73 2,75
2 2,98 3,00
3 2,97 3,00
4 3,20 3,25
5 2,95 3,00
6 2,96 3,00
7 2,70 2,75
8 3,05 3,00
9 2,80 2,75
10 2,78 2,75
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. P Cl
Se calculan las cuotas de amortizacion constantes: C=ay a5, =a,=
=yf;
C, _ 60.000 T
M=—=———=6.000
" 10 C,_ =a =a,=—
Se calcula el término amortizativo del tercer afio: nt = Gy, = agy,
Gy=I;+ M=Cp-5+M=(C)~my) 5+ M= Las cuotas de interés de cada periodo se calculan aplicando los tipos de interés de
=(60.000 —2-6.000)-0,03 + 6.000 = 7.440 € dichos periodos:
2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios. I,=GC, 4
C, =G, —m, = 60.000 —4-6.000 = 36.000 € 1,=C 4
8) Capital amortizado hasta el sextoasio. L e
mg = 6- M = 6-6.000 = 36.000 € n = Conr iy
4) Cuadro d e il Para calcular la cuota de amortizacién y el capital pendiente en un periodo deter-
) Cuadro de amortizacién: minado %, asi como el capital amortizado hasta dicho periodo se pueden utilizar las
CUADRO 8.7. Método de amortizacion mediante términos amortizativos expresiones generales de las operaciones financieras de amortizacién de capital:
postdeterminados y cuotas de amortizacion predeterminadas constantes L M,=a, -1,
| R T L L M [ m | G | : C, =Cy—m,
0 ] ' 60.000,00 3 =C. -C
my =Co =Ly
1 0,0275 7.650,00] 1.650,00| 6.000,00{ 6.000,00| 54.000,00 )
2 0,0300 7.620,00]  1.620,00] 6.000,00| 12.000,00] 48.000,00 ﬂ
3 0,0360 .| 7.440,00| 1.440,00] 6.000,00] 18.000,00| 42.000,00 i o
4 0,0325 736500 1.365,00] 6.000,00] 24.000,00| 36.000,00 i :
5 00300 | 7.080,00] 1.080,00] 6.000,00 30.000,00] 30.000,00 § - EJERCICIO 3.8.
6 0,0300 .6.900,00f " 900,00| 6.000,00] 36.000,00] 24.000,00 Datos:
7 0,0275 6.660,00 660,00{  6.000,00] 42.000,00] 18.000,00 i R . .
8 00300 | 6.540,00] 540,00 6.000,00 48.000,00] 12.000,00 ; i * Nominal del préstamo = G, = 60.000 euros.
9 00275 | 633000 330,00 6.000,00] 54.000,00] 6.000,00 j "~ '« Duracién de la operacién = 10 afios.
10 00275 | _6.16500] _ 16500] _ 6.000,00] 60.000,00 0,00 : R ) SR ) ) ) ) )
_ , : : * Tipo de interés variable: tipo de referencia (Euribor-1 afio) mas un mar-

! gen de 0,5 puntos porcentuales y redondeado al octavo de punto porcen-
‘ tual mas préximo. Los tipos de referencia son los siguientes:

2.2.2.2. Préstamos con términos amortizativos postderminados y cuotas de amortizacion Afios | Euribor-1 aiio
postdeterminadas R , ; g;g
En los préstamos a tipo de interés variable con términos amortizativos y cuotas : X : 3 2,97
de amortizacién postdeterminados se fija al inicio de la operacién la duracién de la i 4 3,20
misma y se desconocen las cuotas de interés y las cuotas de amortizacién y, por tanto, : 5 2,95
los términos amortizativos, que dependen de la evolucién de los tipos de interés. g %f?/g
Los préstamos mads frecuentes dentro de esta modalidad se basan en el recdlculo ; A 8 3,05
de los términos amortizativos en el momento de la revisién de los tipos de interés a ; : 90 3’33

; | :

aplicar. Y, para ello, se utilizan inicamente las expresiones que permiten obtener el . -
capital pendiente al final de un periodo determinado en los métodos de amortizacién ¢ Recilculo de los términos amortizativos en el momento de la revisién del
tradicionales. De esta manera surgen nuevos procedimientos amortizativos en los que . tipo de interés
se supone que el interés a utilizar para el recilculo de los términos amortizativos per- ‘ ’

manece constante hasta el final de la operacién. Cuestiones:

1) Calculo de los términos amortizativos de los dos primeros afios.

En primer lugar se calculan los términos amortizativos:
2) Cuadro de amortizacién.

C, ,-~

wﬂ—lil

CO:al'aT]e,: a =
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Solucion:
1) Cilculo de los términos amortizativos.
Se calculan los tipos de interés aplicables en cada periodo:

Afios | Euribor-1 afio i

1 2,73 2,75
2 2,98 3,00
3 2,97 3,00
4 3,20 3,25
5 2,95 3,00
6 2,96 3,00
7 2,70 2,75
8 3,05 3,00
9 2,80 2,75
10 2,78 2,75

Se calculan los términos amortizativos de los dos primeros afios:
60.000 = g, - @57, 075 = & = 6.944,38 €
M, =a -1, =aq -‘C,, -3, = 6.944,38 - 60.000- 0,0275 = 5.294,38 €
C, = Co — M, = 60.000 — 5.294,38 = 54.705,62 = a, - a5
a, =7.026,05 €
M, =a, — I, = ay - C, i, =7.026,05 - 54.705,62 - 0,03 = 5.384,88 €
G, = Gy —my = 60.000 ~10.679,26 = 49,320,74 = a5 - a5y, s
a, =7.026,05 €
2) Cuadro de amortizacién.
CUADRO 3.8. Método de amortizacion mediante términos amortizativos y cuotas de

amortizacion postdeterminados

n_ o L L M L ome ) G
0 60.000,00
1 0,0275 6.944,38| - 1.650,00] 5.294,38] 5.294,38| 54.705,62
2 0,0300 7.026,05| 1.641,17| 5.384,88] 10.679,27] 49.320,73
3 0,0300 7.026,05] 1.479,62| 5.546,43] 16.225,70] 43.774,30
4 0,0325 7.092,40]  1.422,66| 5.669,74| 21.895,44] 38.104,56
5 0,0300 7.034,01] 1.143,14] 5.890,87] 27.786,31] 32.213,69
6 0,0300 7.034,01 966,41]  6.067,60] 33.853,90| 26.146,10
7 0,0275 6.992,00 719,02 6.272,99| 40.126,89] 19.873,11
8 0,0300 7.025,75 596,19]  6.429,55| 46.556,44] 13.443,56
9 0,0275 7.000,30 369,70 6.630,61] 53.187,05| 6.812,95
10 0,0275 7.000,30 187,36 _ 6.812,95| 60.000,00 0,0

2.3. PRESTAMOS CON TIPO DE INTERES MIXTO

Los préstamos con tipo de interés mixto son los que combinan un plazo a interés

fijo con un plazo a interés variable.

P I aLt TS

v o, 24
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Suponiendo que los k primeros periodos €l tipo de interés es constante y durante
los »—k periodos restantes el tipo de interés es variable, los términos amortizativos

se calculan como:

C,
=0, =0
C=a a,= a
n |i
(términos amortizativos constantes de los % primeros anos).
C
— ,. '= -—_h_—
C,=a e PR
n-k ll‘"‘

(términos amortizativos constantes de los n —k periodos restantes)
Las cuotas de interés de cada periodo se calculan aplicando los tipos de interés de
dichos periodos:

I, =C,-i
I,=C -i
i =Gy 0i

Lin =G, iy
Lo = Cht e

=C,

n n
Para calcular la cuota de amortizacién y el capital pendiente en un periodo deter-
minado %, asi como el capital amortizado hasta dicho periodo se pueden utilizar las
expresiones generales de las operaciones financieras de amortizacién de capital:
M, =a, -1,
G =Cy—m,

-1 'zn

m, =G, —C,

En el Gltimo periodo es necesario efectuar un ajuste en la cuota de amortizacién y,
por tanto, en el término amortizativo para que se amortice totalmente el préstamo de
tal manera que se cumpla C,_, =M, .

. EJERCICIO 3.9.

' Datos:
* Nominal del préstamo = C, = 60.000 euros.
* Duracién de la operacién = 10 aiios.

* Tipo de interés constante del 4% efectivo anual durante los tres primeros
anos y variable durante el resto de los periodos.
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e El tipo de interés variable es el tipo de referencia (Euribor-1 afio) mas

un margen de 0,5 puntos porcentuales y redondeado al octavo de punto
porcentual mds proximo. Los tipos de referencia son los siguientes:

Afios | Euribor-1 afio
4 3,20
5 2,95
6 2,96
7 2,70
8 3,05
9 2,80
10 2,78

Los términos amortizativos son constantes durante el plazo a tipo de inte-
rés constante y durante el plazo a tipo de interés variable. En este iltimo
caso se calculan teniendo en cuenta el interés a aplicar en el cuarto
periodo.

Cuestiones:
1) Calculo de los términos amortizativos correspondientes a los plazos a tipo

de interés constante y a tipo de interés variable.

2) Cuadro de amortizacién.
Solucion:
1) Cilculo de los términos amortizativos.

Aitos | Euribor-1 aiio i
1 4
2 4
3 4
4 3,20 3,25
5 295 3,00
6 2,96 3,00
7 2,70 2,75
8 3,05 3,00
9 2,80 2,75
10 2,78 2,75

Se calculan los términos amortizativos correspondientes al plazo a interés
constante:

60.000 = a- a5y,

a="7.397,46 € (los tres primeros periodos)
M,=a -1, =a ~C,i="7.397,46 —60.000- 0,04 = 4.997,46 €
M, =M, -(1+i)=4.997,46-1,04 = 5.197,36 €

M, = M, -(1+4)=5.197,36-1,04 = 5.405,25 €
60.000 — m, = 60.000 —15.600,07 = 44.399,93 = 4"

€ 10-8 10,0325
a’=7.193,770 (los restantes periodos)

-y

P
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2) Cuadro de amortizacion.

CUADRO 3.9. Préstamo con interés mixto

n i a Ik Mk my Ck

0 60.000,00
1 0,0400 7.397,46 2.400,00 4.997,46] 4.997,46] 55.002,54
2 0,0400 7.397,46] 2.200,10 5.197,35] 10.194,81] 49.805,19
3 0,0400 7.397,46 1.992,21 5.405,25] 15.600,06] 44.399,94
4 0,0325 7.193,77 1.443,00 5.750,77] 21.350,83| 38.649,17
5 0,0300 7.193,77 1.159,48] 6.034,29] 27.385,12| 32.614,88
6 0,0300 7.193,77 978,45 6.215,32] 33.600,45] 26.399,55
7 0,0275 7.193,77 725,99 6.467,78| 40.068,23] 19.931,77
8 0,0300 7.193,77 597,95| 6.595,82] 46.664,04] 13.335,96
9 0,0275 7.193,77 366,74 6.827,03] 53.491,07 6.508,93]
10 0,0275 6.687,92 179,00 6.508,93] 60.000,00 0,00
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TEMA 4

OPERACIONES FINANCIERAS DE AMORTIZACI()N
DE CAPITAL: PRESTAMOS (Y II)

SUMARIO: 1. PRESTAMOS CON CARENCIA. 1.1. Préstamos con carencia total de pagos.
1.1.1. Préstamos con carencia total de pagos: método de amortizacién francés.
1.1.2. Préstamos con carencia total de pagos: método de amortizacién italiano.
1.2. Préstamos con carencia parcial de pagos. 1.2.1. Préstamos con carencia par-
cial de pagos: método de amortizacién francés. 1.2.2. Préstamos con carencia
parcial de pagos: método de amortizacién italiano. 2. RESERVA MATEMA-
TICA O SALDO FINANCIERO. 2.1. Métodos para el cdlculo de la reserva mate-
mdtica. 2.1.1. Método retrospectivo. 2.1.2. Método prospectivo. 2.1.3. Método
recurrente. 2.2. Andlisis dindmico de la reserva matemdtica. 3. CANCELACION
ANTICIPADA DE PRESTAMOS. 3.1. Cancelacidn anticipada total. 3.2. Cancelacion
anticipada parcial. 3.3. Régimen de compensacién por amortizacién anticipada (arts.
7, 8y 9de la Ley 41/2007). 3.4. Reembolso anticipado (art. 23. de la Ley 5/2019).
4. COSTE, RENTABILIDAD Y T. A. E. 4.1. Coste efectivo o real para el prestata-
rio. 4.2. Rentabilidad efectiva o real para el prestamista. 4.3. T. A. E. o tasa anual
equivalente.

1. PRESTAMOS CON CARENCIA

En algunos casos la entidad prestamista ofrece la posibilidad de pactar carencia
total o carencia parcial de pagos (s6lo se abonan cuotas de interés) durante el primer
o los primeros afos de vigencia del préstamo con la finalidad de que el cliente pueda
ahorrar en esos primeros afios. Sin embargo, esta opcién supone un mayor coste real
para el prestatario como consecuencia del aplazamiento del pago correspondiente a
los primeros periodos.

Se analizan los préstamos con carencia que mds se conceden en la actualidad:
método de amortizacién francés y método de amortizacién italiano.

1.1. PRESTAMOS CON CARENCIA TOTAL DE PAGOS

La carencia total de pagos consiste en amortizar el préstamo pactando un periodo
de diferimiento de los pagos, es decir, en el primer o en los primeros afios el prestata-
rio no entregara ninguna cuantia al prestamista.
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Para analizar los préstamos con carencia total de pagos nos centramos en la
expresion de la equivalencia financiera en el origen, del cilculo del capital pen-
diente en un periodo determinado y del capital amortizado hasta un periodo
determinado.

1.1.1. Préstamos con carencia total de pagos: método de amortizacién francés

En este caso, el prestamista entrega al prestatario una cuantia C, al prestatario
y éste se compromete a devolver esta cuantia al prestamista junto con los intereses
que se han generado en la operacién mediante el pago de términos amortizati-
vos constantes, pero pactando carencia total de términos durante los p primeros
periodos.

FIGURA 4.1. Préstamo con carencia total de pagos utilizando el método

de amortizacion francés
Co R a
L ! ! [} ] |
T 1 ([ — 1
o 1 2. P ptl.n n

a) Equivalencia financiera en el origen

Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales segiin el cual
“toda operacién financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de
las sumas de capitales respectivas de la prestacién y de la contraprestacién en base
a una ley financiera previamente establecida”, la equivalencia en el origen de esta
operacién financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran
la prestacién del prestamista con los capitales que integran la contraprestacién del
prestamista, que son las siguientes:

* Prestacion del prestamista: (C,,0)
* Contraprestacién del prestamista:

(0,1),(0,2),...,(0, p),(a, p+1),(a, p + 2),....,(a,n)

Por tanto,
Co = a’a:_;-“ '(l'.'i)-p
donde:

£ : Nimero de periodos con carencia total de pagos.
& Tipo de interés efectivo anual de la operacién.

n: Duracion de la operacién.

C, : Cuantia del préstamo.
b) Capital pendiente al final de un periodo determinado k

Ch:a' n=hli

El capital pendiente al final del periodo p sera:

Cp=Co'(l+i)p=a' perall

b.a b bt - — st an
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c) Capital amortizado hasta un periodo determinado k

FIGURA 4.2. Esquema para el cilculo del capital amortizado hasta un periodo de un
préstamo amortizable por el método francés con carencia total de pagos

f Y N

Co a a a U a
L I Lt { 1 1 1
I ] 1 | — T T 1 |
0 1 2. p Pl k k¥l k2 oo
- _

Co- (1 +i)°

Por tanto:
m, =Cy-(1+i)f -C,
También se puede obtener como:

mk = Mﬁ‘fl + Mp+2 L oL, ) Mk = Mﬁ"'l ' S—k—:ﬂ"

1.1.2. Préstamos con carencia total de pagos: método de amortizacién italiano

En este caso, el prestamista entrega al prestatario una cuantia C, al prestatario y
éste se compromete a devolver esta cuantia al prestamista junto con los intereses que
se han generado en la operacién mediante el pago de cuotas de amortizacién cons-
tantes, pero pactando carencia total de términos durante los p primeros periodos.

FIGURA 4.3. Préstamo con carencia total de pagos utilizando el método
de amortizacion italiano

Co Ay veeenneennns a,
ey f |
| | | | ! |
0o 1 2...... p ptl.o n

a) Equivalencia financiera en el origen

Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales segin el cual
“toda operacién financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de
las sumas de capitales respectivas de la prestacién y de la contraprestacién en base
a una ley financiera previamente establecida”, la equivalencia en el origen de esta
operacion financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran
la prestacién del prestamista con los capitales que integran la contraprestacion del
prestamista, que son las siguientes:

* Prestacién del prestamista: (C,,0)
* Contraprestacién del prestamista:
(0,1),(0,2),....,(0, ), (@15 p+1),(ay 0, p + 2)5....0(a,, 1)

Por tanto:

a a a .
C B e b — a4 i)P
°=[l+i a+iy axiyr | 0¥



170 MARIA DEL CARMEN GONZALEZ VELASCO: ANALISIS DE LAS OPERACIONES...

donde:
p: Nimero de periodos con carencia total de pagos.
& Tipo de interés efectivo anual de la operacion.
n: Duracién de la operacién.
C, : Cuantia del préstamo.
b) Capital pendiente al final de un periodo determinado k.
Previamente se hallan las cuotas de amortizacién constantes:
_Cy-(1+8)f
== P
Se calcula el capital pendiente al final del periodo k:
C,=(n—k)-M

c) Capital amortizado hasta un periodo determinado k

M

FIGURA 4.4. Esquema para el cilculo del capital amortizado hasta un periodo de un
préstamo amortizable por el método italiano con carencia total de pagos

> | . *:w ........ a',‘ alm Biyg ceernrennieniieenns al,,
1 I 1 ) 1 ! I I !
0 1 2. P pleeeeennn. k k+l k+2 s
S e
Co- +i)

Por tanto:

m, =C,-(1+1)’ -C,

También se puede obtener como:
Myt t My = (k- p) M

m,=M,,

EJERCICIO 4.1.

Datos:

* Nominal del préstamo = C, = 60.000 euros.

* Tipo de interés efectivo anual = 4%

* Duracién de la operaci6n = 10 afios.

* Método de amortizacién francés.

* Carencia total de pagos durante los dos primeros afios.
Cuestiones:

1) Cilculo de los términos amortizativos constantes.

2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios.
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3) Capital amortizado hasta el sexto afio.

4) Cuadro de amortizacion.

Solucion:

1) Cilculo de los términos amortizativos constantes:

Para calcular los términos amortizativos constantes aplicamos la expre-
sién de la equivalencia financiera en el origen y obtenemos:

_60.000-(1+0, 04)°
aﬂ 0,04

2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios.

=9.638,86 - a5, ,, = 50.528,22 €

60.000 = a-ag),,, (1+0,04)* =>a =9.638,86 €

Ci=a a50m
3) Capital amortizado hasta el sexto afio.

mg = C, - (1+0,04)* — C; = 60.000-(1+0, 04)* - 9.638,86 - Cg004 = 29.907,95 €
4) Cuadro de amortizacién: |

CUADRO 4.1. Préstamo amortizable por el método de amortizacién francés
con carencia total de pagos

1 g | L b M [ omg |G

: 60.000,00
0,00 0,00 0,00 0,00} . 62.400,00
T 0,00 0,00 0,00 0,00| 64.896,00
i

9.638,86] 2.595,84] 7.043,02] 7.043,02] 57.852,98
9.638,86| 2.314,12| 7.324,74] 14.367,77] 50.528,23
9.638,86] 2.021,13| 7.617,73] 21.985,50| 42.910,50
9.638,86| 1.716,42] 7.922.44| 29.907,94| 34.988,06
9.638,86] 1.399,52| 8.239,34| 38.147,28| 26.748,72
9.638,86| 1.069,95| 8.568,91f 46.716,19] 18.179,81
9.638,86 727,19 8.911,67| 55.627,86] 9.268,14
9.638,86 370,73]  9.268,14] 64.896,00 0,00]

8\ooo~lo~u.x>uw-—o5=r

1.2. PRESTAMOS CON CARENCIA PARCIAL DE PAGOS

La carencia parcial de pagos consiste en amortizar el préstamo entregando en el
primer o en los primeros periodos sélo las cuotas de interés.

Para analizar los préstamos con carencia parcial de pagos nos centramos en la
expresién de la equivalencia financiera en el origen, del cilculo del capital pendiente
en un periodo determinado y del capital amortizado hasta un periodo determinado.

1.2.1. Préstamos con carencia parcial de pagos: método de amortizaciéon francés

En este caso, el prestamista entrega al prestatario una cuantia C, al prestatario y
éste se compromete a devolver esta cuantia al prestamista junto con los intereses que
se han generado en la operacién mediante el pago de términos amortizativos cons-
tantes, pero entregando sélo las cuotas de interés durante los p primeros periodos.
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FIGURA 4.5. Préstamo con carencia parcial de pagos utilizando el método

de amortizacion francés
C L L..L a........ a
| I | | !
| B — I !
0 1 2...... P pHlueiinnnn. n

a) Equivalencia financiera en el origen

Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales segtin el cual
“toda operacion financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de
las sumas de capitales respectivas de la prestacion y de la contraprestacién en base
a una ley financiera previamente establecida”, la equivalencia en el origen de esta
operacion financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran
la prestacién del prestamista con los capitales que integran la contraprestacién del
prestamista, que son las siguientes:

* Prestacién del prestamista: (C,,0)
¢ Contraprestacién del prestamista:
(1,,1),(13,2),...,(1,, p),(a, p+1),(a, p + 2),.....(a,n)
Por tanto:
Co=a-a—,
donde:
£ : Numero de periodos con carencia parcial de pagos.
i Tipo de interés efectivo anual de la operacién.
n: Duracién de la operacién.
C, : Cuantia del préstamo.
b) Capital pendiente al final de un periodo determinado k.
G=aap,
El capital pendiente al final del periodo p sera:
C,=6C
c¢) Capital amortizado hasta un periodo determinado k

FIGURA 4.6. Esquema para el cilculo del capital amortizado hasta un periodo de un
préstamo amortizable por el método francés con carencia parcial de pagos

C, I, ... I. a a a RN a
1 L | | ! I 1 |

I 1 1 - 1 T 1 1

0 I 2 e P pHl o k k+1 k+2 oo I
— -

G,

A AYTs e 2%

gk s

bt 8 T

kﬂ_ [ L P R SRR ISP Y= SRR AR
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Por tanto:

m, =G, —-C,

También se puede obtener como:

m,, = Mp-!-l + Mp+2 L T Mk = Mi""l * S_k‘_ﬁ—li

1.2.2. Préstamos con carencia parcial de pagos: método de amortizacién italiano.

En este caso, el prestamista entrega al prestatario una cuantia C, al prestatario y
éste se compromete a devolver esta cuantia al prestamista junto con los intereses que
se han generado en la operaciéon mediante el pago de cuotas de amortizacién cons-
tantes, pero entregando sélo las cuotas de interés durante los p primeros periodos.

FIGURA 4.7. Préstamo con carencia parcial de pagos utilizando el método de amortizacion

italiano
G L L. ) eeeeenenaas
| i | ] ar ' |an
— | i T
0 1 2. P pHlo.. n

a) Equivalencia financiera en el origen

Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales segin el cual
“toda operacion financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de
las sumas de capitales respectivas de la prestacién y de la contraprestacién en base
a2 una ley financiera previamente establecida”, la equivalencia en el origen de esta
operacién financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran
la prestacién del prestamista con los capitales que integran la contraprestacién del
prestamista, que son las siguientes:

* Prestacion del prestamista: (C,,0)
* Contraprestacién del prestamista:

(11:1),(1«2,2),---,(1,,,P),(a,,ﬂ,l?’Fl),(ap.,g,p+2),....,(an,n)

Por tanto:
a a a
C.o=t P L p—n
°T1+i (A+i) (L+8)"?
donde:

P : Niimero de periodos con carencia parcial de pagos.

i Tipo de interés efectivo anual de la operacién.

n: Duracién de la operacién.

C, : Cuantia del préstamo.

b) Capital pendiente al final de un periodo determinado k.

Previamente se hallan las cuotas de amortizacién constantes:
G

n=p

M=
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Se calcula el capital pendiente al final del periodo k:
C=(n-k)-M
c) Capital amortizado hasta un periodo determinado k

FIGURA 4.8. Esquema para el cdlculo del capital amortizado hasta un periodo de un
préstamo amortizable por el método italiano con carencia parcial de pagos

C‘= {, {2 ...... l], Bpry oo B By :lam .................... j,,
I 1 1 ™ 1 1 1 1
1] 1 2 e P pHl.ne... k k+tl k+2....ccicceivvceeeea

~— _
G

Por tanto:
También se puede obtener como:

m, = M,M’+ Mp’r? +eirret M, = (k- p)- M

EJERCICIO 4.2.

Datos:

* Nominal del préstamo = C, =60.000 euros.

* Tipo de interés efectivo anual = 4%

* Duracién de la opefacién = 10 anos.

¢ Método de amortizacién italiano.

* En los dos primeros afios s6lo se pagan cuotas de interés.

Cuestiones:

1) Cilculo del término amortizativo del tercer afio.

2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios.

3) Capital amortizado hasta el sexto afio.

4) Cuadro de amortizacion.

Solucion:

1) Cilculo del término amortizativo del tercer ano.

Primero se calculan las cuotas de amortizacién constantes:
C, _ 60.000 60.000

M= = =
n-p 10-2 8

=7.500€
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Se calcula el término amortizativo del tercer ano:

ag=I, +M=C,-i+M=60.000-0,04+7.500 =9.900 €

2) Capital pendiente transcurridos cuatro afios.

C,=(10—-4)- M =6-7.500=45.000 €
3) Capital amortizado hasta el sexto afio.
mg=Mg+M, + M;+Mg=4-M=4-7.500=30.000 €

4) Cuadro de amortizacién:

CUADRO 4.2. Préstamo amortizable por el método de amortizacion italiano

con carencia parcial de pagos

; n_ By L M, || m . G
; 0 ‘ 60.000,00
i 1 2.400,00 2.400,00 0,00 0,00 60.000,00
i 2 2.400,00 2.400,00 0,00 . 0,060] 60.000,00
‘ ‘ 3 9.900,00 2.400,00 7.500,00 7.500,00f 52.500,00
: 4 9.600,00} 2.100,00 7.500,00f 15.000,00] 45.000,00
5 9.300,00 1.800,00 7.500,00] 22.500,00] 37.500,00
‘ 6 9.000,00 1.500,00 7.500,00f 30.000,00] 30.000,00
; 7 8.700,00 1.200,00 7.500,00] 37.500,00| 22.500,00
i 8 8.400,00 900,00 7.500,00| 45.000,00] 15.000,00,
| 9 8.100,00 600,00 7.500,00 52.500,00 7.500,00
! 10 7.800,00 300,00 7.500,00{ 60.000,00 0,00

2. RESERVA MATEMATICA O SALDO FINANCIERO

La reserva matemadtica o saldo financiero en un momento determinado ¢es la diferen-
cia entre el valor de los capitales de la prestacién y el valor de los capitales de la contrapres-
tacién en dicho momento, de acuerdo con una ley financiera previamente establecida.

2.1. METODOS PARA EL CALCULO DE LA RESERVA MATEMATICA

Se analizan tres métodos para el cilculo de la reserva matemadtica o saldo finan-
ciero: método retrospectivo, método prospectivo y método recurrente.

2.1.1. Meétodo retrospectivo

El célculo de la reserva matemadtica en un momento determinado ¢ por el método
retrospectivo consiste en hallar la diferencia en dicho instante entre el valor de los
capitales de la prestacion y el valor de los capitales de la contraprestacién anteriores
al momento ¢, es decir, en hallar la diferencia en el momento ¢ entre las obligaciones
satisfechas hasta dicho instante por las dos partes que intervienen en la operacién.

Se trata de un método que tiene en cuenta el pasado de la operacién financiera,
anterior al instante /, en el que se va a calcular la reserva matematica.
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Sea una operacién financiera con:
* Prestacién: (C,,t,),(Cy,),....(C,,t,)

COntraprestacién: (C>4+),(Cy- 1 8y°),..,(C, -,2t,*)
El célculo de la reserva matemitica por el método retrospectivo se calcula como:

R =XC,- Lt,0- Y C;-Lit, )= S, - §,-

st t;-St
donde:
R, : Reserva matematica o saldo financiero en el momento ¢

S, : Suma de los valores de los capitales de la prestacién anteriores al momento ¢y
valorados en dicho momento.

S,”: Suma de los valores de los capitales de la contraprestacién anteriores al
momento ¢y valorados en dicho momento.

t: Momento en el que se va a calcular la reserva matematica o saldo financiero. Se
cumple: t€(t,¢,-].

L(t,;,t): Factor de capitalizacién para capitalizar una cuantia desde ¢ hasta ¢

FIGURA 4.9. Esquema para el cilculo de la reserva matemdtica por el método retrospectivo

—=|

CONTRAPRESTACION S N

PRESTACION CI C2 C3 .................. C'n-l C
]
T
t

o
g L
o = |+
o
—>

La reserva matemdtica puede tomar los siguientes valores:
1) R>0=S§,>5"°

Se trata de un saldo o reserva positiva que indica que el prestamista (entrega los

cgpitales de la prestacién) adopta una posicién acreedora y el prestatario una posi-
cién deudora.

2) R<0=S§<S"°

Se trata de un saldo o reserva negativa que indica que el prestamista (entrega los capita-
les de la prestacién) adopta una posicién deudoray el prestatario una posicién acreedora.

3) R,-:O:}S,:S"

Se trata de un saldo o reserva indi i
nulo, lo cual nos indica que la operacién se en -
tra saldada. a P cuen
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~ EJERCICIO 4.3.
 Cuestion:
‘Sea la operacién financiera constituida por:
* Prestacién: (1.000,1),(1.500,2),(3.000,5)
* Contraprestacién: (500,2),(2.500,3),(2.694,35, 6)
El tipo de interés efectivo anual es el 4%.
Calcular la reserva matemadtica en el instante 4 por el método retrospectivo.
Solucion:

, Se calcula la diferencia entre el valor de los capitales de la prestacién y el valor
* de los capitales de 1a contraprestacién en el momento 4, pero sélo considerando
- los capitales anteriores a dicho momento.

S, =1.000- L(1,4)+1.500- L(2,4) = 1.000-1,04° +1.500-1,04% = 2.747,26 €
§,+= 500+ L(2,4) + 2.500- L(3,4) = 500-1,04% + 2.500-1,04 = 3.140,80 €
R, =S, - S,-=2.74'7,26 — 3.140,80 = 393,54 €

FIGURA 4.10. Esquema para el cdlculo de la reserva matemdtica

por el método retrospectivo
CONTRAPRESTACION |-500 -2.500

} S"
. PRESTACION [ 1.000  1.500 . ’
; : : , —
0 1 2 3 1 5 /
| - } . o

Se trata de una reserva matemadtica negativa ya que el valor de los capitales de

la contraprestacién en el instante 4 es mayor que el valor de los capitales de la

. prestacién en dicho instante, es decir, R, <0 = §,"> §,, lo que indica un saldo a
favor del prestatario que adopta la posicion acreedoray en contra del prestamista
que adopta la posicién deudora. i

]

2.1.2. Método prospectivo

El cdlculo de la reserva matemadtica en un momento determinado ¢ por el método
prospectivo consiste en hallar la diferencia en dicho instante entre el valor de los
capitales de la contraprestacién y el valor de los capitales de la prestacién posteriores
al momento ¢, es decir, en hallar la diferencia en el momento ¢ entre las obligaciones
pendientes de las dos partes que intervienen en la operacién.
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Se trata de un método que tiene en cuenta el futuro de la operacién financiera,
posterior al instante ¢, en el que se va a calcular la reserva matemitica.

Sea una operacién financiera con:
* Prestacién: (C,,¢),(Cy,8),...,(C,,t,)

* Contraprestacién: (C-,4),(Cy,8"),...,(C,,t,")

FIGURA 4.11. Esquema para el cdlculo de la reserva matemdtica por

el método prospectivo
-
J C, Cz' C3' .............. C'n-l' C‘n ’ CONTRAPRESTAC[ON
y
R'x =T‘ _'l-l C] CZ C3 ................... C"n ) C‘n PRESTACION

| - l { i L L 1 1 1 L1
N ! I I LI | |} | I I I 1

%) LT PR T PN N (NN : IO ty Gy 4

El célculo de la reserva matemdtica por el método prospectivo deriva de la apli-
cacién del principio de equivalencia financiera por el cual el valor de los capitales
que integran la prestacién tiene que ser igual al valor de los capitales que integran la
contraprestacion en cualquier instante, conforme a una ley financiera previamente
establecida. Por tanto, aplicando este principio en el instante ¢se cumple:

S.C Lt )+, C - At t) = 3, C,-Lit,, )+, C;~Alt 1) =

4st >t 1;-St t;->t

=Y C, - L(t,t) = X, C;-Lt;-,0) =Y, C;~A(t, ;") = 3. C, - A(t,t,)

st IR 4> 6>t

La parte izquierda de esta iltima ecuacién constituye la reserva matemaitica en el
instante ¢ por el método retrospectivo y la parte derecha por el método prospectivo:

R =Y C,-Alt,t;")~ Y, C; - At,t,)
1>t >t
donde:
L(¢,,¢t): Factor de capitalizacion para capitalizar una cuantia desde ¢ hasta .
A(t,¢;) : Factor de actualizacién para descontar una cuantia desde ¢ hasta .

& Instante en el que se va a calcular la reserva matemadtica o saldo financiero. Se
cumple: t€[t,,¢,7].

T,’= Y C,"A(t,t,")

47>
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7, es la suma de los valores de los capitales de la contraprestacién en el instante ¢,

pero sélo se tienen en cuenta los capitales posteriores a dicho instante.
T,=Y.C-AlL)
>t
T, esla suma de los valores de los capitales de la prestacién en el instante ¢, pero
s6lo se tienen en cuenta los capitales posteriores a dicho instante.
La reserva matematica puede tomar los siguientes valores:

1) R>0=T>T,

Se trata de un saldo o reserva positiva que indica que el prestamista (entrega los
capitales de la prestacién) adopta una posicién acreedora y el prestatario una posi-
cién deudora.

2) R<0=T,<T,

Se trata de un saldo o reserva negativa que indica que el prestamista (entrega los

capitales de la prestacién) adopta una posicién deudora y el prestatario una posicién
acreedora.

'8) R=0=T =T’

Se trata de un saldo o reserva nulo, lo cual nos indica que la operacién se encuen-
tra saldada.

- EJERCICIO 4.4.

., Cuestion:
Sea la operacién financiera constituida por:

¢  Prestacién: (1.000,1),(1.500,2),(3.000,5)

* Contraprestacién: (500,2),(2.500,3),(2.694,35, 6)
El tipo de interés efectivo anual es el 4%.
Calcular la reserva matemitica en el instante 4 por el método prospectivo.
Solucion: ‘
Se calcula la diferencia entre el valor de los capitales de la contraprestacién y

el valor de los capitales de la prestacién en el instante 4, pero sélo considerando
los capitales posteriores a dicho instante.

2.694,95
(1,04)?

T, =3.000- A(4,5)= % =2.884,62 €

t]

" T,’=2.694,95- A(4,6) = =2.491,63 €

R, =T,"-T, =2.491,63 — 2.884,62 = -392,93 €
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FIGURA 4.12. Esquema para el cilculo de la reserva
matemdtica por el método prospectivo

T"

—2.69435 | CONTRAPRESTACION
A PRESTACION
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i
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Se trata de una reserva matemadtica negativa ya que el valor de los capitales de
la contraprestacién en el instante 4 es menor que el valor de los capitales de la

prestacién en dicho instante, es decir, R, <0=T,">T,, lo que indica un saldo a

favor del prestatario que adopta la posicién acreedora y en contra del prestamista
que adopta la posicion deudora.

2.1.3. Método recurrente

El cdlculo de la reserva matemadtica en un momento determinado ¢, posterior a ¢,
consiste en calcular la reserva por el método retrospectivo, pero teniendo en cuenta

la reserva matemitica en el instante £

La reserva matemadtica por el método retrospectivo en el instante ¢“se calcula como:
R.=S8,-S8.=YC  Lt,t")- 2, C Lu t)=

Lst” ¢St

=[Zc, L(t, ) L(t,t)+ Y, C -L(t,.,z')]_

f,st 1<, St°

—[ZCj"L(tj’,t)'L(t,t’)+ > C,-’-L(t,’.t’)]=

¢St t<t;'sSt”

=[ZC,»-L(t,-,t>—Zcf-L(t,--,t)}-L(t,t-H[ 2 G Lt t)= 3, C,--L(tj-,z->]

(%1 t,-St < st t<t; St

R, =R, Lt,t)+ ¥, C,-L(t;,t)~ 3, C;~L(t;’t)

<y S <t S’

T TERAGEET Y

——

N e S T et
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Por tanto, el valor de la reserva en t”por el método recurrente es igual al valor de
la reserva matematica en un instante anterior ¢< t’, valorada en ¢’ mas la diferencia
entre el valor en ¢"de los capitales de la prestacién y de la contraprestacién compren-
didos entre ty t’, valorados también en ¢,

FIGURA 4.13. Esquema para el cdlculo de la reserva matemdtica por
el método recurrente

—
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~ EJERCICIO 4.5.
Cuestion:
Sea la operacién financiera constituida por:
e Prestacién: (1.000,1),(1.500,2),(3.000,5)
* Contraprestacién: (500,2),(2.500,3),(2.694,35, 6)
El tipo de interés efectivo anual es el 4%.

Calcular la reserva matematica en el instante 5 si la reserva en el instante 4 es
. =393,54 euros.

Solucién:

Se calcula la diferencia entre el valor de los capitales de la prestacion y el valor

de los capitales de la contraprestacién en el instante 5, pero sé6lo considerando

* los capitales comprendidos entre los instantes 4 y 5. A esta diferencia se le suma
la reserva del instante 4 capitalizada hasta el instante 5.

R, =R, -1,04+ 3.000 = -393,54 1,04 + 3.000 = 2.590,72 €
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FIGURA 4.14. Esquema para el cdlculo de la reserva matemdtica por
el método recurrente

%
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[R, =R, .(1+i)+3.000|
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Se trata de una reserva matemitica positiva que indica un saldo a favor del

prestamista que adopta la posicién acreedora y en contra del prestatario que
adopta la posicién deudora.

2.2. ANALISIS DINAMICO DE LA RESERVA MATEMATICA.

El analisis dindmico de la reserva matemdtica permite conocer su evolucién a lo
largo de toda la operacién financiera. Por tanto, permite conocer en cada momento
el sentido crediticio de la misma a través de la valoracién financiera de las posiciones
de las partes.

La reserva matemdtica R, varia al variar el instante ¢ dentro del intervalo [t,,t,, ‘]

segun la estructura concreta de la prestacién y de la contraprestacién. En toda opera-
cion financiera la reserva matemitica tomas los valores extremos siguientes:

Para t=¢ = R, =C,. Es decir, en el primer vencimiento de la operacién

la reserva matemitica coincide con el capital correspondiente a dicho
vencimiento.

Para t=¢,"= R, . =0. Es decir, en el iltimo vencimiento de la operacién la
reserva matematica es nula.

<t
Para j

n

}=> R, = 0. Es decir, antes del primer vencimiento y después del

ultimo vencimiento la reserva matemaitica es nula.

Sea una operacién financiera:

Prestacién: (C,,),(C,,1,),(Cy,1),(C,,¢,)
Contraprestacién: (C,+,4+),(C,+,%-),(Cy*,4,+),(C, - t,*)

donde:

L<h' <<t <ty <t'<t <t,’

1
1
|
1
i
J
{
3
1
Al
.*,
!
3
i
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La evolucién de la reserva matemadtica se puede representar graficamente como se
muestra en la figura siguiente.

FIGURA 4.15. Representacion grdfica de la evolucion de la reserva matemdtica
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3. CANCELACION ANTICIPADA DE PRESTAMOS

En algunos casos el prestatario puede optar por cancelar anticipadamente el prés-
tamo debido a varias causas, entre las que podemos destacar la evolucién de los tipos
de interés con tendencia bajista. Sin embargo, normalmente esta cancelacién solia
conllevar un coste para el prestatario que se denominaba “comisién por cancelacién
anticipada” que, en el caso de los préstamos a tipo variable, no podia exceder del 1%
del capital pendiente en el momento de la cancelacién'!, aunque para los préstamos
a tipo fijo se recomendaba que no superase el 4% del capital pendiente, pero esta
limitacién no estaba establecida legalmente.

La cancelacién puede ser de dos tipos:
s Cancelacion total: Cuando se cancela totalmente la deuda en un momento

determinado de tal manera que el prestatario no tiene que hacer frente a mas
pagos a partir de ese momento.

*  Cancelacion parcial: Cuando se cancela parcialmente la deuda en un momento
determinado entregando en dicho momento una cantidad determinada? de
tal manera que el prestatario tiene que hacer frente a mas pagos a partir de ese
momento.

Para cancelar un préstamo en un momento determinado el prestatario debe pagar
el capital o la deuda pendiente en dicho momento, incrementado, en su caso, en las
comisiones por cancelacién anticipada correspondientes.

(1) Tal como se sefiala en el art. 3 de la Ley 2/1994, de 30 de marzo, sobre subrogacion y modi-
ficacion de préstamos hipotecarios, publicada en el BOE niim. 80 de 4 de abril de 1994.

(2) Normalmente en las escrituras de préstamos hipotecarios se solia establecer una li-
mitacién al prestatario para poder efectuar una cancelacién anticipada y que consistia en que
la cantidad a anticipar de forma parcial tenia que ser como minimo igual a un niimero de las
cuotas a pagar periédicamente o no superar un determinado porcentaje del capital pendiente
en el momento de la cancelacién. También era frecuente pactar operaciones con comisiones
por cancelacién parcial nulas.
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3.1. CANCELACION ANTICIPADA TOTAL

El esquema de un préstamo con cancelacién anticipada total se puede observar en
la figura siguiente:

FIGURA 4.16. Cancelacion anticipada total de un préstamo
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donde:

T: Cantidad total a pagar por el prestatario al prestamista en el momento de la
cancelacion total.

C, : Capital pendiente transcurridos k periodos.

h: Comisién por cancelacién anticipada, expresado como porcentaje a aplicar
sobre el capital pendiente.

En el caso del método de amortizacion francés:
T=C,-(1+h)

CUADRO 4.3. Cdlculo del capital pendiente al final de un periodo determinado

TIPO DE PRESTAMO CAPITAL PENDIENTE (Cy)
Préstamo con términos C, =a-a—n,
amortizativos y tipo de interés
constantes

Préstamo con términos
amortizativos variables cn
progresion aritmética y tipo de
interés constante

_d-(n=k)

d
oA =(a“, +-'_-+d-(n—lc))-a — ;

n—k
Préstamo con términos l—( q9 )
amortizativos variables en c
progresion geométrica y tipo de 4
interés constante

Préstamo con cuotas de
amortizacion y tipo de interés
constantes

C = (n—k)-M=(n—k)-%—’-

Todos los préstamos

e A,
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EJERCICIO 4.6.

Datos:
* Nominal del préstamo = G, = 90.000 euros (préstamo formalizado con

. anterioridad a la entrada en vigor de la Ley 41/2007)

* Tipo de interés nominal = 4,5%
* Duracién de la operacién = 15 afios
* Términos amortizativos mensuales constantes.

" e Cancelacién total a los diez aiios.

* Comisién por cancelacién anticipada = 0,25% sobre el capital pendiente.
Cuestion:
.~ ¢Qué cantidad tendra que pagar el prestatario al prestamista para cancelar la
‘ operacmn’
" Solucion:

.., Se calculan los términos amortizativos mensuales constantes utilizando el tipo
i 'de interés efectivo mensual:

Ly _Jun 0,095 hoams
90.000 = a- Gy gy = 3= 688,49 €

Se calcula el capital pendiente a los diez afios (120 meses):

Ciao = 688,49 g 100 = 688,49 ag . =36.930,18 €

~ Por iltdmo se obtiene la cantidad a pagar por el prestatario al prestamista en
* el momento de la cancelacién:

T = Cyyy - (1+ h) = 36.930,18 - (1 + 0,0025) = 40.030,01 €

3.2. CANCELACION ANTICIPADA PARCIAL

El esquema de un préstamo hipotecario con cancelacién parcial se puede observar
en la figura siguiente:

FIGURA 4.17. Cancelacién anticipada parcial de un préstamo
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donde:

R Cantidad a reembolsar por el prestatario al prestamista en el momento de la
cancelacién parcial.

C, : Capital pendiente transcurridos % periodos.

g Comisién por cancelacién anticipada, expresado como porcentaje a aplicar
sobre el capital cancelado parcialmente.

Las opciones mds frecuentes que se pueden presentar son las siguientes:

1) Se entrega la cantidad correspondiente en el momento de la cancelacién par-
cial y se mantiene el plazo de la operacién con la consiguiente reduccién de los
términos amortizativos que deben ser satisfechos a partir de dicho momento.

2) Entregada la cantidad a cuenta en el momento de la cancelacién parcial, se
mantienen los términos amortizativos acortando, como consecuencia, el plazo
de la operacion.

3) Se suspende el pago de los términos amortizativos durante un determinado
niimero de periodos de acuerdo con el importe de la cantidad que se ha apor-
tado para la cancelacion parcial. A partir de estos periodos sin pago se satisfa-
cen el resto de los términos amortizativos previstos. Esta es la opcién menos
frecuente de las tres.

En el caso del método de amortizacién francés:

1) Cdlculo de los nuevos términos amortizativos manteniéndose el plazo de la
operacién:

C,-R:-(1-g)

CG-R-(1-g)=a, 0, =a,=
a—m‘
donde:

a,: Nuevos términos amortizativos a partir del periodo £.
a <a

Término amortizativo inicial.

Duraci6n de la operacién.
: Capital pendiente al final del periodo k.

Cantidad entregada en el momento de la cancelacién parcial.

" IO N A

Comisién por cancelacién anticipada (porcentaje sobre la cantidad
entregada en el momento de la cancelacién parcial R).

2) Cilculo del nuevo plazo restante de la operacién manteniéndose los términos
amortizativos:

C-R:-(1-g)=a-a,

donde:

x. Nuevo plazo restante de la operacién desde el momento de la cancelacién
parcial o final del periodo &.

x<n-k
n: Duracion de la operacion.

C, : Capital pendiente al final del periodo .
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R Cantidad entregada en el momento de la cancelacién parcial.

g Comisién por cancelacién anticipada (porcentaje sobre la cantidad
entregada en el momento de la cancelacién parcial R).

3) Cilculo de los nuevos términos amortizativos manteniéndose el plazo de la
operacién después de la suspensién de los pagos de % periodos después de la

cancelacién parcial:
_[e-r-a-g]-a+i
==l

a, - a
x n—k=h |i
C.-R-(1- = —

donde:

: Nuevos términos amortizativos a partir de & periodos sin pagos a partir del
periodo k.

Duracién de la operacién.
: Capital pendiente al final del periodo k.
Cantidad entregada en el momento de la cancelacién parcial.

Comisién por cancelacién anticipada (porcentaje sobre la cantidad
entregada en el momento de la cancelacidn parcial R).

a

N o 8

. EJERCICIO 4.7.

!

Datos:
* Nominal del préstamo = C, = 90.000 euros (préstamo formalizado con
anterioridad a la entrada en vigor de la Ley 41/2007)

» Tipo de interés nominal = 4,5%

¢ Duracién de la operacién = 15 afios.

» Términos amortizativos mensuales constantes.

e Cancelacién parcial de 6.000 euros a los diez afios.

e Comisién por cancelacién anticipada = 1,5% sobre el capital pendiente.

Cuestiones:

1) Calcular los nuevos términos amortizativos a partir de la cancelacién si se
mantiene el plazo de la operacién inicial.

2) Calcular el plazo restante de la operacién si sigue pagando los términos .
amortizativos iniciales.

3) Calcular los nuevos términos amortizativos si suspende los pagos dos aiios
después de la cancelacién.

Solucion:

1) Cilculo de los nuevos términos amortizativos a partir de la cancelacién si
se mantiene el plazo de la operacién inicial.

Se calculan los términos amortizativos mensuales constantes utilizando el tipo

de interés efectivo mensual:
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0,045
iy =20 0085 _  ogrs
12 12

90.000=a- Bigm)o.008m = 3= 688,49 €
Se calcula el capital pendiente a los diez afios (120 meses):

Cioo = 688,49 a0 0s7s = 688,49 iy . 0gsrs = 36.930,18 €
Por 1ltimo se obtiene la cuantia de los nuevos términos amortizativos a partir
de la cancelacién:
G —R-(1-g)=gq, * 4 5570,0097
36.930,18 - 6.000-(1-0,015) = a, * 65,4575
a, =578,31€ <a=688,49€

2) Cilculo del plazo restante de la operacién si sigue pagando los términos
amortizativos iniciales.

Ciz "R'(l"g)=“‘“?|o.oos75
36.930,18 - 6.000- (1 - 0,0025) = 688,49 - 10,0075
x =49 meses < n — k = 60 meses

3) Cilculo de los nuevos términos amortizativos si suspende los pagos dos
afios después de la cancelacién.

a, - n-k=4 |0,
Cizo -R.(1-g)=_____m:°"3’5

@, Oigoze-ziloooss % " 55)0,00875
36.930,18 - 6.000- (1 - 0,0025) = =
0-( 28)= = 1+0,00875) ~ (1+0,00375)"

a, =1.007,04 €

3.3. REGIMEN DE COMPENSACION POR AMORTIZACION ANTICIPADA
(ARTS. 7, 8Y 9 DE LA LEY 41/2007)

La Ley 41/2007, de 7 de diciembre, por la que se modifica la Ley 2/1981, de 25 de marzo, de
Regulacion del Mercado Hipotecario y otras normas del sistema hipotecario y financiero, de regu-
lacion de las hipotecas inversas y el seguro de dependencia y por la que se establece determinada
norma tributaria, regula el régimen de compensacién por amortizacién anticipada
(arts. 7a 9, ambos inclusive), que sustituye al anterior de comisién para los préstamos
hipotecarios concertados a partir de la entrada en vigor de esta Ley, de modo que en
ningun contrato podra cobrarse por ambos conceptos. En primer lugar, cambia la
denominacién de la comisién por amortizacién anticipada por la de compensacién
al ser esta mas acorde con su naturaleza. En segundo lugar, se divide esta compensa-
cién por amortizacién anticipada entre la compensacién que se hace a la entidad por
desistir de un contrato y generarle una pérdida por los costes de origen del préstamo,
y la compensacién por el riesgo de tipo de interés de la entidad cuando se amortiza
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anticipadamente en coyunturas de bajadas en los tipos de interés. Se introducen dos
elementos para que esta segunda compensacién guarde relacién con la pérdida eco-
ndémica real para la entidad. El primero es el establecimiento de una base de cilculo
que refleje de manera mas precisa la exposicion al riesgo de la entidad. El segundo es
la prohibicién del cobro de la compensacién en aquellos casos en que la amortizacién
genera una ganancia de capital para la entidad prestataria, no teniendo por tanto una
motivacién econémica.

En las cancelaciones subrogatorias y no subrogatorias, totales o parciales, que se
produzcan en los créditos o préstamos hipotecarios®, la cantidad a percibir por la
entidad acreedora en concepto de compensacién por desistimiento no podra ser
superior:

a) al 0,5 por ciento del capital amortizado anticipadamente cuando la amorti-
zacién anticipada se produzca dentro de los cinco primeros afos de vida del
crédito o préstamo, o

b) al 0,25 por ciento del capital amortizado anticipadamente cuando la amor-
tizacién anticipada se produzca en un momento posterior al indicado en el
numero anterior.

Si se hubiese pactado una compensacién por desistimiento igual o inferior a la
indicada en el apartado anterior, la compensacién a percibir por la entidad acreedora
serd la pactada.

3.4. REEMBOLSO ANTICIPADO (ART. 23 DE LA LEY 5/2019)

La Ley 5/2019, de 15 de marzo, reguladora de los contratos de crédito inmobiliario establece,
como novedad, el derecho del prestatario a reembolsar, con caricter general, todo o
parte del préstamo sin tener que soportar comisiones o compensaciones para el pres-
tamista. Unicamente se satisfard al prestamista la pérdida financiera de éste cuando el
reembolso se produzca en los primeros afios de vigencia del contrato (difieren entre
los contratos a tipo variable y los contratos a tipo fijo), y siempre que esa pérdida no
supere aplicando unos porcentajes méaximos previstos legalmente (art. 23).

En los contratos de préstamo a tipo de interés variable, o en aquellos tramos varia-
bles de cualquier otro préstamo, las partes podran establecer contractualmente una
compensacién o comisién a favor del prestamista para alguno de los dos siguientes
supuestos que serdn excluyentes entre si: a) en caso de reembolso o amortizacién
anticipada total o parcial del préstamo durante los 5 primeros afos de vigencia del
contrato de préstamo, se podrd establecer una compensacion o comisién a favor del
prestamista que no podra exceder del importe de la pérdida financiera que pudiera
sufrir el prestamista, con el limite del 0,15 por ciento del capital reembolsado anti-
cipadamente; o b) en caso de reembolso o amortizacién anticipada total o parcial

(3) Seguin el art. 7 de la Ley 41/2007 esta compensacién por desistimiento serd de apli-
cacién a los contratos de crédito o préstamo hipotecario formalizados con posterioridad a la
entrada en vigor de esta Ley y aunque no conste en los mismos la posibilidad de amortizacion
anticipada, cuando concurra alguna de las siguientes circunstancias: a) que se trate de un prés-
tamo o crédito hipotecario y la hipoteca recaiga sobre una v1v1end'a y el prestatario sea persona
fisica, b) que el prestatario sea persona juridica y tribute por el régimen fiscal de empresas de
reducida dimensién en el Impuesto sobre Sociedades, ) en dichos contratos de crédito o prés-
tamo hipotecario no podrd cobrarse comisién por amortizacién anticipada total o parcial. En
cualquier caso, la entidad estard obligada a expedir la documentacién bancaria que acredite el
pago del préstamo sin cobrar ninguna comision por ello.
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del préstamo durante los 3 primeros anos de vigencia del contrato de préstamo, se
podri establecer una compensacién o comisién a favor del prestamista que no podra
exceder del importe de la pérdida financiera que pudiera sufrir el prestamista, con el
limite del 0,25 por ciento del capital reembolsado anticipadamente (art. 23).

En caso de novacién del tipo de interés aplicable o de subrogacién de un tercero
en los derechos del acreedor, siempre que en ambos casos suponga la aplicacién
durante el resto de vigencia del contrato de un tipo de interés fijo en sustituciéon de
otro variable, la compensacién o comisién por reembolso o amortizacion anticipada
no podra superar la pérdida financiera que pudiera sufrir el prestamista, con el limite
del 0,15 por ciento del capital reembolsado anticipadamente, durante los 3 prime-
ros anos de vigencia del contrato de préstamo. Transcurridos los 3 primeros arfios de
vigencia del contrato de préstamo el prestamista no podra exigir compensacién o
comisién alguna en caso de novacién del tipo de interés aplicable o de subrogacién
de acreedor en los que se pacte la aplicacién, en adelante y para el resto de la vida del
préstamo, de un tipo de interés fijo (art. 23).

En los contratos de préstamo a tipo de interés fijo o en aquellos tramos fijos de
cualquier otro préstamo, podra establecerse contractualmente una compensacién o
comisién a favor del prestamista que tendra los siguientes limites: a) en caso de reem-
bolso o amortizacién anticipada total o parcial del préstamo durante los 10 primeros
afos de vigencia del contrato de préstamo o desde el dia que resulta aplicable el tipo
fijo, se podra establecer una compensacién o comisién a favor del prestamista que no
podra exceder del importe de la pérdida financiera que pudiera sufrir el prestamista,
con el limite del 2 por ciento del capital reembolsado anticipadamente; y b) en caso
de reembolso o0 amortizacién anticipada total o parcial del préstamo desde el fin del
periodo sefialado en la letra a) hasta el final de la vida del préstamo, se podra estable-
cer una compensacién o comision a favor del prestamista que no podra exceder del
importe de la pérdida financiera que pudiera sufrir el prestamista, de conformidad
con la forma de cdlculo prevista en el apartado siguiente, con el limite del 1,5 por
ciento del capital reembolsado anticipadamente (art. 23).

La pérdida financiera sufrida por el prestamista se calculard, proporcionalmente
al capital reembolsado, por diferencia negativa entre el capital pendiente en el
momento del reembolso anticipado y el valor presente de mercado del préstamo. El
valor presente de mercado del préstamo se calculard como la suma del valor actual de
las cuotas pendientes de pago hasta la siguiente revision del tipo de interés y del valor
actual del capital pendiente que quedaria en el momento de la revisién de no produ-
cirse la cancelacién anticipada. El tipo de interés de actualizacion serd el de mercado
aplicable al plazo restante hasta la siguiente revision.

El valor de mercado se calculard, considerando como tipos de interés de referen-
cia, los tipos Interest Rate Swap (IRS) a los plazos de 2, 3, 4, 5, 7, 10, 15, 20 y 30 afios que
publicard el Banco de Espana y a los que se afiadird un diferencial. Este diferencial se
fijara como la diferencia existente, en el momento de contratacién de la operacién,
entre el tipo de interés de la operacién y el IRS al plazo que mds se aproxime, en ese
momento, hasta la siguiente fecha de revisién del tipo de interés o hasta la fecha de
su vencimiento®.

(4) Véase, al respecto, el art. 2.10 de la Orden ECE/482/2019, de 26 de abril, por la que se
modifican la Orden EHA/1718/2010, de 11 de junio, de regulacion y control de la publicidad de los ser-
vicios y productos bancarios, ¥ la Orden EHA/2899/2011, de 28 de octubre, de transparencia y proteccion
del cliente de servicios bancarios.
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EJERCICIO 4.8.
Datos:
¢ Nominal del préstamo = C;, = 300.000 euros
¢ Tipo de interés nominal = 2,4%
* Duracién de la operacién = 30 aiios.
¢ Términos amortizativos mensuales constantes.
¢ IRS a 30 anos =1% (en el momento de la contratacién)
e IRS a 10 afios = 0,75% (en el momento de la amortizacién total)
Cuestion:
Calcular la pérdida financiera y la compensacién por riesgo de tipo de interés
a abonar por el prestatario al prestamista en los dos casos siguientes:

a) si amortiza anticipadamente el préstamo transcurridos 22 afios.

b) si amortiza anticipadamente 100.000 euros transcurridos 22 afios.

Solucion:

a) Cilculo de la pérdida financiera y de la compensacién por riesgo de tipo
de interés si se cancela totalmente el préstamo transcurridos 22 afios.

Se calculan los términos amortizativos mensuales constantes a partir de equiva-

! lencia financiera en el origen con el tipo de interés efectivo mensual:

J(lg) 0,024
=Jun 0,922 _ 4 4000
259 T 12 2

n =30afios =360 meses
300.000=a- 5000 = 3= 1.169,82 €

Se calcula el capital pendiente transcurridos 22 afios (264 meses):
Cass =1.169,82 - G501 0020 = 1.169,82 - @g510,.0000 = 102.087,19 €

Se calcula el tipo de interés de mercado para calcular el valor de mercado
transcurridos 264 meses:

Diferencial = Tipo del préstamo — IRS (momento de la contratacién) =
= 0,024-0,01 = 0,014

Tipo de interés de mercado = IRS (momento de la amortizacién) +

+ Diferencial = 0,0075 + 0,014 = 0,0215 (tipo nominal) '

Tipo de interés de mercado (tipo efectivo mensual) = 0, 0225

=0,0019
Se calcula el valor de mercado transcurridos 294 meses: |
Vaos =1.169,82 -t one = 1:169,82- a5y, 4o =102.567,24 €

Se calcula la pérdida financiera para el prestamista:
Pérdida =Cyg, — Vi, =102.087,19 —102.567,24 = —480,05 &
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Se calcula la compensacién por riesgo de tipo de interés a abonar por el pres-
tatario al prestamista:

Limite a abonar = 0,015 - 102.087,19 = 1.531,31 € (el porcentaje a aplicar para
calcular el limite es el 1,5% de la cantidad amortizada anticipadamente ya que
la amortizacién anticipada es al final del afio 22, es decir, posterior al afio 10).

Compensacién por riesgo de tipo de interés = 480,05 € por no superar el limite.

b) Cilculo-de la pérdida financiera y de la compensacién por riesgo de tipo
de interés si se cancela parcialmente el préstamo transcurridos 22 afios.

Se calculan los términos amortizativos mensuales constantes a partir de equiva-
lencia financiera en el origen con el tipo de interés efectivo mensual:

iy = Jag - 0,024 =0,0020

n =30 anios =360 meses
300.000 =8 Gggrioo0m = 4= 1.169,82 €

Se calcula el capital pendiente transcurridos 22 afios (264 meses):

Copy =1.169,82 aggrseny opng = 1.169,82 - 5y, 500 =102.087,19 €

Se calcula el tipo de interés de mercado para calcular el valor de mercado
transcurridos 264 meses:

Diferencial = Tipo del préstamo — IRS (momento de la contratacién) =

=0,024-0,01 = 0,014

Tipo de interés de mercado = IRS (mmomento de la amortizacién) +

+ Diferencial = 0,0075 + 0,014 = 0,0215 (tipo nominal)
0,0225

12

Tipo de interés de mercado (tipo efectivo mensual) = =0,0019

Se calcula el valor de mercado transcurridos 294 meses:
Veos = 1'1'69’82'“3—6072?410.0019 = 1.169,82-:1,9?]0,0019 =102.567,24 €

Se calcula la pérdida financiera para el prestamista:
Perdida =Co, - Ve, =102.087,19 -102.567,24 = ~480,05 €

Se calcula el porcentaje que representa la cuantia amortizada anticipadamente
sobre el capital pendiente antes de la cancelacién parcial:
100.000

102.087,19
Se calcula la pérdida financiera proporcional para el prestamista:
Pérdida proporcional = 0,9796 480,05 = 470,26 €

Limite a abonar = 0,015 - 100.000 = 15.000 € (el porcentaje a aplicar para
calcular el limite es el 1,6% de la cantidad amortizada anticipadamente ya que
la amortizacién anticipada es al final del afio 22, es decir, posterior al afio 10).

=0,9796 = 97,96%

Compensacién por riesgo de tipo de interés = 470,26 € por no superar el limite.
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" EJERCICIO 4.9.
‘ Datos:
* Nominal del préstamo mixto = C, = 300.000 euros
* Duracién de la operacién = 30 afios.
* Tipo de interés nominal = 2,4% (los 10 primeros aiios)
¢ Tipo de interés nominal = EURIBOR + 0,50% (los aiios restantes)
* Términos amortizativos mensuales constantes.
¢ IRS a 30 aiios = 1% (en el momento de la contratacion)
e IRSa2anos=0,25% (en el momento de la amortizacién total)
Cuestion: » ‘
. Calcular la pérdida financiera y la compensacién por riesgo de tipo de interés

” a abonar por el prestatario al prestamista si amortiza anticipadamente el prés-
: tamo transcurridos 8 afios.

Solucion:

Se calculan los términos amortizativos mensuales constantes a partir de la
equivalencia financiera en el origen con el tipo de interés efectivo mensual de
los 10 primeros afios del préstamos:

. J(]Z) 0’024
=Jan 5822 _ 4 65090
259 T 19 2

n =30 afios = 360 meses
300.000=a- G000 = &= 1.169,82 €

Se calcula el capital pendiente transcurridos 8 afios (96 meses):

Co =1.169,82 Gz 00 = 1.169,82 @y, 000 = 289.757,87 €

Se calcula el tipo de interés de mercado para calcular el valor de mercado
transcurridos 96 meses:

Diferencial = Tipo del préstamo — IRS (momento de la contratacién) =

= 0,024 - 0,01 = 0,014

Tipo de interés de mercado = IRS (momento de la amortizacién) + Diferencial =
= 0,0025 + 0,014 = 0,0165 (tipo nominal)

0,0165 0,0014

Tipo de interés de mercado (tipo efectivo mensual) =

Se calcula el valor de mercado transcurridos 96 meses como la suma del capital

+ .pendiente de amortizar de la parte fija y el valor actualizado del capital pendiente

de amortizar al final de la parte fija en el caso de no producirse la amortizacién
anticipada:

Ciao =1.169,82 gz 10 =1.169,82- @y 01 = 225.290,02 €
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. 225.290,02
VQG = 1.169,82 . am-_gs|0'0014 + (l + 0, 0014)120-95 =
225.290,02
94] 0,0014 + 1+0, 0014)24

Se calcula la pérdida financiera para el prestamista:

Pérdida = Cy — Vy; =239.757,87 —245.441,41 = -5.683,54€

Se calcula la compensacién por riesgo de tipo de interés a abonar por el pres-
tatario al prestamista:

Limite a abonar = 0,02 - 239.757,87 = 4.795,15 € (el porcentaje a aplicar para
calcular el limite es el 2% de la cantidad amortizada anticipadamente ya que la
amortizacién anticipada es al final del afio 8, es decir, anterior al afio 10).

Compensacién por riesgo de tipo de interés = 4.795,15 € ya que se aplica el
limite porque la pérdida financiera es mayor.

=1.169,82- =245.441,41 €

4. COSTE, RENTABILIDAD YT. A. E

Para hallar el coste efectivo o real, la rentabilidad efectiva o real yla T. A. E. de una
operacién financiera es necesario utilizar las caracteristicas comerciales que alteran
la prestacién o la contraprestacién de cualquiera de las partes que intervienen en la
operacién.

En un préstamo se pueden pactar, por un lado, caracteristicas comerciales unilaterales
que consituyen todos aquellos pagos o cobros que afectan inicamente a una de las
partes que interviene en la operacion. Cabe citar, entre otros: los gastos de tasacién,
los honorarios registrables y notariales, los gastos de gestoria y los impuestos.

Y, por otro lado, caracteristicas comerciales bilaterales constituidas por todos aquellos
pagos que afectan a ambas partes. Cabe citar, entre otros: la comisién de apertura, la
comisién por cancelacién anticipada y otros gastos bancarios.

4.1. COSTE EFECTIVO O REAL PARA EL PRESTATARIO

Se define el coste efectivo o real para el prestatario como aquella tasa porcentual
anual pagadera a término vencido equivalente que iguala en cualquier fecha los efec-
tivos recibidos y entregados por el prestatario a lo largo de la operacién.

Por tanto, se define el coste efectivo o real para el prestatario, i, como la tasa anual
porcentual equivalente pagadera a término vencido, que iguala la prestacién real del
prestatario (lo que recibe realmente) con la contraprestacién real del prestatario (lo
que entrega realmente), teniendo en cuenta todas las caracteristicas comerciales que
afectan al prestatario en relacién con la operacién, tanto las unilaterales como las
bilaterales, es decir:

° Prestacién real del prestatario: (C, —G},0)
° Contraprestacion real del prestatario:

[(@+g.1).(a +g,,2),....(a, + g, + G| ,m)]

PR
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donde:
C, : Cuantia o principal del préstamo.
G;, : Gastos iniciales a cargo del prestatario.
a, : Término amortizativo del periodo k (k=1, 2, ..., n).
g, Gastos periédicos a cargo del prestatario en el periodo k (k=1, 2, ..., n).

G,{ : Gastos en el momento de la cancelacién a cargo del prestatario.

Por tanto:

s
-G -atl ate ,  GYE&TC
0 1+4,  (1+3,)* A +i)™*
i, =(1+4) -1
donde k es el niimero de veces que el afio contiene al periodo elegido (meses,
semestres, etc.).

En el método de amortizacién francés y suponiendo gastos periédicos constantes g:
G
C,-G,=(a+g)a +——
0 P ( g _n»_lﬂ:, (1 + 1, )n k
i, =(1+i,)" -1

FIGURA 4.18. Coste efectivo o real para el prestatario.

Caracteristicas comerciales
unilaterales y bilaterales
que afectan al prestatario

Contraprestacion rcal
del prestatario

Prestacion real
del prestatario

Coste efectivo o real
para el prestatario

4.2, RENTABILIDAD EFECTIVA O REAL PARA EL PRESTAMISTA

Se define la rentabilidad efectiva o real para el prestamista como aquella tasa por-
centual anual pagadera a término vencido equivalente que iguala en cualquier fecha
los efectivos recibidos y entregados por el prestamista a lo largo de la operacién.

Por tanto, se define la rentabilidad efectiva o real para el prestamista, i, como la tasa
anual porcentual equivalente pagadera a término vencido, que iguala la prestacién
real del prestamista (lo que entrega realmente) con la contraprestacién real del pres-
tamista (lo que recibe realmente), teniendo en cuenta todas las caracteristicas comer-
ciales que afectan al prestamista en relaciéon con la operacién, tanto las unilaterales
como las bilaterales, es decir:
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* Prestacién real del prestamista: (C, + G/,0)
* Contraprestacion real del prestamista:
[(@ - g D.(a ~ £2,2), - (a, — g, = Gf,m)]
donde:
G, : Cuantia o principal del préstamo.
G, : Gastos iniciales a cargo del prestamista.
a, : Término amortizativo del periodo % (k=1,2, ..., n).
g, : Gastos peri6dicos a cargo del prestamista en el periodo &k (k=1, 2, ..., n).
G/ : Gastos en el momento de la cancelacién a cargo del prestamista.
Por tanto:
C+G =48, B8 6-8 -G
o144 (A+4) 1+

i, =(1+i) -1

donde £ es el niimero de veces que el afno contiene al periodo elegido (meses,
semestres, etc.).

En el método de amortizacién francés y suponiendo gastos periédicos constantes g

i Gaj
Co+G, =(a—g) app, Tariyt
i, =(1+4) -1

FIGURA 4.19. Rentabilidad efectiva o real para el prestamista

Caractcristicas comerciales
unilaterales y bilaterales
que afectan al prestamista

Prestacion real
del prestamista

Contraprestacion real
del prestamista

Rentabilidad efectiva o real
para el prestamista

4.3. T A.E. O TASA ANUAL EQUIVALENTE

Se define las tasa anual equivalente (TAE) como aquella tasa porcentual anual
pagadera a término vencido equivalente, que expresa la equivalencia anual entre la
suma de los valores actualizados de las disposiciones de crédito y la suma de los valores
actualizados de los importes de los reembolsos y pagos de gastos®.

(?) \_léase, al respecto, el Anexo Il de 1a Ley 5/2019, de 15 de marzo, reguladora de los contratos
de crédito inmobiliario. Segtin el art. 4 de esta Ley la TAE “es el coste total del préstamo para el
prestatario, expresado como porcentaje anual del importe total del préstamo concedido, mas

!
|
11_
|
s
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La equivalencia financiera que permite obtener la TAE, segiin la normativa vigente
S€ expresa como:

3.C, A+ TaE)™ = ¥ D, - (1+ TaE)™

k=l I=1

donde:

C,: es el importe de la disposicién niimero k.

D, es el importe del reembolso o pago de gastos niimero /.

k: es el niimero de orden de cada una de las disposiciones de fondos.
l: es el nimero de orden de cada uno de los reembolsos o pagos.

m: es el nimero de orden de lailtima disposicién.

m”: es el nimero de orden del iltimo reembolso o pago de gastos.

¢, es el intervalo de tiempo, expresado en afos y fracciones de afio, entre la fecha
de la primera operacién de disposicion de fondos y la fecha de cada una de las
disposiciones siguientes.

s; es el intervalo de tiempo, expresado en anos y fracciones de aiio, entre la fecha
de la primera disposicién y la fecha de cada reembolso o pago.

Sin embargo, la TAE no proporciona el coste efectivo o real para el prestatario ya
que para su cdlculo sélo se tienen en cuenta las caracteristicas comerciales bilaterales
que intervienen en la operacion.

Seguin la Ley 5/2019, para calcular la TAE de un préstamo hipotecario se tendra en
cuenta el tipo de interés nominal (TIN) de la operacién y los gastos obligatorios que
supongan un coste directo para el prestatario de la operacion. Se pueden distinguir
dos tipos de gastos obligatorios en un préstamos hipotecario:

* Gastos de constitucién de la hipoteca (comisién de apertura y gastos de tasa-
cién de la vivienda). El resto de gastos de constitucién los asumiri la entidad
financiera desde la Ley 5/2019 (gastos de gestoria, registro, notariao, impuesto
sobre transmisiones patrimoniales y actos juridicos documentados y copia de
escritura si la solicita).

*  Gastos periédicos (cuotas de los productos vinculados como los seguros o los
costes de mantenimiento de una cuenta bancaria que tal vez se deba abrir para
domiciliar la némina en la entidad financiera).

Los gastos opcionales no se incluirian para el cilculo de la TAE. Por ejemplo: las
comisiones por subrogacién y/o novacién, las compensaciones por riesgo de tipo de
interés.

Por tanto, se define la tasa anual equivalente (TAE) de un préstamo hipotecario
como la tasa anual porcentual equivalente pagadera a término vencido, que iguala la
prestacion real del prestatario (lo que recibe realmente) con la contraprestacién real
del prestatario (lo que entrega realmente), teniendo en cuenta la normativa vigente.
Por tanto, es la tasa anual equivalente que que iguala, en cualquier fecha, el valor
actual de los efectivos entregados y recibidos a lo largo de la operacién.

* Prestacién real del prestatario: (C, — G,,0)

los costes aparejados, si ha lugar, y que corresponde, sobre una base anual, al valor actual de
todos los compromisos futuros o existentes, tales como disposiciones de fondos, reembolsos y
gastos, convenidos por el prestamista y el prestatario”.



198 MARIA DEL CARMEN GONZALEZ VELASCO: ANALISIS DE LAS OPERACIONES...

¢ Contraprestacién real del prestatario: I:(aI +g,,1),(a, + £,,2),...,(a, + g, )]
donde:
C, : Cuantia o principal del préstamo.

G, : Gastos iniciales a cargo del prestatario (comisién de apertura y gastos de
tasacion).

a, : Término amortizativo del periodo k (k= 1,2, ..., n).

g, Gastos periédicos a cargo del prestatario en el periodo k (k=1,2, ..., n) (cuo-
tas de seguros obligatorios, etc.).

Por tanto:
. + +
CO—G;,=a‘ b 5 ,g22+...+ a"fg'fk
1+, (A+4) 1+3)

TAE=(1+3) -1

donde % hace referencia a la frecuencia de capitalizacion de los intereses dentro de
un ano (2 para frecuencia mensual, 4 para frecuencia trimestral, etc.).

En el método de amortizacién francés y suponiendo gastos periédicos constantes g:
C -G, =(a+g)amp,
T.AE.=(1+4) -1

FIGURA 4.20. Tasa Anual Equivalente (T. A. E.)

Caractcristicas comerciales
segun la normativa vigente

Prestacién real Contraprestacion real
del prestatario | IEE—_—_— del prestatario

Para el caso de las operaciones a tipo de interés variable®:

° la TAE Variable se calculara bajo el supuesto teérico de que el tipo de referen-
cia inicial permanece constante, durante toda la vida de la operacién, en el
ultimo nivel conocido en el momento de celebracién del contrato, y, si se pac-
tara un tipo de interés fijo para cierto periodo inicial, este se tendrd en cuenta
en el cilculo, pero tinicamente durante dicho periodo inicial. En estos casos,
la tasa anual equivalente solo tendri efectos informativos, y se hard seguir de
la expresion “esta TAE Variable se ha calculado bajo la hipétesis de que los

(6) Véase, al respecto, la norma decimotercera de la Circular 5/2012, de 27 de junio, del Ban-

co de Espania, a entidades de crédito y proveedores de servicios de pago, sobre transparencia de los servicios
bancarios y responsabilidad en la concesion de préstamos.
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indices de referencia no varian; por tanto, esta TAE Variable variara con las
revisiones del tipo de interés”.

* Cuando se trate de una operacién a tipo de interés variable en la que se esta-
blezcan limites a su variacién, dichos limites deberdn tenerse en cuenta para
el cilculo de la tasa anual equivalente.

* En las operaciones a tipo de interés variable, las modificaciones que experi-
menten los indices de referencia no se reflejardn en el coste efectivo rema-
nente hasta que no afecten al tipo nominal de la operacién. La indicacién del
coste efectivo se acompanari de la expresién “variard con las revisiones del
tipo de interés”.

En la Circular 5/2012, se indica que en los documentos de liquidaciéon debe faci-
litarse periédicamente a los clientes el coste efectivo remanente (CER), que se calculard
teniendo en cuenta exclusivamente el plazo pendiente hasta el vencimiento o amor-
tizacién y los conceptos de coste que resten por pagar si la operacién sigue su curso
normal.

En la definicién de la TAE debemos reflejar una serie de objeciones:

e En la préctica, la TAE se puede identificar con el coste efectivo o real para el
prestatario si se incluyesen para su célculo todas las caracteristicas comerciales
que afectan al prestatario. En caso contrario, 1a TAE seria inferior al coste efec-
tivo o real para el prestatario.

* Esta definicién es correcta s6lo bajo la hipétesis de reinversién de los térmi-
nos amortizativos a la TAE, ya que se utiliza la capitalizacién compuesta. Sin
embargo, esto no se corresponde con la realidad ya que no se tiene en cuenta
el comportamiento de los tipos de interés en el mercado.

¢ La TAE no es significativa en los préstamos a tipo de interés variable ya que
se presupone que el tipo de interés inicial permanece constante, lo cual no es
cierto.

e La TAE exige resolver una ecuacién de grado n que, en el caso de prestacién
tinica y contraprestacién muiltiple, se puede resolver utilizando las funcio-
nes financieras de las calculadoras financieras y de las hojas de célculo. Pero
cuando la prestacién es miiltiple y el prestatario acuda a la refinanciacién pue-
den aparecer inversiones no simples o con términos amortizativos de distintos
signos, el cdlculo es mas complejo. Cabe recordar aqui que la TAE se asimila
a la tasa interna de retorno (TIR) en la valoracién y seleccién proyectos de
inversién.

e LaTAE permite comparar y facilitar la seleccién entre diferentes présta-
mos ya que permite cuantificar las diferencias existentes en los mismos
en los distintos componentes del coste, no solo del tipo de interés nomi-
nal de la operacién’.

(7) Véase, al respecto: )

SAEZ MADRID, J. B. y GONZALEZ VILA, L. (1997), “Rentabilidad y coste efectivos desde
las perspectivas de los sujetos de una operacién de préstamo” en ALEGRE, A., BIAYNA, A.y
RODRIGUEZ, A. (1997), Matemdtica de las Operaciones Financieras’97, Universidad de Barcelona,
pags. 421-451.
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EJERCICIO 4.10.
Datos:
e Nominal del préstamo = C, = 300.000 euros.
e Tipo de interés nominal = 2,4%
e Duracién de la operacién = 20 afios.
e Términos amortizativos mensuales constantes.
* Comisién de apertura = 0,5% sobre el nominal del préstamo.
*  Gastos de tasacién = 350 euros.
* Honorarios de notario y registro = 1.200 euros.
¢ Gastos de gestoria = 300 euros.
* Seguro vinculado al préstamo = 40 euros mensuales.

* Impuesto sobre transmisiones patrimoniales y actos juridicos documenta-
dos = 4.500 euros.

Cuestiones:
1)y Calcular el coste efectivo o real para el prestatario.
2) Calcular la rentabilidad efectiva o real para el prestamista.
3) Calcular la TAE.
Solucion: .
1) Cilculo del coste efectivo o real para el prestatario.

Se calculan los términos amortizativos mensuales constantes utilizando el tipo
de interés efectivo mensual:

Jagy _ 0,024
=248 - 227 —0,0020
T 12
300.000 = G- Gz oou7s = 6 =1.575,13 €

* Prestacion real para el prestatario (lo que recibe realmente):
300.000 - 0,005 - 300.000 — 350 = 298.150 euros (en el origen).

* Contraprestacién real para el prestatario (lo que entrega realmente):
1.575,13 + 40 =1.615,13 (todos los meses).

Se igualan ambos conceptos y se obtiene el coste efectivo o real para el
prestatario:

298.150=1.615,13-
i,y = 0,00228408819
i, = (1+0,00228408819)'* - 1= 0,028

2)  Cilculo de la rentabilidad efectiva o real para el prestamista.

Se calcula la prestacién y contraprestacién real para el prestamista teniendo
en cuenta todas las caracteristicas comerciales que le afectan:

240] 4,5

p b s

TEMA 4. OPERACIONES FINANCIERAS DE AMORTIZACION DE CAPITAL... 201

e  Prestacién real para el prestamista (lo que entrega realmente):
300.000 + 1.200 + 300 + 4.500 = 306.000 euros (en el origen).
* Contraprestacién real para el prestamista (lo que recibe realmente):

1.575,13 + 40 =1.615,13 (todos los meses).

Se igualan ambos conceptos y se obtiene la rentabilidad efectiva o real para el
prestamista:

306.000=1.615,13-
4, =0,0020776608
i, = (1+0,0020776608)"* —1= 0,025

*8) Cilculo de la TAE.
En este caso la TAE coincide con el coste efectivo o real para el prestatario.

240] 4y
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TEMA 5
ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES

SUMARIO: 1. VALORACION DE LOS ACTIVOS DE RENTA FIJA. 2. ESTRUCTURA TEM-
PORAL DE TIPOS DE INTERES. 3. EVOLUCION DE LA ESTRUCTURA TEM-

PORAL DE TIPOS DE INTERES. 3.1. Evolucién de la estructura temporal de tipos de
interés en ambiente de certidumbre. 3.2. Teoria de las expectativas puras. 3.3. Teoria de la

preferencia por la liquidez. 3.4. Teoria de la segmentacion de mercados. 3.5. Teoria del hébi-
tat preferido. 4. ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE

INTERES. 4.1. Método recursivo o bootstrapping. 4.2. Métodos econométricos. 4.3. Modelos
de equilibrio dindmico. 5. APLICACIONES DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE

TIPOS DE INTERES.

1. VALORACION DE LOS ACTIVOS DE RENTA FIJA

Las hipétesis que caracterizan un mercado perfecto, donde sélo se negocian bonos,
son:

1. No existen fricciones.

* No hay costes de transaccién ni impuestos.

* Los titulos son infinitamente divisibles, no hay limitacién en las cantidades
minimas y maximas de titulos negociados.

* Se aceptan ventas en descubierto ya que es posible vender titulos que no
se poseen, es decir, siempre se pueden asumir posiciones deudoras.

* No existe riesgo de insolvencia.

2. Competitividad.

* Los agentes econémicos son maximizadores del beneficio, es decir, en
la eleccién de dos cuantias monetarias prefieren siempre la de cuantia
mayor, a igualdad de condiciones.

* Los agentes son precio-aceptantes o price taker, €s decir, no tienen la posibi-
lidad de influir en el precio de los titulos con su actividad.

8. Ausencia de arbitraje, es decir, no se pueden obtener beneficios sin asumir

riesgos.

Dentro de la gran variedad de emisiones de titulos se analizan tres que resultan
fundamentales para comprender, desde el punto de vista ﬁnancxer‘o, la valoracién de
los activos de renta fija: los bonos cupén cero y los bonos con cupén.

a) Bonos cupon cero bdsicos

Los bonos cupén cero bisicos (en adelante bonos biésicos) son titulos que garan-
tizan al inversor el pago, por parte del emisor, de un euro en una fecha futura
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establecida 7. Para adquirir este derecho el inversor debe pagar en el momento actual
un precio P(¢,T) al emisor si ¢ es también la fecha de emisién o al propietario del
titulo si la emisién tiene lugar antes del instante ¢.

FIGURA 5.1. Esquema de un bono cupon cero bdsico

-P(,T) 1

| —
I 1

t T

El precio del bono bdsico P(¢,T) es el valor actual de un euro descontado al tipo de
interés sin riesgo de una inversién que tiene un plazo de vida 7, donde ¢ < T.

Si se considera ¢=0:

1 .
PO, T)=——
©.7) (+7)"
donde:

P(0,T): precio del bono basico.

T: plazo hasta el vencimiento.

7, : tipo de interés al contado correspondiente al plazo [0, T].

*  Teorema de decrecimiento del precio del bono bdsico respecto al vencimiento:

Se supone que en el momento ¢ tenemos dos bonos bésicos con vencimientos Ty
T’respectivamente, donde ¢ < T < T, y que la compraventa del titulo que vence en T
sea también posible en el vencimiento T

Segiin este teorema, para evitar el arbitraje sin riesgo, se debe cumplir:
P, T)>P(t,T"), t<T<T"
b) Bonos cupdn cero no bdsicos

Los bonos cupén cero no bdsicos son titulos que garantizan al inversor el pago,
por parte del emisor, de N euros en una fecha futura establecida 7. Para adquirir este
derecho el inversor debe pagar en el momento actual ¢ un precio p(¢,T) al emisor
si £ es también la fecha de emisi6n o al propietario del titulo si la emisi6én tiene lugar
antes del instante &

FIGURA 5.2. Esquema de un bono cupin cero no bdsico

- p(LT) N

|
1
t T

La compra de un bono cupén cero se configura como una operacién financiera de
intercambio que, desde el punto de vista del inversor, puede ser formalizada como:

¢ Prestacién (lo que entrega): (-p(¢,T),¢)

° Contraprestacién (lo que recibe): (N,T)

it

[ SO
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donde:

pt.T)>0

N>0

ts T

N: valor nominal, facial o de reembolso.

P, T): valor o precio de emisién si la obligacién es comprada directa-
mente al emisor, o precio de compra si la transaccién se efectiia en el mercado
secundario.

T —t: Periodo hasta el vencimiento.

El precio del bono no bésico p(¢,T) es el valor actual del valor nominal descontado
al ipo de interés al contado correspondiente al periodo [0, T].

Si se considera t=0:
D)= oy
donde:
£(0,T): precio del bono no bisico.
T: plazo hasta el vencimiento.
7 : ipo de interés al contado correspondiente al plazo [0, T].
*  Teorema de independencia del importe:

Si se tiene en cuenta la hipétesis de que los bonos cupén cero son perfecta-
mente divisibles es posible construir una cartera que contenga una cantidad N de
tales titulos.

El coste de adquisicion de la cartera es: N -P(#,T)ya que el precio de cada bono
bésico es P(¢,T) y ademads los agentes son price taker.
Segiin este teorema, para evitar el arbitraje sin riesgo, se debe cumplir que:

P(t»T)’: N P(t’T)

donde:
P(t,T) : Precio en el momento ¢ del bono basico con vencimiento T.

N: Valor nominal del bono cupén cero no bisico.
p(t,T) : Precio en el momento ¢ del bono cupén cero no biésico.

Los bonos bdsicos constituyen una pieza clave en este teorema, mds conocido
como ecuacion fundamental de valoracion de activos financieros, que se deriva de la
condicién de ausencia de arbitraje y refleja que “el precio actual de un bono
debe ser igual al precio de la cartera réplica' de dicho bono construida con bonos
basicos”.

(1) Dos activos financieros o carteras de activos se replican cuando los recursos generados
por ambas son, con certeza, los mismos en cualquier momento futuro.
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EJERCICIO 5.1.
Cuestion:

Obtener la cartera réplica y su coste, a partir de bonos basicos, de un bono
cupén cero de nominal 5.000 euros, plazo hasta el vencimiento 5 afios y tipo de
interés al contado del 2% correspondiente al periodo [0, 5].

P(0; 0,25) = 0,98 euros
P(0,1) = 0,93 euros
P(0; 0,25; 1) = 0,948979592 euros
Solucion:
La cartera réplica estara formada por 5.000 bonos bésicos de vencimiento 5
anos.
Coste de la cartera réplica:
1

Coste = 5.000 - P(0,5) = 5.000 - ————
s ©.5) (1+0,02)

= 4.5628,65 euros

c) Bonos con cupén

Los bonos con cupén son titulos que garantizan al inversor el pago, por parte del
emisor, de cupones de interés periédicos y de Neuros en una fecha futura establecida
T. Para adquirir este derecho el inversor debe pagar en el momento actual fun precio
P al emisor si fes también la fecha de emision o al propietario del titulo si la emisién
tiene lugar antes del instante &

FIGURA 5.3. Esquema de un bono con cupon
P C Cvveieiei e . C+N

t=0 1 ? T

donde:

C = N -i. (valor del cupén).

N : Valor nominal del bono.

i . Tipo de interés del cupén.

P. Precio del bono con cup6n en el momento ¢.

Si en el instante ¢ se consideran los bonos basicos que vencen en distintas fechas
(1, 2, ..., T), por la perfecta divisibilidad de los bonos, es posible construir una cartera
que contenga a, bonos basicos con vencimiento en 4. Si ¢ = 0, el precio en t de esta
cartera se calcula como:

C C C+N
= + 2 T
1+ (d+1n) (A+r)

A e o b S o e T e o Ao s g
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T
C N
P=d S+,
= A+n)  (Q+7)

donde:
7,1 tipo de interés al contado correspondiente al plazo [0, t].

*  Teorema de la linealidad en el precio del bono con cupon:
Para evitar arbitraje sin riesgo se debe cumplir:

T
P=YF,-P(t,k)

k=1
donde:
P: precio del bono con cupén.
F: flujo del periodo k del bono con cupén.
P(t, k): precio del bono bisico correspondiente al periodo [t, k].

El teorema de linealidad en el precio permite replicar un bono con cupén uniendo
varios bonos bdsicos. En este caso, al bono con cupén se le denomina bono derivado o
bono replicable.

EJERCICIO 5.2.
Cuestion:
Obtener la cartera réplica y su coste a partir de bonos basicos, de un bono
! con cupén de nominal 5.000 euros, cupén anual de 50 euros y vencimiento
. b afos. Los tipos de interés al contado correspondientes a los periodos
' [0,11, [0,2], [0,8], [0,4] y [0,5] son: 0,10%, 0,15%, 0,25%, 1%, 1,6% y 2%,
~ respectivamente. '

Solucion: :
La cartera réplica estard formada por:
: * 50 bonos basicos de vencimiento un ano.
‘ * 50 bonos basicos de vencimiento dos afios.
* 50 bonos bisicos de vencimiento tres afios.
¢ 50 bonos basicos de vencimiento cuatro aiios.
¢  5.050 bonos bsicos de vencimiento cinco afios.
Coste de la cartera réplica: ‘ ‘
Coste =50 P(0,1)+ 50 - P(0,2) + 50 - P(0,3) + 50 - P(0,4) +5.050- P(0,5)=

1 1 : 1 1
=50- ————+50- +50- +50-
1+0,0010 (1+0,0015)* (1+0,0025F *°° (1+0,016) '
+5.050 - ————1——5- = 4.770,48 euros
(1+0,02)
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Se distinguen los siguientes tipos de bonos con cupén:
a) Bonos emitidos a la par: cuando el precio coincide con el nominal.
b) Bonos emitidos sobre la par: cuando el precio es mayor que el nominal.
c) Bonos emitidos bajo la par: cuando es precio es menor que el nominal.
Modalidades de precios:

* Precio limpio (clean price): es el precio ex-cupén, que no incorpora el cupén
corrido. Los precios cotizados son precios ex-cupén.

*  Precio sucio (gross price): es el precio total del bono, que incluye el cupén
corrido.

Cupén corrido (CC):
Es la parte del precio de un bono correspondiente al interés devengado desde el
pago del iltimo cupén.
N°de dias transcurridos desde el pago del iiltimo cupon
N°de dias entre el pago de cupones

cc=c-

El precio total del bono (P) es la suma del precio ex-cupén y del cupén corrido:
P=P, . +CC

Ambos precios se pueden expresar en porcentaje sobre el nominal o en euros.

EJERCICIO 5.3.
Cuestion:

Calcular, el 20 de junio de 2022, el precio de la Obligacién del Tesoro Piblico,
que tiene las siguientes caracteristicas, tal como se publica en el Boletin de Liqui-
dacién del Mercado de Deuda Piblica y Renta Fija Privada de ese dia: 6% de tipo
de interés del cup6n anual, con fecha de vencimiento el 31 de enero de 2029,
precio ex-cup6n de 122,8009% y nominal 1.000 euros.

ﬂ OPERACIONES DE COMPRAVENTA SHAPLE AL CONTADO, DEUDA DEL ESTADO
0 SALE ANID PURCHASE FRANSACTIONS. PUBLIC DEGT
Descripeion del valot Vohinenes (€ Precto {Ex - Cupon) Antenior
Secwrity details N* de Ops. Tumover (€) Price (Ex coupon) TR Pravious
Céd ISIN Emigién # Trades NRominal Méximo Medio Minimo (RR Precio Fecha
ISIN Code isgue Nomine! High | Average Low Price Date
50000011668 | 0BL TESORO PUBLICO- A00001/2029 14 30314 ) 1228019 | 1228009 | 121773 22490 | 1227204 17-00-22
Solucion:
P=P,_ .+CC

P, cupen = 1,288009 -1.000 = 1.288, 009 euros
C = 0,06-1.000 = 60 euros

PPNV PR
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FIGURA 5.4. Esquema de la Obligacion del Tesoro Piiblico

365 dias
A
140 dias 225 dias |

[

{ L '
P=? 60 60 [ S 60 + 1.000
l

1 | | |
| [ l I |
31/1/21 20/6/22 31/1/22 31/1/23 ... ... 31/1/29

!

CcC

CC=60- % = 23,0137 euros = 23,0137%

P =1.288,009 + 23,0137 =1.311,0227 euros =131,1023% -

- . Por tanto, se trata de una Obligacién del Tesoro Piblico emiﬁda sobre la par

ya que su precio es mayor que el nominal (1.311,02 euros > 1.000 euros).

EJERCICIO 5.4.

Cuestion:
Calcular, el 20 de junio de 2022, el precio de la Obligacién del Tesoro Piiblico,

que tiene las siguientes caracteristicas, tal como se publica en el Boletin de Liqui-
' -dacién del Mercado de Deuda Piiblica y Renta Fija Privada de ese dia: 2,70% de

tipo de interés del cup6n anual, con fecha de vencimiento el 30 de octubre de

. 2048, precio ex-cupén de 90,0011% y nominal 1.000 euros.

ESCO00012A97 | BON TESOROQ PUBLICO- 0AS0 10/2022 16 247,290| 1002030| 100,1826) 1001700 -0.0348 | 1002050} 17-058-22
£S0000012839 | OBL TESGRO PUBLICO- 1,400 04/2028 ] 239985 | 95A4390| 940357 933549 25045 | 944752) 17-05-22
ES0000012B47 | OBL TESORO H}BIJCO' 2,700 10/2048 10 asa3ss| $ecd| 000 88,7793 a2892| &9B121| V7-08-22
ESC000012882 | BON TESORO PUBLICO- 0,330 07/2023 13 882853| 996834| 994198| 993570 08734| 993851 | 17-05-22

Solucion:

P= P“_m +CC

I",,‘_m,,‘,,l =0,900011-1.000 = 900,011 euros
C =0,0270-1.000 = 27 euros )

cc= 27--2%%= 17,1616 euros = 17,1616%

P =900,011+17,1616 = 917,1726 euros = 91,7173%

Por tanto, se trata de una Obligacién del Tesoro Piblico emitida bajo la par ya
que su precio es menor que el nominal (917,17 euros < 1.000 euros).
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FIGURA 5.5. Esquema de la Obligacion del Tesoro Piiblico

365 dfas
A
[7140 dias 225 dias‘\
r T — ;
P=? 60 ‘ 60 60 ... coveee v 60+ 1.000
L | | ] |
I I | I I

31/121 20/6/22 31/1R22 31/1723 ... .......31/1/29

—

CcC

Dentro de los bonos con cupén se encuentran también los bonos indexados o
indiciados que son aquellos que estan referenciados a algtin indice (inflacién, PIB,
commodities, divisas, indices bursdtiles, etc.). Normalmente se emiten por las adminis-
traciones piiblicas para cubrir riesgos derivados de situaciones de inestabilidad econé-
mica, pero también por gobiernos de economias estables que los utilizan como medio
de financiacién piblica. Los bonos indexados mds comunes son los referenciados a
la inflacién?, cuyas principales ventajas son: permiten diversificar el riesgo y ofrecen
cobertura frente a la inflacién.

A continuacion se muestran las caracteristicas de los bonos indexados a la inflacién
europea:

e Nominal 1.000 euros.

* Cupén real: porcentaje fijo del nominal, que se determina en la emisién y
permanece fijo a lo largo de la vida del bono.

* Cupén pagadero, que se redondeara al céntimo mds cercano y se calcula como:
Cupén pagadero = Cupon real - Coeficiente de indexacion
La cifra resultante se redondeard al céntimo mds cercano para determinar el
importe a pagar del cupén.
 Indice de referencia: Indice de Precios al Consumo Armonizado ex-tabaco
(IPCA) para la zona euro, publicado mensualmente por Eurostat.

¢ Indice de Referencia diario: se trata de un indice que mide la inflacién dia a
dia y se calcula por interpolacién lineal atendiendo a la siguiente férmula:

> El indice de referencia aplicable al primer dia de un mes m es el IPC del
mes m-3.

> Elindice de referencia para los otros dias del mes m se calcula por interpo-
lacién lineal entre el IPC del mes m-3y el IPC del mes m-2, atendiendo a la
siguiente férmula:

(2) La primera emisién fue en el Reino Unido en 1981 y en 2014 se produce la prime-
ra emisién de bonos soberanos indexados espaiioles (SPGBEI). Los mds conocidos son los
emitidos en Estados Unidos desde 1997 y que se denominan Inflation-Protected Securities (IPS)
o Treasury Inflation-Protected Securities (TIPS), cuando son bonos del Tesoro americano los refe-
renciados a la inflacién.

g ey
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d-1
IRd,m =IPC, . +(IPC, _,-IPC_ ) E

donde:
d: dia del mes de la fecha de cdlculo.
dd: nimero de dias del mes de la fecha de calculo.

¢+ Indice Base: indice de referencia en la fecha de inicio de devengo del primer
cupén. Referencia a partir de la cual se calcula la inflacién acumulada a lo
largo de la vida del bono.

* Coeficiente de Indexacién (CI), que se publican en la pagina web del Tesoro
Piblico y se obtienen de la siguiente expresién:

cr Indice de Referencia, ,,

dum ' Indice Base

* Reglas de redondeo: los indices de referencia y los coeficientes de indexacién
se truncaran al sexto decimal y se redondeardn al quinto decimal.

* Indexacidn: el coeficiente de indexacién correspondiente a la fecha de pago
se aplicard a todos los flujos de caja del bono, tanto cupones como principal.
Para el célculo del cupén corrido también se aplicari el coeficiente de indexa-
cién correspondiente.

* Amortizacién, que se calcula como:
Amortizacion = Nominal - Coeficiente de indexacién de la fecha de vencimiento

En el caso de que el indice de referencia correspondiente a la fecha de ven-

cimiento fuera inferior al indice base, el importe de la amortizacion sera igual al
nominal.

* Cupén corrido:
CC indexado = Cupon corrido - Coeficiente de indexacion

* Revisiones del indice: las revisiones que puedan producirse en los IPCA tras
su publicacién inicial no afectardn al cupén anual, cupén corrido o principal
calculados en base a dichos indices de referencia.

e Indice Sustitutivo (IS): si el IPCA no ha sido publicado con una antelacién
minima de quince dias antes de la fecha de pago para un mes ¢ deter-
minado, se empleard un indice sustitutivo, calculado segiin la siguiente
férmula:

PG,

IPC,

Los pagos de cup6n o principal efectuados en base al indice sustitutivo no podran

1S, = IPC,, -

dar lugar a revisiones en los pagos que hubiesen sido previamente establecidos.

¢ Cambio de base: en caso de producirse un cambio de base en el célculo del
IPCA, la transicion entre los dos meses cuyos indices hayan sido calculados con
diferentes bases se efectuard de modo que no se altere la evolucién normal del
coeficiente de indexacién.

¢ Base de calculo: Actual/Actual de la Asociacién Internacional del Mercado de
Capitales (ICMA).
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EJERCICIO 5.5.
Cuestion:

Calcular, el 24 de junio de 2022, el precio y la TIR de una Obligacién del Tesoro
Piblico indexada a la inflacién europea, que tiene las siguientes caracteristicas,
segin el Boletin de Liquidacion de Deuda Piiblica de Renta Fija y Privada:

e Cédigo ISIN: ES00000127C8
* Tipo de interés del cupén: 1%
* Fecha de vencimiento: 30 de noviembre de 2030
* Precio ex-cupén: 105,6227%
Ademis, se dispone de la siguiente informacién de Eurostat:

e Indice de Precios al Consumo Armonizado (IPCA) de la zona Euro de
marzo de 2022:

* JPCA de la zona Euro de abril de 2022:
» Indice base: 100,33319%
Solucion:

Se calcula el indice de referencia correspondiente al 24 de junio de 2022 (des-
pués de truncado al 6.° decimal y redondeado al 5.° decimal):
IR, =IPCy 4 + (H’C3 2 IPCs s) 240 1 IrC,,., +(IPC,, —IPC,_,.,)- :3

=114,12+ (114,78 -114,12)- §6 =114,6260000000 = 114,626

Se calcula el coeficiente de indexacién correspondiente al 24 de junio de 2022
(después de truncado al 6.° decimal y redondeado al 5.° decimal):

Cly g = Rous 114,626 _ 1,14245
" Indice Base 100,33319
Se calcula el cupén real:

C=1.000-0,10=10 euros

Se calcula el cupén pagadero (cupén real indexado):
Cupin real indexado = C - Cl, o =10-1,14245 = 11,42 euros
Se calcula el cup6n corrido:

N°dias entre el 30/11/2021 y el 24 de junio de 2022
N°dias de devengo del cupén

CC = Cupon -

=(1.000-0,10)- -29-2-—564mros

Se calcula el cupén corrido indexado:

Cupon corrido indexado = CC - Cl, ¢ = 5,64 -1,14245 = 6,45 euros

Se calcula el precio de la Obligacién del Tesoro Piiblico no indexada:
P yiguisn (0 indexada)=F,_,, +CC=

=1,056227-1.000 + 5,64 = 1.061,87 euros

——— e
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Se calcula el precio de la Obligacién del Tesoro Piblico indexada:
Ptigacen (indexada) = F,,_ i, indevato + CCrntevato =
=1.056,23-1,14245 +11,42 = 1.213,13 euros

Se calcula la TIR de la Obligaciéon del Tesoro Piblico indexada, igualando

. el precio con los flujos futuros (todos ellos indexados con el coeficiente de

indexacién):
Fecha Flujos
24/06/2022 -1.213,13 €
30/11/2022 11,42 €
30/11/2023 11,42 €
30/11/2024] . 11,42 €
30/11/2025 11,42 €
30/11/2026 11,42 €
30/11/2027f . 11,42 €
30/11/2028 11,42 €
30/11/2029 11,42€
30/11/2030 1.153,87 €
TIR| 0,3230%!
1218,18=—10%2 1142 1L 42,59 bor— 042
= =41 +2 =47
(1+TIR)3 (14 TIR)%s 1+ 7‘1R)355 (1+ TIR)%65
+-i15—3-%—s TIR = 0,3230%
(1+ TIR)3

donde el ultimo ﬂUJO resulta de sumar la amortizacién indexada y el iltimo
cupén indexado, siendo la amortizacidn indexada:

Amortizacion indexada = 1.000-1,14245 = 1.142,45 euros
Ultimo flujo iridexado =1.142,45 + 11,42 = 1.153,87 euros
Se calcula la TIR de la Obligacién del Tesoro Piblico sin indexar y se puede

comprobar que coincide con la de la Obligacién indexada ya que este tipo de
productos ofrecen cobertura ante el riesgo de inflacién:

_Fecha | . Fhjos
24/06/2022 _-1.061,87¢€
30/11/2022 10,00 €
30/11/2023 10,00 €
30/11/2024 10,00€
30/11/2025 10,00 €
30/11/2026 10,00 €
30/11/2027 10,00 €
30/11/2028 ___10,00€
30/11/2029 10,00 €
30/11/2030{ 1.010,00 €

TR[ — 0.3230%
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1.061,87 = 10 T 10 T + 10 " +.+ 10 o +
(1+TIR)*® (1+TIR)*®  (1+TIR)*> (1+TIR)*S"
+—-1'—0-1079—; TIR =0,3230%
(1+ TIR)3

2. ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES

La estructura temporal de tipos de interés (ETTI) es la relacién entre los tipos de
interés y los plazos hasta el vencimiento. Se puede representar la ETTI al contado o
a plazo si se utilizan los tipos de interés al contado o a plazo, respectivamente. Por
tanto, si en el eje X de un grifico se muestran los plazos hasta el vencimiento y en el
eje Y los tipos de interés al contado la ETTI serd al contado, mientras que si en el eje
Y se muestran los tipos de interés a plazo la ETTI seri a plazo.

FIGURA 5.6. Formas simples de la ETTI

T, r,

0 t 0 t o
ETTI creciente ETTI decreciente ETTI plana

La ETTI puede adoptar diversas formas, pero las mds simples son las siguientes:

a) ETTI plana: cuando los tipos de interés a todos los plazos hasta el vencimiento
son iguales.

b) ETTI creciente (curva normal o posmva) cuando los tipos de interés a
plazos mis largos son mayores que los tipos de interés a plazos mds cortos.
Es la forma mas l6gica ya que hay mds riesgo de invertir a largo plazo que a
corto plazo.

c) ETTI decreciente (curva invertida o negativa): cuando los tipos de interés a
corto plazo son mayores que los tipos de interés a largo plazo, lo cual podria
indicar que se aproxima una recesién y los estados bajardn los tipos de interés
para intentar incentivar la economia. Esta ETTI no es habitual.

Sean dos operaciones financieras, una al contado y otra a plazo:

FIGURA 5.7. Esquema de una operacién al contado y a plazo

P09 j) PO,5,5) 3
| |
l I
0 t
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donde:

P(0,t): precio, en el instante 0, de un activo con plazo hasta el vencimiento ¢
donde ¢=1, 2, ...., T.

7; tipo de interés al contado (spot rate) correspondiente al plazo [0, {].

P(0,t,t,): precio, en el instante f, de un activo en una operacién a plazo, cuyo
plazoest -t,donde t, - ¢, -1 2,3,..T-1

f,h,‘2 : tipo de interés a plazo (forward rate) correspondiente al plazo [z,t,].

La ETTI al contado relaciona los tipos de interés al contado con su plazo hasta el
vencimiento, mientras que la curva de tipos de interés a plazo en un instante ¢, rela-
ciona los tipos de interés a plazo con su plazo hasta el vencimiento desde ese instante.

Cabe resaltar que todos los datos reales utilizados para poder representar estas curvas
deben proceder de activos con el mismo riesgo de crédito y por este motivo se suelen
utilizar los tipos de los activos cupén cero de deuda publica. Como indica Mascareiias
(2022), estas curvas de rendimientos cupén-cero pueden ser un sustituto o proxy de las
ETTI porque los tipos de interés sin riesgo utilizados proceden de titulos de deuda emi-
tidos por el Estado, pero sélo cuando el Estado controla la emisién de la moneda en la
que se emiten dichos titulos de deuda. Ast, por ¢ejemplo, ninguno de los paises miembros
de la Eurozona controla la emisién del Euro, sino que lo hacen de forma conjunta y, en
este caso, no todos tienen el mismo riesgo de insolvencia y habria que elegir a uno de los
paises como el mas seguro para calcular el tipo de interés sin riesgo en la Eurozona o,
alternativamente, construir un ETTI basada en todas las emisiones con la maxima califi-
cacién (AAA) de la zona Euro como realiza el Banco Central Europeo.

EJERCICIO 5.6.

Cuestion:

Se dispone de la siguiente informacién sobre titulos cupén cero, cuyo nominal
es 1.000 euros y sin cupén corrido:

Precio (euros)
1.010,101
1.015,170
1.015,151
1.010,063

995,015
976,332
932,718
905,398
890,256
870,203

gsooo\xosu-bwwv-g
2

Calcular los tipos de interés al contado y los tipos de interés a plazo despues de
un aiio considerando el régimen de capitalizacién compuesta.

Solucion:
Se calculan los tipos al contado:
1

1.000 [1.000 :

—=r=|—1 -1, t=12,...,10 asios
T d+7) P, )
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1.000
1.10,101

) 1=0,01=-1%

3
~1=-0,0075=—0,75
1.015, 170) : %

1.000
1.015,170

( 1.000
( )2-1=-o,oo75=-o,75%

1.000 )3
. _(m) —1=-0,0050 = —0,50%

y asi sucesivamente hasta calcular el tipo de interés al contado a 10 afios.
Se calculan los tipos de interés a plazo después de un afio:

1
) A+7 )" &

A+ =047 - fl6,0)7 = fh.6)= ((1+ )") -

donde:

t, =1 ario

t, -t =1,2,3,...,

2 2
f1,2)= [M_) —1= (9_"_0%5’)_) ~1=-0,0050 = ~0,50%

9 arios

1+n) (1-0,01)
1 1
(1+7) )2 { (1-0,0050)% )2 -
L3)=|——]| -1=| ——————| -1=-0,0025=-0,25
/.3 [(1+ %) (1-0,01) %
1
FL4)= (1+r,)4 1 (1-0,0025)* \3 1= —0.00 = 0%
s — | -1=-0,00=0%
(I+n) (1-0,01)
y asi sucesivamente.
Afios | Precio (euros) | Tipos al contado (en %) Tipos a plazo (%)

1 1.010,101 ' -1,00 ) -0,50

2 1.015,170 -0,75 -0,25

3 1.015,151 -0,50 0,00

4 1.010,063 -0,25 0,38

5 995,015 ‘ 0,10 0,68

6 976,332 - 0,40 1,34

7 932,718 ) 1,00 : 1,58

8 905,398 1,25 1,59

9 890,256 1,30 1,67

10 870,203 1,40 :

Se presentan a continuacién los graficos de la ETTI al contado aproximadas
por las ecuaciones de tendencia en Excel (tendencia polinémica de grado 6):

-

f s MM st m e
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1,50 +

1,00 +

0,50 +

0.00

FIGURA 5.8. ETTI al contado

ETTI al contadoent=0

y = 0,0002x¢ - 0,0068x" + 0,081 1x* - 0,46x* + 1,307x? - 1,484x - 0,435
=0,9984

-0,50 A

-1,00 +

Tipos de interés al contado (%)

-1,50 +

1,50 +

1,00 +

0.50 +

0.00

Plazo hasta el vencimiento (afios)

FIGURA 5.9. ETTI a plazo

ETTl aplazoen¢=1

[y = 0,0004x6¢ - 0,0118x5 + 0,1228x% - 0,6172x* + 1,5834x2 - 1,6904x + 0,1142

= 0,9975

Tipos de interés a plazo (%)

-0.50

-1.60

Plazo hasta el vencimiento desde ¢l afio | (afios)

3. EVOLUCION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES

Existen varias teorias que explican la evolucién de la ETTI, pero es necesa-
rio conocer previamente cé6mo seria la ETTI en un futuro en ambiente de

certidumbre.
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3.1. EVOLUCION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES
EN AMBIENTE DE CERTIDUMBRE

Si existe certidumbre total respecto a los tipos de interés futuros y no existen costes
de transaccidn, el tipo forward correspondiente a un plazo [t,,t,] deberia coincidir con
el tipo de interés al contado futuro vigente en t, para el plazo [0, tqt ]:

.
f;h‘t = r’lt‘l

Lutz (1940) desarrolla su teoria a partir de las siguientes hipétesis:

* Los inversores conocen a priori los tipos de interés al contado a corto plazo
que estaran vigentes en las fechas futuras.

* No existen costes de transaccion.

* Los activos financieros con distintos vencimientos son perfectamente sustitu-
tivos, lo que permite a los inversores maximizar su beneficio invirtiendo indis-
tintamente en titulos a corto y largo plazo.

Silos tipos de interés forward difiriesen de los tipos de interés futuros, se generarian
oportunidades de especulacién que podrian ser explotadas por los inversores neutra-
les al riesgo. Posibles estrategias:

1) Inversién a largo plazo

a) Invertir 1 euro a un plazo [0,7] en bonos cupén cero con vencimiento ¢,y
reinvertir el producto de esta inversién a un plazo [0,2, —¢].

1 Wen)t )t Q)

V,=+n) (Q+r, )"

b) Invertir 1 euro a un plazo [0,,] en bonos cupén cero con vencimiento £,

I A+r,)"
L |
|
0

I
t

| J
T

3

V,=+n) =@0+n) A+ £ )"
Se podrian presentar los siguientes casos:

> Si r,l"’,? > fon =V, > V}; » el inversor no estaria dispuesto a invertir en bonos
cupén cero con vencimiento #, mientras no aumente 7, o disminuya 7, .

Por tanto, adoptaria la primera estrategia, es decir, invertiria 1 euro a un
plazo [0,4] en bonos cupén cero con vencimiento ¢, y reinvertiria el pro-
ducto de esta inversién a un plazo [0,¢, —¢,].
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> Si ’7: w < S =V, < V, , el inversor no estaria dispuesto a invertir en bonos
cupén cero con vencimiento ¢, mientras no aumente 7, o disminuya 7, .
Por tanto, adoptaria la segunda estrategia, es decir, invertiria 1 euro a un

plazo [0,4] en bonos cupén cero con vencimiento ¢,

> Sélo en el caso en el que r,l'_,? =foe=>V, = V. se llegaria a una situacién
de equilibrio en el que el inversor podria adoptar cualquiera de las dos
estrategias anteriores porque serian equivalentes.

2) Inversién a corto plazo

> Invertir 1 euro en bonos cupén cero con vencimiento a un plazo ¢,y ven-
derlos cuando haya transcurrido el plazo ¢,

Vy (1+1,))?

|
[
t

Ll

1
|
!
0
[ -

i

(+rn)"
6n - (1 + r‘:"' )':“l

> Invertir 1 euro en bonos cupén cero con vencimiento ¢,.

¥,

]

o ¢,
V,=Q1+n)"
Se podrian presentar los siguientes casos:

> Si 1;: R T A V,; , el inversor no estaria dispuesto a invertir en bonos
cupén cero con vencimiento ¢, mientras no disminuya 7, o aumente 7, .

Por tanto, adoptaria la primera estrategia, es decir, invertiria 1 euro en
bonos cupén cero con vencimiento a un plazo ¢, y los venderia cuando
haya transcurrido el plazo ¢,

> Si r‘:'_,g <fiw=>V, < V,; , el inversor no estaria dispuesto a invertir en bonos
cupdén cero con vencimiento ¢, mientras no aumente 7, o disminuya 7, .
Por tanto, adoptaria la segunda estrategia, es decir, invertiria en bonos
cupén cero con vencimiento ¢,.

> Sélo en el caso en el que 7, , = Sow =V, = V, se llegaria a una situaci6n
de equilibrio en el que el inversor podria adoptar cualquiera de las dos
estrategias anteriores porque serian equivalentes.
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Segin Lutz (1940), en ambiente de certidumbre, los tipos de interés al contado a
largo plazo coinciden con la media geométrica de los tipos de interés futuros a corto
plazo:

A+ 7)) =1+ 5) A+ fiz) o (U froiz)
A47) =A+7) At 1) e (1)

A7) =JA+n) A4 ny) e A7)

En ambiente de certidumbre, la ETTI puede adoptar las siguientes formas:

* ETTI creciente: si los tipos de interés futuros van aumentando los tipos al con-
tado aumentan con el plazo.

* ETTI decreciente: si los tipos de interés futuros van disminuyendo los tipos al
contado disminuyen con el plazo.

* ETTI plana: si los tipos de interés futuros son iguales al tipo al contado a corto
plazo.

Se resumen a continuacién las siguientes teorias explicativas de la evolucién de la
ETTI: la teoria de las expectativas puras, la teoria de la preferencia por la liquidez, la
teoria de segmentacién de mercados y la teoria del hébitat preferido.

3.2. TEORIA DE LAS EXPECTATIVAS PURAS

Los fundamentos de esta teoria se encuentran en Fisher (1930), Hicks (1939) y
Lutz (1940). Se asume implicitamente que los agentes econémicos que intervienen
en el mercado son neutrales al riesgo.

Se basan en que las expectativas sobre los futuros tipos de interés al contado a corto
plazo tienen una influencia determinante en los tipos de interés al contado a largo
plazo existentes en un momento dado.

Se han desarrollado diferentes versiones sobre las expectativas para desarrollar teo-
rias que expliquen la evolucién de la ETTIL.

Segtin la hipétesis de las expectativas puras (caso mds simple) el valor fijado por
el mercado para los tipos a plazo coincide exactamente con el valor que el mercado
espera para los tipos al contado futuros, es decir, los tipos de interés forward son esti-
madores insesgados de insesgado de las expectativas del mercado (esperanza mate-
matica) sobre los tipos de interés al contado futuros.

f;,,t, = Et [';:.t,]
donde:

f,’ 1 ° tipo de interés a plazo entre los instantes 7, yT,.

E, [rr: 5 ] : expectativa sobre el tipo de interés al contado que prevaleceri entre las
fechas T, y T,, tomada desde el momento actual inicial 0.

’7.‘.1..- : tipo de interés al contado futuro vigente entre las fechas T, y T, .

Una ETTI creciente serfa debida a una expectativa alcista sobre los tipos de interés
a corto plazo, una ETTI decreciente indicaria una expectativa bajista sobre estos tipos

TEMA 5. ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES 221

y una ETTI plana reflejaria que el mercado espera un mantenimiento de los tipos de
interés en el futuro.

3.3. TEORIA DE LA PREFERENCIA POR LA LIQUIDEZ

Empiricamente los titulos a largo plazo son mads sensibles a la variacién de la ETTI
que los titulos a corto plazo.

Segun la teoria propuesta por Hicks (1939):

* los agentes econémicos, que tienen aversién al riesgo, consideran los titulos a
largo plazo como inversiones mds arriesgadas y prefieren adquirir titulos mas
liquidos, es decir, a corto plazo.

* los inversores s6lo invertirdn en titulos a largo plazo a cambio de una prima de
liquidez, que serd mayor cuanto mayor sea €l plazo hasta el vencimiento de los
bonos, ya que existe mayor incertidumbre sobre los tipos futuros y, ademds, los
titulos a largo plazo soportan mayor riesgo de precio.

¢ Como consecuencia, los tipos de interés a plazo son estimadores sesgados del
valor esperado por el mercado para los tipos al contado futuro, es decir, los
tipos a plazo deben ser mayores que la expectativa sobre los tipos de interés al
contado futuros y el sesgo serd la prima de liquidez.

fon=E, [rt:n-l] +L
donde:
fiun ¢ tipo de interés a plazo correspondiente al plazo [¢,¢+1].

E, [r,f“, :| : tipo de interés a un afo que se espera que esté vigente dentro de t periodos.
-

7,41 - tipo de interés al contado futuro vigente entre las fechas ¢ty ¢ +1.

L, : prima de liquidez correspondiente al periodo [¢,+1].

El tipo de interés a plazo correspondiente a un periodo, segiin esta teoria, tendrd
dos componentes:

e Los tipos de interés al contado que se espera estén vigentes al comienzo
de dicho periodo, de forma similar a lo indicado en la teoria de las
expectativas.

* La primera de liquidez correspondiente a ese periodo.

Para incentivar a los inversores a invertir a largo plazo, los agentes econémicos que
piden prestado los fondos deben compensar con un tipo de interés superior al que
ofrecen las inversiones a corto plazo, es decir, deben ofrecer una prima de liquidez
positiva obtenida como diferencia entre el tipo de interés a plazo y la expectativa
sobre el tipo de interés al contado futuro.

Las primas de liquidez deben ser crecientes con el plazo y deben aumentar a una
tasa decreciente:

L<L;<..<L,

Segin esta teoria, la ETTI estard por encima de la ETTI en la que solo se tenia en cuenta
la teorfa de las expectativas debido a la prima de liquidez positiva. Ademds, los titulos con
plazos hasta el vencimiento difierentes ya no serdn sustitutos perfectos ya que el rendi-
miento esperado con la inversién en un titulo a largo plazo serd mayor a la que se esperaria
obtener para un mismo periodo mediante la reinversién sucesiva en titulos a corto plazo.
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FIGURA 5.10. Formas de la ETTI con la teoria de las expectativas puras (TEP)
y la teoria de la preferencia por la liquidez (TPL)

ETTI con TPL
T, f
' ETTI con TEP
ETTI con TEP
ETTI con TPL
0 t 0 t
ETTI creciente ETTI decreciente

n

//—-——— ETTI con TPL

ETTI con TEP

ETTI plana

3.4. TEORIA DE LA SEGMENTACION DE MERCADOS

Segun esta teoria, que se remonta a Culbertson (1957), los precios de los titulos
con plazos hasta €l vencimiento distintos pueden estar rigidamente interrelaciona-
dos entre si en base al principio de exclusién de arbitraje, ya que diversos inversores
prefieren, por varios motivos, poseer titulos pertenecientes a un segmento particular
del mercado, sin tener en cuenta los precios de los demds titulos. Existen, por tanto,
diferentes mercados en funcién de los titulos que en ellos se negocian. La forma de
la ETTI deriva asi de las condiciones de la oferta y de la demanda de cada uno de los
segmentos del mercado, con independencia del resto de los segmentos y de las expec-
tativas de los agentes econémicos sobre los tipos de interés futuros.

Esta teoria supone que los agentes econémicos son totalmente aversos al riesgo y
no proporciona una determinada relacién entre los tipos de interés futuros esperados
y los tipos a plazo.

3.5. TEORIA DEL HABITAT PREFERIDO

Esta teoria combina los postulados de las teorias anteriores (Modigliani y Sutch,
1967) ya que para la formacién de los distintos tipos de interés se tienen en cuenta las
expectativas de los agentes econémicos y el hdbitat que prefieren.

j;,u-l = Ec [rttu-l ] + L’t

Se supone que los individuos son aversos al riesgo, por lo que sélo estardn dispues-
tos a no hacer coincidir el horizonte de sus inversiones con su hébitat a cambio de una
compensacién o prima por plazo. Esta puede ser de cualquier signo, dependiendo de
los hdbitats preferidos de los oferentes o prestamistas y demandantes o prestatarios
de fondos. Si existe un exceso de oferta de activos de un determinado plazo, los pres-
tamistas estardn dispuestos a ofrecer una prima positiva para compensar el riesgo que
supone para los prestatarios salirse de su habitat. Por el contrario, si existe un exceso
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de demanda, los prestatarios estardn dispuestos a aceptar una menor rentabilidad
para compensar a los prestamistas que renuncian a su hdbitat.

\ - EJERCICIO 5.7.
4 ‘ Cuestion:
L ' Si en el momento actual la ETTI es la siguiente:
! : %, =2%; 1, =2,5%; 1, =3%;1, =3,5%; 1, =4%
" obtener la ETTI transcurrido un afio en ambiente de certidumbre.
Solucion:
En ambiente de certidumbre:
Fotn =Thay =4 Ty
Por tanto:
1h= "172 =he
1 = "1?3 = fis
1B = ’"174 = fia
1% =05 = fis
(1+5) =1+ n) (L+75)
.« _Q+n) . (1+0,025)

- ~1=0,03
2T ) 1+0,02)
(1+5) =1+75) (1+5,)° |
- g 71/2 - g -1/2 oL
= | LEBY |y (G008 1,4 0350
L A+7) | 1+0,02)
, A+n) =1+5) (1+n,)
| . [a+nn7" T(1+0,085)* 7
] |t /D BT bl L) S PR Y V)
AL @+n) | (1+0,02)
A+75)Y =Q+75)-A+75,)*
- 5 1/4 - 5 J1/4 .
= SB[ Q0.0 1y 0451
| A+7) | | 1+0,02)

ETTI transcurrido un ano:
1h = 71?2 = f2=0,03

% =Ty = fi5 =0,0850

1" =ﬁ:4 = f14 =0,04 .
11 =15 = fi5 = 0,0451
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Por tanto, se calculan los tipos esperados futuros:

5.00% - Sun=E, [T,fm] +L,
S 0, S -
g :ZZ: E, [ ]= fiz — I = 0,0401—0,0005 = 0,0396
o o 0
g 2.00% - E, [1’23] = f33 — Ly =0,0451-0,001=0,0441
(=N
E 1.00% - Ey[754]= fo1 — Ly = 0,0470 — 0,0015 = 0,0455
0.00% F—— Ey[75]= fus — L, = 0,0480 - 0,002 = 0,046
——ETTlIen t=0 Periodos Si en t=1 las expectativas sobre los tipos de interés futuros a un afno no hubie-
—ETTlent=1 sen cambiado, es decir:

E[7;]=E[n;]

Entonces la ETTI en esta fecha se puede obtener recalculando los tipos
forward en t=1 como la suma de los tlpos de interés esperados y la prima
correspondiente.

EJERCICIO 5.8.
| =E |n, |+ 0,0441+0, 0005 0,0446
Cuestion: . lfé 3 [ 2 3] I‘l
Si en el momento actual la ETTI es la siguiente: 1S4 =E [1;,' 4 ] + L, =0,0455 + 0,001 = 0,0465

1, =2%; 1, =3%; 1, =3,5%;r, = 3,8%; 1, =4%

obtener la ETTI transcurrido un afio si los tipos de interés en t=1 son los
esperados en t=0y los tipos forward incorporan una prima L, = 0,05- t%
correspondiente al plazo [t,t+1] y se mantiene constante a lo largo del tiempo.

Jus = Ei[735 ]+ Ly = 0,046 +0,0015 = 0,0475

Se calcula finalmente la ETTI en t = 1 segiin la teoria de la preferencia por la
liquidez:

= E,[ 1, |=0,0396

Solucion: ' ‘

1
De la ETTI vigente en t=0 se pueden obtener los tipos forward correspondientes A+ ) =1+ 5)-(U+ fog) =2 % =[A+ 7)- 0+ fios )] "
alos plazos [1,2], [2,3], [3,4] y [4,5], con la siguiente expresién: =[(1+0,0396)- (1+0, 0446)]'/ 2 ~1=0,0421

(1+7E+1)“1 =(1+7;)‘ ’(l+ﬁ.x+l)

” ) 3 A+, 5>’ =0+, 5)-QA+, f13)- A+ )=
Por tanto, se calculan los tipos de interés a un afo esperados dentro de 1, 2, 3 /8
y 4 afios, respectivamente, segiin la teoria pura de las expectativas. | 7 =[A+ 1) A+ f0) A+ f)] ~1=

(1+5) 1= 1+0, 03)* =[(1+0,0396)- (1+0,0446)- (1 + 0,0465)] * —1=0,0434
1 1+0,02
(em) (17002 | (14, 7) = W4 7) (4 fy) (L, o) A fig) =
~1=0,0451 ! 7 =[A4 7)- Uy fog) A+ f0)-A+ fin)]” 1=
 =[(1+0,0396)- (1+0,0446) - (1 +0,0465)- (1 +0, 0475)]'"* ~1=0,0454

A+ 5l =+7)-(A+ fi5)= fio=

-1=0,0401

1+5)° 1= (1+0,035)

3 2
A+75l =1+50 1+ fi)= fi, = a+r) (1+0,08)?

tipos forward contienen los tipos esperados futuros y una prima por riesgo.

i
1+7,)* 1+0,038)* "
W) =5 (L f )= fo, = 2L g ) —1=0,0470 | ETTI transcurrido un afio:
(1+17) (1+0,035) i
) ; r, = 0,039
1+7%) (1+0,04)° i — :
1+7)P° =1+ 1+ =5 (1+m -1= —— ~1=0,0480 ; r, = 0,0421
At 7)" = At )"+ o) = fos = d+r)  (1+0,088)" | ;=00434
Sin embargo, de acuerdo con la teoria de la preferencia por la liquidez, estos ; 7, = 0,0454
{
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6.00%
5.00%
4.00%

3.00%
2.00%
1.00% -
0.00% :

Tipos al contado

Periodos
—ETTIent=0 —ETTlen t=1 (TPE) —ETTI en t=1 (TPL)

4. ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES

El principal problema para obtener la ETTI es la no disponibilidad de bonos cupén
cero para todos los vencimientos. Por este motivo es necesario recurrir a diferentes
métodos de estimacién. Destacan:

* Método recursivo o bootstrapping.
* Modelos econométricos.
* Modelos de equilibrio dindmico.

La seleccién de uno u otro método depende de varios factores, como pueden ser:
el tipo de datos disponibles (tipos de interés de bonos a la par, tipos de interés cup6n
cero, precios de bonos, etc.), la frecuencia de los datos disponibles (diario, mensual,
etc.) o la ubicacion regular o irregular de los datos en el horizonte temporal.

La estimacion de la ETTI se lleva a cabo a partir de diversos instrumentos finan-
cieros. Si se dispone de cotizaciones de instrumentos cuyo interés se hace efectivo al
vencimiento de la operacién, como pueden ser los tipos de interés de depésitos inter-
bancarios, el cilculo de sus correspondientes factores de descuento es inmediato.
No obstante, en los mercados habra que considerar las convenciones de la divisa en
cuanto a la entrada en vigor de la operacién asociada a las fechas spot o contado.

4.1. METODO RECURSIVO O BOOTSTRAPPING

Es un método que permite obtener, de modo recurrente, el tipo cupén cero corres-
pondiente a un plazo a partir de los tipos cupdn cero correspondientes a plazos previos.

El método bootstrapping es adecuado cuando se dispone de datos de tipos de interés
periddicos, con frecuencia anual y el mismo riesgo crediticio. Se aplica principal-
mente cuando la fuente de informacién son los Interest Rate Swap (IRS) correspon-
dientes a la parte fija de los swaps (permutas financieras de tipos de interés), que
equivalen a un bono a la par (con precio igual a 100 unidades monetarias y TIR igual
al tipo de interés del cupén), emitido el dia que se negocia y con el TIR e interés del
cup6n igual al tipo de interés fijo del swap. Asi se puede obtener la ETTI a partir de
los tipos fijos de los swaps para un conjunto de vencimientos consecutivos aplicando
la técnica de bootstrapping.
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Cuando la informacién se obtiene de las operaciones del mercado de deuda
ptiblica, la gran dispersién en los plazos, vencimiento y pago de cupones hace que
el método requiera una elaboracién previa de los datos para su aplicacion. Existen
diversas técnicas para centrar la informacién en vencimientos periédicos. La mas
habitual es la creacién de titulos virtuales con vencimiento a un ano, dos anos, etc.
Estos titulos virtuales se construyen haciendo coincidir la TIR con el tipo de interés
de emisién y asi se consigue convertir la curva de rendimientos o de TIR en una curva
de tipos cupén cero. La diferencia entre ambos tipos corresponde al sesgo del cup6n.
Cuando la curva de tipos es creciente, el sesgo del cupén es positivo y esta relacion se
invierte si la curva decrece con respecto al plazo.

EJERCICIO 5.9.
Cuestion: _
Si se dispone de la siguiente informacién: |
IRS,=0,05 n=1 afio
IRS,=0,08 n=2 afios
IRS,=0,10 n=3 afios
Calcular los tipos cupdn cero por el método de bootstrapping.
Solucion: '

100 = (5+100)- FD, = FD, = %%(51 = 0,952880952

0,952380952 = L =7 =0,05
1+7n Lo

100 = 8- FD, + 108 - FD, = FD, = 0,855379189
1 .
,855379189 = ——— => 1, =0,0812
° Trny |
100 =10- FD, +10- FD, +110- FD, = FD, = 0,744749078

0,744749078 = = 1, = 0,1032

A+7)

42, METODOS ECONOMETRICOS

Los métodos econométricos se basan en métodos convencionales de regresion e incor-
poran la incertidumbre en la formacién de las expectativas sobre los tipos de interés
ya que en los modelos a estimar se incorpora un término error.

La ETTl y la estructura temporal de los precios al contado proporcionan la misma
informacién expresada de distinta forma. Por tanto, se puede obtener la ETTI esti-
mando la funcién de descuento, que debe cumplir los siguientes requisitos:

¢ Ser mondtona y decreciente.
* Ser positiva.

¢ Tomar el valor 1 en el instante inicial y el valor cero en oo:
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A(0,0)=1

A(0,)=0

Estos métodos tratan de estimar la funcién de descuento, bien directamente o bien
suponiendo que la misma adopta cierta forma funcional.

La ecuacién de no arbitraje del precio de un bono se expresa como:

I)b = })‘ + CC’ = C ’ 2[1 + i(t’k)]-(k~‘) + 100 ' [1 + i(t’ m)]-(’"-’)

k=l

P = i A(t,k)+100- A(t,m)

kol
donde:
P, : Precio del bono en el instante ¢ excluido el cupén o precio ex-cupén.

CC, : Cupén corrido o devengado desde la fecha en que se cobré el tiltimo cupén
hasta el instante ¢, que se calcula como:

Niimero de dias desde el pago del iltimo cupén
Niimero de dias entre pago de cupones

CC,=C-

B, = P, + CC, (precio de un bono en el instante #).

C: Cupén del bono.

k: Periodo de tiempo entre el instante ¢y la fecha de pago del cup6n
(k=12,...,m).

i(t,k): Tipo de interés al contado para el vencimiento 4.

A(t,k): Valor de la funcién de descuento para el vencimiento k.

Esta ecuacion se asemeja a una ecuacién de regresién lineal si se le afiade un tér-
mino error. En dicha ecuacion los coeficientes a estimar son los valores de la funcién
de descuento para los distintos vencimientos, A(0,%), y los regresores, el importe
de los cupones y el principal. De esta manera se pueden estimar directamente valo-
res discretos de la funcién de descuento e interpolar para obtener los restantes. Sin
embargo, para poder llevar a cabo la regresién, se requiere disponer de mas bonos
que vencimientos que determinen el niimero de parimetros a estimar.

Cuando no es posible la estimacién directa de la funcién de descuento, una alter-
nativa consiste en imponer una determinada forma funcional a ésta. La aproximacién
mas trivial consiste en utilizar un polinomio de grado &

AOR)=1+a,-b'+a, - b* +...+a, - b*

Un polinomio de grado suficientemente elevado puede aproximar cualquier fun-
cién. Sin embargo, dicha funcién tiene una expresién tinica para todo el horizonte
temporal de la ETTI, por lo que ajustard mejor aquellos tramos de la curva en los
que se disponga de mas datos, y ademds puede resultar dificil ajustar los extremos de

la curva. Un polinomio de grado muy elevado puede producir inestabilidad en los
parametros a estimar.

- Sin embargo, McCulloch (1971 y 1975)) seiiala que esta aproximacién conduce a
ajustes muy suaves en el corto plazo y demasiado explosivos en el largo plazo, salvo
que el orden del polinomio sea muy alto. Propone en sus métodos la aproximacién
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mediante funciones esplines’ de orden ciibico o cuadrético. Este método supone que
la funcién de descuento asume una determinada forma funcional, que es una com-
binacién lineal de funciones. En su primer trabajo utilizé esplines cuadraticos y, en
el segundo, esplines ciibicos, que son funciones polinémicas definidas por intervalos.
Propone ademds que el niimero de funciones a incorporar sea la raiz cuadrada del
numero de titulos disponibles.

El método de aproximaciéon mediante esplines ciibicos ha sido muy utilizado y
presenta varias ventajas:

* Se estima la estructura temporal para el periodo continuo observado.
* Permite una estimacién lineal.

* Es suficientemente flexible para captar las distintas formas de la funcién de
descuento.

Sin embargo, también presenta varios inconvenientes:
e Conduce a formas poco suaves en el extremo mds alejado de la curva.

* Implica una funcién de descuento que diverge con el vencimiento en lugar de
tender a cero.

* No garantiza que la funciéon de descuento sea consistentemente decreciente
con el vencimiento.

Por estos motivos se han presentado varias alternativas al método de McCulloch:
polinomios Bernstein (Schaefer, 1981); esplines exponenciales (Vasicek y Fong, 1982);
polinomios exponenciales (Chambers, Carleton y Waldman, 1984); suavizacién de
esplines (Fisher, Nychka y Zervos, 1995), etc., que, en general, no han mejorado el
método de McCulloch, bien porque no son flexibles, bien porque no obtienen mejo-
res resultados e implican métodos de estimacién complejos y costosos.

Nelson y Siegel (1987) proponen un método que es uno de lo mas utilizados actual-
mente por los bancos centrales nacionales para estimar las ETTI. Svensson (1994) ha
modificado ligeramente este método introduciendo una mayor flexibilidad. Se tratan
de modelos estiticos que tratan de estimar la estructura temporal de tipos de interés
en un instante determinado. También se denominan modelos parsimoniosos porque
conducen a curvas suaves y flexibles.

Nelson y Siegel consideran que los tipos de interés a plazo tienden hacia un valor
constante en el futuro y adoptan la siguiente forma funcional para la tasa instantinea
a plazo:

f(m)= A, "‘A-e'“”" +ﬂ2.£l_,e-m/r|

1

que se trata de una funcién Laguerre, obtenida como solucién de una ecuacién
diferencial de segundo orden.

(3) Una funcién espline es una funcién continua a trozos, que se unen en unos puntos de
enlace denominados nudos. En estos puntos de enlace las funciones que se unen deben tomar
el mismo valor y tener la misma forma de manera que se garantice que la funcién resultante
sea continuamente diferenciable. Cuanto mayor sea el niimero de nudos mas se incrementa
la flexibilidad de la curva resultante, pero si este niimero es excesivo se pueden reflejar obser-
vaciones anémalas (outliers) no muy relevantes desde el punto de vista econémico. En cambio,
si el niimero de nudos es muy bajo no se consigue un ajuste adecuado de la ETTIL McCulloch
propone utilizar un niimero de nudos de forma que cada subintervalo de la curva tenga el
mismo niimero de fechas de vencimiento de los bonos cotizados.
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Los parametros a estimar tienen la siguiente interpretacion:
* [, es una constante positiva.
* B, puede ser positivo o negativo e indica que el primer término exponencial

B,-e™™% es monétonamente decreciente o creciente, respectivamente.

* B, puede ser positivo o negativo e indica que el segundo término exponencial

m -m/ % P 4.
By-—-e produce una curvatura (un maximo o un minimo).
7
1
Ademis se cumple:

,l"i_l;‘}cf(m)=ﬁo
lim f(m) =B, +B,

m—0

lo cual nos indica que el tipo instantdneo a plazo converge a un valor constante, 3,
cuando el periodo hasta el vencimiento tiende a « y a otro valor constante, B, + 3,
, cuando tiende a cero. Por tanto, 3, representa el tipo instantineo a plazo corres-
pondiente al periodo hasta el vencimiento mds amplio dentro del rango de datos
considerado y B, + B, constituye el tipo instantdneo a plazo correspondiente al menor
periodo hasta el vencimiento (normalmente, la tasa a un dia, también conocida como

overnight rate).

Los tipos al contado se pueden obtener como una media de los tipos a plazo. Si
consideramos el periodo hasta el vencimiento continuo, se trata de hallar la integral
del tipo instantdneo a plazo entre dicho periodo:

t=m o m/h _,mm/
r(m)=J‘/=0 f(t)dt':,ﬂa +/ﬂl [I——e—:l+ﬂ2 .[l_e____e-m/fl]

m/ 7 m/ g

1- e-m/fl

m/ %,

R e ek

Se sustituye esta expresién en la funcién de descuento continuo:

A0, m) = e"rm = At B A {17 ] femein

Y finalmente se estima la ecuacién del precio de los bonos:

m
A(B+ Ry 1~V =g ke~ M0 (B A5 1= |- R -me~™A
‘Pb=zeA BBy a1-e]-Bobo +100-e“""“"‘"[ J-A-me
kal
teniendo en cuenta que el vector de parametros (B,,B,,B,,t,) se estima por minimos
cuadrados no lineales o0 mixima verosimilitud.

Nelson y Siegel (1987) muestran que esta funcién permite representar varias for-
mas de la curva de tipos de interés. Para ello establecen los siguientes valores para los
parametros: B =1, , =-1y 1, = 1, con lo cual la expresién del tipo a plazo en un ins-
tante determinado s6lo depende de los valores de f3,, a los cuales asigna los siguientes
valores 20, 10, -10 y-20. Las posibles formas de la curva de tipos a plazo con estos datos
se pueden obtener en la siguiente figura.

U —

-l
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FIGURA 5.11. Formas de la curva de tipos de interés al contado
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Los parametros a estimar para obtener las ETTI al contado tienen la misma inter-

pretacién que para los tipos a plazo:

* B, representa el tipo a plazo mas largo.
* B, permite determinar el segmento a corto plazo de la curva.
* B, determina el segmento a medio plazo de la curva.

* 1, tiene que ser positivo para garantizar la convergencia a largo plazo a f,.
Cuanto menor sea T, menor serd el valor de m en el que el tipo a plazo casi
coincide con el valor limite B

También se cumple:
limr(z) = B,
limr(£) = B, + B,

En la Figura 5.12 se muestra la descomposicién de la forma funcional del tipo

al contado en un instante determinado segiin Nelson y Siegel (1987) teniendo en
cuenta los siguientes valores: B, =6, B, =~4, B, =10y 7; =1.

FIGURA 5.12. Descomposicion de la curva de Nelson y Siegel
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También se puede comprobar que la curva puede adoptar diversas formas
dependiendo de la relacién entre los parimetros, tal como se muestra en la

Figura 5.13:

FIGURA 5.13. Formas de la curva de Nelson y Siegel

Forma de la curva B, B, B, T, Restriccion
Creciente y céncava + - + + IB,] 2 |B~,|
Creciente + - - + Iﬁ,I 2 Bgl
Decreciente y convexa + + - + IB,| 2 |[3 2|
Decreciente + + + + B} =B,
Con joroba y encima de f3, | + + + + |B| | < |B2|
Con joroba y corta a B, + - + + |B|I < |[32|
Con depresion y debajo | + - - + IB,I < |B2|
de B,

Con depresién y cortaa 8, | + + - + |Bn| < (B,

El modelo de Svensson (1994) modifica el de Nelson y Siegel en el sentido de que
introduce mads flexibilidad en las posibles curvas a cambio de afnadir un tercer tér-
mino exponencial con dos parametros, B, y 7,. Esto permite una segunda curvatura
en las curvas de tipos al contado y de tipos a plazo.

La forma funcional que adopta el tipo instantineo a plazo muestra la siguiente
expresion:

fm)y=4, + 4, -e'" -l-ﬂ,~;oe"""' +ﬂs-;-e'”""
1 2

y el tipo instantdneo al contado se obtiene como en el modelo anterior:

_pmm/y o m/ g oM/ n
T(m)=ﬂo+ﬂ-[l e :l'*'ﬂ‘z'l:l e _e-,,./;,]_'_ﬂs_[l e~ -e'"‘/"]

m/z m/ T m/ T,

1-e™™/%

-m/
1-e™" l-e""’_e-m/r,
m/ %,

m/ %,

r(m)=ﬁ;+(A+ﬂ,)-[ ]-—ﬂ,-e""”’l+ﬂ,-[

La introduccién de los nuevos pardmetros, B, y 1,, permite introducir una mayor
flexibilidad en la curva que el modelo de Nelson y Siegel, pero su interpretacién es
similar a la de los pardmetros B, y 1,.

En la Figura 5.14 se muestra la descomposicién de la forma funcional del tipo al
contado en un instante determinado segiin Svensson (1987) teniendo en cuenta los
siguientes valores: B, =6, B, =-4, B, =-18, 7;=1, B, =10y 7, = 2.

L - o S

§ e g o m e e
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FIGURA 5.14. Descomposicion de la curva de Svensson

8
W

Plazo hasta el vencimiento

Uno de los métodos utilizados para estimar los pardmetros es el de minimos cua-
drados ordinarios no lineales que consiste en minimizar una de las dos siguientes
funciones objetivo:

1. Lasuma de errores en precios al cuadrado:

Minzn', [(P,,,, - I”;(ﬁ,, B4t ))] * (segiin Nelson y Siegel).
k=1

Mini[(P,,,‘ - f’;(ﬂ,,ﬂ,@, 5.4, 2'2))] * (segiin Svensson).

k=1
donde:
P, : Precio observado del bono k.

= - .
P, : Precio tedrico o estimado del bono &.
n: Nimero de bonos.

Desafortunadamente la minimizacién en precios puede llevar a un sobreajuste de
los precios de los bonos a largo plazo con respecto a los bonos a corto plazo, dada
la relacion entre el TIR, el precio y el plazo hasta el vencimiento de un bono. Para
corregir este problema se suele ponderar el error en precios por un valor que coin-
cide con el inverso de la duracién de Macaulay. De esta forma, las funciones objetivo

a minimizar serian las siguientes:

Mz’ni[(l’u -B(5. 8./ 2',))] :. ®, (segtin Nelson y Siegel).
k=1

Min3 [ (Pa - Bl Ao 5.0 -,
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donde:
®,: Inversa de la duracién relativa de Macaulay del bono 4.
1/ D,
D, = __/n_k_
1/>.D,
k=1

2. Lasuma de errores en TIR al cuadrado:

Minznl[(TIRu - 771?“%’,4,4, 7 ))] 2 (segin Nelson y Siegel).

k=)

Mini[(TIRAJE —TIR, (B BB 5. 180 5 ))] ‘ (segiin Svensson).

kal
donde:
TIR,, : TIR real del bono &.

TIR,, : TIR tedrica o estimada del bono k.
n: Nimero de bonos.

En los dos criterios de optimizacion utilizados es necesario partir de un vector de
parametros inicial.

4.3. MODELOS DE EQUILIBRIO DINAMICO

Todos los métodos anteriores son modelos estiticos porque proporcionan Iag
ETTI en un instante determinado. Por el contrario, los modelos dindmicos sop
n}t:ztodos basados en la dindmica del mercado y derivados de la teoria de valorj-
cion de opciones. El modelo para la funcién precio puede seleccionarse teniendo
en cuenta las hipétesis econémicas que regulan la evolucién del mercado de tity.
los. Es el caso, por ejemplo, de los modelos estocdsticos para la ETTI definidog
en el campo continuo, en los cuales se asume que el estado del mercado es com-
pletamente determinado por un nimero limitado de variables estado, las cuales
evolucionan de forma impredecible.

El caso mis estudiado es aquel en el que las variables base siguen trayectorias alea-
torias continuas. Se basa en dos premisas fundamentales:

Establecimiento de hipétesis probabilisticas sobre la dindmica estocdstica de

las vanable§ estado que permiten la modelizacién estocdstica de la dindmica
de estas variables.

Cumplimiento de las hipétesis de los mercados perfectos: no friccionalidad
competitividad y ausencia de arbitraje. ,

E{l los den‘ominados modelos unifactoriales la tinica variable estado es la tasa ins-
t\z/m'tanea de interés al contado. Entre éstos, cabe destacar los modelos clisicos de
das.lcek ( 1977) y Cox, Ingersoll y.Ross (1?85), que consideran que la tasa instantinea

e interés al contado (spot rate) sigue la siguiente ecuacién diferencial estocistica:

dr(t)= p(t,7(t))- dt + p(t,7(8))- dW(2)

- 1
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donde:
s r(t): Valor en ¢ de la tasa instantdnea de interés a corto plazo.
»  u(t,7(t)): Tendencia de la evolucién de la tasa instantinea de interés a corto
plazo. Depende del valor en ¢ de la tasa instantinea de interés y del instante &

e o(t,r(t)): Volatilidad o desviaci6én estindar de la evolucién de la tasa instanta-
nea de interés a corto plazo. También depende del valor en tde la tasa instan-
tdnea de interés y del instante &.

e W(): Proceso de Wiener, con media cero y varianza dt .

Los modelos unifactoriales son muy restrictivos ya que dependen tnicamente
de una variable estado, en este caso de la tasa instantdnea de interés a corto plazo,
permitiéndose desplazamientos paralelos de la curva, lo cual implica que los
movimientos de los titulos estin perfectamente correlacionados. Por ello, diver-
sos autores utilizan modelos bifactoriales con una variable estado mds como, por
ejemplo, la diferencia entre las tasas instantineas a corto y a largo plazo, la tasa
instantdnea a largo plazo, la volatilidad de la tasa instantdnea a corto plazo, etc.
Cabe citar los modelos de Schaefer y Schwartz (1984) y de Heath, Jarrowy Morton
(1992). Son métodos mis realistas, pero no admiten férmulas cerradas para calcu-
lar el precio de los titulos a valorar, es decir, la ecuacién diferencial no tiene solu-
cién y se debe resolver por métodos numéricos. Si se utilizan tres o mds variables
estado los modelos se denominan multifactoriales, pero no mejoran los resultados
obtenidos con respecto a los modelos bifactoriales y, ademads, son modelos mucho
mas complejos en su resolucién.

En términos rigurosos, la estimacién de la ETTI definida por los modelos esto-
césticos requiere la especificacién de los parametros que caracterizan las distri-
buciones de probabilidad de las variables estado. Para ello se observa el proceso
histérico de estas variables, teniendo en cuenta que la estimacién basada tnica-
mente en los valores de emisién de los titulos observados a una misma fecha no
permite identificar completamente la ETTI y se denomina modelo de calibracién

de los datos.

5. APLICACIONES DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES

La ETTI al contado y los tipos a plazo se utilizan para calcular los precios de dife-
rentes instrumentos financieros. A continuacién se muestra cémo pueden utilizarse
para calcular el precio de un bono con cupén.
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FIGURA 5.15. Precio de un bono con cupon con ETTI al contado

P C Corvcvviiiiinnns C+N
| | | |
I [ | I
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— —_—

n fi2 frar

donde:

C = N -i; (valor del cupén).

N : Valor nominal del bono.

ic - Tipo de interés del cupén.

7, : Tipo de interés al contado correspondiente al plazo [0,T].
Jr-ir - Tipo de interés a plazo correspondiente al plazo [T -1,T].

P: Precio del bono con cupén en el momento &
Precio del bono con cupén con la ETTI al contado:
T
P= C + C 2+..'.+_C+—NT= C 1 C+NT
A+7) (1+n) A+r) G d+n) (A+7n)
Precio del bono con cupén con la ETTI a plazo:

C C + C+N

P= + PO o
d+r) A+r)A+f.) A+7n)A+ fi)A+ fror)

Ademds, si las ETTI van variando de forma creciente, decreciente o mixta, los precios tam-
bién variardn, de forma que si las ETTI van creciendo los precios irdn decreciendo y viceversa.
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EJERCICIO 5.10.
Cuestion:
Calcular el precio de un Bono del Estado con las siguientes caracteristicas:
¢ Nominal: 1.000 euros
¢ Tipo de interés del cupén anual: 1,80%
¢ Plazo hasta el vencimiento: 5 afios

en cada uno de los casos de las siguientes ETTI que van creciendo de forma
paralela 0,5% sobre el anterior:

ARos [ETTH(%) [ ETTL(%), | ET1i(96). | .
0
1 -0,5 0 0,5 1 1,5
2 0,5 1 1,5 2 2,5
3 1 15 2 2,5 3
4 1,5 2] 2,5 3| 3,5
5 2] . 2,5] . 3 3,5| 4
Solucién:
18 18 18 18
B = + 7+ 5+ i
(1-0,005) (1+0,005) (1+0,01® (1+0,015)
1.018
+————=992,38
(1+0,00) 2,38 euros
p .18 . 18 18 18
bm T (1-0) (1+0,01)  (1+0,015° (1+0,02)"
1.018
—__=969,25
(1+0,025)° euros
18 18 18 18
P = + + + +
bme T (1+0,005) (1+0,015)2  (1+0,02)° (1+0,025)*
LS, = 946,79 euros
(1+0,03)°
p - 18 18 18 18
e (140,01) (140,02  (1+0,025)°  (1+0,03)
_LO18__ _ 994,06 curos
(1+0,035)
18 18 18 18
B, = + 5+ T+ —+
(1+0,015) (1+0,025)> (1+0,08)® (1+0,035)
1.018
+—————=908,75
(1+0,04) euros

Por tanto el precio del bono disminuye a medida que los tipos de interés de la
ETTI aumentan de forma paralela sobre la ETTI inicial:
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PRECIO DEL BONO
1000
980 -
960 -
940
920 -
900 -

Precio del bono (¢n curos)

880 . . : . :
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Variacion de tipos de interés (en %)

Y se podria comprdbar también lo contrario, que el precio del bono aumenta
a medida que los tipos de interés de la ETTI disminuyen de forma paralela sobre

la ETTI inicial:

PRECIO DEL BONO

- 1100,00
2
5 1080.00
3 1060,00
2
2 1040,00 -
3 1020.00 -
2
(9]
R 1000,00
[~%
: : 980,00
-3 2.5 2 -1.5 -1 0,5 0

Variacion de tipos de interés (en %)

EJERCICIO 5.11.
Cuestion: A
Calcular el precio de un Bono del Estad_p con las siguientes caracteristicas:
* Nominal: 1.000 euros
* Tipo de interés del cup6n anual: 1,80%
* Plazo hasta el vencimiento: 5 afios

si el tipo de interés al contado del primer aio es el 0,5% y se dispone de los
siguientes tipos a plazo implicitos anuales:
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f12=0,60%
Jo3 =0,80%
f34=0,90%
fis=1%
Solucion:
B, = 18 + 18 + 18 +1
(1+0,005) (1+0,005)(1+0,006) (1+0,005)(1+0,006)(1+0,008)
+ 18 +
1+ 0,005) (1+ 0,006) (1+ 0,008) (1+ 0,009)

18
+
(1+0,005) (1+ 0,006) (1+ 0,008) (1 + 0,009) (1+ 0,01)

=1.051,07euros



TEMA 6
DURACION, CONVEXIDAD E INMUNIZACION FINANCIERA

SUMARIO: 1. DURACION. 2. CONVEXIDAD. 3. INMUNIZACION FINANCIERA.

1. DURACION
El precio de un bono con cupén se calcula como:
p=-t B, B v B
‘ (A+7) QQ+7) d+7r)y S A+7)
donde:

P : precio del bono con cupén. Si se expresa en % sobre el valor nominal se
t denomina “precio tedérico”, lo que permite comparar activos con diferentes
| vencimientos.

F, : cuantia del #ésimo flujo generado por el activo.

r :TIR, que puede ser la de la deuda piiblica o la de cupén cero de plazo hasta el
vencimiento mds un diferencial.

n : plazo hasta el vencimiento.

FIGURA 6.1. Calculo del precio de un bono con cupon

F|/(|+ r) ¢.........J

Fof(1+ 1) s}
Fyf(1+ 7)™t
FJ(1+

)

Sl X
3
L]
=

P=

Los factores que influyen en el precio de bono son:

* El plazo hasta el vencimiento, que influye de forma inversa (a mayor plazo
menor precio o a menor plazo mayor precio).

¢ La rentabilidad o TIR, que también influye de forma inversa (a mayor TIR
menor precio o a menor TIR mayor precio).

* El cupén, que influye de forma directa (a mayor cupén mayor precio o a
menor cupén menor precio).
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La duracién de Macaulay (1938) es una medida del plazo efectivo hasta el ven-
cimiento de un bono y se calcula como la media ponderada de los plazos hasta el
vencimiento de cada flujo, considerando como ponderaciones los valores actuales
relativos de cada flujo.

et
‘D=§_(17':_')___-_§t.a,"
donde: ’
_E_

o;: ponderacién del plazo hasta el vencimiento &
Los factores que influyen en la duracién son:
a) Plazo hasta el vencimiento:

* La duracién de un bono cupén cero es igual a su plazo hasta el venci-
miento. Por tanto, la duracién de un bono cupén cero es siempre mayor
que lade un bono con cupén si tienen el mismo plazo hasta el vencimiento.

* Laduracién de un bono con cupén es menor que su plazo hasta el venci-
miento, si éste es finito y superior a la unidad.

* La duracién de un bono con cupén que cotice a la par o por encima de
la par es una funcién monétona creciente respecto del plazo hasta el ven-
cimiento y tiende a (1+r)/r cuando el plazo hasta el vencimiento tiende a
infinito.

* Laduracién de un bono con cupén que cotice por debajo de la par alcanza
un méaximo antes de que el plazo hasta el vencimiento sea infinito, para
descender posteriormente hacia el limite (1+r)/r.

* Laduracién de un bono perpetuo es:

14+r
r

D=

b) Tipo de interés del cupén: la duracién de un bono estd inversamente rela-
cionada con el tipo de interés del cupén, excepto en el caso de los bonos
perpetuos.

c) TIR: la duracién de un bono con cupén estd inversamente relacionada con la
TIR.

d) Frecuencia en el pago de cupones: tiene una relacién inversa con la duracién.
e) Proximidad o lejania al pago del cupén: a mayor proximidad menor duracién.

La duracién es una medida muy utilizada para la gestién de carteras de activos de
renta fija por tres motivos principalmente:

* Esuna medida del plazo efectivo hasta el vencimiento de la cartera.

° Esuna herramienta fundamental para la inmunizacién de carteras de los ries-
gos de tipos de interés.
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* Es una medida de la sensibilidad de una cartera de activos de renta fija a fluc-
tuaciones de los tipos de interés. Hicks (1939) la considera como una medida
de la elasticidad del valor de una serie de flujos respecto al factor de descuento.

La relacién formal entre el riesgo de tipo de interés (variacién del precio de un
activo antes una variacién de tipos de interés) y la duracién se resume en los dos teo-
remas siguientes:

1. Lavariacién relativa del precio del bono es proporcional a su duracién y est4 rela-
cionada con la variacién absoluta de la rentabilidad de mercado (Fisher, 1966).

.éf_z..p. Ar AP=-P. D -Ar
P 1+r d+r
A—:—:-DM -Ar AP=~P-D, - Ar
D
D, =
M 14
donde:

D, = D,, es la duracién corregida o modificada.

r: rentabilidad del mercado o TIR.

N3 es la variacién relativa del precio (en porcentaje).
AP es la variacién absoluta del precio (en unidades monetarias).

2. Cuanto mayor sea la duracién, mayora serd la variacién relativa en el precio de
un bono para un cambio en el TIR del bono (Hopewell y Kaufman, 1973).

La duracién también se puede calcular a partir de la sensibilidad y de la duracién
corregida, teniendo en cuenta que:

a) La sensibilidad del precio de un bono a la variacién de tipos de interés es la
derivada primera del precio del bono respecto a la variacién de la TIR:

= F
=X T

t=l

* La duracién corregida es la sensibilidad relativa con respecto al precio, cam-

biada de signo:
s ¢! T
De=-7=%—p
Por tanto:
D=D, (1+7)

D=—%-(l+r)

Bem
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La duracién de una cartera de titulos de renta fija es la media ponderada de las
duraciones de los titulos que componen la cartera, teniendo en cuenta que las pon-
deraciones son las proporciones del valor actual de los titulos de cada tipo sobre el
valor total de la cartera:

. 13
D riers = 2 D, -

E_
=1 Vet
D.: duracién de un titulo del tipo .
P: valor actual de los titulos del tipo &

me: valor total de la cartera.

Una medida alternativa a la duracién para valorar el riesgo de tipo de interés es
el Valor del Punto Bésico (Basic Point Value), que es la variacion absoluta en el precio
de un activo de renta fija derivado de una variacién de un punto bésico (0,01%) en
su TIR. Se expresa en unidades monetarias y deriva de la aplicacién del teorema de
Fisher (1966).

AP, Ar
P 1+7r
AP=-P.-D,-Ar

VPB=-P-D,-0,0001
Las ventajas del Valor del Punto Bésico con respecto a la duracién (Oberhoffer, 1988):

* EI BPV expresa de forma concreta la sensibilidad del precio de un activo con
respecto al tipo de interés, en unidades monetarias, en lugar de hacerlo de
forma abstracta como la duracién.

* El BPV no requiere una interpretacién correcta del contexto en el que es cal-
culado. Sin embargo, para entender la duracién de un titulo se debe calcular
su precio y su TIR. El BPV resume en una tinica cifra el efecto de las tres varia-
bles anteriores.

Y su principal inconveniente es que no debe ser utilizado para comparar el riesgo
de mercado de titulos diferentes debido a que el BPV depende de cuil sea el valor de
esos titulos.

Sin embargo, la duraciér_l y el Valor del Punto Bisico presentan una serie de limita-
ciones como medidas del riesgo de tipo de interés:

* Son sélo medidas correctas del riesgo de tipo de interés para cambios lo sufi-
cientemente pequefios del tipo de interés.

° Son medidas precisas del riesgo de tipo de interés sélo para los titulos al des-
cuento o cupon cero.

° Para los demds titulos serdin medidas del riesgo de tipos de interés si la ETTI
es plana y se desplaza de forma paralela, es decir, todos los tipos de interés de
la ETTI varian en la misma proporcién.

La duracién representa el momento de primer orden de la distribucién de las
ponderaciones ®, que representan los valores actuales relativos de cada flujo F, con
respecto al valor actual del bono:

F,
1+7)

@ =
¢ P

odonde t = 1, 2, ..., n.
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mientras que la duracién de segundo orden hace referencia al momento de
segundo orden y proporciona una medida de dispersién temporal del flujo respecto
al instante inicial (DT). La duracién de segundo orden (D?) se mide en unidades de
tiempo al cuadrado porque expresa una media ponderada de tiempos al cuadrado.
Para proporcionar la medida de dispersion en unidades de tiempo es suficiente cal-
cular la raiz cuadrada.

F
t=t)  ——
2 14+7r Z
p=Y——=Se-u) g
tal jal

pr=+D*

EJERCICIO 6.1.
Cuestion:

Un bono con plazo hasta el vencimiento de 15 afios tiene un tipo de interés
del cupén anual del 5% y una rentabilidad hasta el vencimiento del 6%. Calcular:

a) El precio del bono.
b) La duracién.

c) ¢Qué sucederd con el precio del bono si la rentabilidad hasta el venci-
miento se incrementa 100 puntos basicos?

d) Elvalor del punto biésico.
e) Laduracién de segundo orden.
f) Elindice de dispersién temporal.

Solucion:
a) El precio del bono.
1.000
P= 50.0@0.06 +W = 902,88€
b) La duracién.
50 50 50 1.050
1. +2- +...+14- +15-
D= 1,06 2 1,06)* (1,06)" (1,06)"
902,88

D =10,66 azos

c) ¢Qué sucederi con el precio del bono si la rentabilidad hasta el venci-
miento se incrementa 100 puntos basicos?

AP 10,66
AP b Ar=-3%%8 1 _10.06
P M AT ="770,06 %

P_l:_& =-10,06%

(]
P, =F,-(1-0,1006) = 902,88 - (1-0,1006) = 812,05 euros
AP = P, - F, = 812,05 - 902,88 = —90,83 euros
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d) El valor del punto basico.

VPB=-P-D,- 0,0001 = —902,88-1—1% -0,0001 = -0,91 euros

?

El valor del punto bdsico indica que, ante un aumento de un punto basico en
el tipo de interés (0,01%) el precio del bono disminuira 0,91 euros.

e) Laduracién de segundo orden.

50 50 50

12— +22. R /L.

p?=_ 106 2 (1,06) (1,06)"
902,88

f) Elindice de dispersién temporal.

DT =+/D? = /139,45 =11,81 asios

1050
(1,06)"

+15?

=139, 45 asios®

EJERCICIO 6.2.
Cuestion:

Calcular la duracién de un bono perpetuo que paga 100 euros anualmente si
la rentabilidad hasta el vencimiento es el 8%.
Solucion:
p=lt 0,08
0,08

=13,50 arios

EJERCICIO 6.3.
Calcular la duracién de la siguiente cartera de activos de renta fija:

* 100 Bonos del Estado de nominal de 10.000 euros, con vencimiento tres
aiios, interés del cupén del 5%.

* 500 Letras del Tesoro, nominal de 1.000 euros y vencimiento un aio.

* 200 participaciones preferentes con cupén anual de 100 euros.
Si la TIR es el 4%, calcular:
Solucion:
Datos:
* 100 Bonos del Estado
N =10.000 euros
n = 3 afos
i =0,05
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500 Letras del Tesoro
N =5.000 euros
n =1 afio
* 200 participaciones preferentes
C =100 euros anuales

TIR = 0,04
Se calcula el precio y la duracién de un Bono del Estado:
10.000
Pypes =500+ +—————5=10.277,51€
Bnes =575 U000 T (150,04
500 500 10.500
1 +2- +3-
D =_1+004 (1+0,04) 1+0,04)° _ 9 86 arios
fones 10.277,51 ’
Se calcula el precio y la duracion de una Letra del Tesoro:
1.000
= =961,54 €
b 140,04 _

D,,... =1lato

Se calcula el precio y la duracion de una participacién preferente:

100
PPWM = 6:6:1_ = 2.500 €.

1+ 0,04 "
Dpricipacionss = 0.04 = 26 arios

Se calcula el valor de la cartera:

Veatew = 100-10.277,51 + 500 - 961,54 + 200 - 2.500 = 2.008.521 euros

247

Se calculan las ponderaciones de cada tipo de activo en el valor de la cartera:

. < 100:10.277,51
foes 2,008,521
» - D00-961,5¢
tams - 2.008.521
o = 200-2.500
tars ™ 9 008.521
Dpoas + B s ¥ Drsticipacionss = 100%

=0,5117=51,17%
=0,2394 = 23,94%

= 0,2489 = 24,89%

~ Se calcula la duracién de la cartera:

_2,86-100-10.277,51+1-500-961,54 + 26-200-2.500 _ |
B I 2.008.521 B
=2,86-0,5117 +1-0,2394 + 26 - 0,2489 = 8,18 asios

DCartem
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2. CONVEXIDAD

La relacién entre la variacién relativa en el precio de un bono y su TIR no es lineal,
sino estrictamente convexa. La duracién proporciona una buena aproximacién para
cambios pequerios en la rentabilidad, pero no para fluctuaciones grandes.

FIGURA 6.2. Relacion entre la variacion relativa del precio de un bono ante
una variacién absoluta del tipo de interés

Variacion real
en el precio

-20

Variacion relativa del precio
()
b
o
|

Variacion por
60 —1— la duracién

La convexidad es la curvatura de la relacién precio-rentabilidad de un bono y per-
mite estimar con mayor precision la variacién en el precio de un bono respecto a la
variacién del tipo de interés ya que la utilizacién de la duracién:

* Subestima el aumento del precio cuando baja la rentabilidad.
* Sobrestima la bajada del precio cuando aumenta la rentabilidad.

Se desarrolla la funcién de precio de un bono como funcién del tipo de interés con
el teorema de Taylor y se obtiene:

dpP 1 d°P
AP= E-Ar-l-;--d?--(Ar)’ + Resto
donde:

* el primer sumando refleja la variacién absoluta del precio del bono ante una
variacién absoluta del tipo de interés, debida a la duracién.

* el segundo sumando refleja la variacién absoluta del precio del bono ante una
variacién absoluta del tipo de interés, debida a la convexidad.

Si se dividen ambos miembros de la ecuaci6n anterior por el precio se obtiene:

AP dP 1 1 d’°P 1
T=E.;‘ E'F‘_‘(Ar)g'FResto
donde:

* el primer sumando refleja la variacién relativa del precio del bono ante una
variacién absoluta del tipo de interés, debida a la duracién.

* elsegundo sumando refleja la variacién relativa del precio del bono ante una
variacion absoluta del tipo de interés, debida a la convexidad.
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Por tanto:

* En términos absolutos, la variacién absoluta del precio del bono ante una
variacién del tipo de interés debida a la convexidad es igual a la variacién
absoluta del precio no explicada por su duracién corregida.

¢ En términos relativa, la variacién porcentual del precio del bono ante una
variacién del tipo de interés debida a la convexidad es igual a la variacién rela-
tiva del precio no estimada por su duracién corregida.

La convexidad absoluta es la segunda derivada parcial del precio de un bono res-

peto a la variacién de la TIR:
d’P _ F,
=—= t-(t+1) —_—
dr? ,g, ) A+r)*

La convexidad modificada o corregida:

1dP 1 1 1 1
CG=—- —==.Cr===-C
2 d* P 2 P 2™

La convexidad de un Bono Perpetuo:

P 2.C
C=—r=
dr? rd
donde :
P=g-
r

La convexidad de una cartera de titulos de renta fija es la media ponderada de las
duraciones de los titulos que componen la cartera, teniendo en cuenta que las pon-
deraciones son las proporciones del valor actual de los titulos de cada tipo sobre el

valor total de la cartera:

I T
cartera

D duracién de un titulo del tipo &
P valor actual de los titulos del tipo &.
V_...: valor total de la cartera.

cartera®

En términos generales la convexidad es siempre positiva y beneficia siempre a las
carteras de renta fija porque la mayor convexidad de una cartera de renta fija supone
que:

* Ante bajadas del tipo de interés, el valor de la cartera aumenta por encima de
lo previsto segiin su duracién corregida.

¢ Ante subidas del tipo de interés, la caida del valor de la cartera es inferior a la
prevista por su duracién corregida.



250 MARIA DEL CARMEN GONZALEZ VELASCO: ANALISIS DE LAS OPERACIONES... TEMA 6. DURACION, CONVEXIDAD E INMUNIZACION FINANCIERA 251

EJERCICIO 6.4. , AP 1 \
Un bono con vencimiento a 15 afios y un cupén del 5% se vende a una rentabi- P —-10,04-0,02+ 9 135,08-(0,02)
lidad inicial al vencimiento del 5%. El bono se amortiza por su valor nominal, que AP
es de 1.000 euros. Si la rentabilidad se incrementa 200 puntos bésicos, calcular: 53 =-0,1738 = -17,38%
a) Laduracién modificada. - AP = ~1.000-0,1738 = —173,80 euros
el e ,' B-=P,-(1-0,1738)=1.000- (1 — 0,1738) = 826,20
¢) Elvalor del punto bésico. : 1= HO8= 2 1987 = Bb, 28 euros
d) La variacién en el precio del bono debida a la duracién y el precio e) Los errores debidos a la estimacién con la duracién y a la
estimado. duracién+convexidad.
e) La variacién en el precio del bono debida a la duracién+convexidad y el Se calcula el precio del bono después del incremento de la rentabilidad:
precio estimado. - | 50 50 50 . 1.050
f) Los errores debidos a la estimacién con la duracién y a la A '-'m"‘m"'---* Lo7)" + @Lon"
duracién+convexidad. - ’ ’ 1.050 ’ ’
Solucion: B =50-a3,.,+ -(—1'0—7)1—5— = 817,84 euros
a) La duracién modificada. " ) y »
. N 50 \o. 50 .l 50 1. 1.050 Se calcula el error debido a la estimacién con la duracién:
D= 1,05 (L0577 (1,05)" (1,05)"® ~10.54 asios &, = B, — F, = 817,84 - 799,20 = 18,64 euros
1.000 Se calcula el error debido a la estimacién con la duracién+convexidad:
_10,54 _ . -~
Du=7T05 = 10,04 arios - £p,c = B — B"=817,84 — 826,20 = —8,36 euros

b) La convexidad.

C—iF t-(¢+1) (105)"'2—1-2-———i.—-+2-3-i—+ +
el ’ (1+0,05)° (1+0,05*
1.050 EJERCICIO 6.5.
+15-16 - —————= =135.080 6
(1+0,05)" Cuestion:
C 185.080 Calcular la convexidad de un bono perpetuo que paga 100 euros anualmente
y = —=—— =135,08 si la rentabilidad hasta el vencimiento es el 8%.
P. ) ,1'000 . ) .. ) Solucion:
c) La variacién en el precio del bono debida a la duracién y el precio 2.100
estimado. C=oge = 390625
AP ]
-'F = _DM Ar= —10,04 . 2 = —20,08%
AP = -1.000-0,2008 = —200, 80 euros
P =P,-(1-0,2008) =1.000- (1 — 0,2008)
- E ICIO 6.6.
P, ='799,20 euros JERCICIO : :
: Calcular la convexidad de la siguiente cartera de activos de renta fija:
d) La variacién en el precio del bono debida a la duracién+convexidad y el . .
recio estimado. e 100 B9nos del Estado de nominal de 10.000 euros, con vencimiento tres
P : aros, interés del cupén del 5%. 4
AP =-D, -Ar+ 1 C-(Ar)? * 500 Letras del Tesoro, nominal de 1.000 euros y vencimiento un aiio.

P * 200 participaciones preferentes con cupén anual de 100 euros.
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Si la TIR es el 4%, calcular:
Solucién:
Datos:
e 100 Bonos del Estado
N = 10.000 euros
n =3 anos
i, =0,05
* 500 Letras del Tesoro
‘N = 5.000 euros
n =1 afio
s 200 participaciones preferentes
C =100 euros anuales

TIR = 0,04
Se calcula el precio y la convexidad de un Bono del Estado:
10.000
B, =500- +——r=10.277,51€
s =270 Blos T (13°0,04)°
500 ‘ 500 10.500
Cones =12 ———-=+2-3- +3-4- =107.016,
s (1+0,04)° (1+0,04)* (1+0,04)° 22
Se calcula el precio y la convexidad de una Letra del Tesoro:
_ 1000 _
e = 7770.04 =961,54 €
1.000
C =12 —e = .
aar 70,047 = 177799
Se calcula el precio y 1a convexidad de una participacién preferente:
100
Prosuine = 504 = 2500€
c =2:100 _ 5 195,000

Se calcula el valor de la cartera:
Veuew = 100:10.277,51 4 500 961,54 + 200 - 2.500 = 2.008.521 euros

Se calculan las ponderaciones de cada tipo de activo en el valor de la cartera:

100-10.277,51

Bgogs = ——————=0,5117 = 51,17

2.008.521 %

500-961,54 »

Oy = ———— = 0,2394 = 23,94

2.008.521 23 2 %
200-2.500
Y atras = —————— = 0,2489 = 24,89

2.008.521 2 2 %

Dgonss + Dyras + Drarsicipacionss = 100%
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Se calcula la convexidad de la cartera:

_ 107.016,22-100- 1.777,99 - 500 - 961,54 + 3.125.000 - 200 - 2.500 _
2.008.521
=107.016,22-0,5117 +1.777,99 - 0,2394 + 3.125.000 - 0,2489 = 805.185,85

Cearera

3. INMUNIZACION FINANCIERA

La inmunizacién financiera es una de las principales estrategias pasivas de gestién
de carteras de renta fija, que son aquellas que estdn disefiadas para la consecucién
de una serie de objetivos independientemente de la evolucién de los tipos de interés.

Muchos bancos tienen una mala casacién entre el vencimiento de los activos y los
pasivos debido a la estructura de su balance ya que las partidas de activo tienen una
mayor duracién que las partidas de pasivo, es decir, que las primeras son mas sensibles
a la variacién de tipos de interés.

FIGURA 6.3. Balance de situacién de un banco (actividad tradicional)

Activos Pasivos

Préstamos a la clicntela | | Dcpésitos de la clicntcla |

Da> De

Sin embargo, en el caso de las compaiiias de seguros ocurre al contrario ya que sus
partidas de pasivo tienen una mayor duracién que sus partidas de activos.

La inmunizacién financiera cldsica, analizada en los trabajos de Macaulay (1938),
Samuelson (1945), Redington (1952) y Fisher y Weil (1971), puede ser definida como
una metodologia dirigida a aislar los efectos que, un cambio en los tipos de interés,
puede tener sobre el valor de una cartera.

La inmunizacién de una cartera tiene como objetivo que el valor final de la inver-
sién no sea inferior al previsto al inicio del horizonte temporal del inversor sin que
afecte lo que suceda con los tipos de interés durante este periodo.

Toda estrategia de inmunizacién se basa en dos premisas:

* La necesidad del inversor de establecer un horizonte temporal para su inver-
sién, que no debe confundirse con el plazo hasta el vencimiento.

* La estructura temporal de los tipos de interés se desplaza generalmente con
variaciones paralelas. Esto implica que la rentabilidad de los bonos se mueve
de la misma forma y con independencia de su plazo.

La inmunizacién trata de eliminar la sensibilidad del precio a los cambios en los
tipos de interés a través de equilibrar la duracién de los flujos de entradas con la
duracién de los flujos de salidas. Segiin el teorema de inmunizacién de Fisher y Weil
(1971) una cartera estarda inmunizada si su duracién coincide con el horizonte tem-
poral del inversor. Asi, el riesgo del tipo de interés y el riesgo de reinversién se inten-
tardn neutralizar'.

(1) El riesgo de tipo de interés (riesgo a corto plazo o riesgo de precio) se refiere al
riesgo de variacion en el precio de un bono ante variaciones del tipo de interés. En cambio el



254 MARIA DEL CARMEN GONZALEZ VELASCO: ANALISIS DE LAS OPERACIONES...

Las estrategias de inmunizacién pueden desarrollarse en base a dos criterios:

1. Intentando que los flujos de entrada y de salida sean iguales, es decir, que los
créditos sean iguales a los débitos en cuantia y en fechas de exigibilidad y la
cartera de activos y pasivos s6lo tenga cuantias nulas. Esta situacién se conoce
como perfect matching o “politica de casar operaciones”.

2. Eliminando el riesgo de la cartera, al hacer coincidir la duracién de los flujos
de entrada con la duracién de los flujos de salida.

Los inversores en renta fija se enfrentan a dos tipos de riesgo de tipo de interés,
que se compensan:

* Riesgo de precio: incrementos en el tipo de interés producen pérdidas de
capital.

* Riesgo de reinversién: incrementos en el tipo de interés incrementan la tasa
de reinversion de los ingresos.

Si la duraci6n de la cartera coincide con el horizonte temporal del inversor, ambos
riesgos se compensan y la cartera estd inmunizada ante la variacién de tipos de interés.

Tal como sefiala R'edington (1952) el niicleo de la teoria de la inmunizacién cldsica
se basa en dos definiciones y en dos reglas.

Las dos definiciones se refieren al flujo de entradas o de activos (inversiones mds inte-
reses) y al flujo de salidas o pasivos (indemnizaciones mas gastos menos primas).

Se consqurap dos operaciones financieras cuyos términos se hacen efectivos en los
mismos vencimientos:

FIGURA 6.4. Esquemas de dos operaciones financieras

T Ry amdi:

l ] ! |

| | I |
b e tn
b, by b
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Se puede obtener la operacién financiera conjunta o compuesta calculando las
diferencias entre las cuantias de los términos de las dos operaciones financieras en
cada uno de los vencimientos:

FIGURA 6.5. Esquema de la operacion financiera conjunta

)a\ p’» }Qé’
N @ ceeemees >
[E— l ]
[ I I 1
L R tn

Se considera la primera operacién financiera como un flujo de entradas o de
activos, pactados en 4, para los vencimientos #,4,...,t, . Y la segunda como un flujo
de salidas o de pasivos, pactados también en {» para los vencimientos ¢,4,...,f, . La

riesgo de reinversién (riesgo de medio o largo plazo) hace referencia al riesgo de no obtener

la rentabilidad ofrecida inicialmente por el mercado como consecuencia de las variaciones en
los tipos de interés,
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operacién conjunta, obtenida por diferencia entre un flujo de entradas y otro flujo de
salidas, es una cartera de activos y pasivos.

Sean V, y V,los valores actuales de todos los flujos de entrada (activos) y de salidas
(pasivos), respectivamente, que se obtienen de las siguientes expresiones:

™
— P
V,= E a,-e
k=1

m
_ - &t
Ve = 2 b, -e "
k=1

Las dos reglas en las que se basa el niicleo de la teoria de la inmunizacién finan-
ciera clasica son las siguientes:

Regla I:

En el momento actual el valor actual de los flujos de activos coincide con el valor
actual de los flujos de pasivos. Si se produce un cambio en la tasa instantdnea de inte-
résde 8 a &= J+ £ con un consiguiente cambio de V,y V,a V "y V| la posicién de
la cartera después del cambio de la tasa instantdnea de interés se obtiene a través del
teorema de Taylor:

av, Vo) .1 XV, -V,)
P 2! 90?

En el desarrollo del teorema de Taylor el primer término es nulo por los supuestos
de partida. También es 16gico que, si no se produce un beneficio o pérdida cualquiera
que sea el cambio en la tasa instantdnea de interés, las derivadas sucesivas seran nulas.
En la prictica, la primera derivada es la mds importante para cambios pequerios de
la tasa instantinea de interés y, por tanto, Redington (1952) define una cartera como
inmunizada si se cample:

a(VA - VP) = 0
90 '

De esta primera regla se deduce que:

V, =V, =(V,=V,)+ - & +...+Resto

aV m _
a_g'=_2tk'ak' % =-V,-D,
= V,D,=V,-D,=D,=D,yaque V, =V,

"

av, -
a_(;:—;’k b T ==V, D,

La duracién de la cartera de activos es igual a la duracién de la cartera de
pasivos. El término duracién fue utilizado por Fisher y Weil ya que Redington utilizé la
expresion plazo medio.

Regla 2:
Si la segunda derivada del desarrollo de Taylor es positiva, teniendo en cuenta

que el coeficiente E'— es positivo, cualquier cambio en la tasa instantdnea de interés

producird un beneficio en la cartera. Por tanto, es deseable que la segunda derivada
sea positiva para que la cartera resulte inmunizada, es decir:

ag(VA - VP)

a5 "
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De esta segunda regla se deduce que:

oV,
od°

a?

aé"

[
M

t’-a,-¢% =V, -C;
1

V,-C:>V, - CE=CI>Clyaque V, =V,

r
2 0

= Z‘f b, g% = Ve 'Cﬁ
k=1

La convexidad de la cartera de activos es mayor que la convexidad de la cartera de
pasivos. Redington utilizé la expresion spread con respecto al plazo medio para referirse a
la convexidad.

Con estas condiciones la cartera de activos y pasivos estard inmunizada respecto a
cualquier variacién de la tasa instantinea de interés con cualquier desplazamiento
paralelo de la funcién X0,n)=J.

Redington (1952) trabaja s6lo con cambios paralelos en la estructura temporal de
tipos de interés, mientras que Fisher y Weil (1971) demuestran su teorema de inmu-
nizacién considerando que todos los tipos de interés varian en la misma proporcién.

EJERCICIO 6.7.
Cuestion: ,
Un inversor dispone de la siguiente cartera de renta fija:

. 1.000 Bonos del Estado, de 3 afios de vencimiento, nominal 5.000 euros,
. tipo.de interés del cupén 4%. - :

2.000 Letras del Tesoro, de un afio de vencimiento y nominal 2.000 euros.
500 Bonos Perpetuos, con cupén anual de 250 euros.

La rentabilidad del mercado es el 4,5%.

Si el inversor dispone de 100.000 euros, calcular la composicién de la cartera
para que esté inmunizada si su horizonte temporal de inversion es de 10 afios
teniendo en cuenta que los Bonos Perpetuos serdn el doble de las Letras del Tesoro.

Indicar también las estrategias a adoptar por el inversor para consegulr que la
cartera estd inmunizada.

Solucion:

Se calcula el precio y la duracién de los Bonos del Estado:

5.000

Py,,, =200- + —————==4.931,27€

e = 200" G500+ (70,0857

1. 200 +9. 200 5200
1+ 0,045 (1+0,045) (1+ 0,045)°

D = - * = ,88 7

Beno 4.931,27 2,88 arlos

Se calcula el precio y la duracién de las Letras del Tesoro:
2.000

P,,=———=10913,87

140,045 913,87 €

D, =1larno
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Se calcula el precio y la duracién de los Bonos Perpetuos:

250

Pepetun = 0,045 = b5.555,55 euros
1+ 0,045 -
meua = W = 23, 22 arios

Se calcula la composicién de la cartera para que esté inmunizada, teniendo en
cuenta que el horizonte temporal del inversor tiene que ser igual a la duracién
de la cartera:

10=Dg,,,. =D,,om-wm+Dwm-(om+Dm-wm
1= @y + Oppus + Dperpetuas }
10=2,88- @)y, + Dy s +23,22:2- @, ,,,,

1=@y,, +3 O }

D s = 0,1835

Dpores =13 @y, = 0,4495

Dperpetios = 2 * Oy = 0,3670

Se calculan las cantidades invertidas en cada tipo de activos:

Q ponss = 0,4495-100.000 = 44.950 euros
Q.nes = 0,1835-100.000 = 18.350 euros
Qb epetas = 0,3670-100.000 = 36.700 euros

Se calcula la composicién de la cartera para que esté inmunizada:

44.950

= 24990 94129
Mane = 47937 97
18.350
=990 _g0=9
Mrams = 1913,87
30.700

=209 _660=6

Mepapanes = 5 g pe BB

Por tanto, para que la cartera esté inmunizada debe tener la siguiente compo-
sicién: 9 Bonos del Estado, 9 Letras del Tesoro y 6 Bonos Perpetuos.

Las estrategias que adoptara el inversor para ello serdn:

Venta: 1.000 - 9 = 991 Bonos del Estado.
Venta: 2.000 -9 = 1.991 Letras del Tesoro.
Venta: 500 — 6 = 494 Bonos Perpetuos.
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