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PRÓLOGO 

Este libro desarrolla los contenidos de la asignatura Análisis de las operaciones Finan­
cieras (Financia/ Mathematics) de la versión de octubre de 2019 del Core Syllabus for 
Actuaria[ Training in Europe de la Asociación Actuaria! Europea (Actuaria[ Association of 
Europe) y sustituye al libro Análisis de las operaciones Financieras (Core Syllabusfor Actua­
rial Training in Europe) que incluía los contenidos de esta asignatura de la versión de 
octubre de 2011 del Core Syllabus de la Asociación Actuaria! Europea (Actuaria[ Asso­
ciation o/ Europe). Como novedades con respecto al libro anterior, se han incluido con­
tenidos y ejercicios sobre valoración con leyes aleatorias e interés estocástico, se han 
actualizado los temas de préstamos para incluir los cambios en los tipos de referencia 
en los préstamos a tipo de interés variable, el régimen de compensación por amorti­
zación anticipada y el reembolso anticipado, las novedades en el cálculo de la TAE, se 
ha eliminado la normativa derogada y se ha sustituido por la normativa en vigor, se ha 
reestructurado el tema dedicado a la estructura temporal de tipos de interés, donde 
se incluye un apartado dedicado a la valoración de activos de renta fija, incluidos los 
bonos indexados a la inflación y aplicaciones Y se ha añadido un tema sobre duración, 
convexidad e inmunización. 

El Core Syllabus for Actuaria[ Training in Europe es el plan de estudios básico, que 
contiene la formación mínima requerida para ejercer la profesión actuaria!. Contiene 
tres secciones: la educación actuaria! básica, con nueve áreas de aprendizaje ( esta­
dística, economía, finanzas, sistemas financieros, activos, datos y sistemas, modelos 
actuariales, gestión de riesgos actuariales y práctica personal y profesional actuaria!), 
las habilidades avanzadas y los requisitos previos necesarios. Además, cada área de 
aprendizaje de la educación básica actuaria! contiene un número de subáreas. 

El Core Syllabus de la Asociación Actuaria! Europea, de acuerdo con el Education 
Syllabus de la Asociación Actuaria! Internacional (/nternational Actuaria[ Association), 
propone una formación transversal centrada en el conocimiento de herramientas 
para ser capaz de aplicarlas en cada una de las áreas de aprendizaje. Mediante el 
Modelo de Objetivos de Aprendizaje de Heer (2009), que se basa en la Taxonomía de 
los Objetivos de Educación de Bloom (1956) ~ er:i la revisión de Anderson y Krathwo­
hl's (2001), desagrega la dimensión del ~o?ocmuento en: A) conocimiento informal, 
B) conocimiento conceptual, C) conoc1m1ento procedimental o de procedimientos 
y D) metacognitivo o metaconocimiento, Y su grado de profundización (proceso cog­
nitivo) en los siguientes niveles: 1) recordar, 2) comprender, 3) aplicar, 4) analizar, 5) 
evaluar y 6) crear. 

Los contenidos de la asignatura Análisis de las Operaciones Financieras están ubicados 
en la matriz de la taxonomía revisada de Bloom en las celdas B2 y B3 (conocimiento 
conceptual en los niveles de comprender Y aplicar), teniendo en cuenta que el cono­
cimiento conceptual se refiere a que el desarrollo de las competencias de la asignatura 
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es más profundo, dominando el marco teórico y los fundamentos técnicos y científi­
cos, es decir, se trata de conocimientos conceptuales y de comprender y aplicar. 

La tercera área de aprendizaje del Core Syllabus es Finanzas (Finance) y en ella se 
distinguen cuatro subáreas: información financiera y fiscalidad (financia/ reporting and 
taxation), valores y otros medios de financiación corporativa (securities and other forms 
of financial corporate), análisis de las operaciones financieras (financial mathematics) y 
finanzas corporativas ( corporate finance ). 

El objetivo de este libro es desarrollar los contenidos recogidos para la subárea o 
asignatura Análisis de las operaciones Financieras (Financial Mathematics) en la última 
versión de octubre de 2019 del Core Syllabus for Actuarial Training in Europe, que son 
los siguientes: 

• 

• 

• 
• 

• 

• 

• 

Calcular los valores actual y final de flujos utilizando tipos de interés determi­
nísticos (incluidos los tipos compuestos en diferentes intervalos y de forma 
continua) (B3). 

Explicar los tipos de interés nominales y reales y valoración de flujos ligados a 
la inflación (B3). 

Calcular el valor de un contrato a plazo (B2) . 

Explicar los principales conceptos y términos que subyacen a la teoría de una 
estructura temporal de tipos de interés (B3). 

Aplicar la estructura temporal de tipos de interés para modelizar varios flujos, 
incluyendo el cálculo de la sensibilidad del valor de un activo a cambios en esta 
estructura (B3). 

Explicar cómo se utilizan la duración y la convexidad en una inmunización de 
una cartera (B2). 

Calcular los valores actuales esperados y varianzas de los flujos usando la teoría 
del interés estocástico simple (B3). 

Para el cumplimiento de estos objetivos se establece una estructura en seis temas 
que tratan ~versos aspectos sobre: el valor del dinero en el tiempo (tema 1), ren~ 
(tema 2), prestamos (temas 3 y 4), estructura temporal de tipos de interés (tema 5) y 
duración, conve~i~ad e inmunización financiera (tema 6). En estos temas se exponen 
los concept~s .. teoncos d~ ~orma clara y se pre~entan ejercicios resueltos para facilitar 
la comprens1on de los d1stmtos temas y cumplir lo que indica la taxonomía de Bloom 
para los contenidos de esta asignatura. 

La ob~ es fruto_ ~e la e~periencia _acu~ulada en la impartición de esta materia 
desde su 1mplantac1on en diferentes t1tulac1ones de la Universidad de León (Grado 
en Finanzas, Grado en Administración y Dirección de Empresas, Grado en Economía 
y en !as e:'tinguidas Licenciatura en Ciencias Actuariales y Financieras y Diplomatura 
en C1enc1as Empresariales) y de la utilización de bibliografía especializada. 

Este libro constituye un complemento ideal para todos aquellos manuales de la 
asignatura Análisis de las operaciones Financieras, que se imparte actualmente en los 
planes de estudio de las diferentes titulaciones citadas anteriormente. También es un 
manual necesario para el complemento formativo Análisis de las Operaciones Financie­
ras, que se exige para cursar el Máster en Ciencias Actuariales y Financieras a todos 
a9;1ellos ~studiantes que quieren realizar este Máster y no han recibido esta forma­
Cion preVIamente. 

Sus c~acterísticas fa~ili~n una doble función: puede ser utilizado por los docentes 
para fac1htar el aprend1zaJe a los alumnos, sobre todo a los futuros actuarios, y como 
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recurso de apoyo para su formación e investigación, pero también puede ser utilizado 
por actuarios y otros profesionales ya que se trata de un texto de aplicación inmediata 
que permite resolver dudas sobre las distintas operaciones presentes en la contrata­
ción mercantil actual. 

Este libro también podría ser recomendado por la Asociación Actuarial Europea 
como recurso de aprendizaje para preparar los contenidos de Financial Mathematics 
del Core Syllabus for Actuarial Training in Europe. 

Agradezco la ayuda recibida de mi compañero Marcos González Femández, con 
el que he compartido varias asignaturas. Y no me puedo olvidar de mis alumnos qu~, 
con sus consultas y participaciones en clase y en las tutorías, son los que me han am­
mado para realizar este libro, especialmente dirigido a ellos y, sobre todo, a los futuros 
actuarios. 

Quiero finalizar citando dos frases que siempre me han gustado y siempre reco­
miendo a mis alumnos: 

"A veces sentimos que lo que hacemos es tan solo una gota en el mar, pero el mar seria menos 
si /,e faltara esa gota" (Madre Teresa de Calcuta). 

"Lograr aquello que has soñado te hace Jeliz., pero sobre todo, te hace feliz. recordar el esfuerzo 
empl.eado para wgrarlo" (Rafa N adal). 

La autora 
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SUMARIO: l. LAS LEYES FINANCIERAS DE CAPITALIZACIÓN Y COMPUESTA. 1.1. Ley 
financiera de capitalización simpk. 1.2. Ley financiera de capitalización compuesta. 
2. FACTORES DE CAPITALIZACIÓN Y DE DESCU~NTO. 2.1. Factor decapita­
lización. 2.2. Factor de descuento. 3. TIPOS DE INTERES. 3.1. Tipos de interés según 
su frecuencia de capitalización. 3.1.1. Tipo de interés efectivo. 3.1.2. Tipo de interés 
nominal. 3.1.3. Tasa instantánea de interés. 3.2. Tipos de interés según que reflejen 
o no la capacidad o poder adquisitivo de los distintos agentes económicos. 3.2.1. Tipos 
de interés nominales. 3.2.2. Tipos de interés reales. 4. TIPOS DE DESCUENTO. 
4.1. Tipo de descuento efectivo. 4.2. Tipo de descuento nominal. 4.3. Tasa instantánea de 
descuento. 5. LAS LEYES FINANCIERAS DE CAPITALIZACIÓN Y DESCUENTO 
CONTINUOS. 5.1. Ley financiera de capitalización continua. 5.2. Ley financiera de des­
cuento continuo. 6. LAS LEYES FINA1'1CIERAS ALEATORIAS. 7. VALORACIÓN DE 
LOS CONTRATOS AL CONTADO. 7.1. Concepto de contrato al contado. 7.2. Tipos de 
interés al contado (spot rates). 8. VALORACIÓN DE LOS CONTRATOS A PLAZO. 
8.1. Concepto de contrato a plazo. 8.2. Relación entre /(Js contratos al contado y a plazo. 
8.3. Tipos de interés a plazo (Jonvard rates). 8.4. Relación entre /(Js tipos de interés al contado 
y a plazo. 

l. LAS LEYES FINANCIERAS DE CAPITALIZACIÓN Y COMPUESTA 

Se va a iniciar un tema de máximo interés, como su propio nombre indica. La 
idea de rédito o interés no es un tema que solo concierne a los profesionales de las 
finanzas, sino también a cualquier persona, ffsica o jurídica que firma un contrato 
financiero (préstamo hipotecario, préstamo personal para la adquisición de un vehí­
culo, inversión en letras del tesoro, fondos de inversión, etc.). Por tanto, conocer 
en profundidad el concepto de interés es fundamental para todas las personas sean 
naturales o jurídicas. 

El interés se suele definir como el incremento que experimenta la cuantía de un 
capital financiero con vencimiento en el instante t0 , al diferir su disponibilidad hasta 
un instante posterior tn. 

Otra posibilidad para definir el interés consiste en suponer un contrato financiero, 
en base al cual, una persona ffsica o jurídica entrega un capital financiero C

0 
en un 

instante t0 a otra persona, quedando esta última obligada a reintegrar otro capital 
financiero Cn en un instante posterior t,1• Desde el punto de vista de la persona que 
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recibe el capital C0 y tiene que restituir el capital C,,, se trata de una operación de 
endeudamiento, representada por las cuantías y vencimientos siguientes: 

[(c0 ,t0 ),{-C,,,t,,)] . 

donde: 

CO : Capital inicial, valor actual o valor inicial. 

C,, : Capital final, valor final o montante. 

tO : Vencimiento del capital inicial. 

t,, : Vencimiento del capital final. 

Desde el punto de vista de la persona que entrega el capital inicial C0 se trata de 
una operación de inversión descrita por las siguientes cuantías y vencimientos: 

En términos generales, el contrato describe una operación de intercambio de bie­
nes económicos en base a la cual un capital de cuantía C0 y vencimiento t0 , ( C0 , t0 ), es 
equivalente a un capital de cuantía C,, y vencimiento t,,, {C,,,t,,). La diferencia entre 
las cuantías de los dos capitales financieros se denomina interés: 

I= Cn -C0 

Lógicamente, en un ambiente de certidumbre, el interés depende de la cuantía del 
capital CO y del periodo de tiempo n durante el cual se ha dispuesto de este capital. 

El tipo de interés efectivo es la cantidad de dinero producida por una unidad moneta­
ria en un periodo de tiempo determinado: 

. I 
z=-

Co 

Las leyes financieras son aquellas funciones matemáticas que permiten obtener el 
valor de un capital financiero en un instante determinado. Se puede distinguir entre 
leyes financieras ciertas y leyes financieras aleatorias. Dentro de las primeras se inclu­
yen las leyes financieras de capitalización simple y compuesta que utilizan el interés 
simple o el interés compuesto. 

EJERCICIO 1.1. 

Cuestión: 

Calcular el interés y el tipo de interés efectivo que obtendríamos al invertir 
1.000 euros durante cuatro años, si el capital al final de este periodo es de 1.500 
euros. 

Solución: 

• Cálculo del interés. 

I = 1.500, 00 -1.000, 00 = 500, 00 € 

• Cálculo del tipo de interés efectivo. 

i= 500 =05 
1000 ' 
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FIGURA l. l. Esquema de la operación financiera 

1.000,00€ 1.500,00€ 
1 1 
1 1 

o 4 

l. l. LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACIÓN SIMPLE 

La ley financiera de capitalización simple o del interés simple se define como aque­
lla en la que los intereses de un periodo cualquiera son proporcionales a la duración 
del periodo y al capital invertido. 

Los intereses de un periodo no se acumulan al capital para calcular los intereses 
del periodo siguiente. Se obtienen siempre a partir de la cuantía del capital inicial: 
I = CO • i 

donde: 

C
O 

: Cuantía del capital inicial, valor inicial o actual. 

C,, : Cuantía del capital final, valor final o montante. 

i : Tipo de interés de la operación. 

/ : Interés o incremento del capital inicial (en unidades monetarias). 

n : Plazo hasta el vencimiento de la operación. 

FIGURA 1.2. Esquema de la operación financiera de capitalización simp'le 

Co Cn 

o 2 3 .......................... n 

Si se considera una operación constituida por n operaciones de capitalización 
anual, con pago periódico de intereses constantes, los montantes al final de cada ope­
ración se obtienen tal como se muestra en la figura y expresiones siguientes. 

FIGURA 1.3. Montante en una operación de capitalización simp'le 

Co e, C2 C3 ........................ Cn 

o 2 3 ........................ n 

L( C0 ,0;0) = C0 

L ( Co, O; 1) = el = Co + Co • i = Co • (1 + i) 

L ( C
O

, O; 2) = C
2 

= C1 + CO • i = CO • (1 + i) + CO • i = CO • (1 + 2 • i) 

L{C
O
,0;n-l)=C,,_

1 
=C,,_

2 
+C

O 
·i=C0 ·(l+(n-2)·i)+CO ·i=CO ·(1+(n-l)·i) 

L(C0 ,0;n)=C,, =C,,_1 +CO ·i=C0 ·(I+(n-I)·i)+CO ·i=C0 ·(l+n·i) 

L(C0 ,0 ;n) = C0 • (1 + n · i) (Ley financiera de capitalización simple) 

L(O, n) = 1 + n • i (Factor de capitalización simple) 
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FIGURA 1.4. Refrresentación gráfica del montante en capitalización simple 

Por tanto: 

-a 
e 

l.: Co"(l+2·i) 

C0 •(l+i) 

Co 

I = L ( C0 , O; n) - L ( C0 , O; O) 

J 2--n 
Tiempo 

1 = C0 • {l + n. i)- C
0 
= C0 • n. i (Interés en capitalización simple) 

EJERCICIO 1.2. 

Cuestión: 

Calcular el capital final y los intéreses generados al invertir 1.000 euros durante 
cuatro años, si el tipo de intetés anual simplé' es el 5%. 

Soluci6n: 

• Cálculo del capital final. 

L(l.000,0;0) = 1.000,00 € 

L(l.000,0;1) = 1.000,00+ l.000,00· 0,05 = 1.050,00 € 

L{l.000,0;2) = 1.000,00+ 2 • 1.000,00 • 0,05 = 1.100,00 € 

L(l.000,0;3) = 1.000,00+ 3• 1.000,00·0,05 = 1.150,00 € 

L(l.000,0;4) = 1.000,00 + 4 • l.000,00 • 0,05 = 1.200,00 € 

L (1.000, O; 4) = 1.000, 00 • (1 + 4 • O, 05) = 1.200, 00 € 

• Cálculo del interés generado. 

/1 = 1.000,00 • 0,05 = 1.050,00-1.000,00 = 50,00 € 

/'l. = 1.000, 00 • o, 05 = 1.100, 00 - 1.050, 00 = 50, 00 € 

/ 8 = 1.000,00 • 0,05 = 1.150,00-1.100,00 = 50,00 € 

14 = 1.000, 00 • O, 05 = 1.200, 00 -1.150, 00 = 50, 00 €_ 

TE1\1A l. EL VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO 

I (1.000, O; 4} = 1.000, 00 • 4 • O, 05 = 200, 00 € 

J(l.000,0;4) = l.200,00-1.000,00 = 200,QO € 

FIGURA 1.5. Esquema de la operaciÓ?'I, financiera 

1.000,00€ 
1 

1 
o 

l.200,00€ 
1 
1 

4 

1.2. LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACIÓN COMPUESTA 
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La ley financiera de capitalización compuesta o del interés compuesto se define 
como aquella en la que los intereses de un periodo cualquiera se acumulan al capital 
para producir nuevos intereses, y así sucesivamente. 

FIGURA 1.6. Esquema de la operación financiera de capitalización compuesta 

1 e: 
2 3 .......................... n 

Si se considera una operación constituida por n operaciones, los montantes al 
final de cada una de ellas se obtienen tal como se indica en la figura y expresiones 
siguientes: 

FIGURA 1.7. Montante en una operación de capitalización compuesta 

Co C1 C2 C3 ......................... Cn 

o 2 3 .......................... n 

L{C0 ,0;0)= C0 

L ( C
0

, O; 1) = C
1 

= C
0 

+ C
0 

• i = C
0 

• (1 + i) 

L ( C
0

, O; 2) = C
2 

= C
1 

+ C
1 

• i = C
1 

• (1 + i) = C
0 

• (1 + i) • (1 + i) = C
0 

• (1 + i}2 

L ( Co 'O; n -1) = c11-l = cn-2 + cn-2 • i = cn-2 • (1 + i) = Co • (1 + i)"-2 
• (1 + i) = Co • (1 + i)"-l 

L ( Co 'O; n) = en = cn-1 + cn-1 • i = cn-l • (1 + i) = Co • (1 + i)"-l • (1 + i) = Co • (1 + if 

L( C0 ,0;n) = C0 • (1 + i)" (Ley financiera de capitalización compuesta) 

L(O,n) = (1 + i)" (Factor de capitalización compuesta) 



32 MARÍA DEL CARMEN GONZÁLEZ VELASCO: ANÁLISIS DE LAS OPERACIONES ... 

FIGURA 1.8. Representación gráfica del montante en capitalización compuesta 

C0 ·(l+I)" 

1 
C0 •(l +i)2 t:: 

:s ·a Co ·(l+i) a 
Co 

2- n 

Tiempo 

Por tanto: 

I = L(e0 ,0;n)-L(e0 ,0;0) 

1 = C0 • (1 + i)" -C0 = C0 • [(1 + ir -1] (Interés en capitalización compuesta) 

EJERCICIO 1.3. 
Ouesti6n: ' 

Calcular el capital final y los intereses generados al invertir 1.000 euros durante 
cuatro años, si el tipo de interés anual compuesto es el 5%. • 

Solución: 

• Cálculo del capi'4U final. 

L (1.000, O; O)= 1.000, 00 € 

L(l.000,0;1) = 1.~,00+ 1.000,00· 0,05 = 1.050,00 € 

L(l.000,0;2) = 1.050,00 + 1.050,00 • 0,05 = 1.102,50 € 

L(l.000,0;3) = 1.102,50+ 1.102,50-0,05 = 1.157,63€ 

L(I.000,0;4) = 1.157,63 + 1.157,63-0,05 = 1.215,51 ~ 

L{l.000,0;4) = 1.000,00·(1+ 0,05)4 = 1.215,51 € 

• Cálculo de los intereses generados. 

11 = l.050,00-1.000,00 = 50,00 € 

12 = 1.102,50-1.050,00 = 52,50 € 

15 = 1.157,63-1.102,50 = 55,13€ 

14 = UU5.51--1.157,63 = 57,88 € 

1 = 1.000,00 • [ (1 + 0,05)4 -1] = 215,51 € 

I = 1.215,51-1.000,00 = 215,51 €. 

TEMA l. EL VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO 

FIGURA 1.9. Esquema de la operación financiera 

1.000,00€ 
1 
1 

o 

1.215,51 € 
1 
1 

'' 4 
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La diferencia fundamental entre las leyes de capitalización simple y compuesta 
radica en que en ésta los intereses se acumulan al capital para producir nuevos inte­
reses. Esto también se puede llevar a cabo con la ley del interés simple si en cada 
periodo se cancela la operación y en el siguiente se reinvierte el capital junto con sus 
intereses. 

2. FACTORES DE CAPITALIZACIÓN Y DE DESCUENTO 

Las leyes financieras son funciones matemáticas que permiten obtener el valor pro­
yectado V de un capital financiero en un instante de referencia p. Se denomina factor 
financiero al valor por el que hay que multiplicar la cuantía de un capital financiero 
para obtener la cuantía de su proyectado en el instante p. 

Se distingue entre factor de capitalización y factor de descuento según la ley finan­
ciera utilizada. 

2.1. FACTOR DE CAPITALIZACIÓN 

El factor de capitalización referido a un periodo _de tiempo es el valor, por el cual 
hay que multiplicar la cuantía de un capital financiero para obtener su valor en un 
momento posterior. También se puede definir co~o el valor capitalizado d~ ~ma uni­
dad monetaria tras un periodo de tiempo detennmad<;>. Se le co!1oce tambie~ como 
factor de desplazamiento positivo, o, a la derecha, asociado a un mteivalo de t:Iempo. 

Establecida una ley de financiera de capitalización L (e, t; P), dos capitales financie­
ros ( e1, t1) y ( e2 , t2 ) son equivalentes si se cumple: 

e1 • L ( t1 , p) = e2 • L ( t2 , p) = v 
Estos capitales son equivalentes por tener el mismo valor proyectado en el punto 

de referencia p. 
A partir de la ecuación anterior se obtiene: 

L(ti,p) e = e ---'-~ 
2 i L(t2,P) 

. L{t1,P) ( ) d • r El cociente ( ) = L t1,t2 es el factor e cap1ta 1zación por el que hay que 
L t2,P 

multiplicar la cuantía del capital financiero con vencimiento en t1 para obtener la 
cuantía del capital financiero con vencimiento posterior en t2 : 

e2 = e1 • L ( ti, t2 ) 

e2 = e1 • L(ti,t2 ) > e1 , por el principio de subestimación de las necesidades futuras 
respecto a las del presente. 
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El factor de capitalización también se denomina factor de contra.actualización. 

FIGURA 1.10. Valor capitalizado de un capital financiero 

Por tanto los factores de capitalización cuando se utilizan las leyes financieras cier­
tas y modelos discretos (capitalización simple y capitalización compuesta) son: 

i..(t¡,t¡) = (1 + i • n)' 

L(tnt2 )=(1+i)" donde:n=~ -t, 

2.2. FACTOR DE DESCUENTO 

El factor de descuento o actualización es el inverso del factor de capitalización. Es 
la expresión por la cual hay que multiplicar la cuantía de un capital financiero para 
obtener su valor en un momento anterior. También se define como el valor descon­
tado de una unidad monetaria en un periodo de tiempo determinado. 

Establecida una ley de financiera de actualización A ( C, t; p), dos capitales financie­
ros ( C1, ~) y { C2 , ti) son equivalentes si se cumple: 

C1 • A ( t1, p) = C2 • A ( '2, p) = V 

Estos capitales son equivalentes por tener el mismo valor proyectado en el punto 
de referencia p. 

A partir de la ecuación anterior se obtiene: 

A(t2 ,p) 
C =C •--"--...a. 

i 2 A(t1,P) 

. A{t2,p) .• ( ) 
El coCiente A(t,_,p) = A t1,t2 es el factor de actualización por el que hay que 

multiplicar la cuantía del capital financiero con vencimiento en t2 para obtener la 
cuantía del capital financiero con vencimiento anterior t,: 

C1 = C2 ·A(ti,t2 ) 

C1 = C2 • A(~, t2 ) < C2 , por el principio de subestimación de las necesidades futu­
ras, respecto a las del presente. 

El factor de descuento también se denomina factor de contracapitalización. 

FIGURA 1.11. Valor descontado de un capital financiero 

Por tanto los factores de actualización o descuento cuando se utilizan las leyes finan­
cieras ciertas y modelos discretos (descuento simple y descuento compuesto) son: 

TEMA l. EL VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO 

A(t1,t2 } = (I-d•n) 

1 
A(ti,t2) = . 

l+i·n 

A(t¡,t2 ) = (I-dt 

A{ti,t2 } = (1 + ifn donde: n = t2 - l¡ 

3. TIPOS DE INTERÉS 

Se distinguen dos criterios para clasificar los tipos de interés: 

a) Según la frecuencia de capitalización de los intereses: 

a. Tipo de interés efectivo. 

b. Tipo de interés nominal. 

c. Tasa instantánea de interés. 
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b) Según que reflejen o no la capacidad o poder adquisitivo de los distintos agen­
tes económicos: 

a. Tipo de interés nominal. 

b. Tipo de interés real. 

3.1. TIPOS DE INTERÉS SEGÚN SU FRECUENCIA DE CAPITALIZACIÓN 

3.1.1. Tipo de interés efectivo 
El tipo de interés efectivo es la cantida~ de diner? que ~na u?idad ~onetaria ~~nera 

durante un periodo de tiempo determinado. El u~~ de mteres efecnvo en el regimen 
de capitalización se obtiene de la siguiente expres1on: 

·( ) e2 -e1 e2 
i t1,t2 = --=---=- = - -1 e1 e1 

También se puede expresar en función del factor de capitalización: 

i(t1 ,t2) = (1 + i)'--'• -1 

Si t
2 

- t
1 

= 1 entonces obtenemos el tipo de interés efectivo anual : i ( t
1

, t2) = i 
El tipo de interés efectivo en capitalización simple se obtiene de: 

. ( ) ( ) L ( t" p) 
i ti,t2 =L t¡,t2 -1= ( )-1 

L t2,P 
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·( ) 1 + i • (p-t¡) 
i 'ti ,t2 = I + i. <P - t2 > -1 

Los tipos de interés efectivos se hacen efectivos {se cobran o pagan) una sola vez 
dentro del periodo considerado. Así, el tipo efectivo anual se hace efectivo una vez 
dentro del año, el tipo efectivo mensual se hace efectivo una vez dentro del mes, etc. 

El tanto de interés efectivo utiliza, con carácter general, como unidad temporal 
de referencia el año. Sin embargo, en la realidad pueden utilizarse otras unidades de 
medida temporales { días, meses, bienios, etc.). Por este motivo se recurre al concepto 
de tipos de interés equivalentes1

• 

3.1.2. Tipo de interés nominal 

El tipo de interés nominal es aquel que nos indica que los intereses se han capitalizado 
varias veces en el año considerando éste como periodo de referencia. 

El tipo de interés nominal se expresa como: 

1 . ·(o I) . . . <=> = i , m • m = im • m 

donde: 

;( O, ;J = im : Tipo de interés efectivo de frecuencia m. 

m: Número de veces en el año que se capitaliza el interés. 

Por ejemplo, fc2> es el tipo de interés nominal de frecuencia semestral o el tipo de 
interés anual, capitalizable o convertible semestralmente. 

EJERCICIO 1.4. 
Cuestión: 

La ley financiera de capitalización simple, fiJada en el instante cero, es tal 
que C1 = 104 euros y • C5,5 = 114, 71 euros. Calcular el interés del periodo, el tipo 
de interés del periodo y el tipo de interés anual. 

Solución: 

• Cálculo del interés del periodo. 

I = Cs.r, - C¡ = 114, 71 -104 = 10, 71 € 

• Cálculo del tipo de interés efectivo del periodo. 

i(l· 3 5) = CS,fí - el = lO, 71 = o 1030 
' ' C¡ 104 ' 

(1) Se definen los tipos de interés equivalentes como aquellos que, aplicados al mismo 
capital inicial, durante el mismo periodo de tiempo, producen idéntico capital final o _mon­
tante, bajo una misma !ey financiera. Para_ un análisis más detallado véase: FANJUL SUAREZ, 
J. L., ALMOGUERA GOMEZ, A. y GONZALEZ VELASCO, M.ª DEL C. (2001), Análisis de las 
operaciones Financieras, Madrid, Ediciones Civitas, págs. 48-50 y 61-66. 

• 

TEMA 1. EL VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO 

Cálculo del tipo de interés efectivo anual . 

(1 + i · 2,5) = (1 + i(l;3,5)) => i = (1 + 0,1030-1) ,_!__ = 0,0412 
2,5 

EJERCICIO 1.5. 

Cuestión: 

37 

La ley financiera de capitalización compuesta, fijada en el instante cero, es tal 
que C1 = 104 euros y C3,5 = 114, 71 euros. Calcular el interés del periodo, el tipo 
de interés del perioC;Io, el tipo de interés capitalizable semestralmente y el tipo 
de interés anual. 

Solución: 

• Cálculo del interés del periodo. 

I = Cs,5 - el = 114, 71- 104 = 10, 71 € 

• Cálculo del tipo de interés efectivo del periodo . 

i(l· 3 5) = Cs,5 - Ci = lO, 7l = O 1030 
' ' c. 104 ' 

• 

f.¾: f2 ti::::(:::::::~¡:::~!::;::~~:~· O, 0396 

• Cálculo del tipo de interés efecdvo anual. 
1 

(l+i}2'5 = (l+i(1;3,5)) => i = (l+0,1030t -1= 0,04 

EJERCICIO 1.6. 

Cuestión: 

Calcular los tipos de interés de.cada periodo, al invertir 1.000 euros durante 
cuatro años, si el tipo de interés anual es del 5% simple. 

Solución: 

• Cálculo de los tipos de interés de cada periodo. 

i(0,1)=.!i.= 5o,oo =0,05 
C0 1.000,00 

i(l, 2) = 12 = 50,00 = 0,0476 c. 1.050,00 
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i(2, 3) = Is = 50,00 = 0,0454 
C2 1.100,00 

i{3, 4) = 14 = 
50

~
00 

= 0,0435 
C5 1.150,00 

EJERCICIO 1.7. 
Cuestión· 

Calcular los tipos de interé~ de cada periodo, al invertir 1.000 euros durante 
cuatro años, si el tipo de interés anual es del 5% compuesto. 

Solución: 

• Cálculo de los tipos de interés de cada periodo. 

i{0, 1} = !!_ 50,00 = 0,05 
. C0 1.000,00 

i(l, 2)= 12 52,50 = 0,05 
C. 1.050,00 

i(2, 3) = Is 55,13 = o,h05 
C2 1.102,50 

i(3, 4) = 14 = 
57

'
88 

= 0,05 
C8 1.157,63 
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Si se integra la expresión anterior se obtiene: 

f 
P r(s)·ds=-f PalnL(s,p) _ds 
1 I as 

J
P p L(t,p) 
1 

r(s)·ds=-lnL(s,p)], =-lnL(p,p)+lnL(t,p)=ln L(p,p) 

I , r(l)•d, 

L(t,p) = e ' 

La tasa instantánea de interés en capitalización compuesta se obtiene de: 

r(t) = alnL(t, p) = ain(l + it-' = a(p- t) • ln{l + i) 
ae ae ae 

r = ln{l+ i) 
La tasa instantánea de interés en capitalización simple se obtiene de: 

r(t)= ainL(t,p} _ a1n[I+i·(p-t)] _ aln(I+i• p-i•t) 
ae - ae - ae 

EJERCICIO 1.8. 

Cuestión: 

Calcular la tas~ instantánea de jnt~rés equivalente a un tipo de interés anual 
del 10%. , , • . .• · . • • . . • . 

Solución: 

• Cálculo de la tasa instantánea de interés. 

3. 1.3. Tasa instantánea de interés r = 1n (1 + O, 10) = O, 0953 

La tasa instantánea de interés se utiliza cuando la capitalización de intereses, en 
lugar de realizarse de forma discreta, se realiza de forma continua, es decir, en inter­
valos de tiempo infinitesimales. Se define la tasa instantánea de interés r(t), referida 
al instante t , como el límite: 

() () l
. i(t,t+h) 

1
. L(t,p)-L(t+h,p) 

r t = p t = 1m---= 1m-----------=-
h➔O h h➔O h· L(t+h,p) 

Si la función L(t, p) es derivable se obtiene; 

aL(t,p) 
r(t) = p(t) = - i)t ::: - i)InL(t,p) 

L{t,p) at 

Esta expresión mide la fuerza con la que se van a remunerar los capitales. Por eso 
también se denomina fuerza del interés en cada instante. 

La fuerza del interés va decreciendo con la ley de capitalización simple mientras 
que permanece constante con la ley de capitalización compuesta. 

3.2. TIPOS DE INTERÉS SEGÚN QUE REFLEJEN O NO 1A CAPACIDAD O 
PODER ADQUISITIVO DE LOS DISTINTOS AGENTES ECONÓMICOS 

3.2.1. Tipos de interés nominales 
Los tipos de interés nominales son todos los que hemos analizado anteriormente y no 

reflejan la capacidad o poder adquisitivo de los distintos agentes económicos 

3.2.2. Tipos de interés reales 
Los tipos de interés rea/..es dependen de la variación del coste de la vida de una econo­

mía determinada durante el horizonte temporal de inversión considerado. Se relacio­
nan con los tipos de interés nominales a través de la siguiente expresión: 

1 . 1+ in 
+i =-.­

r • 1+g 
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donde: 

ir: Tipo de interés real. 

in : Tipo de interés nominal. 

g : Tasa de inflación. 

EJERCICIO 1.9. 

Cuestión: 

Calcular el tipo de interés real si el-tipo nominal es el 5% y la tasa de inflación 
el 3,5%. 

Solución: 

• Cálculo del tipo de interés real. 

i = l + in -1 = l, ~5 -1 = 1, 45% 
' l+ g .1,035 

Este resultado nos indica que la rentabilidad real que obtendría un inversor en 
una operación determinada no sería el 5% anual, sino el 1,45% si se considera la 
variación en el coste de la vida. 

EJERCICIO 1.10. 

Cuestión,: 

El tipo de in~rés real es el 10% y la inflación el 8%. Si un inversor recibe 1.000 
euros al finalizar el primer año y sucesivas cantidades que exceden 100 euros a 
las recibidas en el año anterior durante cuatro años más. Calcular el valor acumu­
lado que recibirá el inversor transcurridos cin<;o años. 

Solución: 

Se calcula el tipo de interés nominal: 

i,. = (1+ i,)· (l+ g)-1 = (1+ 0,10) • (1+ 0,08)-1 = 0,1880 

Se calcula el valor acumulado transcúnidos cinco años: 

~ =LOOO·{l+0,1880)+1.100·(1+0,1880}2 +l.200·{1+0,1880}8 + 

+1.300 • {1 + 0,1880)4 + 1.400 • {l + 0,1880}5 = 10.654,86 euros 

4. TIPOS DE DESCUENTO 

El descuento se suele definir como el precio que hay que pagar por disponer de 
unos capitales con vencimiento futuro tn en un instante anterior t0• 

Otra posibilidad para definir el tipo de descuento consiste en suponer un contrato 
financiero, en base al cual, una persona física o jurídica recibe un capital financiero 
e0 en un instante t0 de otra persona, quedando obligada la primera a reintegrar otro 
capital financiero en en un instante posterior tn. Para la persona que recibe el capital 
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e0 y tiene que restituir el capital en, se trata de una operación de endeudamiento, 
representada por las cuantías y vencimientos siguientes: 

[( C0 ,t0 ) ,(-en, t,, )] 

donde: 

C0 : Valor efectivo, valor actual o valor descontado. 

en : Valor nominal, valor final o valor a descontar. 

t0 : Instante en el que se realiza el descuento. 

tn : Vencimiento de la operación. 
En términos generales, el contrato describe una operación de intercambio de bie­

nes económicos, en base a la cual, un capital financiero de cuantía y vencimiento 
(C ,t ) es equivalente a otro (e ,t ) con vencimiento posterior al primero de ellos. 

00 nn 1 • d • La diferencia de las cuantías de los dos capita es financieros se enomma descuento 
y refleja la reducción que experimenta la cuan?ª de un capital disponible en el ins­
tante t al adelantar su disponibilidad hasta el mstante t0 : 

n' 

D=Cn -C0 

donde: 
D : Precio a pagar por adelantar la disponibilidad en el tiempo del capital Cn 

durante un periodo de tiempo determinado n = tn - to. 

El descuento se expresa en unidades monetarias como la cuantía de los capitales. 

En ambiente de certidumbre, el descuento, lógicamente, va a depender de la cuan­
tía del valor nominal Cn y del periodo de tiempo de la operación de descuento n. 

Según la frecuencia de actualización _de descue_nto se ~stingue entre tipo de des­
cuento efectivo, tipo de descuento nommal Y tasa mstantanea de descuento. 

4.1. TIPO DE DESCUENTO EFECTIVO 

El tipo de descuento efectivo es la can ti?ad de dine~o que un valor nominal de una 
unidad monetaria descuenta en un penodo determmado. 

El tipo de descuento efectivo en actualización se obtiene de: 

d ( tl' t2) = C2 - C¡ = 1- C1 
C2 C2 

También se puede expresar en función del factor de descuento: 

9{ · A(t.i,P) 

d( )-1-.S.-1- 2 A(t¡,p)=I-A(t.i,P) 
t¡,t.2 - C2 - 9{ A(t.,p) 

d ( t1, t2 ) = 1 - A ( t1, t2 ) 

El tipo de descuento efectivo en descuento compuesto se obtiene de: 

A(t2,P) _ (l-d)'2-P - td 
d(t.,t2 )=I-A(t.,t2 )=l- ( )-1-( d)'•-P -1-(1-d) 

A ti,p 1-
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d(fi,t2) = 1- (1 + ;r(ti-,,) 

Si ti -ti= I entonces obtenemos el tipo de descuento efectivo anual: 

d ( t¡, ti) = d = I - (1 + if1 
El tipo de descuento efectivo en descuento simple comercial se obtiene de: 

A(ti,P) 
d(t¡,t2 )=I-A(t¡,t2 )=I- ( ) 

A t1,p 

( ) 
1-d • (t,, - P) 

d f¡, t2 = 1- ------------­
l - d • (t1 - p) 

El tipo de descuento efectivo utiliza, con carácter general, como unidad de refe­
rencia temporal el año. Sin embargo, en la realidad pueden utilizarse otras unidades 
de medida temporales ( días, meses, bienios, etc.). Por este motivo se recurre a tipos 
de descuento equivalentes2• 

4.2. TIPO DE DESCUENTO NOMINAL 

El tipo de descuento nominal es aquel que nos indica que los descuentos se han actua-
lizado varias veces en el año considerando éste como periodo de referencia. 

El tipo de descuento nominal se expresa como: 

fi,.1 =+ !}m= d., •m 

donde: 

d( O,:)= d,.: Tipo de descuento efectivo de frecuencia m. 

m: Número de veces en el año que se actualizan los descuentos. 

Por ejemplo, ]<~> es el tipo de descuento nominal de frecuencia semestral o el tipo 
de descuento anual, actualizable semestralmente. 

EJERCICIO 1.11. 
Cuestúfn: 

Los valores efectivos en los años 1 y 3 son C1 = 100 euros y C8 = 120 euros, 
respectivamente. Calcular: el descuento del periodo, el tipo de descuento del 
periodo y el tipo de descuento anual. Considerar la ley financiera de descuento 
comercial para su resolución. 

(2) Se definen los tipos de descuento equivalentes como aquellos que, aplicados al mismo 
capital final, durante el mismo periodo de tiempo, producen el mismo .. capital inicial, bajo una 
misma,Iey financiera. Par~ un análisis más detallado véase: FA~L SUAREZ,J. L., ALMOGUE­
RA GOMEZ, A. y GONZALEZ VELASCO, M.ª DEL C. (2001), Madrid, Ediciones Civitas, págs. 
48-50 y 61-66. 
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Solución: 

• Cálculo del descuento del periodo. 

D=C5 -e1 =120-100=20 € 

• Cálculo del tipo de descuento del periodo. 

d(l 3)= Cs -el= 20 =01667 
' C

8 
120 ' • 

• Cálculo del tipo de descuento anual. 

(1-d· 2) = (1-d(l,3))=> d = 1-(1-0, 1667)•½ = 0,0833 

EJERCICIO 1.12. 

Cuestión: 

Los valores efectivos en los años 1 y 3 son C1 == 100 euros y e5 = 120 euros, res­
pectivamente. Calcular: el descuento del periodo, ·el tipo de· interés del periodo 
y el tipo de interés anual. Considerar la ley financiera de descuento simple racio­
nal para su resolución. 

Solución: 

• Cálculo del descuento del periodo .. 

D = e 5 - C1 = 120 -100 = 20 € 

• Cálculo del interés del periodo. 

i(l,3) = Cs -el = 20 = 0,20 
C1 100 

• Cálculo del interés anual. 

{1+ i • 2) = {1+ i(l,3)) => i = {l+ 0,20-1)·.! = 0,10 
2 

EJERCICIO 1.13. 

Cuestión: 

Los valores efectivos en los· áños 1 y 3 son C1 = 100 euros· y C8 = 120 euros, 
respectivamente. Calcular: el descuento del periodo, el tipo de descuento del 
periodo, el tipo de descuento nominal de frecuencia semestral y el tipo de des­
cuento anual. Considera la ley financiera de descuento compuesto. 

Solución: 

• Cálculo del descuento del periodo. 

D =es-el= 120-100= 20€ 
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• Cálculo del tipo de descuento del periodo. 

d(l,3) = es -c1 20 = o 1667 
• C, 120 ' 

• Cálculo del tipo de descuento nominal de frecuencia semestral . 

(1- 1;,r· = [1-d(l,3)] ~ l«~) =[1-(1-0,1667 / }2 = o, 0891 

• Cálculo del tipo de descuento anual. 
1 

{I-d}2 =(l-d(l,l))~d=l-(1-0,1667 )
1 

=0, 0871 

4.3. TASA INSTANTÁNEA DE DESCUENTO 

La tasa instantánea de descuento se utiliza cuando la actualización del descuento, 
en lugar de realizarse de forma discreta, se realiza de forma continua, es decir, en 
intervalos de tiempo infinitesimales. Se define la tasa instantánea de descuento ~t), 
referida al instante t, como el límite: 

tS(t) = lim d(t,t + h) = lim A(t, p) -A(t + h, p) 
h➔O h h➔O h·A(t,p) 

Si la función A(t, p) es derivable se obtiene: 

aA(t;p). 
o(t) = ~ at _ = _ cHnA(t,p) 

A(t,p) at 

Si se integra la expresión anterior se obtiene: 

f 
'o(s)·ds=-f pé)lnA(s,p) _ds 

P , é>s 

f 'o(s) · ds = -InA(s,p)]; = -lnA(t,p)+ lnA(p,p) = -In A(t,p) 
P A(p,p) 

-1 '"<•)•di 
A(t,p) = e ' 

La tasa instantánea en descuento compuesto se obtiene de: 

o(t)= 8lnA(t,p)= 81n(I-df11 
_ a(t-p)•In(I-d) 

at at - - at 

8 = -ln(l-d) 

que, expresada en función del tipo de interés efectivo anual, coincide con la tasa 
instantánea de interés: 

6 = -ln(l-d) = ln(l -df1 = 10(1-~)-
1 

= 10 ( 1 + / ~ 1)-1 

= 
l+z l+z 
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( 
1 + / - / )-1 ( 1 )-l 6 = In . = In -. = In (1 + i) = r 

l+z l+z 

La tasa instantánea en descuento simple comercial se obtiene de: 

o(t) = cHnA(t,p) _ 
é>t -

é) In [ 1 - d • ( t - p)] _ é) In (1- d • t + d • p) 
at - é>t 

o(t) = d 
1-d•(t-p) 

EJERCICIO 1.14. 

Cuestión: 

• Calcular la tasa instantánea de descuento e·quivalente a un tipo de descuento 
anual del 10%. • 

Solución: 

• Cálculo de la tasa instantánea de descuento. 

o= -ln(l-0,10) = 0,1054 

5. LAS LEYES FINANCIERAS DE CAPITALIZACIÓN Y DESCUENTO 
CONTINUOS 

Dentro de las leyes financieras ciertas, además de los modelos discretos que utilizan 
interés simple e interés compuesto ( o descuento simple y compuesto), se encuentran 
los modelos continuos que se basan en la tasa instantánea de interés o de descuento, 
expresadas como un valor concreto o como una función del tiempo. 

5.1. LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACIÓN CONTINUA 

La ley financiera de capitalización continua es la función matemática que permite 
obtener el valor proyectado de un capital financiero en un instante determinado uti­
lizando la tasa instantánea de interés. 

Si se utiliza la tasa instantánea de interés en capitalización compuesta: 

c.= c. -(1+ 1;f" 
Si m ➔ oo~ J<m> =r 

Cn = limC0 • l+~ = IimC0 • 1+- = limC0 • l+-r- = ( 
J ) m-n ( r) 111

-n ( ) r•x·n 

m➔oo 1n m➔oo m x➔oo r . X 
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donde: 

lim(l +.!.)"=e 
"➔"" X 

m=r·x 
Por tanto: 

en= eº •e r•n 

Para hallar la tasa instantánea de interés equivalente al tipo de interés efectivo 
anual: 

el = Co • (1 + i) } r/ r 
r p{ · (1 + i) = yo • e ⇒ r = In (1 + i) 

el =Co ·e 

Si la tasa instantánea de interés se expresase como una función continua del tiempo 
t, el capital final se puede obtener utilizando la ley financiera de capitalización simple 
o compuesta como: 

c.= c.·(•+ J: r, ·dt) 
en·= eº. el: r;·dl donde t E [O, n] 

Por tanto los factores de capitalización cuando se utilizan leyes financieras ciertas y 
modelos continuos (capitalización continua e instantánea) son: 

L(O, n) = l+ Ión,¡ • dt 

.L(O,n) = er-n 
rr,•cfl 

L(O,n) = e ·º donde te [O, n] 

FJERCICIO 1.15. 

Cuestión: 

Calcular el tipo de interés efectivo anual y el interés efectivo semestral equiva-
lentes a la tasa instantánea de capitalización r(t) = 0,03 + 0,01 • t. · 

Solución: 

• Cálculo del interés efectivo anual en el periodo [ O, 1]. 

. J \(s)·ds J 1 
(0,03 + 0,0l•s)•ds 

i=e O -l=e º -1= 

0,0S·s + O,Ol ,s2] 
1 

0,03+~ 
= e 2 º -1 = e 2 -1 = O, 0356 

• Cálculo del interés efectivo semestral [0;0,5]. 

. Jo.is r(s)•ds J o,11(0,0S + 0,01-s)•ds 
i=e O -l=e º -1= 

O OS·• + 0,01 -r] o.11 

= e • 2 0 -1 = eo.o15 
+ 

0
•
0025 -1 = O, 0176 
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EJERCICIO 1.16. 

Cuestión: 

Calcular el capital final que obtendríamos.al invertir 1.000 euros durante cua­
tro años, si el tipo de interés anual es el 5 % utilizando la ley financiera de capi­
talización continua. 

Solución: 

• Cálculo del capital final. 

en= Co •er•n = Co •eln(l+i)•n = l.OOO•e4·1nl,05=1.215,51 € 

5.2. LEY FINANCIERA DE DESCUENTO CONTINUO 

La ley financiera de descuento continuo es la función matemática que permite 
obtener el valor proyectado de un capital financiero en un instante determinado uti­
lizando la tasa instantánea de descuento. 

Si se utiliza la tasa instantánea de descuento compuesto se obtiene: 

C0 =C. -(i-J~•l" 
Si m ➔ 00 ⇒ J\,1> = o 

C0 =limC,,· 1-~ =limC,,· 1-- =lnnC,,· 1--- = ( r Jm•n ( º)ftJ•R • ( {) )-Ó·X·II 
111➔00 m 111➔"" m x➔oo -O· X 

donde: 

lim(l + .!.) " = e 
,c➔oo X 

m=-O·x 
Por tanto: 

e e -t1•n 
o= n • e 

La tasa instantánea de descuento equivalente al tipo de descuento efectivo anual: 

Co = C1 • (1 - d)} 9( . (1- d) = 9( . e-tr ~ o= - In (1 - d) 
Co = el . e-ó 1 l 

Si la tasa instantánea de descuento se expresase como una función continua del 
tiempo t, el capital final se puede obtener utilizando la ley financiera de descuento 
simple o compuesto como: 

e = e . (1 - í'\}:. dt) o " Jo , 
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-1· 4•41 
Co = ca • e o donde t E [O, n] 

Por tanto los factores de actualización o descuento cuando se utilizan leyes finan­
cieras ciertas y modelos continuos (descuento continuo e instantáneo) son: 

.. 

A(O,n) = 1-J: 4, • dt 

A(0,~)·=~- 6
g A(O,n)=e-J:.~•cfl donde te[O,n] 

EJERCICIO 1.17. 

Cuestión: 

Calcular el efectivo que obtendriamos al descontar un efecto de i.OOO euros 
que vence dentro de cuatro añ<:>s, si el tipo de descuento anual es el 5 % utili­
zando la ley de de~ento continuo. 

Solución: 

• Cálculo del efectivo.· • 

Co ~ e,, -e-tf•n = en •eln(l:-d)·n = 1.OOO·e4·ln(l-0,05} = 814,51 € 

6. LAS LEYES FINANCIERAS ALEATORIAS 

Todos los análisis anteriores han sido deterministas porque los tipos de interés 
eran conocidos pero en la práctica real muchos tipos de interés no se conocen por 
anticipado y, por este motivo, es necesario recurrir a modelos estocásticos. Se pueden 
simplificar estos modelos si los tipos de interés son independientes e idénticamente 
distribuidos, aunque también pueden tener relaciones de dependencia entre ellos 
(modelos de medias móviles, autoregresivos, binomiales y estocásticos continuos). 

Aunque no es el objetivo de este libro, ya que la construcción de estos modelos 
requiere conocimientos previos de cálculo estocástico, a continuación se realiza 
una introducción a la valoración de capitales financieros utilizando leyes aleatorias 
(modelos discretos y modelos continuos). 

Entre los modelos discretos, los valores finales se pueden obtener a través de las 
siguientes expresiones, que suponen resolver ecuaciones en diferencias estocásticas: 

C" = C0 • (1 + t r,) ( con interés simple estocástico) 
t=1 

C,, = C0 • (Ji (1 + i, >) ( con interés compuesto estocástico) 
t=l 

Un caso particular dentro de los modelos discretos es el modelo binomial, donde las 

variables aleatorias T,, t = 1,2, ... ,n son dicotómicas independientes y equidistribuidas: 

i, Probabilidad 

p 
1-p 
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El cálculo de los valores finales, medias y varianzas se realiza teniendo en cuenta la 
distribución del modelo binomial: z- B(n,p) 

• Con interés simple estocástico: 

C, = C0 -( 1 + t () = C0 • ( 1 + 4 • ,r + i, • ( n - ,r)) 

Cn = C0 • (1+ ti,)= C0 • (l + ii • n+ (ii -ii) • z) (valor final) 
, .. 1 

E[ Cn] = C0 • (1 + i · n) (media del valor final) 

donde: 

i = E [1] = ~ • p + i2 • ( 1 - p) 

v[cn] =e:· t v(~) =e:· n• tT¡ (varianza del valor final) 
, .. 1 

donde: 

• Con interés compuesto estocástico: 

C, =C0 ·( ü(I+¡;)) = C0 ·(I+4)"' ·(l+i,,r"' 

Cn = C0 • (Ii (1+ i,)) = C0 • (1+ ~)" • (•+~)· r .• (valor final) 
l=1 1+1-t 

E[c,,] = C0 • Ji(1+ i) =C0 • (1+ i)" (media del valor final) 
tal 

v[c,] = C! • ( ( ir¡ + (1 + i}9 r -( 1 + i)"") (varianza del valor final) 

Los modelos continuos estocásticos se basan en el proceso de Wiener o movimiento 
browniano estándar, que es un proceso estocástico continuo, {W,} , que tiene las 
• • • d d '~º s1gu1entes prop1e a es: 

a) Wo = O 
b) Wtiene trayectorias continuas, W, es continuo en t 

c) Es un proceso estacionario con independientes. 

d) La variable aleatoria "incrementos" puede seguir una distribución normal con 
media O y varianza igual a la amplitud del intervalo, es decir, si t,s ~ O entonces 
W,+s -W, - N(0,s) 

El cálculo diferencial estocástico basado en el proceso de Wiener se desarrolla 
a partir de la ecuación diferencial lineal estocástica que, a través del Lema de ltó, 
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permite realizar los cambios de variable para intentar resolver la ecuación y obtener 
el proceso solución. 

El proceso estocástico más simple es el proceso ruido blanco ( e, ) , que es estacio-
nario y cumple las siguientes características: 

a) E[e,]=O 

b) Var [e,] = a2 
c) Covar [ e, , e, ] = O si t * s 

Por tanto, es un proceso con una sucesión de valores que no tienen relación entre 
ellos y oscilan en tomo al cero dentro de un margen constante. En este tipo de pro­
cesos, conocer los valores pasados no aporta ninguna información sobre el futuro ya 
que el proceso es puramente aleatorio y, como consecuencia, carece de memoria. 

Además, se puede expresar como: e, • dt = dW, 

Se considera la siguiente ecuación diferencial estocástica: 

dr, = J(t, r,) • dt + o(t, r,) • dW, 

que se transforma con: y, = u(t, r,) y, mediante el Lema de Itó: 

dy, = (u,+ u,· f(t,r,)+½· uª· o"(t,r,)) • dt+ u,· o(t,r,)·dW, 

lo que permite obtener la solución de la ecuación diferencial estocástica con el 
modelo browniano aditivo: 

dC, = C0 • p· dt + C0 • O'· dW, 

C,, = C0 • {1+ p· n+ tT• W,,) (valor final) 

E [ C11 ] = C0 • ( 1 + p· n + O'· E [W11 ]) 

E[c,,] = C0 • (1+ p· n) (media del valor final) 

v(c:.] =e:· tr · n (varianza del valor final) 

donde el valor esperado acumulado se distribuye como una norma con la media y 
varianza calculadas: 

Cn ~N{C0 ·(I+p·n),C~ ·t:r ·n) 
En el caso del movimiento browniano geométrico, la ecuación diferencial estocás­

tica y su solución de obtienen de: 

dC =C ·p·dt+C ·O'·dW t t ' I t R, = u(t,C,) = lnC, 

,_ Ro+(p- ~ )-n+6•W• (p- ~)-n+o'•W• 
Cn = e = C0 • e (valor final) 

donde: 

~: -LN((p- ~)-n+cr·n,o" ·nJ 
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E[ c.]= C
0 
•e(,-~}••~= C

0
• e"º" (media del valor final) 

v[cn] = e: . e 2·P·" • ( e tr•" -1) (varianza del valor final) 

EJERCICIO 1.18. 

Cuestión: 

51 

Se invierten 10.000 euros y se obtiene cada año untipo de,interés; que varía 
aleatoriamente con media 0,03 y varianza 0,01. Calcular el valor acumulado_ espe­
rado y su desviación estándar después de 1 O años. 

Solución: 

Se calcula el valor acumulado esperado ~séurridós_ 1 O. años: 

E [ an] = E[t'I (1 + i, )] = 11 E(l + i,) = ( 1 + if 
tal tal 

E [ 10.000 • 4¡0 ] = 10.000 • E[ ü (1 + i,)] = ü E{Hi,) = (1 + O, 03 )'
0 ~ 1, 34 ellr~s 

Se calcula la varianza del valor acumulado: 

Var[an] = E[a!]-[ E[a11 ]J
2 = E[ a!]-{I+i)

2
". 

E[ a!]= E[Ü(l+ 4)'] = ü E{l+ 4)2 ~ (p(1+24+4•);,, (1+2/+ i
2 

+s
2 r 

Var[an]= E[a;]-[E[an]J2 = (1+2i+i2 ~s2 r_-(1+~)2n = (1+ Jr -_(I+i)2n. 

Var[lO.000·lJio]=l0.0002 
-[ E[ <Ji20 ]-[E[t1¡0JJ2]= .. 

1

• 

=10.0002 ·[(1+2-0,03+0,032 +o,01t-(1+?,os)
2
º]=17.764.902,4I 

Se calcula la desviación estándar del valor acumulado: 

DT = .Jvar[10.000· a10 ] = ✓17.764.902,41 =4.214,84 

EJERCICIO 1.19. 
Cuestión: 

Una persona invierte 150.000 euros en un fondo de inversión. El fondo de 
inversión le proporcionará un tipo de interés efectivo anual del 3%, 4% y 5% con 
las siguientes probabilidades: . 
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T:ipo de interés Probabilxlad 
0,025 0,3 
0,03 0,5 

0,035 0,2 

El tipo de interés de cada año es independiente de los tipos de los demás años 
y se distribuye como una lognormal. Calcular el valor acumulado esperado trans­
curridos 15 años con uila probabilidad del 95%. 

Solución: 
• Se calcula la media y la varianza de la distribución lognormal. 

.. 

Tipo de interés Probabilidad 1 + Íi ln(l + it) [1n (1 + Íi)]2 

0;025 0,3 1,025 0,0247 0,0006 
0,03 0,5 1,03 0,029S 0,0009 

0,03S 0,2 1,035 0,0344 0,0012 
1 Valor esperado 0,029S 1,03 0,0296 0,0009 

E[a¡5] = 15• µ= 15· 0,0296 = 0,444 

Var-[tii5] = 15· a2 = 15·[ 0,0009-(0,0296)2] = 0,00036 

El valor que puede obtenerse el 95% del tiempo ocurre en el percentil 5, 
que en la distribución normal estándar se corresponde con un valor Z del 
- 1,644853627. 

X -p lnA ~ 0,444 . 
Teniendo en cuenta que: Z = --= .J -1, 644853627 

a- 0,00036 
In A= 0,412791097 ➔ A =1,51 euros (valor acumula~o por euro invertido) 
Por tanto, el valor acumulado esperado por 150.000 euros invertidos, transcu­

rridos 15 años, es: 

V¡11 = l,51 • 150.000 = 226.500 euros 

Si se compara con el valor acumulado calculado con la media ponderada del 
tipo de interés se observa que no coinciden: 

V15 = 150.000· (l,0295)15 = 231.999,22 euros 

EJERCICIO 1.20. 
Cuestión: 

Se invierten 10.000 euros y se observa la siguiente distribución de tipos de 
interés: 

Tipo de interés Probabilnad 
0,01 0,2S 
0,02 0,3 
0,03 0,45 
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Calcular el valor esperado acumulado transcurridos 10 años, la media y 
varianza del tipo de interés, la varianza del valor acumulado y el valor acumulado 
con la media del tipo de interés. 

Solución: 

Se calcula el valor esperado acumulado transcurridos 10 años·: 

10.000· E[a.0] = 10.000· (l+ 0,01)1º • 0,25+ 10.000.·(1 + 0,02)1º • 0,30 

+10.000· (1+ 0,03)10 
• 0,45 = 12.466,16 euros 

Se calcula la media y la varianza del tipo de interés: 

E[i] = i = 0,01· 0,25+ 0,02·0,30+ 0,03·0,45 = 0,022 

s2 =E[i2]-E[i] 2 =(0,012 ·0,25+0,022 ·0,30+0,032 ·0,45)-0,0222 =0,000066 

Se calcula la varianza del valor acumulado: 

Var[IO.OOO·a10 ] = 10.0002 
{ E[ a¡~]-[ E[a.0 ]J2] = 

=10.0002 ·[(1+2-0,022+0,0222 +0,000066)1°-(1+0,022) 20]=97~675,03 

Se calcula el valor acumulado con la media del tipo de interés: 

V¡0 = 10.000 • (1 + 0,022)10 = 12.431,08 euros 
y se observa que no coincide con el valor esperado acumuiado. 

EJERCICIO 1.21. 

Cuestión: 

Calcular el precio esperado de un ~ono. cupón cero d~ nominal 1.000 euros 
y vencimiento 4 años utilizando el modelo binomial. El tip9 de interés inicial 
es el 3% que tiene una probabilidad de subida del 60% y una yolatilidad del 
10%. Calcular también el precio del bono sin t.ener en cuenta el 'efecto de la 
incertidumbre. 

Solución: 

Para un árbol binomial de n periodos existen-·2n-1 trayectorias. En concreto, 
para valorar un bono cupón cero de 4 años se construye llll:· árbol binomial con 4 
nodos o pasos y 8 posibles escenarios otrayectoi:,ias (24-1 = 28_= 8). 
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FIGURA 1.12. Árbol binomial 

NOD01 
(t•O) 

r,O"" 0,03/1,1~,927 

NOD02 
(t• l). 

7 r/JDU"" 0,03•1,12/1,1-=0,033 

r1on.,.o,on,111,1-=0,03 ~ 

l-p=0,40 r,.llDDa0,03·1,1/l,llc:(),027 

p=0~60 ,,.ouu = 0,03/1,10•1,12-=0,033 

r,OU ª 0,03/1,1 •l,1-=0,03 

• J-p-0,40 r,.0 UD=0,03/1,1·1,1/l,1"'6,027 

/ r,ODoaz 0,03/J,J2c;(),02S ~ 

l-p-0,40 

NOD03 
(t•2)' 

r,.TJTJD a 0,03/1,13=0.023 

NOD04 
(t•3) 

donde el tipo de interés inicial (r1) crece o decrece un 10% dando lugar a 
dos posibles tipos de interés en el nodo 2 (r2u si crece o r2° si decrece) y así 
sucesivamente. 

Se calcula el precio del bono C?n cada urto de los ocho posibles escenarios o tra­
yectorias. Se detalla a contlnuaci6n el cálculo del valor actual o precio esperado 
del bono teniendo en ctJenta los· datos de la primera trayectoria. 

La probabilidad de la primera trayectoria, que consiste en tres subidas acumu­
lativas del 10% de interés, se obtiene de: 

Puuu = o,60 -o,60 • o,60 = 0,216 

Los tipos de interés a aplicar se calculan del siguiente modo teniendo en 
cuenta la volatilidad acumulativa (aumento o disminución sobre el tipo de inte­
rés del periodo anterior), y así sucesivamente: 

r2u =r¡ ·(l+0,10)=0,03·(1,10)=0,03 

rt = 1i . 1 = O, 03 = O, 027 
1+ 0,10 1+ 0,10 

Todos los tipos de interés calculados se pueden ver en el árbol binomial. 

El precio esperado del bono según esta trayectoria se calcula descontando el 
nominal l.000 euros a los tipos de interés correspondientes: 
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uuu ( 1 1 1 1) 
Po = Puuu. I+r4uuu • 1+rsuu • 1+r2u • l+r¡ = 

=0,60·( 
1 

• 
1 

• 
1 

• 
1 

)=18842euros 
1+0,04 1+0,036 l+0,033 l+0,03 . ' 

En la siguiente tabla se muestra el valor actual o· precio esperado del bono con 
las ocho trayectorias: 

Nº Tmvectoria Probabilidad 
1 uuu 0,216 
2 UUD 0,144 
3 UDU 0,144 
4 UDD 0,096 
s DUU 0,144 
6 DUO 0.096 
7 DDU 0,096 
8 DDD 0,064 

Valor actual 
872,31 € 
878.22€ 
883.33 € 
888,49€ 
888,49 € 
893,69€ 
898,04€ 
901,56€ 

Valor actual esnerado: 
Valor actual: 

Valor actual esoerado 
188,42€ 
126,46€ 
127,20 € 
8S.30,€ 

127,94€ 
85,79€ 
86,21 € 
S7,70€ 

88S,03 € 
, 888.49.€ 

( con incertidmnbre) 
(sin incertidumbre) 

El precio esperado del bono será igual a la suma de los, valores actuales espe-
- rados de las 8 trayectorias: 

1.000·E[,Po]=l.000{,Pomv +,Pouw +P«,VDU +foUDD +Pc,DW·+I1,Dl/D +Pc,DfKI +Pc,DDDJ= 

= 188,42+ 126,46+ 127,20+ 85,30+ 127,94+ 8~,79+86~21+57, 70)= 885,03 euros 

El precio del bono sin considerar la incertidumbre se obtiene de: 

P
4 

1.000 l.OOO = 888 49 ,eur · 
(1 + 1j )4 (1 + o, 03)4 ' os 

que no coincide con el precio esperado del l;lono debido a que no tiene en 
cuenta la incertidumbre. Además, en este caso· el precio es mayor debido a que 
una mayor incertidumbre produce un aumento .de interés y, como consecuencia, 
una disminución de los precios. • • • 

EJERCICIO 1.22. 
Cuestión: 

Calcular el precio esperado de un bono con cupón de nominal 1.000 euros, 
tipo de interés del cupón del 2% y ven,cimien~o 3 años :útilizando el ~odelo bino­
mial. El tipo de interés inicial es el 3% que tiene una probabilidad de subida del 
60% y una volatilidad del 10%. Calcular también el pred.o del bono sin tener en 
cuenta el efecto de la incertidumbre. Aplicaf dos métodos: el método de induc­
ción y el método basado en la valoración de las trayectorias. 

Soluci6n: 

En ambos métodos, para valorar un bono cupón cero de 3 años se construye 
un árbol binomial con 3 nodos o pasos y 4 posibles escenarios o trayectorias 
(28-1 = 22 = 4). 
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FIGURA 1.13. Árbol binomial 

r3UU =0,03•1,12=0,036 
1.020 euros C""l0euros --

Pz'1º"" 984,56 euros 

ri° = 0,03·1,l=0,033 

Cci20euros 

P1° = 974,69 euros 

rJ'lº = 0,03•i111,1=0,03 
1.20 euros Cc:120euros --

r1 =6,03 
P-z'Iº = 990, 29 euros 

E[Pol = 969,96 euros 

r,Oº CI 0,03/1,1 •1,1=0,03 
1.020 euros C=20euros --

Pi°º a 990,29 euros 

ri° = 0,03/1,1=0,027 
Cca20euros 

P 1° = 985,61 euros 
r,Oº CI 0,03/1,12=0,025 

C 0 20euros -- 1.0l0euros 
Pi°º"" 995,12 euros 

NODO! NOD02 .. - NODO3 (tc:t3) 
(t=0) (t= l) (t=2) 

Los tipos de interés a aplicar se calculan del siguiente modo teniendo en 
cuenta la volatilidad acumulativa (aumento o disminución sobre el tipo de inte­
rés del periodo anterior), y así sucesivamente: 

r: =,¡ ·(l+0,10)=0,03·(1,10)=0,03 

r.D = t. . 1 O, 03 = o 027 2 
l 1 + 0, 10 } + 0, 10 ' 

Todos los tipos de interés calculados se pueden ver en el árbol binomial. 
a) Método de inducción 

Este método consiste en ir calculando el precio del bono en cada año a partir 
del precio del bono en el año siguiente, de forma recurrente, como se muestra 
a continuación. 

Se calcula el precio en el año 2 de la primera trayectoria (UU). 

uu C+N 1.020 
11 = 1 + rtu = 1 + 0,036 = 984,56 euros 

Se calcula el precio en el año 2 de la segunda trayectoria (UD). 

p/lD = C + N = 1.020 = 990, 29 euros 
2 1 + r;m 1 + O, 03 

-L 
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Se calcula el precio en el año 2 de la tercera trayectoria (DU). 

P. DU _ C+N _ 1.020 _ 990 29 , 
2 - nu - - , euros 

1+ T3 1+0,03 

Se calcula el precio en el año 2 de la cuarta trayectoria. (DD). 

P.DD = C + N = 1.o2o = 995 12 euros 
2 1+ TsDD l+ 0,025 ' 

Se calcula el precio en el año 1 de la primera trayectoria (U): 

P.ª= 0,60· C+Pt' +0,40· C+P2UD = 
1 

l+r:' 1+ r:' 

= 0,60· 20+984,56 +0,40· 20+990,29 = 974,69 euros 
• 1+0,033 l+0,033 

Se calcula el precio en el año 1 de la segunda trayectoria (J?): 

Pt = 0,60· C+P2DU +0,40· C+P:D = 
l+r;> l+r2n 

- O 60 20+990,29 O 40 20+995,12 '985 5-1 = , • ----- + , • ----- = , euros 
1+0,027 1+0,027 _ _ . 

Se calcula el precio o valor actual esperado del ~olio: 

E[P«,]= 0,60· C+Jf +0,40· C+P/ = 
l+r¡ 1+1¡ 

-o 60· 20+974,69 O 40. 20+985,61_9,6996' _' - , ----- + , ----- - , euros 
1 + o, 03 1 + o, 03 _. 

que no coincide con el precio esperado del bono debido a que no tiene en 
cuenta la incertidumbre. Además, en este caso el precio es mayo_r debido a que 
una mayor incertidumbre produce un aumento de interés y, como consecuencia, 
una disminución de los precios. 

b) Método de valoración de las trayectorias 

Se calcula el precio del bono con las cuatro trayectorias: 

Se calculan las probabilidades de ocurrencia de cada. trayectpria: 

Puu =0,60·0,60=0,36 

Pw = o,60· 0,40 = o,24 

PDu = O, 40 • O, 60 = O, 24 

P»» = o,40 • 0,40 = o,16 
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Se calcula el precio esperado con cada trayectoria: 

E[ Pouu] = Puu • P.,U" = 0,36 • 963, 58 = 346, 89 euros 

E[ PoCJD] = Pw • PoUD = 0,24 • 930, 73 = 223, 38 euros 

E[PoDu] = PDu ·P0Du = 0,24·936,17 = 224,68 euros 

E[PoDD] = PDD • PoDD = 0,16 • 940, 74 = 150,52 euros 

Se calcula el predo esperado del bono como la suma de los precios esperados 
con las cuatro trayectorias: • 

E[P«,]= E[Jf']+E[PollD]+E[J»oºu]+ E[J-1DD] = 

= 346,89 + 223,38 + 224, 68 + 150,52 = 945, 4 7 euros 

Se puede comparar con el precio actual del bono, calculado en el apartado 
anterior, y se observa que el precio esperado del bono es menor debido al efecto 
de la incertidumbre ya que aumentan los tipos de interés y, como consecuencia, 
disminuyen los precios. 

7. VALORACIÓN DE LOS CONTRATOS AL CONTADO 

7.1. CONCEPTO DE CONTRATO AL CONTADO 

Se considera un contrato estipulado en una fecha tmediante el cual se garantiza el 
pago de un euro en una fecha posterior T, tal que: 

t~ T 

P(t, T) : Valor en t de un euro exigible en T. 

U na de las partes que interviene en la operación asume la posición acreedora y 
efectúa una operación de inversión: 

FIGURA 1.14. Posición acreedora en un contrato al contado 

1- p ~-t, T) -------t~ 1 

La otra parte asume la posición deudora y efectúa una operación de financiación: 

FIGURA 1.15. Posición deudora en un contrato al contado 

donde el horizonte temporal de la operación es: n = 8t = T-t 
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EJERCICIO 1.23. 

Cuestión: 

El valor de un contrato al contado en t= O es 0,5 euros y garantiza el pago de 
un euro después de 4 años. ¿Cuáles son las operaciones efectuadas por las partes 
que intervienen en la operación? 

Datos: 

t= o 
T= 4 años 

n= 4-0 = 4 años 

P{0,4) = 0,5 euros 

Solución: 

La parte acreedora efectúa una operación de inversión: 

FIGURA 1.16. Posición acreedora en el contrato al contado 

La parte deudora efectúa una operación de financiación: 

FIGURA 1.17. Posición deudora en el contrato al contado 

Si en vez de considerar fijas las fechas t y T, se tiene en cuenta una función de dos 
variables, t y T, esta ley financiera debe cumplir algunas propiedades que garantizan 
la significatividad y la consistencia desde el punto de vista económico-financiero, cabe 
citar: 

P(t, T) > O, t -5: T 

P(T,T)=I, 

P(t, T¡) > P(t, T.i), t -5: T¡ -5: T2 

7.2. TIPOS DE INTERÉS AL CONTADO (SPOT RATES) 

Si se considera la ley financiera L(t, T): 
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FIGURA 1.18. Gráfico de la ley.financiera L(t,T) 

L(~Tll-------,,< 

L(~t) 1----.-::;...._---; 

At=n 

o T 

El interés del periodo [ t, T], expresado en unidades monetarias, se obtiene de: 

llL(t, T) = L(t, T) - L(t, t) = L(t, T) -1 

Se dividen ambos miembros de la ecuación anterior por L(t, t) y se obtiene el tipo 
de interés del periodo: 

AL(t,T) = L(t,T) _ L(t,t) =L(t,T)-l 
L(t,t) L(t,t) L(t,t) 

i(t,T) = L(t,T) -1 
que también se puede expresar en función del factor de descuento: 

i(t,T) = l -1 
A(t,T) 

Según Moriconi (1995) se define la fuerza o intensidad del interés como: 

,v;(t T)= i(t,T) 
F. , T-t 

El tipo de interés al contado en régimen de capitalización simple i5 (t, T) (sim­
ply-compounded spot interest rate) es aquel que aplicado al capital P(t, T) en el instante 
inicial t produce una unidad monetaria en el vencimiento T, utilizando la ley finan­
ciera de capitalización simple: 

P(t, T) • [1 + i5 (t, T) • (T- t)] = 1 

i (t,T)=[-
1
--1]•-

1
-

s P(t,T) T-t 

i (t T)= 1-P(t,T) 
s ' P(T,t)• (T-t) 

Se puede obtener el tipo de interés al contado simple i_,,(t, T) equivalente al tipo 
de interés al contado i(t, T) del periodo [t, T] si se igualan los montantes obtenidos 
en el vencimiento T: 

L(t, T) = 1 + ~'i(t, T) • (T- t)} . i(t,T) 
•s(t,T)=--

L(t,T)=l+i(t,T) T-t 

El tipo de interés al contado en régimen de capitalización compuesta ic(t, T) 
( annually-compounded spot interest rafe) es aquel que aplicado al capital P(t, T) en el 
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instante inicial t produce una unidad monetaria en el vencimiento T, utilizando la ley 
financiera de capitalización compuesta: 

[ ]
T-1 

P(t,T) • 1 + ic(t, T) = 1 

ic (t, T) = [ 1 ] T~t -1 
P(t,T) 

Se puede obtener el tipo de interés anual compuesto ic(t, T) equivalente al tipo de 
interés al contado i(t, T) del periodo [t, T] si se igualan los montantes obtenidos en 
el vencimiento T: 

L(t,T)=[I+ic(t,T)]7-'} .1-
ic(t,T) = [1 + i(t,T)r' -1 

L(t, T) = [1 + i(t, T)] 

El tipo de interés al contado capitalizable m veces dentro del año J"' (t, T) ( m-ti­
mes1Jer year compounded spot int.erest rate) es aquel que aplicado al capital P(t, T) en el 
instante inicial t produce una unidad monetaria en el vencimiento T, utilizando la ley 
financiera de capitalización compuesta: 

P(t,T)·[l+ lm~T)r(T-1) = 1 

],,,(t,T) = [ l 1 -1]· m 
P(t, T)"1·(1'-I) 

m 
lm(t,T)=---_-_1-_--m 

P( t, T) rn·(T-t) 

Se puede obtener el tipo de interés al contado capitalizable m veces dentro del año 
],,, (t, T) equivalente al tipo de interés al contado i(t, T) del periodo [t, T] si se igualan 
los montantes obtenidos en el vencimiento T: 

[ 
j (t T)] m•!T-1) 

L( t, T) = I + "' ' 
m 

L(t, T) = [1 + i(t, T)] 

[ 
( T)] m•(T-f) 

l+ Jrn ~ ::: [1+ i(t,T)] :::> 

~-

[ 
1 ] J m(t,T) = [1 + i(t,T)] -1 • m 

El tipo de interés al contado en capitalización continua (continuously-compounded 
spot interest rate) es aquel que aplicado al capital P(t, T) en el instante inicial t produce 
una unidad monetaria en el vencimiento T, utilizando la ley financiera de capitaliza­
ción continua: 

P(t, T) · enc,.T>·<T-t> = 1 

R(t T) = _ lnP(t,T) 
' T-t 
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El tipo de interés al contado en capitalización continua también se puede obtener 
como el límite del tipo al contado capitalizable m veces dentro del año cuando m 
tiende a infinito: 

R(t,r)= lim __ m __ -m=-lnP(t,r) 
111➔+ 00 

.,~-" r-t 
(P(t,r)) 

Se puede obtener el tipo de interés al contado continuo equivalente al tipo de 
interés al contado compuesto y viceversa: 

L(t r) = P(t, r) • eR<t,THT-o } 

' [ ]7_, R (t,T) = ln[l + ic{t,T)] ó ic(t,T) = eR<i,T) -1 
L(t, r) = P(t, r) • 1 + ic(t, r) 

EJERCICIO 1.24. 
Cuestión:. 

Sea la ley financiera, fijada en t = O, L(O,O) = 1 y L(O;l,5) = 1,10. Calcular el 
interés del periodo [0;1,5], el tipo de interés del periodo y los tipos de interés al 
contado en el régimen de capitalización simple, compuesta y continua. 

Datos: 

t=O 

L{O,O) = 1 

L(O;l,5) = 1,10 

Solución: 

• Interés al contado relativo al periodo [ O; 1,5]: 

AL(O;l,5)~ L(O;l,5)-L(O,O) = 1,10-1 = 0,10 € 

• Tipo de interés al contado del periodo [0;1,5]: 

i(O·l 5)= AL(O;I,5) = O,l =O 10 '(O·l 5)=1001.. 
' ' L(0,0) 1 ' => z ' ' 70 

• Tipo de interés al contado simple: 

L(O,O) • [1 + i8(0;1,5) · 1,5] = L(O;l,5) 

1 • [1 + i5 (0;1,5) • 1,5] = 1,10 
1,10-1 

i5 (0;1,5) = l,
5 

== 0,667 => i5 (0;1,5) = 6,67% 

O también: 

L(O;l,5) = 1 + i5 (0;1,5)• 1,5}. . _ i(O;l,5) _ 0,10 _ 
7 L(O;l,5) = 1 + i(O;l,5) Zs(0,1,5)- 1,5 - 1,5 - 0,066 

• Tipo de interés al contado compuesto: 

[ • 1 5)]1
,5 L(O,O)· 1+ zc(O; , = L(O;l,5) 

1 • [1 + ic(O;l,5}]1'
5 = 1, 10 
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1 

ic(O;l,5) = (1,10)1
•
5 -1 = 0,656 => ~(Ó;I,5) ~ 6,56% 

O también: 

L(O:l,5): [l +_ic~O;l,5)J""}i,;(O;l,5) = Ú +i(O;l,5)]1~ -1 = [1 + 0,10]1~ -1 = 0,0656 
L(O,l,5)-l+z(O,l,5) . .. . . , . · . _ 

• Tipo de interés al contado continuo: • 

L(O,O) · eR<o:t,5>-1•5 = L(O;l,5) 
1 • eR(O;l,5)·1,5 = 1,10 

R(O· 1 5) = In l, 10 O, 0635 
' ' 1,5 

O también: 

L(O·l 5)=eR(O;l,S)-l,5 } ln[.l+i( .• 0·1. s,·1·· lnl,10 
' ' . R(O;l,5)= • .• ' ' --- _0,0635 

L(O;l,5) = 1 + i(O;l,5) . 1,5_: . ~,5 

La tasa instantánea de interés al contado ( instantaneou.s spot interest rate or short rate) 
es el límite del tipo de interés al contado continuo cuando se consideran periodos 
infinitesimales: 

( )• R< > Hm tnP(t,t + AtJ • . a mP(t;i) r t = t t = - -----=·- -• .. · 
, At➔O At aT 

donde a ln P(t, t) es la derivada parcial de la función P(t, T) evaluada en r = t. 
ar 

Si se admite que la función L(t, T) tiene derivada parcial respecto a la variable T, 
la definición de fuerza de interés puede referirse a un periodo infinitesimal y tam­

bién nos permite calcular la tasa instantánea de interés al contado como el límite de 
la fuerza de interés r(t,t + n) cuando la amplitud del horizonte temporal n tiende a 
cero: 

i(t,T) . L(t,t+tu)-L(t,t) 
r(t) = lim y(t, T = t + ~t) = lim-- = hm----~-.:... = 

~t➔O n➔O n n➔O L(t,t). n 

= _1 _·lim L(t,T)-L(t,t) = _1_. 8L(t,t) = ~lnL(t,t)= -~lnP(t,t) 
L(t,t) n➔O n L(t,t) at ar ar 

donde: 

P(t,t) = A(t,t) 

L(t, r) es una función creciente con respecto a T. 

L1 t = n 

r(t) es positiva y además puede escribirse como derivada logarítmica ya que 
L(t,r)> O. 



64 MARÍA DEL CARMEN GONZÁLEZ VELASCO: ANÁLISIS DE LAS OPERACIONES ... 

8. VALORACIÓN DE LOS CONTRATOS A PLAZO 

8.1. CONCEPTO DE CONTRATO A PLAZO 

En general, un contrato a plazo o contrato fon.vard es una compraventa diferida 
en la que dos partes se comprometen, en el instante t, a intercambiarse en una fecha 
futura convenida '.f¡ (fecha de entrega del bien) y a un precio prefijado una determi­
nada cantidad de un bien con vencimiento J;. 

En un contrato a plazo no está previsto ningún desembolso de dinero en el instante 
t, que únicamente representa la fecha de suscripción del contrato. 

En los contratos a plazo el periodo de intercambio comienza en un instante T. 
posterior al instante de negociación del contrato t, tal que: 

tST¡SJ; 

P(t, T¡, i;): Valor en T¡, pactado en t, de un euro exigible en T2• 

En el contrato a plazo el comprador se compromete a asumir la posición acreedora 
(posición larga) por el importe de un euro y pacta en la fecha t y sobre el horizonle 
temporal [T¡, 7;] la operación de inversión a plazo a un precio preestablecido en t. 

FIGURA 1.19. Posición acreedora en un contrato a plazo 

0 - P (t, TI• T2) 

1 1 

Mientras que el vendedor se compromete a asumir la posición deudora (posición 
corta) y pacta en la fecha t y sobre el horizonte temporal [T¡, 7;] la operación de 
financiación a plazo a un precio preestablecido en t. 

FIGURA 1.20. Posición deudora en un contrato a plazo 

o P (t, TI• Ti) - 1 

1 1 1 

EJERCICIO 1.25. 

Cuestión: 

En el instante actual t = O se negocia un contrato a plazo, cuyo valor trans­
curridos dos años es de 0,5 euros y mediante el cual se garantiza el pago de un 
euro después de 4 años. ¿Cuáles son las operaciones efectuadas por las partes que 
intervienen en la operación? 

Datos: 

t=O 

i; = 2 años 

½=4años 
P(0,2,4) = 0,5 euros 
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Solución: 

El comprador asume la posición acreedora ·(posiclon larga) y efectúa una op~ 
ración de inversión a plazo: • 

FIGURA 1.21. Posici!in acreed(,ra eTJ, el contrato a pla:t.o 

o -0,5€ 

1 1 

El vendedor asume la posición deudora (posición corta) y efectúa una opera­
ción de financiación a plazo: 

FIGURA 1.22. Posición deudora en el contrato a pw 

o 0,5€ -1 

1 1 1 

La ley financiera P(t, T¡, T;) debe satisfacer algunas propiedades que garantizan la 
significatividad financiera: 

P(t, T¡, T;) > O, t s Y¡ s T; 

P(t,T;,T;) = 1, t s ¼ 
P(t, T¡, T; ') > P(t, 'I'a, T; ''), t S T¡ S T; '< 1;" 

(función decreciente respecto del vencimiento T2 ). 

P(t,T¡',T;) < P(t,T¡",T;), t S T¡'< T¡"S T; 

(función creciente respecto al inicio del horizonte temporal T1). 

Desde el punto de vista formal un contrato al contado es un caso particular de los 
contratos a plazo donde t = T

1 
y, por tanto: 

P(t,t, T;) = P(t,T;), t S 7; 

La ley financiera de valoración de los conu·atos a plazo cumple la propiedad de uni­
formidad en el tiempo o de estacionariedad ya que la función no depende del periodo 
inicial de intercambio monetario [Ti, 7;] ni del periodo de diferimiento [t, T¡], sólo 
depende de la duración de la operación: 

P(t + ~t, T¡ + 8t, T; + 8t) = P(t, T¡, 1; ), t S T¡ S 7; para todo te Ii. 

En particular, para los contratos al contado, donde t = T: 

P(t + 8t, T + 8t) = P(t, T), t S T para todo t ~ O 

8.2. REIACIÓN ENTRE LOS CONTRATOS AL CON1Af)O Y A PLAZO 

La propiedad de independencia del importe pem1ite obtener una relación entre 
las leyes financieras de valoración de los contratos al contado y a plazo,justificada por 
consideraciones de consistencia financiera: 
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.. 
P(f,7;) = P(t,T¡) X P(t,T¡,l;)dondet ~ T¡ ~ 1; 

es, decir, el valor en el instante t de un euro pagadero en el instante T
2 

debe coin­
cidir con el valor P(t, T¡, i;) en el instante T1 actualizado con el factor de descuento 
P(t, T¡). 

Para evitar el arbitraje sin riesgo se debe cumplir el teorema de los precios implíci­
tos que deriva de la expresión anterior: 

P(t T. ,.,.. ) = P(t, i;) T. T 

' i, .L 2 P( t, T¡ ) ' t s i s .t 2 

EJERCICIO 1.26. 

Cuesti6n: 

Comprobar la relación entre los dos siguientes contratos: 

• Contrato al contado que garantiza la equivalencia financiera entre 0,80 
euros en el instante actual ( t = O) y un euro dentro de tres meses. 

• Contrato a plazo que garantiza la equivalencia financiera entre O, 70 euros 
disponibles dentro de tres meses y un euro transcurridos nueve meses. 

Datos: 

t=O 

7i = 3 meses 

7;=9meses 

P(0,3) = 0,80 

P(0,3,9) = O, 70 

Solución: 

P(O, 9) = P(0,3) · P(0,3, 9) = 0,8 • O, 7 = 0,56 

es decir, un euro dentro de nueve meses es equivalente a 0,56 euros en el ins­
tante actual. 

• Propiedad de escindibilidad 

La propiedad de escindibilidad establece que: P(t, T2 ) = P(t, Ti)• P(T¡, 7;) donde 
tST¡ SJ; 

Si se compara con la hipótesis de consistencia financiera, para que las dos propie­
dades coincidan se debe cumplir la igualdad: P(t,T¡,T.i) = P('I'¡,7;), t S T¡ S J;, que 
raramente sucede en la realidad. Esta última expresión podría interpretarse como 
una definición alternativa de la propiedad de escindibilidad. 

EJERCICIO 1.27. 

Cuestión: 
_!. (1"-,') 

Comprobar si la siguiente ley financiera: A(t, T) = e 2 , T 2 t > O, es 
escindible: 
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Solución: 

J ( :r 2) --· T,-i J 

P< 
_ O T. ,.,.. ) _ P(t,1;) _ e 2 

_ -¡-(r:-71) _ P(T. ,,, ) 
t - ' 1 ' .L 2 - - 1 - e . .- . l' .f. 2 P(t, 'I'¡) ·--·(Tf-t') · • · · ·· · · • • e 2 . . 

Por tanto, esta ley financiera es escindible~ . 

8.3. TIPOS DE INTERÉS A PIAZO (FORWARD RATES) 

Si se considera la ley financiera L(t, T) como función de la variable Ty el instante 
t fijo: 

FIGURA 1.23. Gráfico de la ley financiera L(t, T) 

L(t,T2)1--------,.( 

L(t,T1)1---------::~-1 

L(t,t) = 1 1--~-

o 

Conocidos dos instantes de tiempo: 

r. ~ t 
7; = T¡ + n, n > O 

n 

el interés a plazo del periodo [Ti, 7;] se obtiene de: 

ll.L(t, T) = L(t, 1;) - L(t, T¡) 

Se dividen ambos miembros de la ecuación anterior por L(t, T¡) y se obtiene el tipo 
de interés efectivo: 

ll.L(t,T) = L(t,1;) _ L(t,T¡) = L(t,I;) -1 = L(t,Ti,7;)-1 
L(t, T¡) L(t, T¡) L(t, Ti) L(t, T¡) 

i(t,T¡,7;) =L(t,T¡,¾)-1 
que también se puede expresar en función de los factores de descuento como: 

i(t T. T.)= A(t,T¡) -1 
, i, 2 A(t,T2) 

o teniendo en cuenta la hipótesis de consistencia financiera: 

i(t,7;,T,)= ~ -1 
, 1 • A(t,T¡,1;) 

i(t,T¡,¾)= • l -1 
A(t,T¡,T2 ) 
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Según Moriconi (1995) se define la fuerza o intensidad de interés como: 

(t T. T.)- i(t,T¡,7;) 
1' ' 1,. 2 -. T. T. 

2 - 1 

El tipo de interés a plazo en régimen de capitalización simple i5 (t, T¡, i;) (simply-com­
pounded forward interest rate) es aquel que aplicado al capital P(t, T¡, i;) en el instante 
T¡ produce una unidad monetaria en el vencimiento 7; , utilizando la ley financiera 
de capitalización simple: 

P(t, T¡, T;) • [ 1 + is (t, T¡, T;) • (7; -T¡)] = 1 

i (t T. 7: ) = [ l -1] • -
1 

-
s ' i, 2 P(t,T¡,T;) T;-T¡ 

. ( ,.,, ,.,, ) _ 1- P(t, T¡, T;) 
1s t,.1.1,.1.2 _____ ....;;._....;;;.__ 

P(t, T¡, T;) • (7; -T¡) 

y también se puede expresar en función de valores al contado: 

i (t T. T. )=[P(t,T,.) -1]· 1 
'S ' 1, - 2 P(t,7;) 7; -T,. 

Se puede obtener el tipo de interés a plazo simple is (t, T¡, T;) equivalente al tipo de 
interés a plazo i(t,T¡,1;) del periodo [T¡,7;] si se igualan los montantes obtenidos en 
el vencimiento 7; : 

. is t, 1, 2 -
L(t, T¡, T;) = 1 + is(t,T¡, 1;) • (7; - T¡ )} . ( T. T.)'- i(t,T,.,l;) 
L(t,T¡,T;)=l+z(t,T¡,J;) 1;-T,. 

El tipo de interés a plazo en régimen de capitalización compuesta ic(t, T¡, i;) 
( annually-compounded Jorward interest rate) es aquel que aplicado al capital P(t, T¡, T;) 
en el instante T¡ produce una unidad monetaria en el vencimiento 7; , utilizando la 
ley financiera de capitalización compuesta: 

P(t, T¡, 1;) {1 + ic(t, T¡, 1;) ]72
-7¡ = 1 

y se puede expresar en función de valores al contado: 
1 

i (t T. T.)= [P(t,T¡)]Tr7i -1 
e ' i, 2 P(t,T2) 

Se puede obtener el tipo de interés a plazo compuesto ic(t,T¡,T;) equivalente al 
tipo de interés a plazo i(t,T¡,T;) del periodo [T¡,7;] si se igualan los montantes obte­
nidos en el vencimiento T;: 

t, p.1 2 = + Zc(t,T¡,7;) ~ L( T. ,.,, ) [1 · JT2 -·¡¡ } 1 

L(t, T¡, T;) = [l + i(t, T¡, T; )] ic(t,T¡,J;) = [1 + i(t,T,.,J;)] -1 
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El tipo de interés a plazo en capitalización continua (continuously-compounded 
forward interest rate) R(t, T., 7;) es aquel que aplicado al capital P(t, T., 1;) en el ins­
tante inicial T. produce una unidad monetaria en el vencimiento 7; , utilizando la ley 
financiera de capitalización continua: 

P(t, T., i;) · eR<t,1i,"2H7i-7i> = 1 

R< T. T.)
-_ lnP(t,T¡,T2 ) 

t, 1' 2 -
7;-T¡ 

que también se puede expresar en función de valores al contado: 

R< T. T.)
-_ InP(t,7;)- lnP(t,T¡) 

t, 1, 2 -
T2-Ti 

Se puede obtener el tipo de interés a plazo continuo R(t, T., I;) equivalente al tipo 
de interés a plazo compuesto ic (t, T., I;) y viceversa: 

L(t, T., I;) = P(t, T¡, I;) • eRc,.r..
7;>-<7

;-7¡ > }R(t,T,.,7;) = ln[l + ic(t,T¡,7; )] 

L(t, T., i;) = P(t, T¡, I;) • [1 + ic(t, T.,¡;) J T2 -7j ic(t,T¡,7;) = eR<t,7i,Ta> -1 

EJERCICIO 1.28. 

Cuestión: 

Sea la ley financiera, fijada en t= O, L(0,1) = 1,5 y L(O;l,5) = 1,60. Calcular los 
tipos de interés a plazo sobre el periodo [1;1,5]. 

Datos: 

t=O 

T1 = 1 año 
T2 = 1,5 años 

L(O,l) = 1,5 

L(O;l,5) = 1,6 

Solución: 

• Interés a plazo relativo al periodo [1;1,5]: 

U(O;l,5) = L(O;l,5)-L{0,1) = 1,6-1,5 = 0,1 € 

• Tipo de interés a plazo del periodo [1; 1,5]: 

. U(O;l,5) 0,1 O 
0667 

. 
i(0,1;1,5) = ---= - = , ~ z(O;l;l,5) = 6,67% 

L(O,l) 1,5 
• Tipo de interés a plazo simple: 

L(O;l;l,5) = L(O;l,.5) = [1 + is(O;l;l,5) · 0,5] 
L(O,l) · 

1,6 -1 

i5 (0;1;1,5) = l,5 = l,0557 -l = 0,1334~ is(O;l;l,5) = 13,34% 
0,5 0,5 
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O también: 

L(0;l;l,5) = 1+ is(O;l;l,5)· 0,5}i (0·l·l 5) = i(0;l;l,5) = 0,0667 = O 1334 
L(0;l;l,5)=l+i(0;l;l,5) s ''' 0,5 0,5 ' 

• Tipo de interés a plazo compuesto: 
1 

ic(0;l;l,5) = 1,0667°.5 -1 = 0,1378⇒ ic(0;l;l,5) = 13, 78% 

L(O:l;l 5) = .L(O;I,5) = [1 + i (0·1·1 5)]0
,5 

' ' L(0,l) e ' ' ' 

O también: 

' ' ' - 'e ; ; ' i (0;1;1,5) = (1,0667)°'5 -1 = 0,1378 
• L(O· 1· f 5) _. [1 + ' (O 1 1 5)]º,5} 1 

L(0;l;_l,5) = 1 + i(0;l;l,5) e 

• Tipo <:Ie interés a plazo continuo: 

L(0;l;l,5) = eRco;1,1.s>•o.5 

• R{0;l;l,5) • lnL(O;l;l,5) = Inl,0667 = 0,1291⇒ R(0;l;l,5) = 12, 91 % 
0,5 0,5 

O también: 

L(0;l;l,5) = eR<O;t;t.5►0.5 }" . • • . _ ln[l + i(0;l;l,5)] _ Inl,0667 _ 
L(0;l;l,5) = 1 + i(0;l;I,5) R(0,1,1,5)- 0,5 - 0,5 - 0,1291 

También se pueden obtener tipos de interés a plazo continuos que sean equivalen­
tes entre sí: 

' ¡, 2 ' i, .l2 .l2 - 1 
L(t T. 7:) = P(t T. ,.,.. )·eR<1,7i,TzHTz-7i> } ,,.. T. 
L(t, T., 7;,) = P(t, T., 7;,) · e R·<t·,7i•:rz•>-<1i·-1i·> R• (t• 'T.·, 7;, ·) = R(t, T.' 7;,) • 7;·-T. · = R(t, T., 7;,) • q 

donde: 

T., -T. 
q = 2 

... / ... es la relación entre las bases de medida temporales de los dos tipos de 
i;-' 

interés a plazo continuos. 

EJERCICIO 1.29. 

Cuestión: 

El tipo de interés a plazo en capitalización continua es el 10% considerando 
los tiempos t, ~ y T2 en años. Calcular el tipo de interés . a plazo equivalente 
en capitalización continua R'(t',T¡',Tt) si se considera el tiempo expresado en 
semestres. 

l 
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Solución: 

• Cálculo del tipo de interés a plazo en capitalización continua en base 
semestral equivalente al tipo de interés a plazo en capitalización continua 
en base anual: • · • · 

L(t,T¡,1;) = P(t,T¡,1;). eo,10-1 } .. .. .. , . 1 
R•(l•,7i',7;'}2 R (t ,Ti ·,1;)=0;10·_q=O,I0·-=0,05 

L(t,T¡,1;)=P(t,T¡,1;)•e ·. . • 2 . 

t 1 
donde: q=-=-= 0,5 

t" 2 
es la relación entre las bases de medida t~mporales. (1~ .anual y la.semestral). 

EJERCICIO 1.30. 

Cuestión: 

El tipo de interés a plazo en capitalización continua es el 30% considerando 
los tiempos t, T; y T; en cuatrimestres. Calcular el tipo de_ intei:és a plaz~ equi~­
lente en capitalización continua R' (t', Ti', 1; ') • si se considera el tiempo expre­
sado en trimestres. 

Solución: 

• Cálculo del tipo de interés a plazo en capitali~ci6n continua en base tri­
mestral equivalente al tipo de interés a plazo en capitalización continua 
en base cuatrimestral: • 

L(t,T¡,J;)=P(t,T¡,1;)·eº·80
•
8 

·}· •, ~ ,, , . . . 3 
R•(l•,7j',7¡')·4 R (t ,T¡ t½ )=0,30·q=0,30·-=0,225 

L(t,T¡,T;)=P(t,T¡,1;)·e : 4 . 

t 3 
donde: q = - = - = O, 75 

t' 4 
es la relación entre las bases de medida temporales (la cuatrimestral y la 

trimestral). .. 

La tasa instantánea de interés a plazo (instantaneous fonuard rate or fonuard short rate) 
es el límite del tipo de interés a plazo en capitalización continua cuando se conside­
ran periodos infinitesimales: 

f(t,T) = R(t,T,T) = - lim lnP(t,T.+ At)- lnP(t,T) = _ cHnP(t,T) 
At➔O At • • aT 

donde a In P(t, T) es la derivada parcial de la función P(t, T) evaluada en T. 

L . oT ... d . ... I 1 • "' a tasa mstantanea e mteres a pazo y a tasa mstantánea de interés al contado 
coinciden cuando T = t. 

Si se admite que la función L(t, T) tiene derivada parcial respecto a la variable 
T, la definición de fuerza de interés puede referirse a un periodo infinitesimal y 
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también nos permite calcular la tasa instantánea de interés a plazo como el límite 
de la fuerza de interés J(t,T,T+.&T)cuando la amplitud del horizonte temporal 
n tiende a cero: 

~t,T)= f(t,T)= lim y(t,T,T+.&T)= lim i(t,T,T+n) = lim L(t,T+n)-L(t,T) = 
AT➔O n➔O n n➔O L(t, T). n 

= _I _ · lim L(t, T + n)- L(t, T) = _I _. d L(t, T) = _i_ T) = _ _i_ lnA(t T) 
L(t,T) n➔o n L(t,T) dT dT lnL(t, é)T ' 

donde: 

A(t, t) = P(t, T) 

L(t, T) es una función creciente con respecto a T. 

f (t, T) es positiva y además puede escribirse como derivada logarítmica ya que 

L(t,T)> O. 

También resulta útil expresar el factor de descuento en función de la tasa instantá­
nea de interés a plazo. Para ello se integran los dos miembros de la ecuación anterior 
y se obtiene: 

f tT f(t,u). du = -f tT aªu lnA(t,u)· du = -lnA(t,T)+ lnA(t,t) = -lnA(t, T) 

ya que A(t,t) = 1. 

El valor del factor de descuento A(t, T) se obtiene despejando en la ecuación 
anterior: 

' -I T f(t,ei)•du. 
A(t,T) = e ' donde t s T 

Esta expresión puede aplicarse a las operaciones a plazo. Teniendo en cuenta que: 

A(t, 1;) = A(t, T.)· A(t, T., 1;), t S T. S 7; 

entonces: 

f 12 
- /(1,u)·du T2 T¡ 

_ A(t, ½) _ e 1 
_ -[f, f(t,u)-du-J, f(t,11)•du] 

A(t,T.,J;)----- 7j -e 
A(t, T.1) -J f(t,u)·du 

e ' 

-I ~ t<t,u)-du 
A(t,T¡,½) = e 71 dondet 5 7; S 7; 

Se puede obtener una relación entre el tipo de interés a plazo continuo y la tasa 
instantánea de interés a plazo: 

1 1 -f-,¡J(t,u)·du 
R(t T. T,)=---·lnA(t T. T,)=---·lne 71 

'¡, 2 T,-T. '¡, 2 T,-T. 
2 1 2 1 

1 J 7i R(t,T.,½)=---· /(t,u)•dudondetST. si; 
7;-T¡ 7j 

Esta expresión nos indica que el tipo de interés a plazo en capitalización continua 
es la media temporal de la tasa instantánea de interés a plazo, fijada en t, sobre el 
horizonte temporal [T., i;] . 
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8.4. RELACIÓN ENTRE LOS TIPOS DE INTERÉS AL CONTADO Y A PLAZO 

a) Relación entre los tipos de interés al contado y a plazo en régimen de capitali-
zación compuesta 

El tipo de interés de la operación a plazo se obtiene de: 

P(t,T¡,7;){1+i(t,T¡,'I;)]-,;-7¡ =l 

i(t,7i,T2) = [ 1 
]T.~7¡ -1 

P(t,T¡,T2 ) 

Si se consideran operaciones al contado con vencimientos en ~ y en 7;, el tipo de 
interés a plazo i(t, T¡, i;) está implícito en los tipos al contado i(t, T¡) e i(t, 1;) : 

P(t,T,,T,,)= [ l J•-7i, 
l+i(t,T¡,7;) 

[ J-(7;-t) 

[ 
, J-(T2-1i) l+i(t,7;) 

1 + i(t, T¡, 1;) = -(T, -t) , 

[l+i(t,T¡)] 1 

Se obtiene así otra relación entre los tipos al contado y los tipos a plazo: 

T:1-1\..2).::!_ .11= 
'Jt-7\ 72-7} 7!!-l 

. [l+i(t,7;)] . [l+i(t,7;)] 
1 + i<t, Yi, i; > = 21..:.'.. = [ 1 + z<t, i;) l . r.) 

7!!-11 1 + z(t, 1 
[l+i(t,'T.)] 

b) Relación entre los tipos de interés al contado y a plazo en régimen de capitali­
zación continua 

P(t T. ) -n<t.7; >·<T,-o 
P(t T, y;)= , 2 => e-R<1,7¡,7;¡-cTr1i> = _e ___ _ 

, i, 2 P(t, Ti) e-nc,.1¡ HTi-1> 

R(t, T¡, 1;) • (7; - 'T¡) = R(t, 1;) • (7; - t) - R(t, T¡) • (T¡ - t) 

T¡ -t T2 -1;. 
R(t,T2) = R(t,T¡)·--+ R(t,T,,,T2)•--

1; -t T2 ~t 

o bien: 

T2 -t •.. . 2;-t 
R(t,T¡,T2)= R(t,7;)· . -R(t,Ji)· .. 

T2-T,, • 7;--T¡ 1 

El tipo de interés al contado del periodo [t, 1;] en el régimen de capitalización 
continua es igual a la media aritmética ponderada de los dos tipos de interés en 
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capitalización continua (uno al contado y otro a plazo) de los dos subperiodos [t, Ti] 
y ['.I'i, 7;] donde las ponderaciones son los plazos relativos de los dos subperiodos. 

EJERCICIO 1.31. 

Cuestión: 

Si en t = O están en vigor los siguientes precios: 

P(0;0,25) = 0,98 euros 

P(0,1) = 0,93 euros 

P(0;0,25;1) = 0,948979f)92 euros 

Calcular los tipos de interés al contado i(0,l), i(0;0,25) y el tipo de interés a 
plazo i(0;0,25; 1). • 

Solución: 

• Cálculo de los tipos de interés al contado: 

. 1 1 
i(0,l)= P(O,l)-1= ~,~3 --I=0,07526:::>i(0,1)=7,53% 

i(O; 0,25) = [ P(0; ~. 25i)°'~ -1 ~ [ 0,~
8 
r -1 = O, 08416 => i(0; O, 25) = 8, 42% 

• Cálculo del tipo de .~nterés a plazo: 
0,25 

. . [ 1 + i(0,1) ]0,75 
i(0;0,25;1) = [1 + i(0,1)] • ... · . . . -1 = 

1 + i(O; 0,25). 
0,25 .• 

[
I + O 0753]0.1s 

= [1 + 0,0753] • ' -1 = 0,07234 ~ i(0;0,25;1) = 7,23% 
l+0,0842 • · 

El tipo de interés a plazo también se puede obtener teniendo en cuenta el pre­
cio a plazo P(O; O, 25; 1) = O, 948979592 mediante el cual no se produce beneficio 
sin riesgo: 

í(O; O, 25; 1) = [ P(O;;, 25; 1J~ -1 = [ O, 948~79592 t• -1 = O, 0723 

i(0;0,25;1) = 7,23% 

e) Relación entre los tipos de interés al contado en régimen de capitalización 
continua y a plazo en régimen de capitalización instantánea 

P(t,T)=e ' R(t,T)=--·JT f(t,s)•ds 
-J T J(t,s)·ds } 1 . 

P(t, T) = e-nc,.ncT-t> T- t , 

l_ 
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O también: 

a a - a 
f (t, T) = -~ In P(t, T) = ~[ R(t, T) • (T - t)] = R(t, T) + (T - t) • -R(t, T) 

uT uT i)T 

Para una fecha fija T la tasa instantánea plazo es un proceso estocástico en el 
instante t con un valor final de f (T, T) = r(T) en la fecha T. 

EJERCICIO 1.32. 

Cuestión: 

Calcular el tipo de interés a plazo en capitalización continua-y el tipo de inte­
rés a plazo compuesto equivalente al anterior para la función de tasa instantánea 
de interés a plazo definida en el instante t por: 

J(t,T) = a+ 2 • /J· (T-t) 

t=0 

T¡ = 1 e[0, 7; = 2] 

a= 0,18 

/J=-0,04 

Solución: 

• Cálculo del tipo de interés a plazo continuo: 

1 1 ( JTc ) R(0,T¡,J;)= --·lnA(0,T¡,7;)= Tt . T.· - / f(t,u)•du = 
7;-T¡ 2- 1 1 

= 
1 ·(-J 1

'(a+2·/J•u)•du)= 
7;-T¡ 7i 

= 1 [ 2 2 J /J 7;.2 - 7¡2 • -a• (1; -T¡)-/1·(7; -Ti ) = a+ • T. = a+ /J•('.l; +T¡) 
7;-T¡ 2-Ti 

• Cálculo del tipo de interés a plazo compuesto equivalente al anterior: 

i(O,T¡, 7;) = eR<o.7¡,1;> -1 = ea+,8(Ti+7i> -1 

En particular: 

Si T1 = 1 y ½ = 2 se obtiene: 

R(0,1,2) = a+ /J·(1; + T¡) = 0,18-0,04•(2+ 1) = 0,06 ⇒ R(0,1,2) = 6% 

i(0,1,2) = eª+P<7i+7i> -1 = e0
•
06 -1 ~ 0,062 = 6,2% 

Si T1 = O y T
2 
= 2 se obtienen los valores al contado: 

R(0,2) = a+ /J· (7; + T¡) = 0,18- 0,04 • 2 = 0,10 ⇒ R(0,2) = 10% 

i(0,2) = eª+,8<Tt+1i> -1 = e0•1º -1 = 0,1052 = 10,52% 
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Si ~ = O y i; = 1 se obtienen los valores al contado: 

R(0,1) = a+ /J· (1; + T¡) = 0,18-0,04 = 0,14 ⇒ R(O,l) = 14% 

i(O,l) = e a+.8<1i+1i> - I = e0.J4 -1 = 0,1503 = 15,03% 

Se comprueba inmediatam~nte que: 

R(0,2)= R(O,l)+R(0,1,2) 0,14+0,06 =O,lO=>R(0, 2)=!0% 
2 2 

Es decir, el tipo de interés a plazo continuo sobre el intervalo [0,2] es igual a 
la media aritmética de los tipos de interés a plazo continuos correspondientes a 
los subintervalos [0,1] y [1,2J de igual amplitud. 

TEMA2 
RENTAS 

SUMARIO: 1. CONCEPTO y ClASIFICACIÓN DE LAS !IBNTAS. l. l. Concepto de renta. 
1.2. Clasificación de las rentas. 2. VALO~CION DE LAS RENTAS CON LA 
LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION COMPUESTA. 2.1. Valoración de 
rentas constantes. 2.1.1. Valoración de rentas temporales. 2.1.1.1. Valor actual 
de una renta temporal y pospagable. 2.1.1.2. Valor final de una renta tempo­
ral y pospagable. 2.1.1.3. Valor actual de una renta temporal y prepagable. 
2.1.1.4. Valor final de una renta temporal y prepagable. 2. 1.2. Valoración de 
rentas perpetuas. 2.1.2.1. Valor actual de una renta perpetua y pospagable. 
2.1.2.2. Valor actual de una renta perpetua y prepagable. 2.2. Valoración de 
rentas variables en progresión aritmética. 2.2.1. Valoración de rentas temporales. 
2.2.1.1. Valor actual de una renta temporal y pospagable. 2.2.1.2. Valor final 
de una renta temporal y pospagable. 2.2.2. Valoración de rentas perpetuas. 
2.2.2.1. Valor actual de una renta perpetua Y pospagable. 2.2.2.2. Valor actual 
de una renta perpetua y prepagable. 2.3. Valoración de rentas variables en progre­
sión geométrica. 2.3.1. Valoración de rentas temporales. 2.3.1.1. Valor actual de 
una renta temporal y pospagable. 2.3. 1.2. Valor final de una renta temporal y 
pospagable. 2.3.2. Valoración de rentas perpetuas. 2.3.2.1. Valor actual de una 
renta perpetua y pospagable. 2.3.2.2. Valor actual de una renta perpetua y pre­
pagable. 3. VALORACIÓN DE LAS RENTAS FRACCIONADAS. 3.1. Valoración 
de rentas constantes y temporales. 3.1.1. Valor actual de una renta pospagable. 
3. 1.2. Valor final de una renta pospagable. 3.2. Valoración de rentas constantes 
y perpetuas. 3.2.1. Valor actual de una repta pospagable. 3.2.2. Valor actual 
de una renta prepagable. 4. VALORACION ~~ LAS RENTAS CONTINUAS. 
4.1. Valoración de rentas tempora/,es. 4.2. Valoracion de rentas perpetuas. 5. VALO­
RACIÓN DE LAS RENTAS CON LA LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACIÓN 
SIMPLE. 5.1. Valor actual de rentas constªtftes Y temporales. 5.2. Valor final de ren­
tas constantes y temporales. 6. VALORACION DE LAS RENTAS CON INTERÉS 
ESTOCÁSTICO. 6.1. Valor esperado final O acumulado de rentas, media y varianza. 
6.2. Valor esperado actual o presente de rentas, media y varianza. 

l. CONCEPTO Y CLASIFICACIÓN DE LAS RENTAS 

En este capítulo se definen y cl~ifican las plincipale~ ~e?tas en un ambiente de 
certidumbre ya que el tipo de interes se conoce desde el m1c10 de la operación. 

1.1. CONCEPTO DE RENTA 
Una renta es un conjunto de capital~s financieros que se hacen efectivos (se cobran 

o se pagan) en sucesivos periodos de tlempo. 
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FIGURA 2.1. Esquema de una renta 

o 2 3 ... n-1 n 

donde: 

tLi,l½,lls,···,ªn : Conjunto de capitales financieros o términos de la renta. 

1,2,3, ... , n : Vencimientos sucesivos de los capitales financieros. 

[0,l],[l,2], ... ,[n-1,n] : Intervalos o periodos de maduración de la renta. 

O : Origen de la renta, extremo inferior del primer periodo. 

n : Final de la renta, extremo superior del último periodo. 

n - O= n : Duración de la renta. 

: Tipo de interés de la operación 

1.2. CLASIFICACIÓN DE LAS RENTAS 

Las rentas pueden clasificarse atendiendo a distintos criterios, que no son exclu­
yentes entre sí. Cabe citar los siguientes: 

a) Dependiendo de la duración de los intervalos o periodos de maduración de la 
renta: 

• Rentas discretas: Son aquellas en las que la duración de los intervalos es 
finita. 

• Rentas continuas: Son aquellas en las que la duración de los intervalos es 
infinitesimal. 

b) En función de la duración de la renta: 

• Rentas temporales. Aquellas cuya duración es finita o acotada en el tiempo. 

• Rentas perpetuas o indefinidas: Aquellas cuya duración es infinita . 

c) Según las cuantías de los términos que forman las rentas: 

• Rentas constantes: Aquellas en las que los términos son iguales; es decir: 

lli = l½ = lls = ... = an = a 
Entre éstas destacan las rentas unitarias: lli = a2 = a3 = ... = an = 1. 

• Rentas variables: Aquellas en las que al menos un término es distinto de los 
demás; es decir: 

Existe a; -:;:. a
1 

tal que i = 1, 2, ... , n, j = 1, 2, ... , n y i -:t. j 

Se distingue entre: 

o Rentas variables en progresión aritmética: Son aquellas en las que los 
términos varían en progresión aritmética, es decir, ª" = ª1c+i +d. 
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o Rentas variables en progresión geométrica: Son aquellas en las que los 
términos varían en progresión geométrica, es decir, a,, = ª1i+i • q. 

o Rentas variables en general: Son aquellas cuyos términos no varían ni 
en progresión aritmética ni en progresión geométrica. 

donde: 

ª" : Término de la renta del período k . 

ª1r-i : Término de la renta del período k -1. 

d : Razón de la progresión aritmética. 

q : Razón de la progresión geométrica. 

d) Según el punto de intervalo en el que vencen los términos: 

• Rentas pospagables: Aquellas en las que los términos vencen al final de cada 
intervalo. 

• 

FIGURA 2.2. Esquema de una renta pospagable 

81 ---- 82 Bn-1 an 

o 2 3 ... n-1 n 

Rentas prepagables: Aquellas en las que los términos vencen al principio de 
cada intervalo. 

FIGURA 2.3. Esquema de una renta prepagable 

83 ... 

o 2 3 ... n-1 n 

e) Según la posición que ocupa el punto de valoración de la renta: 

• Rentas inmediatas: Aquellas en las que el punto de valoración coincide con 
el origen o al final de la renta. En este caso, el valor actual se calcula en el 
origen de la renta, y el valor final en el instante final de la renta. 

FIGURA 2.4. Esquema de una renta inmediata 

o 2 3 ... n-1 n 

• Rentas diferidas: Aquellas en las que el punto de valoración es anterior al 
origen de la renta. En este caso, el valor actual se calcula en el punto de 
valoración mencionado (anterior al origen), y el valor final en el instante 
final de la renta. 
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FIGURA 2.5. Esquema de una renta diferida 

8n 

h o 2 ... n-1 n 

donde: 

h: Período de diferimiento de la renta. 

• Rentas anticipadas: Aquellas en las que el punto de valoración es posterior 
al final de la renta. En este caso, el valor actual se calcula en el origen de la 
renta, y el valor final en el punto de valoración (posterior al instante final 
de la renta). 

FIGURA 2.6. Esquema de una renta anticipada 

... 8n 

o 2 3 ... n n+p 

donde: 

p: Período de anticipo de la renta. 

f) Según el número de vencimientos que se producen en cada intervalo: 

• 

• 

Rentas .fraccionadas: Aquellas en las que se distinguen varios vencimientos 
dentro de cada periodo o intervalo. 

Rentas sin .fraccionar: Aquellas que tienen un solo vencimiento en cada 
intervalo. 

g) En base al conocimiento que existe de los términos de la renta: 

• Rentas ciertas: Aquellas en las que los términos de la renta y la duración son 
conocidos con certeza. 

• Rentas aleatorias: Aquellas en las que alguno de sus componentes (cuantía 
de los términos, vencimiento o ambos) no se conoce con certeza. 

2. VALORACIÓN DE LAS RENTAS CON LA LEY FINANCIERA DE 
CAPITALIZACIÓN COMPUESTA 

En el tema anterior se observa que la fuerza del interés permanece constante 
durante toda la operación con la ley financiera de capitalización compuesta. 
Por este motivo habitualmente se utiliza esta ley financiera para la valoración de 
rentas. 

Se denomina valor financiero de la renta en un instante determinado a la suma de los 
valores proyectados de todos sus términos en ese momento. Si la suma de esos valores 
se produce en el origen de la renta se denomina valor actual Si la valoración se pro­
duce al final de la renta se denomina 11alor final de la renta. 

En los epígrafes siguientes se analizan las rentas discretas distinguiendo entre 
rentas constantes y variables, rentas temporales y perpetuas y rentas pospagables y 
prepagables. 
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2.1. VALORACIÓN DE RENTAS CONSTANTES 

Las rentas constantes son aquellas que tienen todos sus términos iguales. Se distin­
gue entre rentas temporales y perpetuas. 

2.1.1. Valoración de rentas temporales 

Las rentas temporales son aquellas cuya duración es finita. Se distingue entre ren­
tas pospagables y prepagables, y en cada una de ellas se halla su valor actual y su 
valor final. Se efectúa la valoración sobre rentas inmediatas, considerando periodos 
anuales. 

2.1.1.1. Valor actual de una renta temporal y pospagahle 

Las rentas pospagables son aquellas en las que sus términos vencen al final de cada 
periodo de maduración. 

FIGURA 2.7. Valor actual de una renta temporal y pospagable 

Vactual' . 
1 1 

+--a a a a a 
.. 1 1 
o 2 3 n-1 n 

El valor actual de la renta se calcula como: 

V
0 

= a· A(0,1)+ a· A(0,2)+ a· A(0,3}+ ... + a· A(O,n) = 

1 1 1 1 
=a·--+a·---+a·---+ ... +a·---= 

1 + i (1 + i)2 (1 + i}3 (1 + if 

= a· [-1- + 1 + 1 + + 1 ] 
1 + i (1 + i)2 (1 + if ••• (1 + if 

Se observa que la expresión entre corchetes es la suma de n términos de una pro­
gresión geométrica de razón: 

1 
r=--

l+i 

cuya suma se obtiene de: 

lli -a ·r S = n 
n 1-r 

donde: 

lli : Primer término de la sucesión. 

a
11 

: Último término de la sucesión. 

r : Razón de la sucesión en progresión geomét1ica. 

Se aplica esta expresión a la sucesión Y se obtiene el valor actual de una renta tem­
poral, constante, inmediata y pospagable: 
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1 1 1 ----·-
I+i (l+ir 

~ =a· 1 
1--

l+i 

EJERCICIO 2.1. _ 

Cuestión: 

I+i 
1- 1 1- 1 

1 (I+ir (l+ir 
=a· v,· l+i-1 =a· 

i 
Vi 

Calcular el valor actual de un depósito anual pospagable de 100 euros durante 
los próximos 1 O años. El tipo de interés anual es el 5%. 

Solución: 

• Cálculo del valor actwit 

V0 = lO0· A(0~l)+lO0~A(0,2)+100· A(0,3)+ ... +lO0·A(0,10) = 

1- . 1 
(1 + 0,05)1° 

= 100 • o, 05 = 100 • ~0,05 = 772, 17 € 

FIGURA 2~8.·. Esquema de la renta 

1 1 
V actual ◄ 11! 

1 

+-100 100 100 ... 100 100 

.. 
o 2 3 9 10 

2.1.1. 2. Valor final, de una renta temporal y pospagahle 

FIGURA 2.9. Valor final de una renta temporal y pospagable 

1 1 1 1 
> Vtina1 

a a a a a a 
1 1 1 ) 

O 1 2 3 4 ... n-1 n 

El valor final de la renta se calcula como: 

V1 = a· L(I,n)+ a· L(2,n)+ a· L(3,n)+ ... + a· L(n,n)= 

TEMA 2. RENTAS 

= a· (1 + ir-• +a· (1 + ir-2 +a· (I + ir-s + ... +a= 

= a -[ (I + ir-• + {I + ir-2 + (1 + ir-3 + ... + 1] 

83 

Desarrollando la expresión entre corchetes que es la suma de n términos de una 
progresión geométrica de razón: 

1 
r=-

l+i 
se obtiene el valor final de una renta temporal, constante, inmediata y pospagable: 

( ')n-1 l 1 
l + z - ' l+i 1 (1 + i)" -1 (1 + i)" -1 

VI = a. l - _1_ = a. J,.--f'1 • l + i - l a. i 

I+i JA=1 
• {l+it-I v, = a. i = a. sñl i 

Se observa que: 

S = (1 + iY - 1 1 - (1 + i)- n • (I + i)" = n,.....n ,· . (1 + i)" 
;;J; i -111 

EJERCICIO 2.2. 

Cuestión: 

Calcular el valor final de un depósito anual y pospagable de 100 euros durante 
los próximos 10 años. El tipo de interés anual es el 5%. _ • • 

Solución: 

• Cálculo del valor final . 

V1 = 100· L{l,10)+ 100· L{2,10)+ 100· L(~,10)+ ... + 100· L(l0,10)= 

_ . {l+0,05}'°-l _ . _ 
-100 o,o5 -100 sio1 0,05 - t.257, 79 € 

FIGURA 2.10. Esquema de la.renta 

1 1 

.. 

1 

• 

r· . >.V fin~l 

100 100 100 ... 100 lQO 

1 , 
o 2 3 ... • 9· 10 
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2.1.1. 3. Valor actual, de una renta temporal y prepagable 

FIGURA 2.11. Valor actual de una renta temporal y prepagable 

v,_, j -, 
l a a a a a ... 

1 1 1 1 

a 
1 

O 1 2 3 4 n-1 n 

El valor actual de la renta se calcula como: 

Vª= a· A(0,0)+ a· A(0,I)+ a· A(0,2)+ ... +a· A(0,n-1) = 

1 1 1 [ 1 1 1] 
= a+ a. I + i + a. (I + i)2 + ••• +a. (1 + i}"-1 = a. I + 1 + i + (1 + i)2 + ••• + (1 + if-1 

Desarrollando la expresión entre corchetes que es la suma de n términos de una 
progresión geométrica de razón: 

1 
r=-

l+i 
se obtiene el valor actual de una renta temporal, constante, inmediata y prepagable: 

1- 1 1 1- 1 
(1 + if-1 1 + i (I + if 

Vª =a· 1 =a· l+i-l =a· 
1-­

I+i I+i 

Se observa que: 

";¡¡, = l -(1; ;r• · (l + i) = t1;;¡, • (l + i) 

EJERCICIO 2.3. 

Cuestión: 

1 1 

(li+ i)' · (l + i) 

Calcular el valor actual de un depósito anual y prepagablé de 100 euros 
durante los próximos 10 años. El tipo de interés anual es el 5%. 

Solución: 

• Cálculo del valor actual. 

V
0 
= 100· A(0,0)+ 100· A(O,l)+ 100· A(0,2)+ ... + lOO·A(0,9)= 

.L 
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1 
1- 10 

= 100. (l + o, o5) . (1 + O 05) = 100 · •• -- == 810 78 € 
0,05 ' • • - • ~o.~ · ' 

FIGURA 2.12. Esquema de la renta 

1 
Vactual • • 

.1 ---, 
100 100 100 100 

' 1 1 
o 2 3 -~- 9· 10 

2.1.1.4. Va/,or final de una renta temporal y prepagable 

FIGURA 2.13. Valor final de una renta temporal y prepagable 

1 1 1 

V final 

a a a a-
1 1 1 
O 1 2 3 ... n-1 n 

El valor final de la renta se calcula como: 

V1 = a· L{0,n)+ a· L{I,n)+ a· L(2,n)+ ... + a· L(n-1,n}= 

= a • (I + ir + a· (1 + i}"-1 + a • (1 + i}"-2 + ... + a· (1 + i) = 

= a. [ (1 + i}" + (1 + i}"-I + (1 + ir-2 + ... + (1 + i)] 

Desarrollando la expresión entre corchetes que es la suma den términos de una 
progresión geométrica de razón: 

1 
r=-

l+i 
se obtiene el valor final de una renta temporal, constante, inmediata y prepagable: 

(l + i)" - .!J,l-1Í • , \ (1 + i)" - 1 (1 + i)" -1 . 
V

1 
= a• ______ J.-'19 _____ z = a• 

1 
. 

1 
= a· . · (l + i) 

1 
__ 1_ +z- t 

l+i l+i 

{l+ir-1 ·• • 
V =a•----------•{l+i)=a•S • 

f i . iili 
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EJERCICIO 2.4. 

Cuestión: 

Calcular el valor final de un depósito anual y prepagable de 100 euros durante 
los próximos 10 años. El tipo de interés anual es el 5%. 

Solución: 

• Cálculo del valor final. 

V1 = lOO·L(0,10)+ IO0·L(l,W)+ 100· L(2,10)+ ... + 100· L(9,10) = 
{l+0 05)1°-1 .. = 100 • ~' 

05 
• (1 + O, 05) = 100 • S;i, = 1.320, 68 € 

FIGURA 2.14. Esquema de la renta 

1 1 

~ ),. V final 

100 100 100 100-

1 J 

o 2 3 ... 9 10 

Se cumplen las siguientes relaciones: 

EJERCICIO 2.5. 

Cuestión: 

Calcular la cuantía de un préstamo que se amortiza mediante la entrega 
de términos constantes de 5.000 euros durante 15 años. El tipo de interés 
anual es el 6%. Considerar para la resolución los dos casos de renta: pospa­
gable y prepagable. 

,L 
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Solución: 

• Cálculo del valor actual si la renta es· pospagable. 

Vª= 5.000· A(0,1)+ 5.000· A(0,2}+ 5.000· A(0,3)+ ... +5.000 • A{0,15) = 

1- 1 
(1 + 0,06)15 

= 5.000 • 0,0
6 

= 5.000 • °'raio.oo = 48.~61,24 € 

FIGURA 2.15. Esquema de la renta 

Vactual ◄ 
l 1 1 

+-5.000 5.000 5.000 .... S.000 5.000 

\. 
1 

o 2 3 14 1S- . 

• Cálculo del valor actual si la renta es prepagable. 

~ = 5.000 • A (0,0) + 5.000 • A(0;l) + 5.000 • A:(0,2) + ... + 5.000.· A((),14) • 

1 1 

(1 + o 06)15
. . • ' • .- . . . 

= 5.000 • ' • (1 + 0,06}= 5.QQ0 • tiraJo.oo· ::;:·51.474,_92 € 
0,06 

va= 48.561,24• 1,06 = 51.474,92 € 

FIGURA 2~ 16. Esquema de ·la renta 

Vactual ◄ 
~ 

5.000 5.000 S.000 ,;, S.000 

"I 1----+----+-----+-----------~-1--1 ----'. 1 

O 1 2 3 ... 14 15 

2.1.2. Valoración de rentas perpetuas 

Las rentas perpetuas son aquellas que tienen un número infinito de términos o su 
duración es infinita. Se conoce el momento en el que se inicia la renta, pero no el 
momento en el que va a finalizar. De ahí que sólo se pueda calcular el valor actual. 
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Se distingue entre rentas pospagables y prepagables. Se efectúa la valoración sobre 
rentas inmediatas, considerando periodos anuales. 

2.1. 2.1. Valor actual de una renta perpetua y pospagable. 

FIGURA 2.17. Valor actual de una renta perpetua y pospagable 

V=1'' 1 1 

[
1
=---¡ a¡ a ............... a a 

O 1 2 3 4... oo 

Para obtener el valor actual se calcula el límite de la expresión del valor actual de 
una renta temporal y pospagable: 

1-(1+ i)-n 
V = a· A(0,l}+a· A(0,2}+ a·A(0,3}+ ... +a· A(0, 00} = lima· . 

a n➔~ z 

EJERCICIO 2.6. 
Cuestión: 

Calcular ~l yalor actual de un piso que se alquila· por 5.000 euros anuales (se 
cobra al final de cada año). El tipo de interés anual es el 6%. 

Soluciún: 

• Cálculo d~l valor actual. 

~ = 5.000· A{0,1)+5.000· A{0,2)+5.000· A{0,3)+ ... + 5.000 • A(0,00) = 

= 5.000 • a-. 0 06 = 5~000 • -
1
- = 83.333, 33 € 

-col ' 0,06 

FiGURA 2.18. Esquema de la renta 

V actual ◄ 11 

1 1 

-s.000 S.000 5.000 S.000 S.000 

' 11---+--+--+-------;--1 
o 2 3 ... 00 

1 

.J... 
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2.1. 2. 2. Valor actual de una renta perpetua y ,p,repagable 

FIGURA 2.19. Valor actual de una renta perpetua y ,p,repagable 

1 1 

vllctual 1 

1 --i 1 

l a a a a a ... 
1 1 1 1 1 1 1 

o 1 2 3 4 ... 00 

Para obtener el valor actual se calcula el límite de la expresión del valor actual de 
una renta temporal prepagable: 

1-(1 + irn 
Vª= a· A(0,0)+ a· A(0,1) +a· A(0,2)+ ... + a• A(0,oo) = ~~a· i • (1 + i) 

(l+ i) .. 
V =a•--=a•a;;¡. 

a i • • 

EJERCICIO 2.7. 

Cuestión: 

Calcular el valor actual de. un piso que se alquila por 5.000 euros anuales (se 
cobra al principio de cada año). El tipo de interés anual es el 6%. 

Solución: 

• Cálculo del valor actual. 

Vª= 5.000·A{0,0)+ 5.000·A(0,l)+ 5.000· A(0,2)+ ... +5.000·A(0,oo) 

= 5.000 • ~o 
06 

= 5.000 • l, o~ = 83.333, 33 € 
"° • • 0,06 

FIGURA 2.20. Esquema de la renta 

V actual ◄ 
+-i 1 

S.000 5.000 S.000 ... 

o 2 3 00 
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2.2. VALORACIÓN DE RENTAS VARIABLES EN PROGRESIÓN ARITMÉTICA 

Las rentas variables en progresión aritmética son aquellas en las que cada término 
se obtiene a partir del término del periodo anterior sumándole una cuantía constante 
(razón de la progresión), es decir: 

ll¡ 

ll.i = a¡ +d 

'2s =ll.z +d=a¡ +2·d 

ªn-1 = a,,_2 + d = a¡ + ( n - 2) • d 

an =an-i +d=a¡ +(n-1)·d 

donde: 

ak : Término de la renta del periodo k. 

a,H : Término de la renta del periodo k -1. 

d : Razón de la progresión aritmética. 

2.2.1. Valoración de rentas temporales 

2. 2.1.1. Valor actual de una renta temporal y pospagable 

FIGURA 2.21. Valor actual de una renta temporal y pospagable 

Vactual ◄ 
1 1 1 

-al ª2 83 ... 8n-1 8n 
1 1 1 1 1 1 
o 1 2 3 ... n-1 n 

Para facilitar su cálculo se descompone la renta variable en n rentas constantes, se 
halla el valor actual de todas ellas y su suma es igual al valor actual de la renta variable 
en progresión aritmética. 

Las n rentas constantes son las siguientes: 

• 
• 
• 
• 

Una renta den términos de cuantía a¡. 

Una renta de n-1 términos de cuantía dy diferida un periodo. 

Una renta de n-2 términos de cuantía dy diferida dos periodos . 

• Una renta de un término de cuantía dy diferida n-1 periodos. 

TEMA 2. RENTAS 

FIGURA 2.22. Descomposición de una renta variable en progresión aritmética 
en n rentas constantes 

81 8¡ 81 a1 

2 3 .................. n-1 

d d d 

O 1 2 3 .................. n-1 

'-r-l 
1 d d 

O 1 2 3 •••••·•••••••••••• n-1 
'----y--1 

2 

1 1 1 
O 2 3 •••••••••••• n-2 
'---------~------✓ 

n-2 

d 
1 
n-1 

o 2 3 •••••••••••••••••• n-1 

n-1 

El valor actual de la renta se calcula como: 

~a,,d)ñl; =a¡ ·A(O,l}+(½ ·A(0,2}+t1.s ·A(0,3}+ ... +an ·A(O,n) 

8¡ 

n 

d 

n 

d 

n 

d 
1 
n 

d 

D 

A. d)'. = n_ • fl-.. + 1 / d- fL-...1 . + 2 / d • ~ 2 . + ... + n -1 / d • <1¡i; = ll¡ • ~¡ + -,a,, n11 "'1 -ni, --n-11, --n-21, 

91 

1-(1 + z')-(n-l) 1 (1 '}-(n-2) 1 (1 + ·)-1 

+d · --'--__,;..._- · (1 + if1 + d · - + z · (1 + if2 + ... + d • - z · (1 + if'n-i) = 

= ll¡ • ~¡ + ·T' [<1 + if1 + (1 + if2 + ... + {1 + i}-(n-l) -(n -1} • (1 + i}-n] = 

= a1 • ~¡ + 'T · [ (1 + if1 + {1 + i)-2 + ... + (1 + if(n-l) + (1 + if" - n • {l + ifn] = 

d [ n] [ d] d • n (1 ·)-n = ll¡ ·a;i; +-¡· ~; -n·(l+if = ª1 +i ·a;;,, --i-· +z 

d·n 
Si sumamos y restamos a esta última expresión -. - obtenemos: 

z 

[ d] d. n _ d. n d • n [ d] 1-(1 + if" = a¡+- •n~. --·(l+i) n +---= ll¡ +"'7 ·tz.;;, +d·n· . i -ni, i i i Z n I Z 

Finalmente se obtiene la expresión de la equivalencia financiera en el origen: 

( 
d ) d•n 

A(a.,d)ñli = "1 + i + d • n •";a;--¡-

d·n 
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donde: 

tii: Término amortizativo correspondiente al primer periodo. 

d : Razón en la que varían los términos amortizativos. 

n : Duración de la operación. 

i : Tipo de interés efectivo anual. 

EJERCICIO 2.8. 

Cuestión: 

Calcular el valor actual de una renta pospagable cuyo primer término es de 
1.000 euros y se incrementa en 100 euros cada año. El tipo de interés anual es el 
6% y la duración de la operación de 1 O años. 

Soluci6n: 

• Cálculo del valor actual. 

~l.000,lOO}iol0,06 = 1.000. A(0,1) + (1.000 + 100 • 1). A(0,2) + 

+(1.000+ 100·2)·A{0,3)+ ... + (1.000+ 100·9)· A(0,10) = 

( 
100 ) 100·10 = 1.000 +-· -· + 100~10 • llraio,os - --= 10.320,32 € 
0,06 : 0,06 . 

FIGURA 2.23. Esquema de la renta 

V actual ◄ .. , ___ ___, 

1 

+-1.000 1.100 1.200 ... 1.800 1.900 

' i--1 --+----1---+------+-----I 

o 2 3 ... 9 10 

2. 2.1. 2. Valor final de una renta temporal y pospagab/,e 

FIGURA 2.24. Valor final de una renta temporal y pospagahle 

1 1 1 

,. V final 

1 
ª1 ~ a3 ... ~-1 an 
1 1 1 1 1 ' 

o 2 3 ... n-1 n 

.L. 
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El valor final de la renta se calcula como: 

s(a •. d);;!; =tli ·L(l,n)+(½ ·L(2,n)+ag ·L(3,n)+ ... +an ·L(n,n) 

Para facilitar su cálculo se descompone la renta variable en las n rentas constantes 
del epígrafe anterior, se halla el valor final de todas ellas y su suma es igual al valor 
final de la renta variable en progresión aritmética: 

s( d)'. = a· S-,. + d • s~I. + d • s~2. + ... + d • S¡;i. + d • S¡,. = a1• ni, na, 11-111 n--'11 ::11 ., 

(1 + ir-l - 1 d (1 + ir-
2 

- 1 d (1 + i)2 -1 d (1 + i) -1 = a· S;;, . + d · ...:..-~-- + · __ _;.. __ + ... + · ____ __,;. __ + · ___ _;.._ = 
n, i i i i 

=a·S;;i; +~·[(l+ir-
1 
+(l+ir-2 + ... +(l+i)

2 
+(l+i)-(n-1)]= 

t 

= a. S;;¡; + T. [ (1 + ir-l + (1 + if-2 + ... + (1 + i)2 + (1 + i) + 1 - n] = 

d d·n = a·S;;¡. +-·S;i. --
n, i n I i 

S = +- ·S --( 
d) d•n 

(a.,d);J i ti¡ i ;Ji i 

EJERCICIO 2.9. 
Cuestión: 

Calcular el valor final de una renta pospagabl~: cuyo primer término. es .de 
1.000 euros y se incrementa 100 euros cada año. El tipo de ~terés anual ~s ~l 5% 
y la duración de 1 O años. • 

Solución: 

• Cálculo del valor final. 
€ . • 

s(l.000,lOO)iiilo,05 = 1.000 • L(l,10) + {1.000 + 100 • 1) • L(2,10) + 

+(1.000 + 100 • 2)· L(3,10)+ ... + (1.000+100~9)· L(l0;l0) = 

( 
100) 100·10 • • • 

= 1.000+-- ·S=io 005 ----= 17.733,68 € 0,05 lUI ' 0,05 , ·, • • 

FIGURA 2.25. Esq'Ulflft(J. de .14 nmta 

1 1 1 

,. V final r 
1.000 1.100 1.200 ... 1.800 1.900 

1 1 1 ' 
o 1 2· 3 ... 9· 10 
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El valor actual y el valor final de las rentas variables en progresión aritmética tem­
porales y prepagables se pueden obtener a partir de las siguientes relaciones: 

A.(a1,d)ñl; =a¡ ·A(0,0)+f½ •A(0,I)+a3 ·A(0,2)+ ... +an ·A(0,n-I) 

A(t1t,d)¡;¡, ~ A. d) • {1 + i) = (a¡ + ~ + d • n) • a;;i. - d: n • {l + i) -,as, iih i n • t 

S(a¡,d);;i; =a¡ ·L(0,n)+(½ ·L(I,n)+ag ·L(2,n)+ ... +an ·L(n-I,n) 

EJERCICIO 2.10. 

Cuestión: 

Calcular el valor final de una renta cuyo primer término a¡ = 10.000 euros que 
vence al principio del año y que va disminuyendo 500 euros cada año durante 10 
años. El tipo de interés anual es el 5%. 

Solución: 

• Cálculo del valor final. 

Sc10.ooo.-soo)1010,G5 = 10.000· L(0,10}+ (10.000-500 • 1)· L(l,IO}+ 

+(10.000-500 • 2)· L(2,10)+ ... + (10.000-500 • 9)· L(9,10) 

( 
500J .. 500·10 = 10.000-- ·Sra0.m+--·(1+0,05)=105.000,00€ 
0,05 0,05 

2.2.2. Valoración de rentas perpetuas 

2. 2. 2.1. Valor actual de una renta perpetua y pospagable 

FIGURA 2.26. Valor actual de una renta perpetua y pospagable 

V actual ◄ 
1 1 

- ª• ª2 a3 ... 
-- 1 1 1 1 

o 2 3 ... 00 

Para obtener el valor actual se calcula el límite de la expresión del valor actual de 
una renta variable en progresión aritmética, temporal y pospagable: 
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A. d) . =a¡ ·A(0,I)+(½ ·A(0,2)+a3 ·A{0,3)+ ... =lim(a¡ +~)·ll;;J. __ d_·n_ 
·1a,. ;;i, n➔co z n' i·(l+ ir 

A = +- ·-( d) 1 
(a1,d);;i, CI¡ Í Í 

EJERCICIO 2.11. ··, . 

Cuestión: •· · 

Calcular el valor actual de una pensión··po~p~gabie.:y perpe~:qµe se)ncre-. 
menta cada año 300 euros, si la cuantía del primer término ~s de 10.000.euros. ·El 
tipo de interés anual es el 5%. • • 

Solución: 

• • Cálculo del valor actual. 

~10.000,SOO);;,o,m = 10.000 • A{O,l}+ {10.000+ 300• l}• A(0,2)+ 

(10.000 + 300 • 2) • A ( 0,3) + ... = (10.000 + :~~). O ~
5 

=; 320.000, 00 € 
.. ., .. : ' ', .. '·. 

FIGURA 2.27. Esquema de la renta .. 

Yactual ◄ 
1 1 

4--10.00010.30010.600 ... 

o 2 3 ... CQ 

2. 2. 2. 2. Valor actual de una renta perpetua y prepagable 

FIGURA 2.28. Valor actual de una renta perpetua y prepagable 

Yactuat ◄ -• ---. 

---i 
ª• ª2 a3 

" 1 1 1 "i 
O 2 3 ... 00 

Para obtener el valor actual se calcula el límite de la expresión del valor actual de 
una renta variable en progresión aritmética, temporal y prepagable: 

.. ( d) d • n A(a1,d);;i = n. • A{0,0) + (½ • A(0,I) +a.,· A(0,2) + ... = lim a1 +-:- ·a-.. - ---· (1 + i) 
•• -¡ " n➔oo Z -nl1 i•{l+if 
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EJERCICIO 2.12. 

Cwstión: 

Calcular el valor actual de _una pensión prepagable y perpetua que se incre­
menta cada año 300 euros,_ si la cuantía del primer año son 10.000 euros (se 
cobra al principio de cada año). El ti.po de interés anual es el 5%. 

Solución: 

• Cálculo del vaior actual. 

Ac10.000.soo);;i0,M = 10.000·A(0,0)+ (10.000+ 300· 1) • A(0,1)+ 

+(10.ooo+.300·2)·A(o,2)+ __ .•. =(10.ooo+ 
300

) .
1

+o,o
5 

336.000,00€ 
. · . . _ 0,05 0,05 

FIGURA 2~29. &qwmia de la renta 

10.000 10.300 10.600 .................. . 

o 2 3 ...................... 00 

2.3. VALORACIÓN DE RENTAS VARIABLES EN PROGRESIÓN GEOMÉTRICA 

Las rentas variables en progresión geométrica son aquellas en las que los términos 
varían en progresión geométrica, es decir, cada término se obtiene multiplicando el 
anterior por una cuantía constante: 

ll¡ 

a2=a¡·q 

ª3 =~·q=a¡ .q2 

j_ 

n-1 
an = an-l • q = ll¡ • q 

donde: 

TEMA 2. RENTAS 

ak : Término de la renta del periodo k. 

ªk-l : Término de la renta del periodo k -1 . 

q : Razón de la progresión geométrica. 

2.3.1. Valoración de rentas temporales 

2.3.1.1. Valor actual de una renta temporal y pospagabl.e 

FIGURA 2.30. Valor actual de una renta temporal y pospagabl.e 

Vactual 

- 8 1 82 83 ... 3¡¡.¡ 8n 
, 1 1 1 1 1 1 

O 1 2 3 ... o-] D 

El valor actual de la renta se calcula como: 

Acaa,q);;i, =a¡ ·A(O,l)+l½ ·A(0,2)+a3 ·A(0,3)+ ... +an ·A(O,n)= 

1 1 2 1 1 1 
=a¡·-.+a¡·q·--+a¡·q ·--+ +n-•q"- ·--= 

1 + i (1 + i}2 (1 + i}3 • •• -. (1 + i}" 

= . --+ q + q + ... +---q __ 
[ 

1 2 n-1 ] 

a¡ 1 + i (1 + i)2 (1 + i}3 (1 + i)" 

97 

Desarrollando la expresión entre corchetes que es la suma de n términos de una 
progresión geométrica de razón: 

r=-q-
l+i 

se obtiene el valor actual de una renta variable en progresión geométrica, tempo­
ral, inmediata y pospagable: 

Aca1 ,q);;i; = ll¡ • 

1 
l+i 

n-1 q __ q_ 
(1 + i)" 1 + i 1 

=a¡·, ✓.r· 
1--q- y-r-z 

l+i 

q" 
1 - ----------

( l + i )" 
l+i-q 

Vi 
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EJERCICIO 2.13. 

Cuestión: 

Calcular el valor actual de una renta pospagable cuyo primer término es de 
1.000 euros que se incrementan acumulativamente un 10% cada año. El tipo de 
interés anual es el 6% y la duración 10 años. 

Solución: 

• Cálcuw del volm actual. 

Ac1.000.1.1o>ro1o- = 1.000·A(0,1)+ 1.000-1,10· A(0,2}+ 1.000-1,102 
• A(0,3}+ ... + 

1-(1101º)·(1+0 06f1° 
+1.000,·l,109 ·A(0,10)=1.000· (' ) ' = 11.208,31 € 

• I+0,06 -1,10 

FIGURA 2.31. &qW!11UJ, de lo, renta 

1.000 1.100 1.210 .................. 2.3S7,9 

o 2 3 ..................... 10 

2. 3.1. 2. Valor final de una renta úrmporal y pospagah/,e 

FIGURA 2.32. Valor final de una renta úrmporal y pospagah/,e 

1 1 1 r > V final 

ª1 ª2 a3 ..• 

1 1 1 

o 2 3 ... n-1 n 

El valor final de la renta se calcula como: 

s,a1,q);;i¡ =al ·L(l,n)+(½ ·L(2,n)+a3 ·L(3,n)+ ... +an ·L(n,n)= 

= a, • (1 + if-l + tl¡ • q • (1 + i)"-2 + tl¡ • q2 
• (1 + if _g + ... + tl¡ • t-l = 

[(1 ')n-1 (l ')n-2 •1 (l .)n-3 n-1] = al • + l + q · + l + q· · + Z + ... + q 
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Desarrollando la expresión entre corchetes que es la suma de n términos de una 
progresión geométrica de razón: 

r = ....!f__ 
1+i 

se obtiene el valor final de una renta variable en progresión geométrica, temporal, 
inmediata y pospagable: 

(l ')n-1 n-1 q 
+ l - q • I + i 1 (1 + if - qn 

S - lli • --------=....;.....;... = a · --· -'---..:..--=--
(a, .q);;i; - I--q- i J,-f1 l+i-q 

I+i )--f1 

EJERCICIO 2.14. 

Cuestión: 

Calcular el valor final de una renta posp~able cuyo primer término es de 
1.000 euros que se incrementa acumulativamente un 10% cada año. El tipo de 
interés anual es el 6% y la duración 10 años. 

Solución: 

• Cálculo del valor actual. 

S(1.ooo,q);;i; = 1.000 • L{l,10)+ 1.000 • 1,10 • ~(2~J~)+ I.O?O • l,10~ • L{3,10)+ ••. ~+ 

(1 o 06)1º 1 101º 
+1.000, 1,109 ·L{l0,10)= 1.000· t ' )- ' . = 20.072,37 € 

1 + o, 06 -1, 1 O • • 

FIGURA 2.33. &quema de lo, renta 

1 1 

11 

r 
L000 1.100 1.210 ... 2.351!) . 

1 , 1 J 

o 1 2 3 ... 

El valor actual y el valor final de las rentas variables en progresión geométrica tem­
porales y prepagables se pueden obtener a partir de las siguientes relaciones: 
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2.3.2. Valoración de rentas perpetuas 

2. 3. 2.1. Valor actual de una renta perpetua y pospagable 

FIGURA 2.34. Valor actual de una renta perpetua y pospagable 

V actual ◄ -• ----...... 

1 1 

o 2 3 ... CX) 

Para obtener el valor actual se calcula el límite de la expresión del valor actual 
de una renta variable en progresión geométrica, temporal y pospagable: 

I n (I ')-n -q . +z 
A.) .=tLi·A(0,I)+a.¿·A(0,2)+a3 ·A(0,3)+ ... =lima¡· . 
-1a1,9=i, n➔oo I+z-q 

Si q ~ I + i el límite no existe. 

Si q < I + i: 

EJERCICIO 2. 15. 
Cuestión: 

Calcular el valor actual de una pensión que se incrementa todos los años un 
3%, si la cuantía del primer año son 10.000 euros (se cobra al final de cada año). 
El tipo de interés anual es el 5%. 

Solución: 

• Cálculo del valor actual. 

Ac10.ooo,t,OS);.io,m = 10.000 • A(0,1)+ 10.000· l,03 • A(0,2)+ 10.000· 1,032 
• A(0,3}+ ... = 

L 
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1 . = lim 10.000-----= 500.000, 00 € 
n➔cc 1 + 0,05-1,03 

FIGURA 2.35. Esquema de la renta· 

Yactual ◄ 
1 

.-10.000 10.300 10.609 ... 

.. ¡ .... -------------

º 2 3 ... 00 

2.3.2.2. Valor actual de una renta perpetua y prepagable 

FIGURA 2.36. Valor actual de una renta perpetua y prepagable 

V actual ◄ 

33 ... 

1 

2 3 ... CX) 

Para obtener el valor actual se calcula el límite de la expresión del valor actual de 
una renta variable en progresión geométrica, temporal y prepagable: 

A.(a1,9);;i; = a¡ ·A(0,0)+a.¿ ·A(0,l)+as ·A{0,2)+ ... = lima¡_ I-qn ·.(I+i)" ·(I+i) 
n➔oa 1 + Z -q 

Si q ~ 1 + i el límite no existe. 

Si q < I+ i: 

.. l+i 
A(a1,11).i, = a¡ • l + . i-q 

EJERCICIO 2.16. 
Cuestión: 

Calcular el valor actual de una pensión prepagable que se incrementa un 3% 
acumulativamente, si la cuantía del primer año son 10.000 euros. El tipo de inte­
rés anual es el 5%. 
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Solución: 

• Cálculo del valor actual. 

Íic10.ooo,1,os>:1o.os = 10.000 • A(0,0)+ 10.000 • 1,03 • A{0,l)+ 10.000 • 1,032 
• A{0,2)+ ... = 

= limlO.0OO. __ I_+_0_,0_5_ 
n➔m 1 + 0,05-1~03 

525.000,00 € 

FIGURA 2.37. Esquema de la renta 

V actual ◄ --, 
10,000 10.300 10.609 ... 

.. li----+---+--+-------+--t 

O 2 3 ... 00 

3. VALORACIÓN DE LAS RENTAS FRACCIONADAS 

Las rentas fraccionadas son aquellas en las que cada periodo de maduración de 
divide en m subperíodos. Por lo tanto, la frecuencia de los vencimientos de los tér­
minos no coincide con la frecuencia del tipo de interés definido en función de los 
periodos de maduración. 

3.1. VALORACIÓN DE RENTAS CONSTANTES Y TEMPORALES. 

3.1.1. Valor actual de una renta pospagable. 

Se considera una renta de n periodos con m vencimientos cada uno. 

Para calcular el valor actual se puede tener en cuenta: 

a) El tipo de interés fraccionado (mensual, trimestral, etc.) y n•m subperiodos 
(meses, trimestres, etc.). 

b) El tipo de interés anual y n periodos. 

a) Cálculo del valor actual con el tipo de interés fraccionado y n•m subperiodos: 

FIGURA 2.38. Valor actual de una renta fraccionada y pospagable 

a .............. ti 

O 2 3 ............ n·m•l n·m 

Se calcula el tipo de interés fraccionado equivalente al tipo de interés anual: 
1 

Ím = (1+ i)';;; -1 
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Se calcula el valor actual de una renta constante de cuantía a , de n • m periodos y 
con un tipo de interés i,,, : 

~=a· A(0,l)+a·A(0,2)+a·A(0,3)+ ... +a·A(0,n·m) = 

1 1 1 1 
= a • -¡-:;-:- + a • (l . )2 + a • (l . )s + ... + a • (l . )n·m = 

~ +~ +~ +~ 

=a·[-
1
-+ l 2 + l s + ... + l n·m] 

1 + i111 { 1 + i
111 

) { 1 + i,,, ) ( 1 + i111 ) 

Desarrollando la expresión entre corchetes que es la suma de n•m términos de una 
progresión geométrica de razón: 

1 
r=--

l+ i111 

se obtiene el valor actual de una renta fraccionada constante de n•m subperiodos y 
tipo de interés fraccionado i111 : 

b) Cálculo del valor actual con el tipo de interés anual y n periodos: 

FIGURA 2.39. Valor actual de una renta fraccionada y pospagable 

1 1 

- a a a a a a 
.. 1 1 1 1 1 1 

O 1/m 2/m ... 1 1+1/m ... n-1/m.n 

El valor actual de la renta se calcula como: 

V,= aA O, ~)+a·A( O, !)+a·A( O, !)+ ... +a·A( o, n~m )= 
1 1 1 1 = a. ) + a. 2 + a. s + ... + a. n·m = 

(1 + i)-;;; (1 + q;;; (1 + iF (1 + i)-;;; 

= a • [ 1 1 + 1 2 + 1 3 + ... + 1 n·m ] 

(1 + i};;; {l + i); (1 + i); (1 + i)-;;-

Desarrollando la expresión entre corchetes que es la suma de n términos de una 
progresión geométrica de razón: 

1 
r=---1 

(1 + i)-;;; 
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se obtiene el valor actual de una renta fraccionada constante den periodos y tipo 
de interés anual i: 

1 1 1 
1 n·m 

V = a. (1 + iF (1 + i)-;;;-
ª 1 

1- 1 

(l+iF 

= a. i . 1- (1 + if n =a. _z_·. 1 - (1 + if n = {a. m) · _z_· . 1 - {1 ~ i}-n = 
Í Ím Í(m) i Í(m) Z 

m 

i 1- (1 + irn i 
V0 = (a• m) • ~i = (a• m) • -,-· . =(a• m) • ,--· "'ñl, 

J(m) i J(m) 

En esta renta el término del periodo está compuesto por la suma de todos los 

términos de los subperiodos multiplicada por el factor-z_·. 
Í(m) 

EJERCICIO 2.17. 
Cuesti6n: 

Calcular el Vcllor actual de una renta mensual de 100 euros. La duración de la 
renta es de 5 años. El tipo de interés anual es el 3%. 

Solución: 

• Cálculo del valor actual. 

Se calcula el tipo de interés mensual equivalente al tipo de interés anual, 
así como el tipo de interés nominal: • 

1 1 

~2 = {1 + i)i2 -1 = (1+ 0,03)12 -1 = 0,00246627 

lc12> = ~2 -12 = o,00246627. 12 = 0,029595237 

Se calcula el valor actual de la renta fraccionada: 

V.= 100· A( 0, 1~)+ lOO•A( o,
1
~)+ lOO·A( o, 1

3

2
)+ ... + 100· A(o, :) = 

-100 12 (12) -( 12) i 1-{l+ifn - • • ag¡ o.os - ª • ·, • i = 
J{t2) 
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=(100-12)- o,o3 _1-(1+0,03r5 =5.57081€ 
0,029595237 0,03 ' 

Otrafonna: 

V0 = 100· A(0,l)+ 100· A(0,2}+ 100· A{0,3}+ ... + 100· A{0,60} = 

1 (1 • r5-12 < 7)-00 
=100·°'=- =a· - +ti2 =100· l- 1+0,0024662 =5.570,81€ 

- 00, 0,00246627 ~2 o, 00246627 

3.1.2. Valor final de una renta pospagable 

FIGURA 2.40. Valor final de una renta fraccionada y pospagable 

Ir v-

11 11 11 .............. n 8 

1 1 
o 2 3 ............ n·m-1 n·m 

Para calcular el valor final se puede tener en cuenta: 

a) El tipo de interés anual y n periodos. 

b) El tipo de interés fraccionado (mensual, trimestral, etc.) y n•m subperiodos 
(meses, trimestres, etc.). 

a) Cálculo del valor final con el tipo de interés fraccionado y n•m subperiodos: 

Se calcula el tipo de interés fraccionado equivalente al tipo de interés anual: 
1 

im = (l+ i};;; -1 

Se calcula el valor final de una renta constante de cuantía a, de n • m periodos y 
con un tipo de interés im: 

V1 = a·L(l,n·m)+ a·L(2,n· m)+ a· L(3,n·m)+ ... +a·L(n· m,n·m) = 

( )
n·m-1 ( )'"'"-2 ( )n·m-3 = a• l + i,,, + a· 1 + i,,, + a· 1 + i,,, + ... + a = 

= a · [ ( 1 + im )"°m-i + ( 1 + i,,, )"°m-
2 + ( 1 + im rm-s + ... + 1] 

Desarrollando la expresión entre corchetes que es la suma de n-m términos de una 
progresión geométrica de razón: 

1 
r=--

1+ im 
se obtiene el valor final de una renta fraccionada constante de n•m periodos y tipo 

de interés fraccionado i,,, 
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• (l+i )"'"' -1 
Y1 =a· • =a•-~. • -,.~niJ's, 

i,,, 

b) Cálculo del valor final con el tipo de interés anual y n periodos: 

FIGURA 2.41. Valor final de una renta fraccionada y pospagable 

1 1 1 r > V final 

a a ... a a ... a a 

1 J 

o 1/m 2/m ... 1 1+1/m n-1/m. n 

El valor final de la renta se calcula como: 

V1 =aA!,n)+aA> )+a·L(!,n )+ ... +aA n~m ,n )= 
1 2 3 

= a· (1 + ir-; +a· (1 + ir-; +a· (1 + if-; + ... + a = 

Desarrollando la expresión entre corchetes que es la suma de n-m términos de una 
progresión geométrica de razón: 

1 
r=---1 

{l+iF 

se obtiene el valor final de una renta fraccionada constante de n periodos y tipo de 
interés anual i: 

(1 + ir--!; - i 1 

V¡ = a. ____ {:....1 _+~i)_; = a. I . {l + if -1 = a. (I + i)" -1 = a.!.. (1 + i)" -1 = 
1 , .. . .L 1 1 • • 

--] J_vFif {1 + q;;; -1 (1 + i); -1 t i,,, 1 
(l+iF , .. . .L 

J,vF i )"' 

= a . _i_· . (1 + i)" -1 = (a. m) · _z_· . {l + i)" -1 
Í(m) i l(m) i 
m 

.. 

i (l+it-I Y = {a• m)• 9!im) = (a•m)•-·-----.....;;._-
/ n j J(m) Í 

En esta renta el término del periodo está comp1:1esto por la suma de todos los términos 
de los subperiodos multiplicada por el factor _z_ . 

1(111) 
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EJERCICIO 2.18. 

Cuestión: 

Calcular el valor final de una renta mensual de 100 euros. La duración de la 
renta es de 5 años. El tipo de interés anual es el 3%. 

Solución: 

• Cálculo del valor final. 

Se calcula el tipo de interés mensual equivalente al tipo de interés anual, así 
como el tipo de interés nominal: 

1 1 

~2 = (1 + i}i2 -1 = (1 + 0,03)12 -1 = 0,00246627 

fc12> = ~2 -12 = o, 00246627 -12 = o, 029595237 

Se calcula el valor final de la renta fraccionada: 

v1 = 100-L(
1
~,5 )+100-L(

1
~.5 )+100-L(i3

2
,5 )+ ... +100-L(~ ,5) = 

=(100·12)•8M2> =(a·12)·-i_· · (l+if-l = 
5 o.os j (12) i 

= (100 · 12)· 0,03 . (1 + 0,03}5 -1=6.45810 € 
o, 029595237 o, 03 ' 

Otra forma: 

V1 = I 00 • L (1, 60} + 100 • L (2, 60) + 100 • L (3, 60) + ... + 100 • L ( 60, 60) = 

( • )5·12 ( 7)60 
= . = . 1 + ti2 - 1 = 100 . 1 + o, 0024662 - 1 = 6.458 10 € 

lOO 8ooJ 0,00246627 ª ~
2 

O, 00246627 ' 

El valor actual y el valor final de las rentas fraccionadas, constantes, temporales y 
prepagables se obtienen a partir de las siguientes relaciones: 

Va =(a•m)•41'] =a•an,mli,,, =(a•m)•~l ·(l+im)=(a•m)•-1' •
1-<1trº ·(l+i,,,) 

(m) 

.. (m) •• i (1 + ir -- l ( ) 
V1 =(a•m)•S.,, =a•S;;;¡¡,_ ={a•m)•S1~> ,(t+im)=(a•m)•~· • i • l+im 

J(rn) 

3.2. VALORACIÓN DE RENTAS CONSTANTES Y PERPETUAS 

3.2.1. Valor actual de una renta pospagable 
Para calcular el valor final se puede tener en cuenta: 

a) El tipo de interés fraccionado (mensual, trimestral, etc.) y n•m subperiodos 
(meses, trimestres, etc.). 
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b) El tipo de interés anual y n periodos. 

a) Cálculo del valor actual con el tipo de interés fraccionado y n•m subperiodos: 

FIGURA 2.42. Valor actual de una renta .fraccionada, perpetua y pospagabl.e 

11 11 11 .............. 11 

3 ............ n·m-1 00 

Para obtener el valor actual se calcula el límite de la expresión del valor actual de 
una renta fraccionada, constante, temporal y pospagable: 

1-{l+i rn·m 

Vª =a·A(O,l)+a·A(O,2)+a·A(O,3)+ ... =lima· . m 
n➔oo zm 

b) Cálculo del valor actual con el tipo de interés anual y n periodos: 

FIGURA 2.43. Valor actual de una renta fraccionada, perpetua y pospagabl.e 

V actual· • 
1 

+-- a a a a ... 

O 1/m 2/m ... 1 1+1/m ... 00 

Para obtener el valor actual se calcula el límite de la expresión del valor actual de 
una renta fraccionada, constante, temporal y pospagable: 

Vª= a· A(o,_!_) +a· A(o,!) +a· A(o,i) + ... = lim(a • m) • _z_·. ~ 
m m m n➔oo J n 

(m} 

V = a• a<111> = (a· m) •-
1
-ª ;;;¡, l 
(m) 

EJERCICIO 2.19. 

Ouesti.ón: 

C~cwar el valor actual de una renta mensual, perpetua y pospagable con tér­
minos de 100 euros. El tipo de interés anual es el 3%. 
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Solución: 

• Cálculo del valor actual. 

Se calcula el tipo de interés mensual equivalente al tipo de interés anual, 
así como el tipo de interés nominal: 

1 1 

~2 = (1 + i)i2 -1 = {1 + o, 03)12 -1 = o, 00246627 

Jc12> = ~2 -12 = o, 00246627 -12 = o, 029595237 

Se calcula el valor actual de la renta fraccionada y perpetua: 

V.= 100· A( 0,
1
~)+ 100· A( o,

1
~) + 100· A( 0, 1~) + ... = 

=lim{lO0·l2), 0,03 . 1-{1+0,03rn = 
n➔00 O, 02959523 7 O, 03 

= 100 • 12 • l = 40.547,06 € o, 029595237 

Otra forma: 

~ = 100 • A{0,1) + 100 • A(0,2) + 100 • A{0,3) + ... = 

= limlO0. 1-(1 + 0,00246627rfl•III = 100. 1 = 40.547 06 € 
n➔co O, 00246627 O, 00246627 ' 

3.2.2. Valor actual de una renta prepagable 

Para calcular el valor final se puede tener en cuenta: 

a) El tipo de interés fraccionado (mensual, trimestral, etc.) y n-m subperiodos 
(meses, trimestres, etc.). 

b) El tipo de interés anual y n periodos. 

a) Cálculo del valor actual con el tipo de interés fraccionado y n•m subperiodos: 

FIGURA 2.44. Valor actual de una renta .fraccionada, perpetua y prepagabl.e 

Vactual' 

~ 
a a a ... a a 

~ 1 1 1 1 1 
O 2 ... m m+1 ... 00 
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Para obtener el valor actual se calcula el límite de la expresión del valor actual de 
una renta fraccionada, constante, temporal y prepagable: 

1-(1 + i rn•r,1 

V0 =a·A(0,0)+a·A(0,l)+a·A(0,2)+ ... =lima· "' ·(l+im) 
n➔oo i,,, 

b) Cálculo del valor actual con el tipo de interés anual y n periodos: 

FIGURA 2.45. Valor actual de una renta fraccionada, perpetua y prepagabl,e 

Yactual~ -• ---
1 
a a a ... a a 

,¡ t----+----+---+--+--------+-----1 

O 1/m 2/m ... 1 l+1/m 00 

Para obtener el valor actual se calcula el límite de la expresión del valor actual de 
una renta fraccionada, constante, temporal y prepagable: 

~=a· A(O,O)+a·A(o,.!.)+ a· A(o,!)+ ... = lim(a·m)· _i_· • fl;;i- ·(l+im) 
m m n➔oo T n' 

J(m} 

V = a • ¡¡(m) = (a • m) • - 1- • (1 + i ) 
a ;i, • J(ra) aa 

EJERCICIO 2.20. 

Cuestión: 

Calcular el valor actual de una renta mensual, perpetua y prepagable con tér­
minos de 100 euros. El tipo de interés anual es el 3%. 

Solución: 

• Cálculo del valor actual~ 

Se calcula el tipo de interés mensual equivalente al tipo de interés anual, 
así como el tipo de interés nominal: 

l 1 

~2 = (1 + i)íi -1 = (1 + o, 03)12 -1 = o, 00246627 

1(12) = ~2 • 12 = o, 00246627 • 12 = o, 029595237 
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Se calcula el valor actual de la renta fraccionada, perpetua y prepagable: 

v.= 100-A(0,0)+ lOO·A( 0, 1~)+100·A( 0, 1~)+ ... = 

= lim(l00·12)· 0,03 _ l-(l+0,03fn ·(l+0 00246627)= 
n➔oo O, 029595237 O, 03 ' 

=100·12· 1+0,00246627 =40.647 06€ 
0,029595237 ' 

Otrafonna: 

V
0 
= 100 · A(0,0)+ 100 • A(0,l)+ 100 • A(0,2)+ ... = 

= lim 100 • 1 - (1 + O, 00246627f n·m • (1 + O 00246627) = 
n➔~ 0,00246627 ' 

= 100 _ 1 + 0,00246627 40.647,06 € 
0,00246627 

4. VALORACIÓN DE LAS RENTAS CONTINUAS 
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Las rentas continuas son aquellas en las que los periodos de maduración son infini­
tesimales, produciéndose un flujo continuo de capitales. 

La función que nos permite obtener el capital en cada instante se denomina fun­
ción de densidad de la renta a, y es una función continua respecto al tiempo, al menos 
en el intervalo temporal en el que esta definida la renta. 

En las rentas continuas también se distingue entre rentas temporales y rentas 
perpetuas. 

Para obtener los valores actuales y finales de una renta continua se sigue el mismo 
procedimiento que en las rentas discretas pero suponiendo que la amplitud de los 
intervalos de maduración tiende a cero. 

Teniendo en cuenta el siguiente esquema: 

FIGURA 2.46. Esquema de una renta continua 

O .6t 2·.6t 3·.6t ... (n-l)·.6t n·.6t 

El valor actual se calcula como: 

n-1 

+a(n-t)-i1, ·8t·A(0,(n-1)·8t)= Lª;-i1, ·8t·A(0,j·8t) 
j=O 
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Para obtener el valor actual de esta expresión se calcula el límite cuando n ➔ 00 : 

n-1 

~ =1imI,a
1 
.. 11, ·At·A(O,j·At)=j na, ·A(0,t)·dt 

n➔~ O 
;=O 

V. =Jna •e-J;a<,)•a •dt 
a O I 

donde: 

6(t): Tasa instantánea de descuento. 

t = j • At 

El valor final se calcula como: 

V1 =a0 ·At·L(0,n)+a111 ·At·L(At,n)+ tl.z11, ·At·L(2·At,n)+ ... + 

n-1 

+a(n-l)·l1t ·At·L((n-I)·At,n)= Lª;-111 ·At·L(j·At,n) 
j=O 

Para obtener el valor final de esta expresión se calcula el límite cuando n ➔ 00 : 

n-1 

V1 = 1imI,a
1

.111 ·At·L(j·At,n)=J na, ·L(t,n)·dt 
n➔- O j=O 

V = J "a • el; p(,)•a • dt 
f o 1 

donde: 

p(s): Tasa instantánea de interés. 

EJERCICIO 2.21. 

Cuestión: 

Calcular el valor actual de la renta a, = 150 • t + 1.000 teniendo en cuenta que el 
• • . . ., -J'a(,}ds _ . 

npo de mteres es el 3% y e º = e 8 
' • 

Soluaún: 

• Cálculo del valor actual. 

Se calcula la tasa instantánea de descuento equivalente al tipo de interés 
anual: 

6 = ln(l + i) = In(I + 0,03) = 0,0296 

Se calcula el valor actual de la renta continua: 

~ = J: a, • e_g., • dt = J: (150 • t + 1.000) • e-0
•
0296

·' • dt = 
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-[150-( -
1
- • -

1
-)-1.000- -

1
-] 

0,0296 0,0296 0,0296 

va= 204.985,39 € 

4.1. VALORACIÓN DE RENTAS TEMPORALES 

Para realizar la valoración de las rentas temporales se utiliza la ley de capitalización 
compuesta y se supone que la tasa instantánea de descuento es constante, es decir, 
6(t) = 6. 

En las rentas temporales constantes la función de densidad también es constante. 
En este caso: a, = a . 

El valor actual de una renta continua, temporal, constante, inmediata y pospagable 
se calcula como: 

I 
n -J 'a(,)•dl J n -J 'a.c1, J n 1- e-&·n 

, V. = a • e O 
• dt = a• e º • dt = a• e-&·t • dt = a• ---

ª o ' o o 6 

donde: 

e-6-n = (1 + i)-n 

Por tanto: 

- 1-(1+ irn 
V. = a· a = a• -----------ª ~, 6 

EJERCICIO 2.22. 

Cuestión: 

Calcular el valor actual de una renta anual continua de un euro. El tipo de 
interés es el 5% y la duración 10 años. 

Solución: 

• Cálculo del valor actual. 

Se calcula la tasa instantánea de descuento equivalente al tipo de interés anual: 

6 = In (1 + i} = In (1 + O, 05) = O, 0488 

Se calcula el valor actual de la renta continua: 

- 1-{1+ ir"= l• 1-{1+ 0,05r
1º = 7 91 € 

Vª= l•aio!o.m = a· 6 0,0488 ' 
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El valor final de una renta continua, temporal, constante, inmediata y pospagable 
se calcula como: 

In r p(,)•tb • . I" r,,.d, I n e ,) e""" -1 Y1 = 
0 

a, • e • • dt = 
0 

a• e ' • dt = a • 
0 

e"" n- • dt = a• 
. . . ·•· p 

donde: 

eP-n = (1 + i)" 

Por tanto: 

EJERCICIO 2.23. • 

Cuestión: 

Calcular el _valor fi~al de una renta anual continua de un euro. El tipo de inte­
rés es el 5% y la duración 10 años. 

Solución: 

• Cálculo delvalor final. 

p= In(l+i):;:ln{l+!),05)= 0,0488 

V = 1 · S • = a C(l +.ir -1 = 1 · {1 + O, 05)10 -1 = 12 89 € 
/ rolo.os • p O, 0488 ' 

4.2. VALORACIÓN DE RENTAS PERPETUAS 

Para calcular el valor actual de las rentas continuas y perpetuas se sigue el mismo 
procedimiento que para las rentas discretas, es decir, se calcula el límite cuando el 
tiempo tiende a infinito del valor actual de las rentas temporales: 

- 1-(l+ir'' 1 
V =a•a =lima•----------=a•­
, a ;i, n➔• 6 6 

EjERCICIO 2.24. 

C'l.latión: 

Cak:ular el valor actual de una renta continua anual y perpetuci de 100 euros 
si el-tipo de interés anual es el 6%. . 

Solución: 
• Cálculo del valor actual. 

Se calcula la tasa instantánea de descuento equivalente al tipo de interés 
anual: 

6 = In (1 + i) = In (1 + O, 06) = O, 0583 
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Se calcula el valor actual de la renta continua y perpetua: 

- 1 1 
Vª= 100• a;i, = 100·-= 100·-- = 1.716,18 € .., a o,oss3 . 

5. VALORACIÓN DE LAS RENTAS CON lA LEY FINANCIERA DE 
CAPITALIZACIÓN SIMPLE 
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El valor financiero de la renta en un instante es la suma de los valores proyectados 
de todos sus términos en ese instante, bajo una determinada ley financiera. En los 
epígrafes anteriores se ha utilizado la ley financiera de capitalización compuesta, que 
es la más utilizada en la practica. 

En este epígrafe se analiza la valoración de rentas utilizando la ley financiera de 
capitalización simple. 

Si la suma de esos valores se produce en el origen de la renta se denomina valor 
actual Si la valoración se produce al final de la renta se denomina valor final de la 
renta. 

5.1. VALOR ACTUAL DE RENTAS CONSTANTES Y TEMPORALES 

Se obtiene el valor actual de una renta constante temporal y pospagable utilizando 
la ley de capitalización simple. 

FIGURA 2.47. Valor actual de una renta constante, temporal y pospagable 

VIICIUlll 

71 
o 2 3 ........... n-1 n 

El valor actual de la renta se calcula como: 

Vª= a· A(0,l)+ a· A(0,2)+ a· A(0,3)+ ... +a· A(O,n) = 

1 1 1 1 
=a·--+a·---+a·---+ ... +a·---

1 + i (1 + 2 • i) (1 + 3 • i) (1 + n • i) 

V =a•[-1-+_1_+_1_+ ... +--1-] 
" l+i 1+2•i 1+3•i l+n•i 
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EJERCICIO 2.25. 

Cuestión: 

Calcular el valor actual de una renta que tiene cinco términos de 1.000 euros 
anuales si el tipo de interés anual es el 5%. 

Solución: 

• Cálculo del valor actual. 

V =1.000· --+---+---+---+--- =4.364,37€ [ 
1 1 1 1 1] 

ª • l+0,05 1+ 2· 0,05 l+ 3·0,05 1+ 4· 0,05 l+ 5· 0,05 

5.2. VALOR FINAL DE RENTAS CONSTANTES Y TEMPORALES 

Se obtiene el valor final de una renta constante temporal y pospagable utilizando 
la ley de capitalización simple. 

FIGURA 2.48. Valor final de una renta constante, temporal y pospagabl,e 

.-------...., 

11¡ ~ IIJ .............. 11,,.1 11,, 

0 1 2 3 ......... n•I D 

El valor final de la renta se calcula como: 

V1 = a· L(l,n)+ a· L(2,n)+ a· L(3,n)+ ... + a· L(n,n) = 

= a·{l+ (n-1)· i)+ a·(l+(n-2)· i)+ a ·(1+ (n-3)· i)+ ... + a 

V1 = a • [ ( 1 + ( n -1) • i) + ( 1 + ( n - 2) • i) + ( 1 + ( n - 3) • i) + ... + 1] 

EJERCICIO 2.24. 
Cuestión: 

Calcular el valor final de una renta que tiene cinco términos de 1.000 euros 
anuales si el tipo de interés anual es el 5%. 

Solución: 

• Cálculo del valor final. 

V1 = 1.000 • [(1+ (5-1)· 0,05)+(1+ (5-2) • 0,05)+ {1+ (5-3)· 0,05)+ 

+ (1+ (5-4)· 0,05)+ 1] = 1.000 ·[(1+ 4. 0,05)+(1 + 3 • 0,05)+ (1+ 2 ·0,05)+ 

(1 + l • 0,05) + 1] = 5.500,00 € 
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6. VALORACIÓN DE LAS RENTAS CON INTERÉS ESTOCÁSTICO 

En los apartados anteriores se ha considerado la valoración de rentas en ambiente 
de certidumbre o determinista, mientras que en este apartado se introducirá la valo­
ración de rentas en ambiente de incertidumbre o estocástico, donde el tipo de interés 
es una variable aleatoria. 

El valor esperado de la renta en un instante es la suma de los valores esperados de 
los flujos de esa renta en ese instante. Si la suma de esos valores se produce en el ori­
gen de la renta se denomina valor esperado actual o presente. Si la valoración se produce 
al final de la renta se denomina valor esperado final o acumulado. 

6.1. VALOR ESPERADO FINAL O ACUMULADO DE RENTAS, 
MEDIA YVARIANZA 

Si se considera que el tipo de interés i, varía en cada periodo de acuerdo a una distribu­
ción que no cambia a lo largo del tiempo, el valor final del flujo n de una renta unitaria es: 

n 

an = (1 + ~) • (1 + 4) · ... · (1 + i,) = Il (1 + i,) 
t=l 

Si lo~ tipos de interés i, son independientes e idénticamente distribuidos con 
media i , la media del valor acumulado o momento de primer orden del flujo n de la 
renta unitaria es: 

E [ ª· ] = E [ ú ( 1 + i, ) ] = ú E ( 1 + i, ) = ( 1 + i)" 
En este caso el valor esperado acumulado no es igual al valor acumulado de los 

tipos de interés esperados. 

Se calcula la varianza del valor acumulado del flujo n de la renta unitaria: 

Var[an] = E[ a!]-[ E[an ]]
2 

= E[ a!]-(1 + i) 2
" 

y para ello se calcula el momento de segundo orden del valor acumulado, teniendo 
en cuenta que los tipos de interés i, tienen varianza constante s2: 

E [a!] = E [ ú {1 + i, )
2

] = ú E ( 1 + i, )
2 = ú E ( 1 + 2i, + i,') = ( 1 + 2Í + i2 + s2 

)' 

donde: 

Var[i,] = E[i,2
]-[ E[i, ]]

2 = i2 + s2 

Por tanto, la varianza del valor acumulado del flujo n de la renta unitaria se obtiene 
de: 

Var[a,i)=E[a;]-[E[an]J2 =(1+2i+i2 +s2r -(l+i)2n =(l+ ])"-(I+i)2" 
donde: 

] = 2i + i2 + s2 

Se extiende el análisis a una renta unitaria y se calcula su valor acumulado: 

S;;i; = (1 + ~) • ... • (1 + in-l} • (1 + i,.) + {l + ½) • ... · (1 + i,._1) • (1 + i,,) + ... + 
n I 

+(l+in-1}·(l+i,.)+(l+i,,)= Lil(l+in-k+l) 
t=l k=l 
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Se calcula la media del valor acumulado o valor esperado acumulado de la renta 
unitaria: 

que coincide con el valor acumulado de una renta unitaria donde el tipo de interés 
es la media de los tipos de interés. 

Se calcula el valor esperado acumulado de la renta unitaria teniendo en cuenta que 
los momentos de primer y segundo orden de 1 +i, son: 

mt =E[I+i,]=I+i 

m; = E[(I+i/]=I+ J 
donde: 

--: 2-=+ ·2 + 2 J = l Z S 

Se calcula la varianza del valor acumulado de la renta unitaria: 

6.2. VALOR ESPERADO ACTUAL O PRESENTE DE RENTAS, MEDIA Y 
VARIANZA 

Si se considera que el tipo de interés i, varía en cada periodo de acuerdo a una 
distribución que no cambia a lo largo del tiempo, el valor actual del flujo n de una 
renta unitaria es: 

an-l =(l+~r1 ·(1+i.z)-
1 

• ... ·(1+iS
1 = Ii:(I+i,f1 

t=I 

Si lo~ tipos de interés i, son independientes e idénticamente distribuidos con 
media i, la media del valor actual o momento de primer orden del flujo nde la renta 
unitaria es: 

Se calcula la varianza del valor acumulado del flujo n de la renta unitaria: 

Var[ an -I] = E[a;2
]-[ E[ an -I JJ2 = E[ a;2]-(l + i)-2

n 

Esta expresión no se puede desarrollar más si no se conoce como i, está distribuido 
ya que para calcular el momento de segundo orden se requiere una función de den­
sidad de probabilidad. 

Se extiende el análisis a una renta unitaria y se calcula su valor actual: 
n 1 

lt;;i; =(1+~r1 +(l+i1f1 ·(l+i,J
1 
+ ... +(l+i¡f

1 
·(l+i,J-l • ... ·(1+inf1 = I,I](l+i,if

1 

t=I k=I 

Se calcula la media del valor actual o valor esperado actual de la renta unitaria: 

l 
,I 
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que coincide con el valor actual de una renta unitaria donde el tipo de interés es la 
media de los tipos de interés. 

Se calcula el valor esperado actual de la renta unitaria teniendo en cuenta que los 
momentos de primer y segundo orden de 1 +i, son: 

m: =E[l+i,]=(l+if1 

m; =E[(1+0
2
]=(l+kf1 

Se calcula la varianza del valor actual de la renta unitaria: 

[ ] 
m; + ni: 2m; ( )2 

Var Cl;i-J¡ = m; + ni: Cl;i-J 11 - m; + ni: "ñ,¡ - "ñ,; 

Por tanto, si se conocen los momentos de primer y segundo orden de (l+i,) 
y (1 +i/1 se pueden calcular los valores esperados acumulados y actuales de un flujo o 
de una renta. Para ello se debe conocer la función de densidad de probabilidad de i, 
y para ello habría que recurrir a técnicas de simulación. 

; 

¡ • EJERCICIO 2.25. 
) 

Cuestión: 
l' 

Si el tipo de interés efectivo se distribuye uniformemente en el intervalo [0,01, 
, 0,03] para t = 1, 2, 3 y 4. Calcular la media y la varianza para un valor final o acu­

mulado de 1 euro al final del año 4. 

• Solución: 

• Cálculo de la media. 

E[ .]--:_ 0,01+0,03 _ O 02 
i, -i------- ' 

2 

E[ a4] = (1 + if = (1 + 0,02)4 = 1,08 euros 

• Cálculo de la varianza. 

Var[i,]=s2 = (0,03 -0,0l)2 =0,000033 
12 

Var[a4 ]=(1+2i+? +s2r -(l+irn = 

= (1 + 2 • 0,02 + (0,02)2 + 0,000033 )4 -(1 + 0,02)8 = 0,00015 

Un caso especial cuyos resultados sí podrían obtenerse analíticamente es el deno­
minado "Modelo Lognormal" (Kellison, 2009), en el que la variable aleatoria In (1 + i,) 
sigue una distribución normal con media-µ y varianza 0'2• Por tanto la variable alea­
toria (1 + i,) sigue una distribución lognormal con media -µ y varianza o-2, cuya media 
y varianza son: 

Media = tl'+rr 12 

Varianza = eµ+er ( err - 1) 
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El valor final del flujo n de una renta unitaria es: 
n 

lnan = l:ln(l + i,) 
t=l 

es decir, es igual a la suma de n variables aleatorias independientes, cada una de 
ellas con media p, y varianza <l. Por tanto, su media y varianza son aditivas y se obtie­
nen de: 

E[lnan] = n • µ 

Var[lnan] = n • d 
Como el flujo an sigue una distribución normal cuyas medias y varianzas son aditi-

vas, se obtiene: 

E [";Ji] = en•JJ+n•_tr ,,. 

Yar [ ";i;] = ef.•n•JJ+n•tr { e"'' -1) 

En la práctica se utilizan logaritmos cuando se necesita calcular las varianzas ya que 
las fórmulas se simplifican mucho. 

EJERCICIO 2.26·. -. 

Cuestión: 

Una persona desea invertir 200.000 euros en un fondo de inversión para su jubi­
lación que tendrá lugar dentro de 35_ años. El fondo de inversión le proporcionará 
un tipo de interés efectivo anual del 3%, 4% y 5% con las siguientes probabilidades: 

TQ)o de interés ProbabiBdad 
0,03 0.2 
0,04 0,45 
o.os. 0,35 

El tipo de interés de cada año es independiente de los tipos de los demás años 
y sigue una distribución lognormal. Calcular el valor acumulado transcurridos 35 
años con una probabilidad del 80%. 

Soluci.ón: 

• Se calcula la media y la varianza de la distribución lognormal. 

Tipo de interés Probabilidad 1 + i, ln(l + i1) [ln (1 + i .)]2 

0,03 0.2 1,03 0,0296 0,0009 
0,04 0,45 1,04 0,0392 0,0015 
0,05 0,35 1,05 0.0488 0,0024 

Valor esnerado 1,04 0,0392 0,0016 

E [ fls5] = 35 • µ = 35 • O, 0392 = I, 372 

Var[lls5] = 35· d = 35-[0,0016-(0,0392)2] = 0,0022 

El valor que puede obtenerse el 80% del tiempo ocurre en el percentil 20, 
que en la distribución normal estándar se corresponde con un valor Z del 
- 0~841621234. 
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. X-µ lnA-1,372 
Teniendo en cuenta que: Z = --= -.====- = -0,841621234 

u ✓0,0022 
In A= l,332524465 ➔ A =3,79 euros (valor acumulado por euro invertido) 

Por tanto, el valor acumulado por 200.000 euros invertidos es: 

l'ss = 3, 79 • 200.000 = 758.000 euros 

Si se compara con el valor acumulado medio se observa que no coinciden: 

Ys5 = 200.000-(1,04)35 = 789.217,80 euros 

EJERCICIO 2.27. 

Cuestión: 
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Si (l+ i1) sigue una distribución lognormal con media 0,04 y varianza 0,02, 
' calcular en los sigui en tes casos: 

a) La media y la varianza del valor acumulado de 1 euro dentro de 10 años. 

b) La media del valor acumulado de una renta unitaria de 10 años. 

c) La media y la varianza del valor actual de 1 euros dentro de 10 años. 

d) La media del valor actual de una renta unitaria de 10 años. 

Solución: 

a) La media y la varianza del valor acumulado de 1 euro dentro de 1 O años. 

Se calcula la media: 

µ+cr 004+ 0•02 

E [ 1 + i,] = e 2 = e • 2 = 1, 051271096 

n tr 
10 0 04 

10·0,02 

[ ] 
nµ+- . • +--

E a¡0 = e 2 = e 2 = 1, 65 euros 

También se puede obtener de: 

( 
-)n 10 E[ a¡0] = 1 + i = (1,506817785) = 60, 34 euros 

Se calcula la varianza: 

Var [ llio] = { 82•n•µ+n•tr ){ en·t:r _ 1} = { e2·10·0,04 + 10-0,02) { eto-0,02 _ 1) = O, 60 

b) La media del valor acumulado de una renta unitaria de 10 años. 

Se calcula la media: 

E[ S¡¡¡,] = S¡¡¡, = S¡¡¡,,.,.,, ... = 13,30 euros 

c) La media y la varianza del valor actual de 1 euros dentro de 10 años. 

Se calcula la media: 
tr 0,02 

E[(l+ i,f1] = e-µ+T = e-o,04+-2- = 0,970445534 
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n ·tr 10·0,02 

[ J 
-n•p+- -10·0,04+--

E a¡t' = e 2 = e 2 = O, 74 euros 

Se calcula la varianza: 

Var [ arai, J = (e-2•n•p+n·tr) ( en•o-' _ 1) = ( e-2-10-0,04 + 10,0,02) ( e10-o,02 _ 1) = O, 12 

d) La media del valor actual de una renta unitaria de 10 años. 

Se calcula la media de los tipos de interés: 

E[ (1 + i, f] = O, 970445534 

~=o, 970445534 
l+i 
- 1 i = 

7 
1 = o, 030454533 

0;9 0445534 

Se calcula la media: 

E[~;]= °ro]; = "wio.080454593 = 8,51 euros 

En los cálculos anteriores se ha supuesto que los tipos de interés de cada periodo 
son independientes, pero también pueden ser dependientes. Se podrían utilizar 
muchos modelos de tipos de interés que reflejasen esta dependencia entre los tipos 
de interés y se pueden diferenciar entre modelos discretos (modelos de medias móvi­
les, autorregresivos, binomiales, etc.) y modelos continuos (modelos estocásticos). 

Los modelos estocásticos continuos requieren conocimientos previos sobre cálculo est~ 
cástico y, sobre todo, la solución de ecuaciones diferenciales estocásticas. Por este motivo 
solo se hará una breve introducción a estos modelos, que se basan en procesos Wiener. 

Si una variable z, sigue un proceso de Wiener, entonces cambios en esa variable 
sobre periodos cortos de tiempo serán independientes y seguirán una distribución 
normal. Si se aplica la propiedad de que la media de una distribución normal es pro­
porcional a t y su varianza proporcional a ..fi: 

Si N(0,1) ➔ /lz = y$! 
!lz- N(o,$1) 

Si llt ➔ O modelo continuo 

Se resumen cuatro modelos estocásticos (Kellison, 2009): el modelo de paseo alea­
torio ( random walk model), el modelo de Rendleman-Bartter, el modelo de Vasicek y el 
modelo de Cox, Ingersoll y Ross. 

a) Modelo de paseo aleatorio o movimiento browniano 

El modelo de paseo aleatorio es el modelo estocástico más simple y se expresa como: 

dr = a• dt + O'· dz 

donde: 

a: tendencia 

cr: volatilidad 
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La aproximación discreta de este modelo es: 

ll.r = a•llt+ O'· llz 

llr = a• llt + O'· y·.¡¡;¡, 

donde: 

llz= y.¡¡;¡ 
Su media y varianza son, respectivamente: 

E [ r, ] = r0 + a• t 

Var[r,] = a2 • t 
Los principales inconvenientes de este modelo se resumen en cuau·o: 
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• El uso de la tendencia es cuestionable porque para periodos largos puede dar 
lugar a variaciones indefinidas de r,. 

• Puede producir valores negativos de r,. 

• La volatilidad es la misma sir, es grande o pequeño. 

• Los valores de r, no tienen reversión a una tasa media a largo plazo. 

EJERCICIO 2.28. 

Cuestión: 
La tasa instantánea de interés es el 3%. Estimar esa tasa dentro de un año 

utilizando el modelo de paseo aleatorio con ajustes trimestrales. La tendencia es 
0,002 y la volatilidad 0,01. Las siguientes cuatro variables normales estándar se 
han generado a través de simulación: 3, -2, 1, -4. 

Solución: 

Se aplica el modelo de paseo aleatorio con la tasa instantánea inicial del 3%: 

Ar= a• At + O'· y•.¡¡;¡, 

r0,25 -r0 = 0,002· 0,25+0,01· y· ✓0,25 

r0,25 = 0,03 + 0,002 • 0,25 + 0,01 • 3 • ✓0,25 = 0,0455 

r0,50 = O, 0455 + O, 002 • 0,25 + O, 01 • (-2) • ✓0,25 = O, 036 

r0,75 = 0,036+ 0,002 • 0,25+ 0,01· 1· ✓0,25 = 0,0415 

1i = 0,0415+ 0,002 • 0,25 + 0,01 • 4 • ✓0,25 = 0,0620 



124 MARÍA DEL CARMEN GONZÁLEZ VELASCO: ANÁLISIS DE LAS OPERACIONES ... 

Por tanto la tasa instantánea de interés dentro de un año será: 6,20% 

Las cuatro variables normales estándar (y) se pueden interpretar como el 
número de desviaciones estándar por encima o por debajo de la media, que es 
igual a cero. Se han escogido de forma arbitraria. 

La interpretación de la tendencia es que aumentará la tasa instantánea de 
interés un 0,2% por año bajo condiciones neutrales. La interpretación de la vola­
tilidad es que la desviación estándar de la tasa instantánea de interés sobre un 
año es un 1 % con respecto a la tasa instantánea de interés actual. 

b) Modelo de Rendkman y Bartter 

El modelo de Rendleman y Bartter se caracteriza por ser un modelo de paseo alea­
torio geométrico: 

dr = a- r • dt + O'· r • dz 

donde: 

ex: tendencia 

o-: volatilidad 

La aproximación discreta de este modelo es: 

llr = a· r • llt + O'· r • llz 

llr = a· r· llt + O'· r· y-$1 
donde: 

llz= y$e 
Los principales inconvenientes de este modelo se resumen en cuatro: 

• El uso de la tendencia es cuestionable porque para periodos largos puede dar 
lugar a variaciones indefinidas de r,. 

• Los valores de r, no tienen reversión a una tasa media a largo plazo. 

• La volatilidad es proporcionar ar. 

EJERCICIO 2.29. 

Cuestión: 

La tasa instantánea de interés es el 3%. Estimar esa tasa dentro de un año uti­
lizando el modelo de Rendleman y Bartter con ajustes trimestrales. La tendencia 
es 0,002 y la volatilidad 0,01. Las siguientes cuatro variables.normales estándar se 
han generado a través de simulación: 3, -2, 1, -4. 

Solución: 

Se aplica el modelo de Rendleman y Bartter con la tasa instantánea inicial del 
3%: 

Ar= a• r • At + O'· r • Az 
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r0,25 -r0 = 0,002·r·0,25+0,0l·r· y·.J0,25 

ro.25 = 0,03 + 0,002 • 0,03 • 0,25 + 0,01 • 0,03 • 3 • .Jo,25 = 0,0305 

To,50 = 0, 0305 + 0, 002 • 0, 0305 • 0, 25 + 0, 01 • 0, 0305 • (-2) • .Jo, 25 = 0, 0302 

r0,75 = o, 0302 + o, 002 • o, 0302 • o, 25 + o, 01 • o, 0302 • 1 • .Jo, 25 = o, 0304 

1i = 0,0304+ 0,002 • 0,0304·0,25+0,0l· 0,0304 ·4· ✓0,25 = 0,0310 

Por tanto la tasa instantánea de interés dentro de un año será: 3,10% 

e) Modelo de Vasicek 
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El modelo de Vasicek corrige uno de las debilidades de los modelos anteriores por­
que tiene en cuenta la reversión a una tasa media a largo plazo: 

dr = e· (b - r) • dt + O'· dz 

donde: 

e· (b - r): reversión a la media 

b: tasa instantánea de interés a largo plazo a la que el modelo revierte 

e: tasa de reversión a la media 

La aproximación discreta de este modelo es: 

llr =e· (b - r) • llt + O"· Az 

Ar= e· (b - r) • At + O'· y· $t 
Si e= O coincide con un modelo paseo aleatorio sin tendencia. 

Si e= 1 sigue una distribución normal con media b. 

El modelo de Vasicek es como una mezcla de la distribución normal y el movi­
miento browniano según Kellison (2009). 

Los principales inconvenientes de este modelo se resumen en cuatro: 

• Puede producir valores negativos de r,-

• La volatilidad es la misma si r, es grande o pequeño . 

EJERCICIO 2.30. 

Cuestión: 

La tasa instantánea de interés es el 3%: Estimar esa tasa dentro de un año 
utilizando el modelo de Vasicek con ajustes trimestrales. La tasa instantánea de 
lrtterés a la que el mercado revierte es el 4%, la tasa de reversión a la media por 
año es el 10% y la volatilidad es el 1 %. Las siguientes cuatro variables normales 
estándar se han generado a través de simulación: 3, -2, 1, -4. 



126 MARÍA DEL CARMEN GONZÁLEZ VEL\SCO: ANÁLISIS DE L\S OPERACIONES ... 

Solución: 

Se aplica el modelo de _vasicek con b = 0,04 y e= 0,20: 

ll.r= c·(b~r)· ll.t+ O'• y· .JAi 

r0.~- - r0 = 0,20 • (0;04- r) • 0,25 + 0,01 ·y· ✓0,25 

r0,25 ~- O, 03 + 0,20_ • (O, 04 ~ O, 03) • 0,.25 + O, O 1 • 3 • ✓o, 25 = O, 0455 

1"0,50. = 0,0455+ 0,20.•.{0,04-,. 0,0455)· 0,25+ 0,01· (-2)· ✓0,25 = 0,0352 

r0,75 = 0,0352+ 0,20· (0,04-0,0352)· 0,25+ 0,01 • l • ✓0,25 = 0,0404 

1i = 0,0404 + 0,20 • (0,04-0,0404) • 0,25 + 0,01 • 4 • ✓0,25 = 0,0604 

Por tanto latasa instantánea d~ interés dentro de un año será: 6,04%. El resul­
tado es parecido al del modelo .de paseo aleatorio ya que la reversión a la media 
aproximadamente es 0,20 • (0,04-0,03) = 0,002, que coincide con la tendencia 
del modelo de paseo aleatorio. • 

d) Modelo de Cox, Ingersoll y Ross 

El modelo de Cox, Ingersoll y Ross es el modelo más completo de los cuatro e 
intenta eliminar las debilidades de los tres anteriores ajustando el modelo de Vasicek 
para que la volaúlidad sea proporcional a ✓r : 

dr =e· (b - r) • dt + <7· ✓r • dz 

donde: 

c • (b- r): reversión a la media 

b: tasa instantánea de interés a largo plazo a la que el modelo revierte 

e: tasa de reversión a la media 

La aproximación discreta de este modelo es: 

llr =e· (b- r) • llt + a· ✓r • llz 

llr =e· (b- r) • llt + a· ✓r ·y· .JAi 

EJERCICIO 2.31. 

Cuestión: 

l.a tasa instantánea de interés es el 3%. Estiro~ esa tasa dentro de un año 
utilizando el modelo de Cox, Ingersoll y Ross cQn ajustes trimestrales. La tasa ins­
taptánea de interés a la que el mercado revierte es el 4%, la tasa de reversión a la 
media por año es el 10% y la volaúlidad es el 1 %~ Las siguientes cuatro variables 
no11Ílales estándar se han generado a través de simulación: 3, -2, 1, -4. 
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Solución: 

Se aplica el modelo de Cox, Ingersoll y Ross con b = 0,04 y e= 0,20: 

ll.r= c·(b-r)·ll.t+ O'·✓r • y-.JAi 

r0,25 - r0 = 0,20 • (0,04- r) • 0,25 + 0,01 • ✓r ·y· ✓0,25 

To,25 = 0,03 + 0,20 • (0,04-0,03) · 0,25 + 0,01 · ✓0,03 • 3 • ,Jo:25 = 0,0326 

, ro.50 = o,0326+ 0,20. (0,04-0,o326). 0,25 + 0,01. ✓o,0326 •(-2)· .Jo,25 = 0,0312 

r0,75 = 0,0312+ 0,20 • (0,04-0,0312)· 0,25 + 0,0I • .J0,0312 • I • .J0,25 = 0,0325 

1i = o,0325+ 0,20. (0,04-0,o325)· 0,25 + 0,01- .Jo,0325 .4 • .Jo,25 = 0,0365 

Por tanto la tasa instantánea de interés dentro de un año será: 3,65%. El resul­
tado es parecido al del modelo de paseo aleatorio ya que la reversión a la media 
aproximadamente es 0,20 • (O, 04 - O, 03) = O, 002, que coincide con la tendencia 
del modelo de paseo aleatorio. 
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TEMA3 
OPERACIONES FINANCIERAS DE AMORTIZACIÓN 

DE CAPITAL: PRÉSTAMOS (1) 

SUMARIO: 1. CONCEPTO DE PRÉSTAMO. 2. TIPOS DE PRÉSTAMOS. 2.1. Préstamos con tipo 
de interés constante. 2.1.1. Método de amortización francés. 2.1.2. Método de amor­
tización alemán. 2.1.3. Método de amortización mediante términos amortizati­
vos variables en progresión aritmética. 2. 1.4. Método de amortización mediante 
términos amortizativos variables en progresión geométrica. 2.2. Préstamos con tipo 
de interés variable. 2.2.1. Préstamos con términos amortizativos predeterminados. 
2.2.2. Préstamos con términos amortizativos postdeterminados. 2.2.2. l. Prés­
tamos con términos amortizativos postderminados y cuotas de amortización 
predeterminadas constantes. 2.2.2.2. Préstamos con términos amortizativos post­
derminados y cuotas de amortización postdeterminadas. 2.3. Préstamos con tipo de 
interés mixto. 

l. CONCEPTO DE PRÉSTAMO 

Según el Prof. Gil Peláez4 se definen las operaciones financieras de amortización 
de capital o préstamos como aquellas formadas por: 

• 
• 

Una prestación única: (C0 ,t0 ) • 

Una contraprestación múltiple: (tli,t1),(a.¿,t2 ), ••• ,(an,tn), que tiene por finali­
dad reembolsar, amortizar o extinguir el capital inicial, (C0 ,t0 ). 

Y según el Prof. González Catalá1 se definen las operaciones financieras de amor­
tización de capital o préstamos como aquellas en las que una persona, denominada 
prestamista, se compromete a entregar a otra persona, denominada prestatario, 
en un determinado momento, t0 , cierto capital, (C0 ,t0 ), que ésta se compromete a 
reembolsar en un período, (t0 ,t"),junto con los intereses que se han generado en la 
operación. 

FIGURA 3.1. Esquema de una operación .financiera de amortización de capital o préstamo 

~ 1
81 ª2 83 8n 1 
1 1 1 1 

to t1 t2 t3 tn 

Ly--J 

(1) Véase, al respecto, GONZÁLEZ CATALÁ, V. T. (1992), Análisis de las operaciones Finan­
cieras, Bancarias y Bursátiles, Madrid, Ediciones Ciencias Sociales, pág. 121. 
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donde: 

(C0 ,t0 ): Prestación del prestamista, formada por el capital que entrega el presta­
mista al prestatario en el momento inicial de la operación. 

C0 : Cuantía de la prestación del prestamista. 

t0 : Momento o instante del tiempo en el que se hace efectiva la prestación del 
prestamista. 

(tZi,t1),(a.,p~) .... ,(an,t,J: Contraprestación del prestamista, formada por los térmi­
nos amortizativos periódicos que recibe del prestatario. 

tli,l½,··•,ªn: Cuantías de los términos amortizativos que se componen de cuotas de 
interés y de cuotas de amortización, es decir: ª1e = I1e + M" 

donde: 

ª1e: Término amortizativo correspondiente al periodo k. 

I1e: Cuota de interés correspondiente al periodo k. 

M1c: Cuota de amortización correspondiente al periodo k. 

tal que: 

/ 1 + / 2 + ... +In= Total de intereses generados en la operación. 

M1 + M2 + ... + Mn = Co 

t1 ,t2 , ... ,tn: Instantes del tiempo en los que se hacen efectivos los términos amortiza­
tivos que el prestamista o acreedor recibe del prestatario o deudor. 

i: Tipo de interés efectivo anual de la operación. 

Por tanto, las operaciones financieras de amortización de capital o préstamos están 
constituidas por una prestación única y por una contraprestación múltiple, excepto 
cuando la amortización se efectúa mediante reembolso único ya que en este caso: 

tli = iZ.i = "' = an-l = 0 

con: 

2. TIPOS DE PRÉSTAMOS 

Podemos clasificar los préstamos atendiendo a dos criterios: 

1) El tipo de interés a aplicar: 

• Préstamos con tipo de interés constante. 
0 Préstamos con tipo de interés variable. 
0 Préstamos con tipo de interés mixto. 

2) El método de amortización utilizado: 
o 

o 

Préstamos que se amortizan mediante términos amortizativos constantes. 

Préstamos que se amortizan mediante términos amortizativos variables 
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► En progresión aritmética: como caso particular destacan los présta­
mos que se amortizan mediante cuotas de amortización constantes 
(método de amortización italiano). 

► En progresión geométrica. 

2.1. PRÉSTAMOS CON TIPO DE INTERÉS CONSTANTE 

Los préstamos con tipo de interés constante son aquellos en los que el tipo de 
interés permanece constante durante toda la vida del préstamo. Según la dinámica 
amortizativa constituida por todos los fhtjos de capitales financieros que constituyen 
la contraprestación del prestamista, podemos distinguir los siguientes: 

FIGURA 3.2. Préstamos con tipo de interés constante 

Términos amortizativos 
constantes 

Método de amortización 
francés 

Método de amortización 
alemán 

Préstamos con tipo de interés 
constante 

Términos amortizativos 
variables 

En progresión aritmética i---------1 

Cuotas de amortización constantes 
(método de amortización italiano) 

En progresión geométrica i--------.a 

Se analizan a continuación estos préstamos de forma detallada desde el punto de 
vista financiero. Para ello deducimos la expresión de la equivalencia financiera en el 
origen para calcular los términos amortizativos, la relación entre las cuotas de amor­
tización de dos periodos consecutivos, el capital pendiente al final de un periodo 
determinado y el capital amortizado hasta un periodo determinado. 

2.1.1. Método de amortización francés 

Son aquellas operaciones financieras de amortización de capital en las que el pres­
tamista entrega una cuantía C0 en un momento inicial al prestatario y éste se com­
promete a devolver el capital recibido mediante términos amortizativos constantes. El 
tipo de interés es constante durante toda la operación. 

FIGURA 3.3. Esquema de un préstamo amortizahle por el método francés 

PRESTACIÓN CONTRAPRESTACIÓN 

la 

Ü - (l+i)"l (1 

= (l+i)-2 

(l+i)•(n,I) 

- (l+i)·D 

a a 
1 1 

2 ••••••••••••••••••••••••••••• n-1 

1 

al 
1 

n 
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a) Equivaumda financiera en el origen 

Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales según el cual 
"toda operación financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de 
las sumas de capitales respectivas de la prestación y de la contraprestación en base 
a una ley financiera previamente establecida"2, la equivalencia en el origen de esta 
operación financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran 
la prestación del prestamista con los capitales que integran la contraprestación del 
prestamista, que son las siguientes: 

• Prestación del prestamista: ( C0 , O) 

• Contraprestación del prestamista: (a,l),(a,2), ... ,(a,n) 

Por tanto, 

Co = 1 : i + (1 : i)' + •••••••••••• + (1: i)" = ª -( 1: i + (1 : i)2 + ••••••• + (1: i)" ) 

Teniendo en cuenta que la expresión que figura entre paréntesis constituye la 
suma de los términos de una progresión geométrica de razón r = (1 + ir 1 

, cuyo valor 
se obtiene de: 

n_ - a . r 
S = -i n 

1-r 

donde: 

lli : Primer término de la progresión geométrica. 

an : Último término de la progresión geométrica. 

r : Razón de la progresión geométrica. 

S : Suma de los términos de una progresión geométrica. 

La equivalencia financiera en el origen se obtiene de: 

Co = a . [ 6- (1: i)" • 6] = a . _1_. [ l - (l.: i)" ] = a· [ l - (1: i)" ] 

1 __ 1_ l+i l+z-1 i 
l+i 1+i 

b) Relación entre las cuotas de amortización de dos periodos consecutivos k y k + 1 

Una vez conocida la equivalencia financiera en el origen de este préstamo, se pro­
cede a encontrar una relación entre las cuotas de amortización de dos periodos con­
secutivos a partir de las estructuras de los términos amortizativos de esos periodos: 

a= Ik+I + M/i+I = c,, • i + Mk+I 

a = 1. + Mk = ck-1 • i + Mk 

donde: 

a: Términos amortizativos constantes. 

(2) GIL PELÁEZ, L. ( 1982), Matemática de las operaciones Financieras, Madrid, Editorial 
AC, pág. 48. 
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I1i: Cuota de interés correspondiente al periodo k. 

M1i: Cuota de amortización correspondiente al periodo k. 

C1i: Capital pendiente al final del periodo k. 

i: Tipo de interés efectivo anual. 

Se restan ambas ecuaciones y obtenemos: 

O=(C,i-1 -C.)·i+Mk -M/i+I 
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Teniendo en cuenta que C11 = C11_1 - M1i se obtiene finalmente la relación entre las 
cuotas de amortización de dos periodos consecutivos como: 

MA+l = Mlt. (l+ i) 

c) Cálculo del capital pendiente al.final de un periodo k 

FIGURA 3.4. Esquema para el cálculo del capital pendiente de un ,préstamo 
amortizable por el método francés 

o 

a a 
C=--+--+ 

" 1 + i (1 + i)2 

C,,=a•°'ñ=il, 

O también como: 

a a a a a a 

2 ••••••••• k k+l k+2 n 

E (l+i)"' 1 

~ (l+i)·2 

a ( 1 1 1 ) 
+ (1 + i)"-/¡ = a • 1 + i + (1 + i)2 + • • • •• • • + (1 + w-/¡ 

º" = Co - mk = MA+l + MA+i + ••• + Mn 

d) Capital amortizado hasta un periodo detenninado k 

FIGURA 3.5. Esquema para el cálculo del capital amortizado hasta un periodo de un 
préstamo amortizable por el m.étodo francés 

a a a a a a 

o 2 • • • • • • •. • k k+I k+2 n 
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También se puede obtener como: 

m1c =M1 +M2 + ...... +M1c =M1 +M1 ·(l+i)+M1 ·(l+i)2 + ..... +M1 ·(l+i/-1 = 

= M¡ • [ 1 + (1 + i) + (1 + i)2 + ..... + (1 + il-1
] 

m,,=M1 ·5il, 
Como consecuencia se obtiene que: 

C0 == M1 • 8ñ,·;· 

EJERCICIO 3.1. 

Datos: 

• 
• 
• 

Nominal del préstamo= C0 = 60.000 euros . 

Tipo de interés efectivo anual= 3,5% 

Duración de la operación = 10 años . 

• Método de amortjzación francés. 

Cuestiones: 

1) Cálculo de los términos amortizativos constantes. 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

4) Cuadro de amortización. 

Solución: 

1) Cálculo de los términos amortizativos constantes: 

Para calcular los términos amortizativos constantes aplicamos la expre­
sión de la equivalencia financiera en el origen y obtenemos: 

60.000 = a· ªiol 
0

_
035 
⇒ a 60.000 = 7.214, 48 € 

ªThl o.os5 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

C4 =a·a10_
410

_035 =7.214,48-~
0

.035 =38.442,74€ 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

m6 = C0 -C6 = 60.000 -7.214,48 • a 10_
610

,035 = 33.500,64 € 
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4) Cuadro de amortización: 

CUADRO 3.1. Método de amortiz.aci,ón francés 

o 60.000,00 
1 7.214,48 2.100,00 5.114,48 5.114,48 54.885,52 
2 7.214,48 1.920,99 5.293,49 10.407,97 49.592,03 
3 7.214,48 1.73S,72 5.478,76 1S.886,73 44.113,27 
4 7.214,48 1.543,96 5.670,S2 21,557.25 38.442,75 
5 7.214,48 1.345,S0 5.868,99 27.426,24 32.573,76 
6 7.214,48 1.140,08 6.074,40 33.S00,64 26.499,36 
7 7.214,48 927,48 6.287,00 39.787,64 20.212,36 
8 7.214,48 707,43 6.507,05 46.294,69 13.70S,31 
9 7.214,48 479,69 6.734,80 S3.029,49 6.970,51 
10 7.214,48 243,97 6.970,S1 60.000,00 0,00 

FIGURA 3.6. Método de amortización francés 

8.000,00 

7.000,00 

6.000,00 

U) 5.000,00 
o o:: 4.000,00 
~ w 

3.000,00 -

2.000,00 

1.000,00 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 

AÑOS 

i ■ Cuotas de interés 

! □ Cuotas de amortización 

2. 1.2. Método de amortización alemán 

Son aquellas operaciones financieras de amortización de capital en las que el pres­
tamista entrega una cuantía C0 en un momento inicial al prestatario y éste se compro­
mete a devolver el capital recibido mediante términos amortizativos constantes pero 
con cuotas de interés prepagables. El tipo de interés anticipado es constante. 
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FIGURA 3. 7. Esquema de un préstamo amortizable por el método alemán 

CONTRAPRESTACIÓN 

1 a a •••••••••••••••••••••••••••••• a 1 

PRESTACIÓN! Co-l1 1 
1 1----+-----f-------------

0 1 
(1-z) 1 

( . 
2 ••••••••••••••••••••••••••••• n 

1 

a) Equivalencia financiera en el origen 

Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales según el cual 
"toda operación financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de 
las sumas de capitales respectivas de la prestación y de la contraprestación en base 
a una ley financiera previamente establecida", la equivalencia en el origen de esta 
operación financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran 
la prestación del prestamista con los capitales que integran la contraprestación del 
prestamista, que son las siguientes: 

• Prestación del prestamista: ( C0 - / 1, O) 

• Contraprestación del prestamista: (a, 1) ,(a,2) , ... ,(a, n) 

Por tanto: 

C0 - / 1 = C0 - C0 • z = C0 • (1 - z) = a· (1 - z) +a· (1- z)2 + ... + a. (1- z)" 

C0 = a -[ 1 + (1 - z) + (1 - z)2 + ... + (1 - z)"-1 J 
Teniendo en cuenta que la expresión que figura entre corchetes constituye la 

suma de los términos de una progresión geométrica de razón r = l - z, cuyo valor se 
obtiene de: 

S = a¡ -a,, • r 
1-r 

donde: 

a¡ : Primer término de la progresión geométrica. 

a,, : Último término de la progresión geométrica. 

r : Razón de la progresión geométrica. 

S : Suma de los términos de una progresión geométrica . 

.z : Tipo de interés efectivo anual anticipado. 

La equivalencia financiera en el origen se obtiene finalmente de: 

• (1-(1-z)"-1 ·(1-.z)) 1-(1-zt 
C0. = a • -------- = a • ----

1-(1-z) z 
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b) Relación entre las cuotas de amortización de dos periodos consecutivos k y k + 1 

Una vez conocida la equivalencia financiera en el origen de este préstamo, se pro­
cede a encontrar una relación entre las cuotas de amortización de dos periodos con­
secutivos a partir de las estructuras de los términos amortizativos de esos periodos: 

a=I; +M1i =Ck ·z+M1i 

a= 1:+1 + Mk+l = ck+l • z + M1c+1 

donde: 

a : Términos amortizativos constan tes. 

1; : Cuota de interés correspondiente al periodo k. 

M1i : Cuota de amortización correspondiente al periodo k. 

C1i : Capital pendiente al final del periodo k. 

z : Tipo de interés efectivo anual anticipado. 

Se restan ambas ecuaciones y obtenemos: 

0=(C1i -C1c+i)·z+M1i -M1i+t 

Teniendo en cuenta que C1i = CH - M1c se obtiene finalmente la relación entre las 
cuotas de amortización de dos periodos consecutivos como: 

M,, = M1r+1 •(l-z) 

e) Cálculo del capital pendiente al final de un periodo k 

FIGURA 3.8. Esquema para el cálculo del capital pendient.e de un préstamo amortizable 
por el método alemán 

a a a a 

o 2 • • • • • • • • • k k+l 

d 
- (l-z)2 

Ck • (}- .z) =a· (1- z) +a· (1- .z:)2 + ... +a· (1- z)"-k 

ele = a-[ 1 + (1- z) + (1- z)2 + ... + (1 - z)"-k-1] 

. 1-(l-z)8-" e,,, =a•-..;.;.__.;.__ 

% 

O también como: 

e,, = C0 - m,, = M,,,+1 + Mr,+2 + ... + Mn 

d) Capital amortizado hasta un periodo determinado k 

a a 

k+2 •••••••• n 
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FIGURA 3.9. Esquema para el cálculo del capital amortizado hasta un periodo de un 
préstamo amortizab/,e por el método aÚ!mán 

a a a a a a a 

o 2 • • • • • • • • • k k+l k+2 ••••••• n-1 n 

EJERCICIO 3.2. 
Datos: 

• Nominal del préstamo = C0 = 60.000 euros. 

• 
• 

Tipo-de ínter~ efectivo anual anticipado= 3,5% 

Duración de ia op~r.ación = 10 años . 

• Método de amortización alemán. 

Ouestúmes: 

1) Cálculo de los términos amortizativos constantes. 

·2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

4) Cuadro de amortización. 

Solución: 

1) Cálculo de los términos amortizativos constantes: 

Para calcular los términos amortizativos constantes aplicamos la expre­
sión de la equivalencia financiera en el origen y obtenemos: 

60.OOO=a· l-(1-0,035)10 =>a= 60.000·0,035 =7.006 59€ 
o, 035 1- (1- o, 035)1º ' 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

C =a• l-(1-0,o35)
1
o-4 =7.006 59. l-(1-0,03!5)

6 
=38.528 30€ 

4 0,035 ' 0,035 ' 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

. 1-(1-0,035)4 

nis= C0 :.....C6 = 60.000-7.006,59•-----= 33.410,99 € 
0,035 

4) Cuadro de amortización: 

Cuando el tipo de interés es anticipado es más fácil construir el cuadro de 
amortización comenzando por el último año. 

,., 

1 
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CUADRO 3.2. Método de amortización al.emán 

n 
o 2.100,00 2.100,00 60.000,00 
1 7.006,59 1.922,04 5.084,55 5.084,55 54.915,45 
2 7.006,59 1.737,63 5.268,97 10.3S3,52 49.646,48 
3 7.006,S9 1.546,S2 S.460,07 15.813,59 44.186,41 
4 7.006,59 1.348,49 S.658,10 21.471,69 38.528,31 
5 7.006,59 1.143,27 S.863,32 27.335,01 32.664,99 
6 7.006,59 930,62 6.075,98 33.410,98 26.589,02 
7 7.006,59 710,24 6.296,35 39.707,33 20.292,67 
8 7.006,59 481,88 6.524,71 46.232,05 13.767,95 
9 7.006,59 245,23 6.761,36 S2.993,41 7.006,S9 
10 7.006,59 º·ºº 7.006,59 60.000,00 º·ºº 

FIGURA 3.10. Método de amortización alemán 

8.000,00 

7.000,00 -

6.000,00 

U) 5.000,00 -

i 4.000,00 -:, 
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1.000,00 - 1 

0,00 -
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AAOS r .. ~-----~------ ---- ~---- --, 
i ■ Cuotas de interés 
1 ' 

: □ Cuotas de amortización i 

2.1.3. Método de amortización mediante términos amortizativos variables en 
progresión aritmética 
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Son aquellas operaciones financieras de amortización de capital en las que el pres­
tamista entrega una cuantía C0 en un momento inicial al prestatalio y éste se com­
promete a devolver el capital recibido mediante ténninos amortizativos variables en 
progresión aritmética, es decir: 

~ 

a2=~+d 

ªs =(½ +d=~ +2·d 
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donde: 

d: Razón de la progresión aritmética, que puede tomar los siguientes valores: 

d > O ⇒ Progresión aritmética creciente. 

d < O ⇒ Progresión aritmética decreciente. 

i= Tipo de interés constante. 

FIGURA 3.11. Esquema de un préstamo amortizab/.e mediante términos amortizativos 
variab/.es en progresión aritmética 

PRESTACIÓN 

E(l+i)·2 

(l+i)-<n-1> 
( 

- (l+i)·D 

CONTRAPRESTACIÓN 

~ ~-1 

1 1 
2 ••••••••••••••••••••••••••••• n-1 

1 

~, 
1 

n 

a) Equivalencia financiera en el origen 

Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales según el cual 
"toda operación financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de 
las sumas de capitales respectivas de la prestación y de la contraprestación en base 
a una ley financiera previamente establecida", la equivalencia en el origen de esta 
operación financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran 
la prestación del prestamista con los capitales que integran la contraprestación del 
prestamista, que son las siguientes: 

• Prestación del prestamista: (C0 ,0) 

• Contraprestación del prestamista: (tli,l),(ll..?,2), ... ,(an,n) 

Para obtener la equivalencia financiera en el origen descomponemos la renta varia­
ble en n rentas constantes que constituyen la contraprestación del prestamista, halla­
mos el valor actual de todas ellas y su suma será igual a la prestación del prestamista 
o c0• 

Las n rentas constantes son las siguientes: 

• 
• 
• 
• 

Una renta den términos de cuantía tli· 

Una renta de n-1 términos de cuantía dy diferida un periodo . 

Una renta de n-2 términos de cuantía dy diferida dos periodos . 

Una renta de un término de cuantía dy diferida n-1 periodos . 

'I 
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FIGURA 3.12. Descomposición de una renta variab/.e en progresión aritmética en n rentas 
constantes 

ª1 

o 2 

d 

O 1 2 

~ d 

O 1 2 

~ 
2 

o 2 

ª1 ª1 

3 ..................... n-1 

d d 

3 ..................... n-1 

d d 

3 ••••••••••••••••••••• n-1 

1 1 
3 .............. n-2 

d 

1 
n-1 

.....___________ _ _______ ,_./ 
-.......,r­

n-2 

o 2 3 ••••••••••••••••••••• n-1 

n-1 

= ª1 • l1;i i + 4-[ (1 + ir1 + (1 + ir2 + ... + (1 + ir<n-l) - (n -1) • (1 + irn] = 
z 

n 

d 

n 

d 

n 

d 

1 
n 

d 

n 

= lli • ~; + 4-[ (1 + ir 1 + (1 + ir2 + ... + (1 + ir<n-i> + (1 + ir" - n • (1 + irn] = 
i 

d [ (l ·)-n] [ d] d • n (l ')-n =~·ti;i;+-¡· '¾J;-n· +i = tli+i ·'¾];--i-· +i 

S
. ...

1
. . ., d·n 

1 sumamos y restamos a esta u ama expres1on -. - : 
i 

[ 
d] d • n . -n d • n d • n [ d] 1-(1 + ifn lli +- •a-,. --·(1+ z) +---= lli +- •a-,. +d·n· i ni, i i i i ni, i 

d·n 

i 

? Finalmente se obtiene la expresión de la equivalencia financiera en el origen: 

C0 = (a,_+!+ d·n)-0;;¡, - dt 

donde: 

a1 : Término amortizativo correspondiente al primer periodo. 
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d : Razón en la que varían los términos amortizativos. 

n : Duración de la operación. 

i : Tipo de interés efectivo anual. 

b) Relación entre las cuotas de amortización de dos periodos consecutivos k y k + 1 

Una vez conocida la equivalencia financiera en el origen de este préstamo, se pro­
cede a encontrar una relación entre las cuotas de amortización de dos periodos con­
secutivos a partir de las ecuaciones de los términos amortizativos de esos periodos, k 
y k+l: 

ak = Ik + Mk = ck-l • i + Mk 

ªk+1 = 1k+1 + Mk+l = e" • i + M1i+1 

donde: 

ª• : Término amortizativo correspondiente al periodo k. 

/" : Cuota de interés correspondiente al periodo k. 

M" : Cuota de amortización correspondiente al periodo k. 

C" : Capital pendiente al final del periodo k. 

: Tipo de interés efectivo anual. 

Se restan ambas ecuaciones y obtenemos: 

ak -ak+l =(C1r,-1 -C1c)·i +M" -M1c+1 

Teniendo en cuenta que: 

ak+1 -a1c = d 

c. =C1c-1 -Mk 

se obtiene finalmente la relación entre las cuotas de amortización de dos periodos 
consecutivos: 

MA+l = M1(l+ i)+d 

c) Cálculo del capital pendiente al final de un periodo k 

FIGURA 3.13. Esquema para el cálculo del capital pendiente de un préstamo amortizable 
mediante términos amortiz.ativos variables en progresión aritmética 

~ 
ªr ªt akr1 

o 2 ••••••••• k k+I k+2 n 

d 
J' (l+i)'2 

_ ( J +i)-<n-k) 

alt+t ak+2 c.=--+---+ 
1 + i (1 + i)2 
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( 
d ) d•(n-k) 

C = a +-+d•(n-k) •a---:-,. -
. b 11+1 i n-111 • i 

O también: 

C,, = C0 -m,, = M,,♦1 +M,.+2 + ... + Mn 

d) Capital amortizado hasta un periodo determinado k 

FIGURA 3.14. &quema para el cálculo del capital amortizado hasta un periodo de un 
préstamo amortizable mediante términos amortizativos variables en progresión aritmética 

~ ~ Ck 

Co ª1 82 ak 8k+I 8k•2 8n 
1 1 1 1 1 1 1 

o 2 ......... k k+l k+2 ....... n 

Co 

EJERCICIO 3.3. 

Datos: 

• Nominal del préstamo= C0 = 60.000 euros. 

• Tipo de interés efectivo anual= 3,5% 

• Duración de la operación = 1 O años. 

• Método de amortización mediante términos amortizativos variables en 
progresión aritmética de razón 100 euros. 

Cuestiones: 

1) Cálculo de los términos amortizativos. constantes. 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

4) Cuadro de amortización. 

Solución: 

1) Cálculo de los términos amortizativos. 

Para qücular los términos amortizativos aplicanios la expresión de la equi­
valencia financiera en el origen y obtenemos: 

( 
100 ) 100 • 10 

60.000 = lli + 0,035 + 100 • 10 • llw!o,085 - 0,035 
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a¡= 6.792,81 € 

~ = a¡ + 100 = 6. 792, 81 + 100 = 6.892, 81 € 

a.s = "2 + 100 = 6.892,81 + 100 = 6.992,81 € 

a¡0 = ll¡ + 9·100= 6.792,81+900= 7.692,81 € 

2) Capitai pendiente transcurridos cuatro años. 

e = ( + 100 +100·(10-4))· _ 100-(I0-4) 
4 as . o, 035 ª•o-410,035 o, 035 

donde: 

a¡; = 6. 792,81 + 4-100 = 7.192,81 € 

Por ta.rito: 

( 
100 ~ 100·6 

C4 = 7.192,81+ 0,0
35 

+ 100·6) •a.n0•035 - 0,0
35 

= 39.605,98 € 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

m,; = C0 - C6 = 60.000- 27.689,55 = 32.310,45 € 

donde! 

( 
100 J 100-4 

c6 = 7.392,81+--+100•4 ·a.no,035 - O O 
5 

=27.689,55€ 
0,035 , 3 

4) Cuadro de amortización: 

CUADRO 3.3. Método de amortiz.adón mediante ~inos amortiz.ativos 
variables en progresión aritmética 

-· - -
f__ .:<~: ___ J ~:.]i;-· ··,,·· NJi. . ·¡ ,. 

J!JiL-~ .,; L··-__ :Ct.-·.··.-11 
; ··-·· _,~- ~ . ~ .... __ J 11 ___ k .. -1 L.~ 

o 60.000,00 
l 6.792,81 2.100,00 4.692,81 4.692,81 55.307,19 
2 6.892,81 1.935,75 4.957,06 . 9:649,86 50.350,14 
3 6.992,81 l.762,25 5.230~55 14.880,41 45.119,59 
4 7.092,81 1.579,19 5.513,62 20.394,04 39.605,96 
5 7.192,81 1.386,21 ·5.so6,60 26.200,63 33.799,37 
6 7.292,81 1.182,98 6.109,83 32.310,46 27.689,S4 
7 7.392,81 969.13 6.423,67 38.734,14 21.26S,86 
8 7.492,81 744,31 6.748,50 4S.482,64 14.517,36 
9 7.S92,81 508,11 7.()84,70 52.567,34 7.432,66 
10 7.692,81 260,14 7.432,66 60.000,00 0,00 
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FIGURA 3.15. Método de amortización mediante términos amoniz.ativos variables 
en progresión aritmética 
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Dentro de estos préstamos que se amortizan mediante rentas variables en progre­
sión aritmética se encuentra un caso particular, conocido como método italiano, carac­
terizado porque las cuotas de amortización son constantes en todos los periodos, es 
decir: 

M1 =M2 = ... =M,, =M 

a) Cálculo de las cuotas de amortización constantes 

La suma de todas las cuotas de amortización tiene que ser igual al capital prestado. 
En este caso: 

e 
C0 = M1 + M2 + ...... + M,, = n • M ⇒ M = i 

n 

b) Razón en la que varían los términos amortizativos y las cuotas de interés k y k + I 
Las cuotas de interés son decrecientes ya que el capital pendiente a medida que 

transcurre el plazo es menor y las cuotas de amortización son constantes. Los tér­
minos amortizativos tienen que decrecer en la misma proporción que las cuotas de 
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interés, razón que se obtiene de restar las expresiones que proporcionan los términos 
amortizativos de dos periodos consecutivos, k y k + 1 : 

FIGURA 3.16. Variación de los términos amortizativos y sus componentes 
en el método italiano 

lk 
________ _. Mk 

a1+1 -a1c =(C1 -C1c_1)•i =-M·i 

Teniendo en cuenta que: 

el =CH -M1 

ª1c+1 -ak = d 

se obtiene finalmente la razón de la progresión aritmética, d, en que decrecen 
tanto los términos amortizativos como las cuotas de interés: 

- e.¡ 
d=-M•i= 0 

n 
e) Cálculo del capital pendient,e al final de un periodo k 

Co C,, =(n-k)•M=(n-k)•-
n 

d) Capital amortizado hasta un periodo determinado k 

Co m1t=k•M=k·-
n 

EJERCICIO 3.4. 

Datos: 

• Nominal del préstamo= C0 = 60.000 euros. 

• Tipo de interés efectivo anual= 3,5% 
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• Duración de la operación = 1 O años. 

• Método de amortización italiano. 

Cuestiones: 

1) Cálculo de los términos amortizativos. 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

4) Cuadro de amortización. 

Solución: 

1) Cálculo de los términos amortizativos. 

Para calcular los términos amortizativos hallamos previamente las cuotas 
de amortización constantes: 

M = 60.000 = 6.000 € 
10 

lli = 11 + M = C0 • i + M = 60.000 • 0,035 + 6.000 = 8.100 € 

l½ = 12 + M = c1 •i+ M = (60.000-6.000)-0,035+ 6.000 = 7.890 € 

llio = 110 + M = C9 • i + M = 6.000 • 0,035 + 6.000 = 6.210 € 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

e,. = (10 - 4). 6.000 = 36.ooo € 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

"'6 = 6·6.000= 36.000 € 

4) Cuadro de amortización: 

CUADRO 3.4. Método de amortización ita/,iano 

D ª" 1 - _Ik 11 ~k -1 __ fflk e-
-" o 60.000,00 

1 8.100,00 2.100,00 6.000,00 6.000,00 S4.000,00 
2 7.890,00 1.890,00 6.000,00 12.000,00 48.000,00 
3 7.680,00 1.680,00 6.000,00 18.000,00 42.000,00 
4 7.470,00 1.470,00 6.000,00 24.000,00 36.000,00 
s 7.260,00 1.260,00 6.000,00 30.000,00 30.000,00 
6 7.0S0,00 1.0S0,00 6.000,00 36.000,00 24.000,00 
7 6.840,00 840,00 6.000,00 42.000,00 18.000,00 
8 6.630,00 630,00 6.000,00 48.000,00 12;000,00 
9 6.420,00 420,00 6.000,00 S4.000,00 6.000,00 
10 6.210,00 210,00 6.000,00 60.000,00 0,00 
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FIGURA 3.17. Método de amortización italiano 

7.000,00 ....,.....---,--,.,.....,-.,....-:---,------------------, 

6.000,00 r.-.....,-::'l"'""'Í':¡..,...·--T""ff'""-c-'r~,........,_..,.,.....-~..,....,...,,,...,,..,........,.,--,.---,-...,......,,-:-,---r-r---r--r-f 
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2.1.4. Método de amortización mediante términos amortizativos variables en 
progresión geométrica 

Son aquellas operaciones financieras de amortización de capital en las que el pres­
tamista entrega una cuantía C0 en un momento inicial al prestatario y éste se com­
promete a devolver el capital recibido mediante términos amortizativos variables en 
progresión geométrica y con un tipo de interés constante, es decir: 

a¡ 

~=a¡·q 

~ = ~ • q = a¡ • q2 

n-1 
an = ªn-1 • q = ll¡ • q 

donde: 

q : Razón de la progresión geométrica, que puede tomar los siguientes valores: 

O < q < 1 ⇒ Progresión geométrica decreciente. 

q > 1 ⇒ Progresión geométrica creciente. 

i: Tipo de interés constante. 
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FIGURA 3.18. Esquema de un préstamo amortiz.abl,e mediante ténninos amortizativos 
variabl,es en progresión geométrica 

PRESTACIÓN 

(l+i)-<n-11 
( 

CONTRAPRESTACIÓN 

1 1 
2 ••••••••••••••••••••••••••••• n-1 

1 

a) Equival,encia financiera en el origen 
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Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales según el cual 
"toda operación financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de 
las sumas de capitales respectivas de la prestación y de la contraprestación en base 
a una ley financiera previamente establecida", la equivalencia en el origen de esta 
operación financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran 
la prestación del prestamista con los capitales que integran la contraprestación del 
prestamista, que son las siguientes: 

• Prestación del prestamista: ( C0 , O) 

• Contraprestación del prestamista: (<1i,l),(~,2), ... ,(an,n) 

Por tanto: 
n-1 a¡ ~ an l1i a¡ • q l1i • q 

Co = 1 + i + (1 + i)2 + ••• + (1 + it = 1 + i + (1 + i)2 + ••• + (1 + it = 

[ 
1 q qn-1 ] 

= ª1 • 1 + i + (1 + i)2 + ••• + (1 + it 

La expresión entre corchetes es una progresión geométrica de razón 
1 
! i. Por 

tanto, aplicamos la fórmula de la suma de los términos de una progresión geométrica 
y obtenemos: 

1 n-1 1 ( qn ) 

[ 
1 q qn-i ] 1 + i - (/+ it • 1 ! i _ 1 + i • l - (1 + it e = l1i . --+ -~-+ + --- = a . ---'----- - l1i • __ ___;_ ____ __ 

o 1 + i (1 + i)2 
••• (1 + it 1 1- _L 1 + i - q 

l+i l+i 

donde: 

a1 : Término amortizativo correspondiente al primer periodo. 

q : Razón en la que varían los términos amortizativos. 

n : Duración de la operación. 

: Tipo de interés efectivo anual. 
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b) Relación entre las cuotas de amortización de dos periodos consecutivos k y k + l . 

Una vez conocida la equivalencia financiera en el origen de este préstamo, se pro­
cede a encontrar una relación entre las cuotas de amortización de dos periodos con­
secutivos a partir de las ecuaciones de los términos amortizativos de esos periodos, k 
y k+l: 

ª1c = I1c + M1r = C1c-1 • i + M1r 

donde: 

ª1c : Término amortizativo correspondiente al periodo k. 

J,, : Cuota de interés correspondiente al periodo k. 

M1c : Cuota de amortización correspondiente al periodo k. 

c. : Capital pendiente al final del periodo k. 

i : Tipo de interés efectivo anual. 

Se restan ambas ecuaciones y obtenemos: 

ª1r -a1c+i =(C1r-i -C1r)·i +M1c -M1c+i 

Teniendo en cuenta que C1c = C1c_, - M 11 se obtiene finalmente la relación entre las 
cuotas de amortización de dos periodos consecutivos: 

M,,+1 = M,, (1 + i) + ª1c+t. - a,, 

c) Cálculo del capital pendiente al final de un periodo k 

FIGURA 3.19. Esquema para el cálculo del capital pendiente de un préstamo amortizable 
mediante ténninos amortiz.ativos variables en progresión geométrica 

o 

c = ª1r+1 + ª1r+2 + 
1c 1 + i (1 + i)2 

O también: 

~ 
ak-1 

1 
2 ••••••••• k k+l 

< (l+i)"' 1 

- (l+i)"2 

- ( J +i)-<n•k) 
.... 

k+2 n 

1-(_!J_)n-l, 
a,, l+i 

+ k => CL = ªL+l • . 
(1 + i)"- ,. ,. 1 + i - q 

e,. = Co - m,. = M,,+l + M1,♦2 + ... + Mn 
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d) Capital amortizado hasta un periodo detenninado k 

FIGURA 3.20. Esquema para el cálculo del capital amortizado hasta un periodo de un 
préstamo amortizable mediante términos amortizativos variables en. progresión geométrica 

o 2 • • • • • • • • • k k+l k+2 •.•.... n 

EJERCICIO 3.5. 

Datos: 

• Nominal del préstamo = C0 = 60.000 euros. 

• Tipo de interés efectivo anual= 3,5% 

• Duración de la operación = 10 años. 

• Método de amortización mediante términos amortizativos variables en 
progresión geométrica de forma que cada término se incrementa en un 
10% sobre el término del periodo anterior. 

Cuestiones: 

1) Cálculo de los términos amortizativos. 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

4) Cuadro de amortización. 

Solución: 

1) Cálculo de los términos amortizativos. 

Para calcular los términos amortizativos aplicamos la expresión de la 
equivalencia financiera en el origen y obtenemos: 

( 
1,10 )

1
º 

60.000= · l-- ~ 
a¡ 1 + 0,035-1,10 

a¡ = 4.649, 76 € 

4i =4.649,76•1,10=5.114,74 € 

a¡0 = 4.649, 76 • 1,109 = 10.963,89 € 
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2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

( 
1,10 )6 

e - . 1- 1,035 
4 

- lls 1 + 0,035-1,10 

donde: 

as= 4.649,76 -1,104 = 6.807, 11 € 

Por tanto: 

1-(~)6 
e = 6.807 71 • 

1
' 
035 

= 46.205 11 € 4 
' 1 + o, 035 - 1, 10 ' 

3) Capiaj amortizado hasta el sexto año. 

nis = C0 -- C6 = 60.000- 34.961,60 = 25.038,40 € 

donde: 

( 
1,10 )4 1- --. 

1,035 • 
C6 = 8.237,33-

1 
+ 0,035 _ 1,

10 
= 34.961,60 € 

4) Cuadro de amortización: 

CUADRO 3.5. Método de amortización median-te 'términos amortizativos variables en 
progresión geométrica 

:¡¡-¡ 
-1 - --,~ •r ';~~-- -- : :':_-... ~:~1¡¡ -- . -

·1r -._Mr_·-~-:¡ ~-- _ • -¡r(u,: _ J [7~_-.1~[~--~: 1' 1 

o 60.000,00 
1 4.649,76 2.100,00 2.549,16 2.549,76 57.450,24 
2 5.114,74 2.010,76 3.103,98 5.653,74 54.346,26 
3 5.626,21 1.902,12 3.724,09 9.377,83 50.622,17 
4 6.188,83 1.771,78 4.417,06 13.794,89 46.205,11 
5 6.807,71 1.617,18 5.190,54 18.985,42 41.014,58 
6 7.488,49 1.435,51 6.052,98 25.038,40 34.961,60 
7 8.237,33 1.223,66 7.013,68 32.052,08 27.947,92 
8 9.061,07 978,18 8.082,89 40.134,97 19.865,03 
9 9.967,18 695,28 9.271,90 49.406,87 10.S93,13 
JO 10.963,89 370,76 10.593,13 60.000,00 0,00 
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FIGURA 3.21. Método de amortización median-te términos amortizativos variabl.es 
en progresión geométrica 
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2.2. PRÉSTAMOS CON TIPO DE INTERÉS VARIABLE 

Los préstamos con tipo de interés variable3 son aquellos en los que el tipo de inte­
rés no permanece fijo durante todo el horizonte temporal de la operación. 

Se distinguen las siguientes modalidades de préstamos con tipo de interés variable4: 

• 

• 

Préstamos predeterminados o definidos a priori: Son aquellos en los que los tipos 
de interés a aplicar, la duración de la operación y la cuantía de los términos 
amortizativos se conocen al inicio de la operación. 

Préstamos posdeterminados o definidos ex post: Son aquellos en los que los tipos de 
interés no quedan determinados al inicio de la operación, por lo que se desco­
nocen bien las cuantías de los términos amortizativos o bien la duración de la 
operación. 

► Los tipos de interés se fijan periodo a periodo. 

► Préstamos a tipos de interés referenciados o indiciados: Son aquellos en 
los que la ley de variabilidad de los tipos de interés se establece al inicio de 
la operación. 

Se analizan a continuación los préstamos a tipos de interés referenciados o indi­
ciados por ser los más utilizados tanto a nivel nacional como internacional. Estos 
préstamos surgen en la década de los ochenta debido a las elevadas tasas de inflación 

,, (3) Para un análisis detallado de los préstamos con tipo de interés variable véase: GON­
ZALEZ VELASCO, M. ª del C. (2000), Análisis financiero de los préstamos hipotecarios, Colección 
Arithmós de Economía, núm. 1, Secretariado de Publicaciones y Medios Audiovisuales, Univer­
sidad de León, págs. 40-84. 

(4) Véase, al respecto, GARCÍABOZA,J. YCÁCERESAPOLINARIO, R.M. (1998), "Prés­
tamos hipotecarios: Análisis financiero", Actualidad Financiera, noviembre, págs. 35-49. 
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y a la volatilidad de los tipos de interés. Por el lado de la demanda, permiten a los 
prestatarios beneficiarse de las bajadas de los tipos de interés y mantener los costes 
financieros adaptados a la evolución del mercado y por el lado de la oferta, las enti­
dades financieras encuentran en estas operaciones financieras una forma más idónea 
para cubrirse de los riesgos, sobre todo, del riesgo de interés. 

El tipo de interés aplicable en cada periodo se puede calcular como: 

,i=lr+m+8. 

i=I +m, +8 

donde: 

I, : Tipo de interés de referencia5• 

m: Margen constante (positivo, nulo o negativo). En el primer periodo no se solía 
aplicar con la finalidad de captar más clientela. . 

m,: Margen variable igual a la variación absoluta (positiva, nula o negativa) expe­
rimentada, desde cierta fecha establecida en el contrato, por un índice o tipo 
de interés de referencia. 

x : Porcentaje de un tipo de interés de referencia. 

6 : Redondeo. En el caso de los créditos y préstamos garantizados mediante hipo­
teca, caución, prenda u otra garantía equivalente que se formalicen a tipo de inte­
rés variable, el redondeo habrá de efectuarse al extremo del intervalo pactado 
más próximo, sin que éste pueda sobrepasar al octavo de punto (0,125) 6• 

Actualmente, los tipos de interés de referencia oficiales son: 

• EURIBOR a un año. Es el índice más utilizado como referencia en los prés­
tamos hipotecarios para calcular la revisión de los tipos de interés variable. 
Se define como la media aritmética simple mensual de los valores diarios del 
í~dice de referencia eunoor que figura en el anexo del R.eglamento de ejecu­
ción (_VE) 2016[ 13_68 de la Comisión de 11 de agosto de 2016, por el qUI! se estabkce 
una lista de los indices de referencia crucial,es utilizados en los mercados financieros. El 
Banco de España dejará de realizar los cálculos simples para la obtención de la 
med~a _mensual, y p~ará .. a ~ublicar y replicar la información elaborada por el 
admmistrador de dicho mdice, el European Money Markets Institut,e (EMMJ). 

• EURIBOR a una semana, un mes, tres meses, seis meses. Para cada uno de los 
plazos, se define como la media aritmética simple mensual de los valores diarios 

• 

del. índice de referencia eunoor, que figura en el anexo del R.eglamento de Eje­
cució~. (UE) 2016( 1368 d,e la Comisión, de 11 de agosto de 2016 por el qUI! se establece 
una ~ista de los índ,ces de referencia crociaks utilizados en los mercados financieros. Estas 
medias son calculadas por el European Money Markets Institut,e (EMMI). 

Tipo ?e ren~imie?to in~erno en el me_rcado secundario de la deuda pública . 
Este Upo de mteres oficial de referencia se define como la media ponderada 

.. (5) Actualmente los tipos de interés de referencia oficiales son los que se establecen en el 
articulo ~7 ?e la Orden EHA/2899/2011 de ~8 de octubre, modificada por la Orden EID/699/2020 
de 24 de Junio, y se definen en la norma decimocuarta y anejo 8 de la Circular 5/2012 del Banco de 
España, modificada por la Circular 1/2021. 

(6) Disposición adicional duodécima de la Ley 44/2002, de 22 de noviembre, de Medidas 
de Reforma del Sistema Financiero, pág. 41326 (BOE núm. 281 de 23 de noviembre). 
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por volúmenes nominales de negociación ?e _los rend!mientos internos d_e 
los valores emitidos por el Estado con vencimiento residual entre dos y seis 
años, negociados en operaciones simples al contado en los seis meses inme­
diatamente anteriores. Esta media se toma del dato del índice RODE "Deuda 
Pública de 2 a 6 años (S)" que es calculado por Sociedad de Bolsas, S. A. y 
publicado en la página web de BME Renta Variable desde mayo de 2021. 

• Permuta de intereses/ lnterest Rate Swap, IRS al plazo de cinco años. Es la media 
simple mensual de los tipos de interés diarios del tipo anual para swap de inte­
reses, para operaciones denominadas en euros, con vencimiento a cinco años, 
calculados por la IBA (/CE Benchmark Administration) y publicados en su página 
web bajo el identificador de serie EUR Rates 1200. 

• Tipo de los préstamos hipotecarios a más ?e tres años, pa_ra adquisici~n. de 
vivienda libre, IRPH concedidos por el conJunto de las enndades de credito. 
Es un índice frecuente para la revisión de tipos en los préstamos hipotecarios a 
interés variable. Es la media simple de los tipos de interés medios ponderados 
de las operaciones de préstamo con garantía hipotecaria de plazo igual o supe­
rior a tres años para la adquisición de vivienda libre iniciadas o renovadas por 
los bancos y cajas de ahorro en el mes a que se refiere el índice. En el cálculo 
de la media se utilizan tipos anuales equivalentes. 

• Tipo medio de los préstamos hipotecarios entre uno y cinco años, concedi­
dos por las entidades de crédito en la zona del euro. Es la media aritmética 
ponderada por el volumen de operaciones, de los tipos de interés aplicados a 
las nuevas operaciones de préstamo o crédito a vivienda en las que se prevea 
un período de fijación del tipo de interés de entre uno y cinco años, reali­
zados en euros con hogares residentes en la zona del euro. Según lo esta­
blecido en el anejo 8 de la Circular 5/2012 de Banco de España, este índice 
no se corregirá en el caso de que el BCE modificara posteriormente el tipo 
publicado. 

• Tipo de interés de referencia basado en el Euro short-term rat,e (€STR). Este 
índice se define como el tipo de interés a distintos plazos que el BCE elabora 
basado en el tipo de interés Euro short-term rat,e (€STR) y lo publica el BCE a 
través de su Statistical Data Wamhouse (SDW), o en cualquier otro medio por el 
que difunda dicha información. 

• MIBORa un año (Madrid Interbank Offered Rate). Es el tipo de interés inter­
bancario que se aplica en el mercado bursátil de Madrid. Es la base de los tipos 
de préstamo interban~ario definida como el tip~ d~ interé~ para grandes ~an­
sacciones interbancanas en el mercado bancano mternacional. Se mannene 
para las operaciones formalizadas con anterioridad al 1 de enero de 2000. 

Se analizan los casos más frecuentes en la práctica diaria: 

• Préstamos con términos amortizativos predeterminados. 

• Préstamos con términos amortizativos posdeterminados. 

► Cuotas de amortización constantes. 

► Recálculo de términos amortizativos . 

2.2.1. Préstamos con términos amortizativos predeterminados 

Los préstamos a tipo de interés variable con términos amortizativos predetermina­
dos son aquellos en los que los términos amortizativos se conocen desde el inicio de la 
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operación, ya sean constantes o variables, y la duración se desconoce a priori, ya que 
vendrá determinada por la evolución de los tipos de interés. 

Uno de los casos más frecuentes es aquel que presenta términos amortizativos cons­
tantes calculados con el tipo de interés aplicable en el primer periodo de la operación 
financiera mediante la equivalencia financiera en el origen, es decir: 

C0 =a•a-,_ 
n 111 

Las cuotas de interés de cada periodo se calculan aplicando los tipos de interés de 
dichos periodos: 

11 =Co ·~ 

12 = C1. ti 

Jn =Cn-1 •Ín 

Para calcular la cuota de amortización y el capital pendiente en un periodo deter­
minado k, así como el capital amortizado hasta dicho periodo se pueden utilizar las 
expresiones generales de las operaciones financieras de amortización de capital: 

M" =a" -1" 
C,,=C0 -m" 

m,,,=C0 -C,, 

En el último periodo es necesario efectuar un ajuste en la cuota de amortización y, 
por tanto, en el término amortizativo para que se amortice totalmente el préstamo de 
tal manera que se cumpla que Cn-i = Mn . 

EJERCICIO 3.6. 
Daws: 

• Nominal del préstamo = C0 = 60.000 euros. 

• Duración de la operación = 1 O años. 

• Tipo de interés variable: tipo de referencia (Euribor-1 año) más un mar­
gen de 0,5 puntos porcentuales y redondeado al octavo punto porcentual 
más próximo. Los tipos de referencia son los siguientes: 

Aftos Euribor-1 afto 
1 2,73 
2 2.98 
3 2.97 
4 3,20 
5 2.95 
6 2.96 
7 2.70 
8 3,05 
9 2.80 
10 2,78 

·¡ 

t 

1 • 
1 
1 
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• Los términos amortizativos son constantes y se calculan con el interés a 
aplicar en el primer periodo. 

Cuestiones: 

1) Cálculo de los términos amortizativos constantes. 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

4) Cuadro de amortización. 

Solución: 

1) Cálculo de los términos amortizativos constantes. 

Se calculan los tipos de interés aplicables ~n cada periodo: 

Años Euribor-1 afto i 
1 2.73 2.75 
2 2.98 3,00 
3 2.97 3.00 
4 3.20 3.25 
5 2.95 3,00 
6 2.96 3.00 
7 2.70 2.75 
8 3.05 3.00 
9 2,80 2.75 
10 2.78 2.75 

Se calculan los términos amortizativos constantes a partir de la expresión 
de la equivalencia en el origen y del interés aplicable en el primer periodo: 

60.000 =a· ¾io,0275 

a= 6944,38 € 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

C4 = C0 - m4 = 60.000 - 21.576, 23 = 38.423, 77 € 

donde: 
M1 = a-11 = a-C0 -~ = 6.944,38-60.000·0,0275 = 5.294,38 € 

M2 = a-12 = a-C1 ·4 = 6.944,38-(60.000-5.294,38)·0,03 = 5.303,21 € 
M3 = a-13 = a-C2 ·is= 6.944,38-(60.000-10.597,59)·0,03 = 5.462,31 € 

M4 = a-14 = a-C3 ·i4 = 6.944,38-(60.000-16.059,90)·0,0325 = 5.516,33 € 

m4 = M1 +M2 +Ms +M4 = 21.576,23 € 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

m6 = m4 + M5 + M6 = 21.576,23 + 5.791,67 + 5.965,42 = 33.333,32 € 

donde: 

m4 = 21.576,23 € . 

M5 = a-15 = a-C4 ·is= 6.944,38-(60.000-21.576,23)·0,03 = 5.791.67 € 

M6 = a-16 = a-C5 ·~ = 6.944,38-(60.000-27.367,90)·0,03 = 5.965,42 € 
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4) Cuadro de amortización: 

CUADRO 3.6. Método de amortiz.ación mediante términos amort-izativos 
predeterminados constantes 

-· - ·- -- --·---~ ---~ -·- .. . - ~ .. ' . 

o 60.000,00 
1 0,027S 6.944,38 1.6S0,00 S.294,38 S.294,38 54.70S,62 
2 0,0300 6.944,38 1.641,17 S.303,21 10.S97,60 49.402,40 
3 0,0300 6.944,38 1.482,07 S.462,31 16.0S9,91 43.940,09 
4 0,032S 6.944,38 1.428,0S S.S16,33 21.S76,24 38.423,76 
s 0,0300 6.944,38 1.1S2,71 S.791,67 27.367,91 32.632,09 
6 . 0,0300 6.944,38 978,96 S.96S,42 33.333,33 26.666,67 
7 0,027S 6.944,38 733,33 6.211,05 39.S44,38 20.455,62 
8 0,0300 6.944,38 613,67 6.330,71 45.875,09 14.124,91 
9 0,027S 6;944,38 388,43 6.SSS,95 S2.431,04 7.S68,96 
10 0,027S 7.777,10 208,1S 7.568,96 60.000,00 0,00 

2.2.2. Préstamos con términos amortizativos postdeterminados 

Los préstamos a tipo de interés variable con términos amortizativos postdetermi­
nados son aquellos en los que se conoce la duración de la operación desde el inicio y 
los términos amortizativos se desconocen a priori, ya que vendrán determinados por 
la evolución de los tipos de interés. 

Entre los casos más frecuentes cabe destacar el que presenta cuotas de amorti­
zación predeterminadas constantes y el que se basa en el recálculo de los términos 
amortizativos con cuotaS de amortización postdeterminadas. 

2. 2. 2.1. Préstamos con términos amortiz.ativos postderminados y cuotas de amortización 
predeterminadas constant,es 

En estos préstamos se fija al inicio de la operación la cuota de amortización cons­
tante que tiene que pagar el prestatario al prestamista. A posteriori, los términos 
amortizativos vienen determinados por la evolución de los tipos de interés. 

En primer lugar se calculan las cuotas de amortización constantes: 

M=Cº 
n 

Las cuotas de interés de cada periodo se calculan aplicando los tipos de interés de 
dichos periodos: 

11 = Co ·~ 
12 =C1 ·i.2 

Para calcular el término amortizativo y el capital pendiente en un periodo deter­
minad? k, así como el capital amortizado hasta dicho periodo se pueden utilizar las 
expresiones generales de las operaciones financieras de amortización de capital: 

TEMA 3. OPERACIONES FINANCIERAS DE AMORTIZACIÓN DE CAPITAL ... 159 

ª" =l1i+M 
C" = C0 -m" = n· M-k· M = (n-k)·M 

mk = Co - ck = k • M 

i EJERCICIO 3.7. 
1 

' 1. 
) 

'· 
1 

l. 
! 
1 

1, 

Datos: 

• Nominal del préstamo = C0 = 60.000 eur<?s .. 
• Duración de la operación = 1 O años. 

• Tipo de interés variable: tipo de referencia (Euribor-1 año) más un mar­
gen de 0,5 puntos porcentuales y redondeado al octavo de punto porcen­
tual más próximo. Los tipos de referencia son los siguientes: 

Años Euribor-1 afio 
1 2,73 
2 2,98 
3 2,97 
4 3,20 
5 2.95 
6 2,96 
7 2,70 
8 3,0S 
9 2.80 
10 2,78 

· • Las cuotas de amortización son constantes. 

Cuestiones: 

1) Cálculo del término amortizativo del tercer año. 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

4) Cuadro de amortización. 

Solución: 

• 1) Cálculo del término amorti.zativo del tercer año. 

Se calculan los tipos de interés aplicables en cada periodo: 

Años Euribor-1 afio i 
1 2,73 2,75 
2 2,98 3,00 
3 2,97 3,00 
4 3.20 3.25 
s 2.95 3.00 
6 2.96 3.00 
7 2,70 2.7S 
8 3.05 3.00 
9 2.80 2,1S 
10 2.78 2.75 
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Se calculan las cuotas de amortización constantes: 

M = Ca = 60.000 = 6.000 
n 10 

Se calcula el término amortizativo del tercer año: 

ag =·1, +M= !; ·is +M=(C0 -~)·i, +M= 

= (60.000- 2 • 6.000) • 0,03 + 6.000 = 7.440 € 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

C4 = C0 - m4 = 60.000 ~ 4 • 6.000 = 36.000 € 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

1nt; = 6 • M -d;. 6 • 6.000 = 36.000 € 

4) Cuadro de amortización: 

CUADRO 3. 7. Mét,odo de am<irtización mediante términos amortizativos 
postdeterminados y cuotas de amortización pretkterminados constantes 

(1 -_jJ,_ -~-l '••· ·-t:·, -~:.11,: ;_: __ :-i .. -:--:zlw ·:~·:,-.·.·~ 1 :. -·~_,.l\1i .. ·11 __ : _mié 11 
·e· ·:.1 . -- •· 

.. _.;¡_ 
o 60.000,00 
1 0,0215 7.650;00 1.650,00 6.000,00 6.000,00 54.000,00 
2 0,0300 7.620;00 1.620,00 6.000.00 12.000,00 48.000,00 
3 0,0300 7.440,00 1.440,00 6.000,00 18.000,00 42.000,00 
4 0,0325· 7.-365,00 1.365,00 6.000,00 24.000,00 36.000,00 
5 0,0300 · 7.080,00 1.080,00 6.000,00 30.000,00 30.000,00 
6 0,0300 .M00,00. • 900,00 6.000,00 36.000,00 24.000,00 
7 0,0275 6.660,00 660,00 6.000,00 42.000,00 18.000,00 
8 0,0300 6.540,00 S40,00 6.000,00 48.000,00 12.000,00 
9 0,0275 6.330,00 330,00 6.000,00 54.000,00 6.000,00 

JO 0,0275 6.165,00 16S,00 6.000,00 60.000,00 0,00 

2. 2. 2. 2. Préstamos con términos amortizativos postdenninados y cuotas de amortización 
postdeúmninadas 

En los préstamos a tipo de interés variable con términos amortizativos y cuotas 
de amortización postdeterminados se fija al inicio de la operación la duración de la 
misma y se desconocen las cuotas de interés y las cuotas de amortización y, por tanto, 
los términos amortizativos, que dependen de la evolución de los tipos de interés. 

Los préstamos más frecuentes dentro de esta modalidad se basan en el recálculo 
de los términos amortizativos en el momento de la revisión de los tipos de interés a 
aplicar. Y, para ello, se utilizan únicamente las expresiones que permiten obtener el 
capital pendiente al final de un periodo determinado en los métodos de amortización 
tradicionales. De esta manera surgen nuevos procedimientos amortizativos en los que 
se supone que el interés a utilizar para el recálculo de los términos amortizativos per­
manece constante hasta el final de la operación. 

En primer lugar se calculan los términos amortizativos: 

e 
Co = lli ·a-,. ⇒ n.. = - 0

-n 11 1 -i a-;-,,. 

~ 
~ 
i 
~ 

' 
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e cn-1 
n-1 =an ·~;n ⇒ an =--

"TJ¡. 

Las cuotas de interés de cada periodo se calculan aplicando los tipos de interés de 
dichos periodos: 

11 = C0 • ~ 

/2 = c. ·i.i 

1" = Cn-1 • in 

Para calcular la cuota de amortización y el capital pendiente en un periodo deter­
minado k, así como el capital amortizado hasta dicho periodo se pueden utilizar las 
expresiones generales de las operaciones financieras de amortización de capital: 

M1c =a1i -l1c 

C1c=C0 -m1c 

m" =C0 -C" 

q 
~ EJERCICIO 3.8. 
,, 

Datos: 

• Nominal del préstamo = C0 = 60.000 euros. 

• 
• 

Duración de la operación = 1 O años . 
Tipo de interés variable: tipo de referencia (Euribor-1 año) más un mar­
gen de 0,5 puntos porcentuales y redondeado al octavo de punto porcen­
tual más próximo. Los tipos de referencia son los siguientes: 

Años Euribor-1 año 
1 2.73 
2 2,98 
3 2.97 
4 3.20 
s 2.9S 
6 2.96 
7 2.70 
8 3,0S 
9 2.80 
10 2,78 

• Recálculo de los términos amortizativos en el momento de la revisión del 
tipo de interés. 

Cuestiones: 

1) Cálculo de los términos amortizativos de los dos primeros años. 

2) Cuadro de amortización. 
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Solución: 

1) Cálculo de los términos amortizativos. 

Se calculan los tipos de interés aplicables en cada periodo: 

Ados Euribor-1 año i 
1 2.73 2,75 
2 2.98 3.00 
3 2.97 3.00 
4 3,20 3.25 
5 2.95 3.00 
6 2.96 3.00 
7 2.70 2.75 
8 3.05 3.00 
9 2.80 2.15 
10 2.78 2.15 

Se calculan los términos amortizativos de los dos primeros años: 

60.000 = a¡ .:IJ.rai0,0275 =>a¡= 6.944,38 € 

M1 = a¡ -11 = a¡ -C0 • ~ = 6.944,38-60.000 • 0,0275 = 5.294,38 € 

C1 = C0 - M1 = 60.000 - 5.294, 38 = 54. 705, 62 = a..z • ¾7 o.os 

a.¿= 7.026,05 € 

M2 = a.¿ - 12 = l½ - C¡ • 4 .. = 7.026, 05 - 54. 705, 62 • O, 03 = 5.384, 88 € 

C2 = C0 -112.¿ =6<WOO-10.679,26 = 49,320, 74 = ag • a.¡, 0,03 

a..z = 7.026,05 € 

2) Cuadro de amortización. 

CUADRO 3.8. Método de amortizaci.6n mediant,e-términos amortiz.ativos y cuotas de 
• amortización postdeterminados 

o 60.000,0 
0,021S 6.944,38 1.6S0,00 5.294,38 S.294,38 54.10S,6~ 

2 0,0300 7.026,0S 1.641,17 S.384,88 10.679,27 49.320,73 
3 0,0300 7.026,0S 1.479,62 S.S46,43 16.225,70 43.774,3( 
4 0,032S 7.092,40 1.422,66 S.669,74 21.895,44 38.104,Sl 
5 0,0300 7.034,01 1.143.14 5.890,87 27.786,31 32.213,61 

6 0,0300 7.034,01 966.41 6.067.60 33.853.90 26.146,ll 
7 0,027S 6.992,00 719.02 6.272,99 40.126,89 19.873,11 
8 0,0300 7.025.75 596.19 6.429.55 46.556,44 13.443,5C 
9 0.0275 7.000,30 369.70 6.630,61 53,187.05 6.812,9! 

0,027S 7.000.30 187,36. 6,812.95 60.000.00 o.oc 

2.3. PRÉSTAMOS CON TIPO DE INTERÉS MIXTO 

Los préstamos con tipo de interés mixto son los que combinan un plazo a interés 
fijo con un plazo a interés variable. 
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Suponiendo que los k primeros periodos el tipo de interés es constante y durante 
los n-k periodos restantes el tipo de interés es variable, los términos amortizativos 
se calculan como: 

e 
a=-º-

~, 
(términos amortizativos constantes de los k primeros años). 

e,, e =a'•~ a'= Ir •• n-lc li •. 1 a,;::¡, i ... 
(términos amortizativos constantes de los n- k periodos restantes) 

Las cuotas de interés de cada periodo se calculan aplicando los tipos de interés de 
dichos periodos: 

11 = C0 • i 
/ 2 = C1 • i 

Ik = c1c-1. i 

I1r+1 = ck • i1r+1 

//r+2 = Ck+I 'ik+2 

Para calcular la cuota de amortización y el capital pendiente en un periodo deter­
minado k, así como el capital amortizado hasta dicho periodo se pueden utilizar las 
expresiones generales de las operaciones financieras de amortización de capital: 

Mir= ª1c -Ik 

C1r =Co-m1c 

m1c =C0 -C1r 

En el último periodo es necesario efectuar un ajuste en la cuota de amortización y, 
por tanto, en el término amortizativo para que se amortice totalmente el préstamo de 
tal manera que se cumpla Cn-t = Mn. 

EJERCICIO 3.9. 

Datos: 

• Nominal del préstamo = C0 = 60.000 euros. 

• 
• 

Duración de la operación = 1 O años . 

Tipo de interés constante del 4% efectivo anual durante los tres primeros 
años y variable durante el resto de los periodos. 
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• El tipo de interés variable es el tipo de referencia (Euribor-1 año) más 
un margen de 0,5 puntos porcentuales y redondeado al octavo de punto 
porcentual más próximo. Los tipos de referencia son los siguientes: 

Afios Euribor-1 afto 
4 3.20 
5 2.95 
6 2.96 
7 2.70 
8 3.05 
9 2.80 
10 2.78 

• Los términos amortizativos son constantes durante el plazo a tipo de inte­
rés constante y durante el plazo a tipo de interés variable. En este último 
caso se calculan teniendo en cuenta el interés a aplicar en el cuarto 
periodo. 

Cuestiones: 

1) Cálculo de los términos amortizativos correspondientes a los plazos a tipo 
de interés constante y a tipo de interés variable. 

2) Cuadro de élIIlortización. 

Soluci6n: 

1) Cálculo de los témiinos amortizativos. 

Años Euribor-1 año i 
l 4 
2 4 
3 4 
4 3.20 3.25 
5 2.95 3.00 
6 2.96 3.00 
7 2.70 2.75 
8 3.05 3,00 
9 2,80 2.75 
10 2.78 2.75 

Se calculan los términos amortizativos correspondientes al plazo a interés 
constante: 

60.000 = a•~ 0,04 

a= 7.397,46 € (los tres primeros periodos) 
M1 =a¡ -11 =a¡ -C0 ·i=7.397,46-60.000·0,04=4.997,46€ 

M2 = M1 • (1 + i) = 4.997,46 • l,04 = 5.197,36 € 

M3 = M2 ·(1+ i) = 5.197,36· l,04 = 5.405,25 € 
60.000 - mg = 60.000 -15.600, 07 = 44.399, 93 = a'·a 10_

810
,0325 

a"'= 7.193, 77 ~ (los restantes periodos) 
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2) Cuadro de amortización. 

CUADRO 3.9. Préstamo con interés mixto 

D 

o 60.000,00 
l 0,0400 7.397,46 2.400,00 4.997,46 4.997,46 55.002,54 
2 0,0400 7.397,46 2.200,10 5.197,35 10.194,81 49.805,19 
3 0,0400 7.397,46 1.992,21 5.405,25 15.600,06 44.399,94 
4 0,0325 7.193,77 1.443,00 5.750,77 21.350,83 38.649,17 
5 0,0300 7.193,77 1.159,48 6.034,29 27.385,12 32.614,88 
6 0,0300 7.193,77 978,45 6.215,32 33.600,45 26.399,55 
7 0,0275 7.193,77 725,99 6.467,78 40.068,23 19.931,77 
8 0.0300 7.193,77 597,95 6.595,82 46.664,04 13.335,96 
9 0,0275 7.193,77 366,74 6.827,03 53.491,07 6.508,93 
10 0.0275 6.687,92 179,00 6.508,93 60.000,00 0,00 



TEMA4 

OPERACIONES FINANCIERAS DE AMORTIZACIÓN 
DE CAPITAL: PRÉSTAMOS (Y 11) 

SUMARIO: l. PRÉSTAMOS CON CARENCIA. 1.1. Préstamos con carencia total de pagos. 
1.1.1. Préstamos con carencia total de pagos: método de amortización francés. 
1.1.2. Préstamos con carencia total de pagos: método de amortización italiano. 
1.2. Préstamos con carencia parcial de pagos. 1.2.1. Préstamos con carencia par­
cial de pagos: método de amortización francés. 1.2.2. Préstamos con carencia 
parcial de pagos: método de amortización italiano. 2. RESERVA MATEMÁ­
TICA O SALDO FINANCIERO. 2.1. Métodos para el cálculo de la reserva mate­
mática. 2.1.1. Método retrospectivo. 2.1.2. Método prospectivo. 2.1.3. Método 
recurrente. 2.2. Análisis dinámico de la reserva matemática. 3. CANCEIACIÓN 
ANTICIPADA DE PRÉSTAMOS. 3.1. Cancelación anticipada total. 3.2. Cancelación 
anticipada parcial. 3.3. Régimen de compensación por amortización anticipada (arts. 
7, 8 y 9 de la Ley 41/2007). 3.4. Reembolso anticipado (art. 23. de la Ley 5/2019). 
4. COSTE, RENTABILIDAD Y T. A. E. 4.1. Coste efectivo o real para el prestata­
rio. 4.2. Rentabilidad efectiva o real para el prestamista. 4.3. T. A. E. o tasa anual 
equivalente. 

l. PRÉSTAMOS CON CARENCIA 

En algunos casos la entidad prestamista ofrece la posibilidad de pactar carencia 
total o carencia parcial de pagos (sólo se abonan cuotas de interés) durante el primer 
o los primeros años de vigencia del préstamo con la finalidad de que el cliente pueda 
ahorrar en esos primeros años. Sin embargo, esta opción supone un mayor coste real 
para el prestatario como consecuencia del aplazamiento del pago correspondiente a 
los primeros periodos. 

Se analizan los préstamos con carencia que más se conceden en la actualidad: 
método de amortización francés y método de amortización italiano. 

1.1. PRÉSTAMOS CON CARENCIA TOTAL DE PAGOS 

La carencia total de pagos consiste en amortizar el préstamo pactando un periodo 
de diferimiento de los pagos, es decir, en el primer o en los primeros años el prestata­
rio no entregará ninguna cuantía al prestamista. 
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Para analizar los préstamos con carencia total de pagos nos centramos en la 
e~presión de la e<!uivalencia fi~anciera en el origen, del cálculo del capital pen­
diente en un penodo determmado y del capital amortizado hasta un periodo 
determinado. 

l. l. l. Préstamos con carencia total de pagos: método de amortización francés 

__ En este caso, el prestamista entrega al prestatario una cuantía C0 al prestatario 
y este se compromete a devolver esta cuantía al prestamista junto con los intereses 
que se han generado en la operación mediante el pago de términos amortizati­
vos _constantes, pero pactando carencia total de términos durante los p primeros 
penodos. 

FIGURA 4.1. Préstamo con carencia total de pagos utilizando el método 
de amortización francés 

a ............... a 
1 1 

o 2 ...... p p+l ............. n 

a) Equivalencia financiera en el origen 

" Si recurri~ .. os al pos_tula~o d~ equivale3:1cia ~nanciera de ~apitales según el cual 
toda operacion financiera 1mphca una ex1stenc1a de una eqmvalencia financiera de 

las sumas de capitales respectivas de la prestación y de la contraprestación en base 
a una ~~y financi~ra previ:iment~ establecid3:", la ~quivalencia en el origen de esta 
operac1on finanaera consiste en igualar en dicho mstante los capitales que integran 
la prestación del prestamista con los capitales que integran la contraprestación del 
prestamista, que son las siguientes: 

• Prestación del prestamista: ( C0 , O) 

• Contraprestación del prestamista: 

(O,l),(0,2), ... ,(0, p),(a, p + 1),(a,p + 2), .... ,(a,n) 

Por tanto, 

C0 = a• fl,-..-.-,-, • (1 + i)-P n-p ¡i 

donde: 

p: Número de periodos con carencia total de pagos. 

i: Tipo de interés efectivo anual de la operación. 

n: Duración de la operación. 

C0 : Cuantía del préstamo. 

b) Capital pendumt,e al final de un periodo determinado k 

C,,=a•~i 

El capital pendiente al final del periodo p será: 

CP = C0 • (1 + i)" =a• O-;::¡-¡, 
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e) Capital amortizado hasta un periodo determinado k 

FIGURA 4.2. Esquema para. el cálculo del capital amortizado hasta un periodo de un 
préstamo amortizable por el método francés con carencia total de pagos 

Gv 
( y 

a a a a ...................... a 

1 1 1 1 
o 2 ...... p p+l ......... k k+l k+2 ........................ n 

Por tanto: 

m,, = C0 • (1 + i)" - C,, 

También se puede obtener como: 

m,, = Mp+t + M 11+2 + ...... + M,, = M 11+1 • S-¡::¡;i ¡ 

1.1.2. Préstamos con carencia total de pagos: método de amortización italiano 
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En este caso, el prestamista entrega al prestatario una cuantía C0 al prestatario y 
éste se compromete a devolver esta cuantía al prestamistajunto con los intereses que 
se han generado en la operación mediante el pago de cuotas de amortización cons­
tantes, pero pactando carencia total de términos durante los p primeros periodos. 

FIGURA 4.3. Préstamo con carencia total de pagos utilizando el método 
de amortización italiano 

o 2 ...... p p+l ............. n 

a) Equivalencia.financiera en el origen 

Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales según el cual 
"toda operación financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de 
las sumas de capitales respectivas de la prestación y de la contraprestación en base 
a una ley financiera previamente establecida", la equivalencia en el origen de esta 
operación financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran 
la prestación del prestamista con los capitales que integran la contraprestación del 
prestamista, que son las sigui en tes: 

• Prestación del prestamista: (C0 ,0) 

• Contraprestación del prestamista: 

(0,1),(0,2), ... ,(0, p),(ap+P p + 1),(ap+2 , p + 2) , .... ,(an, n) 

Por tanto: 

e = p+l + p+2 + ... + n.. • • l + i ... ,, 1 

[
a a a ] 

O 1 + i (1 + i)2 (1 + i)n-p ( ) 
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donde: 

p : Número de periodos con carencia total de pagos. 

i: Tipo de interés efectivo anual de la operación. 

n: Duración de la operación. 

C0 : Cuantía del préstamo. 

b) Capital pendiente al final de un periodo detenninado k. 

Previamente se hallan las cuotas de amortización constantes: 

M = Co • (1 + i)P 
n-p 

Se calcula el capital pendiente al final del periodo k: 

C,, =(n-k)•M 

c) Capital amortizado hasta un periodo detenninado k 

FIGURA 4.4. Esquema para el cálculo del capital amortizado hasta un periodo de un 
préstamo amortizah/,e por el método italiano con carencia total de pagos 

<2) 
( y \ 

~t •·•••••• 8x ~I 8ic+2 ...........••••••••• 3ii 
1 1 1 1 1 1 

o 2 • • • • • • p p+ 1 . . . . . . . . . k k+ 1 k+2 ........................ n 

Por tanto: 

m1c = C0 • (1 + i}' - C1c 

También se puede obtener como: 

m,, = M11+1 + M11+2 + ...... + M,, = (k - p) • M 

EJERCICIO 4.1. 

Datos: 

• Nominal del préstamo= C0 = 60.000 euros. 

• Tipo de interés efectivo anual= 4% 

• 
• 
• 

Duración de la operación = 1 O años . 

Método de amortización francés .. 

Carencia total de pagos durante los dos primeros años . 

Cuestiones: 

1) Cálculo de los términos amortizat,ivos constantes. 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 
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3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

4) Cuadro de amortización. 

Solución: 

1) Cálculo de los términos amortizativos constantes: 

Para calcular los términos amortizativos constantes aplicamos la expre­
sión de la equivalencia financiera en el origen y obtenemos: 

! • 60.000 = a. ªsi 0,04 • (1 + o, 04r2 ⇒ a= 60.000. (1 + o, 04)2 = 9.638, 86 € 
ªsio,04 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

C4 = a-a10_
110

,04 = 9.638,86· ~o.<H = 50.528,22 € 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

m6 =C0 •(l+0,04)2 -C6 =60.000·(1+0,04)2 -9.638,86•a10_
610

,04 =29.907,95€ 

4) Cuadro de amortización: 

CUADRO 4.1. Préstamo amortiz.ahl,e por el método de amortización francés 
con carencia total de pagos 

l. )1 1 ak. ... Ik 1 • Mk 11 IJ)k 11 
• Ck 1 

o 60.000,00 
1 0,00 0,00 0,00 0,00 . 62.400,00 
2 0,00 0,00 0,00 0,00 64.896,00 
3 9.638,86 2.S95,84 7.043,02 7.043,02 57.852,98 
4 9.638,86 2.314,12 7.324,74 14.367,77 50.528,23 
5 9.638,86 2.021,13 7.617,73 21.985,50 42.910,SO 
6 9.638,86 1.716,42 7.922,44 29.907,94 34.988,06 
7 9.638,86 1.399,52 8.239,34 38.147,28 26.748,72 
8 9.638,86 1.069,95 8.568,91 46.716,19 18.179,81 
9 9.638,86 727,19 8.911,67 55.627,86 9.268,14 
10 9.638,86 370,73 9.268,14 64.896,00 0,00 

1.2. PRÉSTAMOS CON CARENCIA PARCIAL DE PAGOS 

La carencia parcial de pagos consiste en amortizar el préstamo entregando en el 
primer o en los primeros periodos sólo las cuotas de interés. 

Para analizar los préstamos con carencia parcial de pagos nos centramos en la 
expresión de la equivalencia financiera en el origen, del cálculo del capital pendiente 
en un periodo determinado y del capital amortizado hasta un periodo determinado. 

1.2.1. Préstamos con carencia parcial de pagos: método de amortización francés 

En este caso, el prestamista entrega al prestatario una cuantía C0 al prestatario y 
éste se compromete a devolver esta cuantía al prestamistajunto con los intereses que 
se han generado en la operación median te el pago de términos amortizativos cons­
tantes, pero entregando sólo las cuotas de interés durante los p primeros periodos. 
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FIGURA 4.5. Préstamo con carencia parcial de pagos utilizando el método 
de amortización francés 

C0 11 a ............... a 

1 
o 2 ...... p p+l ............. n 

a) Equivalencia financiera en el origen 

Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales según el cual 
"toda operación financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de 
las sumas de capitales respectivas de la prestación y de la contraprestación en base 
a una ley financiera previamente establecida", la equivalencia en el origen de esta 
operación financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran 
la prestación del prestamista con los capitales que integran la contraprestación del 
prestamista, que son las siguientes: 

• Prestación del prestamista: (C0 ,0) 

• Contraprestación del prestamista: 

(/i,l),(/2,2), ... ,(/P, p),(a, p + I),(a, p + 2), .... ,(a, n) 

Por tanto: 

Co = a• ªn-pl1 

donde: 

p: Número de periodos con carencia parcial de pagos. 

i: Tipo de interés efectivo anual de la operación. 
n: Duración de la operación. 

C0 : Cuantía del préstamo. 

b) Capital pendiente al, final de un periodo determinado k. 

CL = a•a--,., 
.. A-k li 

El capital pendiente al final del periodo p será: 

C" =Co 

c) Capital amortizado hasta un periodo determinado k 

FIGURA 4.6. Esquema para el cálculo del capital amortizado hasta un periodo de un 
préstamo amortizabk por el método francés con carencia parcial de pagos 

GD 
( y ' 11 12 •••••• I a a a a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. a , , r , , , , 

o 2 •••••• p p+I ......... k k+l k+2 ........................ n 
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Por tanto: 

m,, = C0 -e,, 
También se puede obtener como: 

m,, =Mp+1 +M11+2+ ...... +M,, =M11+1 ·S,,_PI• 

1.2.2. Préstamos con carencia parcial de pagos: método de amortización italiano. 
En este caso, el prestamista entrega al prestatario una cuantía C0 al prestatario y 

éste se compromete a devolver esta cuantía al prestamistajunto con los intereses que 
se han generado en la operación mediante el pago de cuotas de amortización cons­
tantes, pero entregando sólo las cuotas de interés durante los p primeros periodos. 

FIGURA 4. 7. Préstamo con carencia parcial de pagos utilizando el método de amortización 
italiano 

~· 1, I¡ ••••• ¡ +·· ............ 1 
0 2 ...... p p+l ............. n 

a) Equivalencia .financiera en el arigen 

Si recurrimos al postulado de equivalencia financiera de capitales según el cual 
"toda operación financiera implica una existencia de una equivalencia financiera de 
las sumas de capitales respectivas de la prestación y de la contraprestación en base 
a una ley financiera previamente establecida", la equivalencia en el origen de esta 
operación financiera consiste en igualar en dicho instante los capitales que integran 
la prestación del prestamista con los capitales que integran la contraprestación del 
prestamista, que son las siguientes: 

• Prestación del prestamista: (C0 ,0) 

• Contraprestación del prestamista: 

(/1,l),(/2 ,2), ... ,(/p,p),(ap+t 'P + 1),(ap+2 ,p + 2), .... ,(an, n) 

Por tanto: 

Co = ªp+1 + ªP+t + ... + a .. 
1 + i (1 + i)2 (1 + it-" 

donde: 

p : Número de periodos con carencia parcial de pagos. 

i: Tipo de interés efectivo anual de la operación. 

n: Duración de la operación. 

C0 : Cuantía del préstamo. 

b) Capital pendiente al final de un periodo determinado k. 

Previamente se hallan las cuotas de amortización constantes: 

M=_s_ 
n-p 
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Se calcula el capital pendiente al final del periodo k: 

C,, =(n-k)·M 

c) Capital amortizado hasta un periodo determinado k 

FIGURA 4.8. Esquema para el cálculo del capital amortizado hasta un periodo de un 
préstamo amortizab/,e por el método italiano con carencia parcial de pagos 

Gv 
( y 

12 
•••••• r r1 

•••••• .. f 8k+2 .................... 8n 
1 1 

o 2 • • • • • • p p+ 1 ......... k k+ 1 k+2 . . . . . . . . .. . . ............ n 

Por tanto: 

m,,=C0 -C,, 

También se puede obtener como: 

1n¡ = Mp+l + Mp+2 + ...... + M,, = (k - P) • M 

EJERCICIO 4.2. 

Datos: 

• Nominal del préstamo = C0 = 60.000 euros. 

• Tipo de interés efectivo anual = 4% 
• Duración de la operación = 1 O años. 

• Método de amortización italiano. 

• En los dos primeros años sólo se pagan cuotas de interés. 

Cuestiones: 

1) Cálculo del término amortizativo del tercer año. 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

4) Cuadro de amortización. 

Solución: 

1) Cálculo del término amortizativo del tercer año. 

Primero se calculan las cuotas de amortización constantes: 

M = ~ = 60.000 = 60.000 = 7_500 € 
n-p 10-2 8 

i' 
! 
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Se calcula el término amortizativo del tercer año: 

~ =13 +M=C2 ·i+M=60.000·0,04+7.500=9.900 € 

2) Capital pendiente transcurridos cuatro años. 

C4 = (10-4)·M =6•7.500 =45.000 € 

3) Capital amortizado hasta el sexto año. 

m6 = M3 +M4 +M5 +M6 =4·M =4·7.500= 30.000 € 

4) Cuadro de amortización: 

CUADRO 4.2. Préstamo amortiz.abl.e por el método de amortiz,a,ci.ón italiano 
con carencia parcial de pagos 

,n 
,. . .... . -· . -· ~. . .. - . 

o 60.000,00 
1 2.400,00 2.400,00 0,00 0,00 60.000,00 
2 2.400,00 2.400,00 0,00 0,00 60.000,00 
3 9.900,00 2.400,00 7.500,00 7.500,00 52.500,00 
4 9.600,00 2.100,00 7.500,00 15.000,00 45.000,00 
5 9.300,00 1.800,00 7.500,00 22.500,00 37.500,00 
6 9.000,00 1.500,00 7.500,00 30.000,00 30.000,00 
7 8.700,00 1.200,00 7.500,00 37.500,00 22.500,00 
8 8.400,00 900,00 7.500,00 45.000,00 15.000,00 
9 8.100,00 600,00 7.500,00 52.500,00 7.500,00 
10 7.800,00 300;00 7.500,00 60.000,00 0,00 

2. RESERVA MATEMÁTICA O SALDO FINANCIERO 
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La reserva matemática o saldo financiero en un momento determinado tes la diferen­
cia entre el valor de los capitales de la prestación y el valor de los capitales de la contrapres­
tación en dicho momento, de acuerdo con una ley financiera previamente establecida. 

2.1. MÉTODOS PARA EL CÁLCULO DE lA RESERVA MATEMÁTICA 

Se analizan tres métodos para el cálculo de la reserva matemática o saldo finan­
ciero: método retrospectivo, método prospectivo y método recurrente. 

2.1.1. Método retrospectivo 

El cálculo de la reserva matemática en un momento determinado t por el método 
retrospectivo consiste en hallar la diferencia en dicho instante entre el valor de los 
capitales de la prestación y el valor de los capitales de la contraprestación anteriores 
al momento t, es decir, en hallar la diferencia en el momento t entre las obligaciones 
satisfechas hasta dicho instante por las dos partes que intervienen en la operación. 

Se trata de un método que tiene en cuenta el pasado de la operación financiera, 
anterior al instante t, en el que se va a calcular la reserva matemática. 



176 MARÍA DEL CARMEN GONZÁLEZ VELASCO: ANÁLISIS DE LAS OPERACIONES ... 

Sea una operación financiera con: 

• Prestación: (Ci,t1 ),(C2 ,~), •.• ,(Cn,tn) 

• Contraprestación: (C1 ·,t1 • ),(C2 ·,t2 • ), ••• ,(Cn ·,t,, ·) 

El cálculo de la reserva matemática por el método retrospectivo se calcula como: 

R, = I e,. L(t,,t>- :I cj .. L(t¡•,t> = s, - s,. 
t¡SI lr$.I 

donde: 

R, : Reserva matemática o saldo financiero en el momento t. 

S,: Suma de los valores de los capitales de la prestación anteriores al momento ty 
valorados en dicho momento. 

S,,: Suma de los valores de los capitales de la contraprestación anteriores al 
momento tyvalorados en dicho momento. 

t Momento en el que se va a calcular la reserva matemática o saldo financiero. Se 

cumple: t e [ti, t,, ·] . 

L(t;, t): Factor de capitalización para capitalizar una cuantía desde t; hasta t. 

FIGURA 4.9. Esquema. para el cálculo de la reseroa matemática por el método retrospectivo 

.,. }s.-:lli 

~ 

CONTRAPRESTACIÓN C1' C/ ½, .. .............. c'n.1. 

PRESTACIÓN C1 e; C3 ......... ......... c1u.1 c'n 

to t¡ t , 
1 ti ti' ~ t3' ... ... ..... tn.1 tn.1, fn 

1 
1 ~ }s, :lli 

:lli 

La reserva matemática puede tomar los siguientes valores: 
1) R, > O ⇒ S, > S,,. 

C' 
'n l 

IR, =S1 -s,·] 

tn' 

S_e trata de un sald~ ,.º reserva positiva q~~ ,,indica que el prestamista (entrega los 
c~p1tales de la prestac1on) adopta una pos1c1on acreedora y el prestatario una posi­
cion deudora. 

2) R, <0 ⇒ S, <S," 

Se trata de u~ ,,saldo o reserva ne~~? que indica que el prestamista ( entrega los capita­
les de la prestaaon) adopta una pos1aon deudora y el prestatario una posición acreedora. 

3) R, = O ⇒ S, = S,, 

Se trata de un saldo o reserva nulo, lo cual nos indica que la operación se encuen­
tra saldada. 
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EJERCICIO 4.3. 

Cuestión: 

• Sea la operación financiera constituida por: 

• Prestación: (1.000, 1),(1.500,2) ,(3.000,5) 

• Contraprestación: (500,2),(2.500,3),(2.694,35, 6) 

El tipo de interés efectivo anual es el 4%. 

Calcular la reserva matemática en el instante 4 por el método retrospectivo. 

Solución: 

177 

Se calcula la diferencia entre el valor de los capitales de la prestación y el valor 
de los capitales de la contraprestación en el momento 4, pero sólo considerando 
los capitales anteriores a dicho momento. 

S4 = 1.000·L(l,4)+ 1.500·L(2,4) = 1.000· 1,043 + 1.500-1,042 = 2.747,26 € 

S4 ·= 500. L(2, 4) + 2.500 • L(3, 4) = 500 • 1,042 + 2.500 • 1, 04 = 3.140, 80 € 

R
4 

=S4 -S4 •=2.747,26-3.140,80=-393,54€ 

FIGURA 4.10. Esquema para el cálculo de la reseroa matemática 
por el método retrospectivo 

:}s;~ 
CONTRAPRESTACIÓN 1- 500 -2.500 1 

PRESTACIÓN 1 1.000 1.5001 
!R4 =84 -S4 '1 1 1 1 1 

1 1 1 1 

7 o 1 2 3 l 5 

)} S4 
) 

Se trata de una reserva matemática negativa ya que el valor de los capitales de 
la contraprestación en el instante 4 es mayor que el valor de los capitales de la 
prestación en dicho instante, es decir, R4 < O => S4 "> S4 , 1o que in.dica un saldo a 
favor del prestatario que adopta la posición acreedora y en contra del prestamista 
que adopta la posición deudora. 

2.1.2. Método prospectivo 

El cálculo de la reserva matemática en un momento determinado t por el método 
prospectivo consiste en hallar la diferencia en dicho instante entre el valor de los 
capitales de la contraprestación y el valor de los capitales de la prestación posteriores 
al momento t, es decir, en hallar la diferencia en el momento t entre las obligaciones 
pendientes de las dos partes que intervienen en la operación. 
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Se trata de un método que tiene en cuenta el futuro de la operación financiera, 
posterior al instante t, en el que se va a calcular la reserva matemática. 

Sea una operación financiera con: 

• Prestación: (C¡,li) ,(C2,t2 ), ••• ,(Cn,tn) 

FIGURA 4.11. Esquema para el cálculo de la reseroa matemática por 
el método prospectivo 

-----T/{E 
1-E('-------. 

l C' 2 C'n , CONTRAPRESTACIÓN 

IRI =T/-Ti] Ci C3 .................. C'n-1 PRESTACIÓN 

I to 

El cálculo de la reserva matemática por el método prospectivo deriva de la apli­
cación del principio de equivalencia financiera por el cual el valor de los capitales 
que integran la prestación tiene que ser igual al valor de los capitales que integran la 
contraprestación en cualquier instante, conforme a una ley financiera previamente 
establecida. Por tanto, aplicando este principio en el instante t se cumple: 

2,C; • L(t¡,t)+ 2,C; • A(t,t¡) = L C1··L(t1•,t)+ L C1··A(t,t1·) ⇒ 
l,St t,>t l¡-St 1,->1 

⇒ 2,C; ·L(t;,t)- 2,C1··L(t1·,t)=2,C1 .. A(t,t/)- 2,C; ·A(t,t;) 
I¡ SI 11 ·SI t1 '>t t, >I 

La parte izquierda de esta última ecuación constituye la reserva matemática en el 
instante tpor el método retrospectivo y la parte derecha por el método prospectivo: 

R, = ~ C/·A(t,t/)- ~C; ·A(t,t;) 
t/>t t,>t 

donde: 

L(t,, t): Factor de capitalización para capitalizar una cuantía desde t; hasta t. 

A(t, t;) : Factor de actualización para descontar una cuantía desde t; hasta t. 

t. Instante en el que se va a calcular la reserva matemática o saldo financiero. Se 
cumple: te [t1, tn ']. 

T,'= L C/·A(t,t/) 
'1'>t 
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T, ' es la suma de los valores de los capitales de la contraprestación en el instante t, 

pero sólo se tienen en cuenta los capitales posteriores a dicho instante. 

T, = ¿C; • A(t,t;) 

T, es la suma de los valores de los capitales de la prestación en el instante t, pero 

sólo se tienen en cuenta los capitales posteiiores a dicho instante. 

La reserva matemática puede tomar los siguientes valores: 

1) R, > O ⇒ T, '> T, 

Se trata de un saldo o reserva positiva que indica que el prestamista ( entrega los 
capitales de la prestación) adopta una posición acreedora y el prestatario una posi­
ción deudora. 

2) R, < O ⇒ T, '< T, 

Se trata de un saldo o reserva negativa que indica que el prestamista ( entrega los 
capitales de la prestación) adopta una posición deudora y el prestatario una posición 
acreedora. 

3) R, = O ⇒ T, = T,, 

Se trata de un saldo o reserva nulo, lo cual nos indica que la operación se encuen­
tra saldada. 

: 1 

EJERCICIO 4.4. 

Cuestión: 

Sea la operación financiera constituida por: 

• Prestación: (1.000,1) ,(1.500,2),(3.000,5) 

• Contraprestación: (500,2),(2.500,3),(2.694,35, 6) 

El tipo de interés efectivo anual es el 4%. 

Calcular la reserva matemática en el instante 4 por el método prospectivo. 

Solución: 

Se calcula la diferencia entre el valor de los capitales de la contraprestación y 
el valor de los capitales de la prestación en el instante 4, pero sólo considerando 
los capitales posteriores a dicho instante. 

7: '= 2.694 95 • A(4 6) = 2•
694

' 
95 

= 2.491 63 € 4 
' , (1,04)2 ' 

T, = 3.000 · A(4 5) = 3.000 = 2.884 62 € 4 ' 1,04 , 

R4 = T.i'-T.. = 2.491,63-2.884,62 = -392,93 € 
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FIGURA 4.12. Esquema para el cálculo de la reseroa 
mat,em,ática por el método prospectivo 

----------- T/ ------...... 

1-2.694,35 1 CONTRAPRESTACIÓN 

IR, =T;-T,I 1 3.000 1 PRESTACIÓN 

t o 2 3 .......... s 

----------- T4 __ ____. 

6 

Se trata de una reserva matemática negativa ya que el valor de los capitales de 
la contraprestación en el instante 4 es menor que el valor de los capitales de la 
prestación en dicho instante, es decir, R4 < O=> T..'> T.., lo que indica un saldo a 
favor del prestatario que adopta la posición acreedora y en contra del prestamista 
que adopta la posición deudora. 

2.1.3. Método recurrente 

El cálculo de la reserva matemática en un momento determinado t', posterior a t, 
consiste en calcular la reserva por el método retrospectivo, pero teniendo en cuenta 
la reserva matemática en el instante t. 

La reserva matemática por el método retrospectivo en el instante t'se calcula como: 

R,. = s,. -s;. = I:ci ·L(t;,n- I, C/·L(t/,t') = 
t;St' t1 'Stº 

=[I:c; -L(t;,t)·L(t,n+ L e¡ -L(t;,n]-
,.s, t<l;St' 

-[I:c/-L<t/,t)·L<t,n+ L C/·L<t/,n]= 
,1 ·s, t<t, ·s,· 

=[I:c;•L(t;,t)-l:c1--L(t1•,t)]·L<t,t·)+[ L C;·L(t,,t•)- L c1--L(tj·,t•)] 
t;St t1 -St l<t1SI• t<t;-St• 

R,. = R,. L(t,t')+ ~ e,· L(t,,t')- ~ C/·L(t¡;n 
t<t1SI' t<t¡'St' 

r -

1 
1 
1 

i 
l 
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Por tanto, el valor de la reserva en t'por el método recurrente es igual al valor de 
la reserva matemática en un instante anterior t < t', valorada en t', más la diferencia 
entre el valor en t 'de los capitales de la prestación y de la contraprestación compren­
clidos entre t y t', valorados también en t'. 

FIGURA 4.13. Esquema para el cálculo de la reseroa matemática por 
el m.étodo recurrente 

CONTRAPRESTA ÓN 

PRESTACIÓN C3 .................. cL.1 cL IR • R (I •>t" ' s s· ¡ 
,i 

11 1 = 1 ' + l - + I° - 1: 

EJERCICIO 4.5. 

Cuestión: 

Sea la operación financiera constituida por: 

• Prestación: (l.000,l),(1.500,2),(3.000,5) 

• Contraprestación: (500,2),(2.500,3),(2.694,35, 6) 

El tipo de interés efectivo anual es el 4%. 

Calcular la reserva matemática en el instante 5 si la reserva en el instante 4 es 
-393,54 euros. 

Solución: 

Se calcula la diferencia entre el valor de los capitales de la prestación y el valor 
de los capitales de la contraprestación en el instante 5, pero sólo considerando 
los capitales comprendidos entre los instantes 4 y 5. A esta diferencia se le ,suma 
la reserva del instante 4 capitalizada hasta el instante 5. 

Rr, = R4 • 1, 04 + 3.000 = -393, 54 • 1, 04 + 3.000 = 2.590, 72 € 
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FIGURA 4.14. Esquema para el cálcu/,o de la reserva matemática p{)T 
el método recurrente 

-
3
-.

0 
..... :
00
-} IR, =R, .(l+i)+J.oool 

o 2 3 

r r 

6 

Se trata de una reserva matemática positiva que indica un saldo a favor del 
prestamista que adopta la posición acreedora y en contra del prestatario que 
adopta la posición deudora. 

2.2. ANÁLISIS DINÁMICO DE LA RESERVA MATEMÁTICA. 

El análisis dinámico de la reserva matemática permite conocer su evolución a lo 
largo de toda la operación financiera. Por tanto, permite conocer en cada momento 
el sentido crediticio de la misma a través de la valoración financiera de las posiciones 
de las partes. 

La reserva matemática R, varía al variar el instante t dentro del intervalo [t1,tn '] 

según la estructura concreta de la prestación y de la contraprestación. En toda opera­
ción financiera la reserva matemática tomas los valores extremos sigui en tes: 

• Para t = t1 ⇒ R,
1 

= C1 • Es decir, en el primer vencimiento de la operación 
la r~se~ matemática coincide con el capital correspondiente a dicho 
venc1m1ento. 

• Para t = tn, ⇒ R," • = O. Es decir, en el último vencimiento de la operación la 
reserva matemática es nula. 

t < ti } 
• Para 

1 
> tn , ⇒ R, = O . Es decir, antes del primer vencimiento y después del 

último vencimiento la reserva matemática es nula. 

Sea una operación financiera: 

• Prestación: (C¡, t1 ) ,(C2 , / 2 ) ,(C3 , / 3 ) ,(C
1 
,t

4
) 

• Contraprestación: (C, ·,t1 ·) ,(C2 • ,/2 • ),(C3 ·, t3 • ),(C4 ·,t4 ·) 

donde: 
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La evolución de la reserva matemática se puede representar gráficamente como se 
muestra en la figura sigui en te. 

FIGURA 4.15. Representación gráfica de la evolución de la reseroa matemática 

R. 

o t • 
J 

3. CANCEi.ACIÓN ANTICIPADA DE PRÉSTAMOS 

En algunos casos el prestatario puede optar por cancelar anticipadamente el prés­
tamo debido a varias causas, entre las que podemos destacar la evolución de los tipos 
de interés con tendencia bajista. Sin embargo, normalmente esta cancelación solía 
conllevar un coste para el prestatario que se denominaba "comisión por cancelación 
anticipada" que, en el caso de los préstamos a tipo variable, no podía exceder del 1 % 
del capital pendiente en el momento de la cancelación 1, aunque para los préstamos 
a tipo fijo se recomendaba que no superase el 4% del capital pendiente, pero esta 
limitación no estaba establecida legalmente. 

La cancelación puede ser de dos tipos: 

• Cancelación total: Cuando se cancela totalmente la deuda en un momento 
determinado de tal manera que el prestatario no tiene que hacer frente a más 
pagos a partir de ese momento. 

• Cancelación parcial: Cuando se cancela parcialmente la deuda en un momento 
determinado entregando en dicho momento una cantidad determinada2 de 
tal manera que el prestatario tiene que hacer frente a más pagos a partir de ese 
momento. 

Para cancelar un préstamo en un momento determinado el prestatario debe pagar 
el capital o la deuda pendiente en dicho momento, incrementado, en su caso, en las 
comisiones por cancelación anticipada correspondientes. 

( 1) Tal como se señala en el art. 3 de la Ley 2/ 1994, de 30 de marzo, sobre subrogación y modi­
ficación de préstamos hipotecarios, publicada en el BOE núm. 80 de 4 de abril de 1994. 

(2) Normalmente en las escrituras de préstamos hipotecarios se solía establecer una li­
mitación al prestatario para poder efectuar una cancelación anticipada y que consistía en que 
la cantidad a anticipar de forma parcial tenía que ser como mínimo igual a un número de las 
cuotas a pagar periódicamente o no superar un determinado porcentaje del capital pendiente 
en el momento de la cancelación. También era frecuente pactar operaciones con comisiones 
por cancelación parcial nulas. 
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3.1. CANCELACIÓN ANTICIPADA TOTAL 

El esquema de un préstamo con cancelación anticipada total se puede observar en 
la figura siguiente: 

donde: 

FIGURA 4.16. Cancelación anticipada total de un préstamo 

o 

82 
1 

2 .•..••... 

(l+i)"1 

(l+i)"2 

k+2 ....... n 

T: Cantidad total a pagar por el prestatario al prestamista en el momento de la 
cancelación total. 

C11 : Capital pendiente transcurridos k periodos. 

h: Comisión por cancelación anticipada, expresado como porcentaje a aplicar 
sobre el capital pendiente. 

En el caso del método de amortización francés: 

T= C1 •(l+h) 

CUADRO 4.3. Cálculo del capital pendiente al.final de un periodo detenninado 

TIPO DE PRÉSTAMO CAPITAL PENDIENTE (Ck) 

Préstamo con términos C"=a•a-;;=¡-¡, 
amortizativos y tipo de interés 

constantes 

Préstamo con términos 
amortizativos variables en 

( 
d ) d•(n-k) 

progresión aritmética y tipo de ck CI ªHa +-¡+d•(n-k) •a-;;::ri,- ; 

interés constante 

Préstamo con términos 

e, ~a .. , r~;{] amortizativos variables en 
progresión geométrica y tipo de 

interés constante 

Préstamo con cuotas de e e =(n-k)•M=(n-k)•-9.. 
amortización y tipo de interés • n 

constantes 

Todos los préstamos C.,=C0 -mk 

·, 
: 
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~JERCICIO 4.6. 

,. 

Daros: 

• Nominal del préstamo = C0 = 90.000 euros (préstamo formalizado con 

• 
• 
• 
• 
• 

anterioridad a la entrada en vigor de la Ley 41/2007) 

Tipo de interés nominal= 4,5% 

Duración de la operación = 15 años 

Términos amortizativos mensuales constantes . 

Cancelación total a los diez años. 

Comisión por cancelación anticipada= 0,25% sobre el capital pendiente . 

Cuestión: 

¿Qué cantidad tendrá que pagar el prestatario al prestamista para cancelar la 
operación? 

Solución: 

Se calculan los términos amortizativos mensuales constantes utilizando el tipo 
'de interés efectivo mensual: • 

• = 102) = 0,045 = o 00375 
'12 12 12 , 

90.000 = a -~ 0,00375 => a = 688, 49 € 

Se calcula el capital pendiente a los diez años (120 meses): 

C120 = 688,49·a 180_12010,00375 = 688,49 • ~ 0•00875 = 36.930,18 € 

Por último se obtiene la cantidad a pagar por el prestatario al prestamista en 
el momento de la cancelación: 

T = C120 • (1 + h) = 36.930,18 • (1 + 0,0025) = 40.030,01 € 

3.2. CANCELACIÓN ANTICIPADA PARCIAL 

El esquema de un préstamo hipotecario con cancelación parcial se puede observar 
en la figura siguiente: 

FIGURA 4.17. Cancelación anticipada parcial de un préstamo 

o 2 • • • • • • • • • k k+l 

E (l+i)·' 1 

- (l+i)·2 

8n 
1 

••••••• n 
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donde: 

R Cantidad a reembolsar por el prestatario al prestamista en el momento de la 
cancelación parcial. 

c. : Capital pendiente transcurridos k periodos. 

g. Comisión por cancelación anticipada, expresado como porcentaje a aplicar 
sobre el capital cancelado parcialmente. 

Las opciones más frecuentes que se pueden presentar son las siguientes: 

1) Se entrega la cantidad correspondiente en el momento de la cancelación par­
cial y se mantiene el plazo de la operación con la consiguiente reducción de los 
términos amortizativos que deben ser satisfechos a partir de dicho momento. 

2) Entregada la cantidad a cuenta en el momento de la cancelación parcial, se 
mantienen los términos amortizativos acortando, como consecuencia, el plazo 
de la operación. 

3) Se suspende el pago de los términos amortizativos durante un determinado 
número de periodos de acuerdo con el importe de la cantidad que se ha apor­
tado para la cancelación parcial. A partir de estos periodos sin pago se satisfa­
cen el resto de los términos amortizativos previstos. Esta es la opción menos 
frecuente de las tres. 

En el caso del método de amortización francés: 

1) Cálculo de los nuevos términos amortizativos manteniéndose el plazo de la 
operación: 

C -R•(l-g) 
e - R • (I - g) = a . ~ . ⇒ a = b 

k x •• n-k ¡1 • 
°ñ=í], 

donde: 

ª": Nuevos términos amortizativos a partir del periodo k. 

ª" <a 
a: Término amortizativo inicial. 

n: Duración de la operación. 

C": Capital pendiente al final del periodo k. 

R Cantidad entregada en el momento de la cancelación parcial. 

g. Comisión por cancelación anticipada (porcentaje sobre la cantidad 
entregada en el momento de la cancelación parcial R). 

2) Cálculo del nuevo plazo restante de la operación manteniéndose los términos 
amortizativos: 

donde: 

x: Nuevo plazo restante de la operación desde el momento de la cancelación 
parcial o final del periodo k. 

x< n-k 

n: Duración de la operación. 

Ck: Capital pendiente al final del periodo k. 

i 
.. .i<> 
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R:. Cantidad entregada en el momento de la cancelación parcial. 

g. Comisión por cancelación anticipada (porcentaje sobre la cantidad 
entregada en el momento de la cancelación parcial R). 

187 

3) Cálculo de los nuevos términos amortizativos manteniéndose el plazo de la 
operación después de la suspensión de los pagos de h periodos después de la 
cancelación parcial: 

ª" • a n-H 1 ¡ [ C1 - R • (1- g)] • (1 + i)11 

e,. - R • (1- g) = . h ⇒ a:tt = ---------
(1 + i) ªn-A-hll 

donde: 

ª" : Nuevos términos amortizativos a partir de h periodos sin pagos a partir del 
periodo k. 

n: Duración de la operación. 

e,.: Capital pendiente al final del peliodo k. 

R:. Cantidad entregada en el momento de la cancelación parcial. 

g. Comisión por cancelación anticipada (porcentaje sobre la cantidad 
entregada en el momento de la cancelación parcial R). 

EJERCICIO 4.7. 

Datos: 
• Nominal del préstamo= C0 = 90.000 euros (préstamo formalizado con 

anterioridad a la entrada en vigor de la Ley 41/2007) 

• Tipo de interés nominal= 4,5% 

• Duración de la operación = 15 años. 

• Términos amortizativos mensuales constantes. 

• Cancelación parcial de 6.000 euros a los diez años. 

• Comisión por cancelación anticipada= 1,5% sobre el capital pendiente. 

Cuestiones: 
1) Calcular los nuevos términos arnortizativos a partir de la cancelación si se 

mantiene el plazo de la operación inicial. 

2) Calcular el plazo restante de la operación si sigue pagando los términos . 
amortizativos iniciales. 

3) Calcular los nuevos términos amortizativos si suspende los pagos dos años 
después de la cancelación. 

Solución: 

1) Cálculo de los nuevos términos amortizativos a partir de la cancelación si 
se mantiene el plazo de la operación inicial. 

Se calculan los términos amortizativos mensuales constantes utilizando el tipo 

de interés efectivo mensual: 
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• = 1(12) = o, 045 = o 00375 
; 2 12 12 ' 

90.000 = a -~ 0,00375 =>a= 688, 49 € 

Se calcula el capital pendiente a los diez años (120 meses): 

½20 = 688,49· ª1so-120 lo,oos75 = 688,49.ª1so-12010,oos75 = 36.930,18 € 

Por último se obtiene la cuantía de los nuevos términos amortizativos a partir 

de la cancelación: 

Ci20 - -!l-. (1- g) = ª" • ~ 0,00S75 

36.930, 18 - 6.000 • (1- 0, 015) = ax • a¡¡,¡ o,oos75 

ª" =578,31€ <a=688,49€ 

2) Cálculo del plazo restante de la operación si sigue pagando los términos 
amortizativos iniciales. 

C120 - R • (I- g) = ª. ~o.oos15 

36.930,18-6.000. (1-0,0025) = 688,49. ~0.00375 

x=49 meses< n-k=60meses 

3) Cálculo de los nuevos términos amortizativos si suspende los pagos dos 
años después de la cancelación. 

a . ~ C _ R • (I _ ) = " • n-k-4 10,00!175 
120 g (I+ it 

a •a a •llr=:-. 
36.93O,18-6.00O·(1-O 0025)= " 180-120-24IO,OO!l75 = ;e 56¡0.00375 

' (1 + 0,00375)24 (1 + 0,00375)24 

ª" = 1.007,04€ 

3.3. RÉGIMEN DE COMPENSACIÓN POR AMORTIZACIÓN ANTICIPADA 
(ARTS. 7, 8 Y 9 DE LA LEY 41/2007) 

La Ley 41/2007, de 7 de diciembre, por la que se modifica la Ley 2/1981, de 25 de marzo, de 
Regulación del Mercado Hipotecario y otras normas del sistema hipotecario y financiero, de regu­
lación de las hipotecas inversas y el seguro de dependencia y por la que se establece deúmninada 
norma tributaria, regula el régimen de compensación por amortización anticipada 
(~rts. 7 a~, ambos inclusive), q~e sustituye al anterior de comisión para los préstamos 
h~po~ecanos concertad_?s a parar de la entrada en vigor de esta Ley, de modo que en 
nmgun contrato podra cobrarse por ambos conceptos. En primer lugar, cambia la 
denominaci~n de la comisión por amortización anticipada por la de compensación 
~ .. ser esta mas ~co~~e con_ s~ naturaleza. En segundo lugar, se divide esta compensa­
c10~ I?ºr amort1zac1on antlc1pada entre la compensación que se hace a la entidad por 
des1sur de un contrato y generarle una pérdida por los costes de origen del préstamo, 
y la compensación por el riesgo de tipo de interés de la entidad cuando se amortiza 
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anticipadamente en coyunturas de bajadas en los tipos de interés. Se introducen dos 
elementos para que esta segunda compensación guarde relación con la pérdida eco­
nómica real para la entidad. El primero es el establecimiento de una base de cálculo 
que refleje de manera más precisa la exposición al riesgo de la entidad. El segundo es 
la prohibición del cobro de la compensación en aquellos casos en que la amortización 
genera una ganancia de capital para la entidad prestataria, no teniendo por tanto una 
motivación económica. 

En las cancelaciones subrogatorias y no subrogatorias, totales o parciales, que se 
produzcan en los créditos o préstamos hipotecarios3, la cantidad a percibir por la 
entidad acreedora en concepto de compensación por desistimiento no podrá ser 
superior: 

a) al 0,5 por ciento del capital amortizado anticipadamente cuando la amorti­
zación anticipada se produzca dentro de los cinco primeros años de vida del 
crédito o préstamo, o 

b) al 0,25 por ciento del capital amortizado anticipadamente cuando la amor­
tización anticipada se produzca en un momento posterior al indicado en el 
número anterior. 

Si se hubiese pactado una compensación por desistimiento igual o inferior a la 
indicada en el apartado anterior, la compensación a percibir por la entidad acreedora 
será la pactada. 

3.4. REEMBOLSO ANTICIPADO (ART. 23 DE LA LEY 5/2019) 

La Ley 5/2019, de 15 de marzo, reguladora de los contratos de crédito inmobiliario establece, 
como novedad, el derecho del prestatario a reembolsar, con carácter general, todo o 
parte del _préstamo sin tener que soportar comisiones o compensaciones para el pres­
tamista. Unicamente se satisfará al prestamista la pérdida financiera de éste cuando el 
reembolso se produzca en los primeros años de vigencia del contrato (difieren entre 
los contratos a tipo variable y los contratos a tipo fijo), y siempre que esa pérdida no 
supere aplicando unos porcentajes máximos previstos legalmente (art. 23). 

En los contratos de préstamo a tipo de interés variable, o en aquellos tramos varia­
bles de cualquier otro préstamo, las partes podrán establecer contractualmente una 
compensación o comisión a favor del prestamista para alguno de los dos siguientes 
supuestos que serán excluyentes entre sí: a) en caso de reembolso o amortización 
anticipada total o parcial del préstamo durante los 5 primeros años de vigencia del 
contrato de préstamo, se podrá establecer una compensación o comisión a favor del 
prestamista que no podrá exceder del importe de la pérdida financiera que pudiera 
sufrir el prestamista, con el límite del 0,15 por ciento del capital reembolsado anti­
cipadamente; o b) en caso de reembolso o amortización anticipada total o parcial 

(3) Según el art. 7 de la Ley 41/2007 esta compensación por desistimiento será de apli­
cación a los contratos de crédito o préstamo hipotecario formalizados con posterioridad a la 
entrada en vigor de esta Ley y aunque no conste en los mismos la posibilidad de amortización 
anticipada, cuando concurra alguna de las siguientes circunstancias: a) que se trate de un prés­
tamo o crédito hipotecario y la hipoteca recaiga sobre una vivienda y el prestatario sea persona 
fisica, b) que el prestatario sea persona jurídica y tribute por el régimen fiscal de empresas de 
reducida dimensión en el Impuesto sobre Sociedades, c) en dichos contratos de crédito o prés­
tamo hipotecario no podrá cobrarse comisión por amortización anticipada total o parcial. En 
cualquier caso, la entidad estará obligada a expedir la documentación bancaria que acredite el 
pago del préstamo sin cobrar ninguna comisión por ello. 
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del préstamo durante los 3 primeros años de vigencia del contrato de préstamo, se 
podrá establecer una compensación o comisión a favor del prestamista que no podrá 
exceder del importe de la pérdida financiera que pudiera sufrir el prestamista, con el 
límite del 0,25 por ciento del capital reembolsado anticipadamente (art. 23). 

En caso de novación del tipo de interés aplicable o de subrogación de un tercero 
en los derechos del acreedor, siempre que en ambos casos suponga la aplicación 
durante el resto de vigencia del contrato de un tipo de interés fijo en sustitución de 
otro variable, la compensación o comisión por reembolso o amortización anticipada 
no podrá superar la pérdida financiera que pudiera sufrir el prestamista, con el límite 
del 0,15 por ciento del capital reembolsado anticipadamente, durante los 3 prime­
ros años de vigencia del contrato de préstamo. Transcurridos los 3 primeros años de 
vigencia del contrato de préstamo el prestamista no podrá exigir compensación o 
comisión alguna en caso de novación del tipo de interés aplicable o de subrogación 
de acreedor en los que se pacte la aplicación, en adelante y para el resto de la vida del 
préstamo, de un tipo de interés fijo (art. 23). 

En los contratos de préstamo a tipo de interés fijo o en aquellos tramos fijos de 
cualquier otro préstamo, podrá establecerse contractualmente una compensación o 
comisión a favor del prestamista que tendrá los siguientes límites: a) en caso de reem­
bolso o amortización anticipada total o parcial del préstamo durante los 1 O primeros 
años de vigencia del contrato de préstamo o desde el día que resulta aplicable el tipo 
fijo, se podrá establecer una compensación o comisión a favor del prestamista que no 
podrá exceder del importe de la pérdida financiera que pudiera sufrir el prestamista, 
con el límite del 2 por ciento del capital reembolsado anticipadamente; y b) en caso 
de reembolso o amortización anticipada total o parcial del préstamo desde el fin del 
período señalado en la letra a) hasta el final de la vida del préstamo, se podrá estable­
cer una compensación o comisión a favor del prestamista que no podrá exceder del 
importe de la pérdida financiera que pudiera sufrir el prestamista, de conformidad 
con la forma de cálculo prevista en el apartado siguiente, con el límite del 1,5 por 
ciento del capital reembolsado anticipadamente (art. 23). 

La pérdida financiera sufrida por el prestamista se calculará, proporcionalmente 
al capital reembolsado, por diferencia negativa entre el capital pendiente en el 
momento del reembolso anticipado y el valor presente de mercado del préstamo. El 
valor presente de mercado del préstamo se calculará como la suma del valor actual de 
las cuotas pendientes de pago hasta la siguiente revisión del tipo de interés y del valor 
actual del capital pendiente que quedaría en el momento de la revisión de no produ­
cirse la cancelación anticipada. El tipo de interés de actualización será el de mercado 
aplicable al plazo restante hasta la siguiente revisión. 

El valor de mercado se calculará, considerando como tipos de interés de referen­
cia, los tipos Interest Rate Swap (IRS) a los plazos de 2, 3, 4, 5, 7, 10, 15, 20 y 30 años que 
publicará el Banco de España y a los que se añadirá un diferencial. Este diferencial se 
fijará como la diferencia existente, en el momento de contratación de la operación, 
entre el tipo de interés de la operación y el IRS al plazo que más se aproxime, en ese 
momento, hasta la siguiente fecha de revisión del tipo de interés o hasta la fecha de 
su vencimiento1. 

(4) Véase, al respecto, el art. 2.10 de la Orden ECE/482/2019, de 26 de abri~ por la que se 
modifican la Orden EHA/ 1718/201 O, de 11 de junio, de regulación y control de la publicidad de los ser­
vicios y frroductos bancarios, y la Orden EHA/2899/2011, de 28 de octubre, de transparencia y frrotección 
del clümte de servicios bancarios. 

TEMA 4. OPERACIONES FINANCIERAS DE AMORTIZACIÓN DE CAPITAL ... 

EJERCICIO 4.8. 

Datos: 
• Nominal del préstamo = C0 = 300.000 euros 

• Tipo de interés nominal = 2,4% 

• Duración de la operación = 30 años. 

• Términos amortizativos mensuales constantes. 

• IRS a 30 años= 1 % (en el momento de la contratación) 

• IRS a 10 años= 0,75% (en el momento de la amortización total) 

Cuestión: 

191 

Calcular la pérdida financiera y la compensación por riesgo de tipo de interés 
a abonar por el prestatario al prestamista en los dos casos siguientes: 

a) si amortiza anticipadamente el préstamo transcurridos 22 años. 

b) si amortiza anticipadamente 100.000 euros transcurridos 22 años. 

Solución: 

a) Cálculo de la pérdida financiera y de la compensación por riesgo de tipo 
de interés si se cancela totalmente el préstamo transcurridos 22 años. 

Se calculan los términos amortizativos mensuales constantes a partir de equiva-
, lencia financiera en el origen con el tipo de interés efectivo mensual: 

. = lc12> = o, 024 = 0 0020 '12 12 12 , 

n = 30 años = 360 meses 

300.000 =a• ~ 0•0020 ⇒ a= 1.169,82 € 

Se calcula el capital pendiente transcurridos 22 años (264 meses): 

C264 = 1.169,82 • a soo-2&1 lo,oo20 = 1.169,82 • ti-ooio,oo20 = 102.087,19 € 

Se calcula el tipo de interés de mercado para calcular el valor de mercado 
transcurridos 264 meses: 

Diferencial = Tipo del préstamo - IRS (momento de la contratación) = 

= 0,024-0,01 = 0,014 

Tipo de interés de mercado = IRS (momento de la amortización} + 

+Diferencial= 0,0075 + 0,014 = 0,0215 (tipo nominal) 

Tipo de interés de mercado (tipo efectivo mensual)= 0,
0225 

= 0,0019 
· 12 . 

Se calcula el valor de mercado transcurridos 294 meses: 

'\'264 = 1.169,82·a 360_26410•0019 = 1.169,82 • ~ 0•0019 = 102.567,24 € 

Se calcula la pérdida financiera para el prestamista: 

Pérdida =C264 - '\'264 = 102.087,19-102.567,24 = -480,05 E 
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Se calcula la compensación por riesgo de tipo de interés a abonar por el pres­
tatario al prestamista: 

Límite a abonar= 0,015 • 102.087,19 = 1.531,31 € (el porcentaje a aplicar para 
calcular el límite es el 1,5% de la cantidad amortizada anticipadamente ya que 
la amortización anticipada es al final del año 22, es decir, posterior al año 10). 

Compensación por riesgo de tipo de interés= 480,05 €porno superar el límite. 

b) Cálculo· de la pérdida financiera y de la compensación por riesgo de tipo 
de interés si se cancela parcialmente el préstamo transcurridos 22 años. 

Se calculan los términos amortizativos mensuales constantes a partir de equiva-
lencia financiera en el origen con el tipo de interés efectivo mensual: 

. = lc12> = o, 024 ~ 0 0020 
~ 2 12 12 , 
n = 30 años = 360 meses 

300.000 =a• ~o,00'10 => a = 1.169, 82 .€ 

Se calcula el capital pendiente transcurridos 22 años (264 meses): 

c264=l.169,82·asoo-26410.0020 = 1.169,82·~0.0020 = 102.087,19€ 

Se calcula el tipo de interés de mercado para calcular el valor de mercado 
transcurridos 264 meses: 

Diferencial= Tipo del prést:amo-IRS (momento de la contratación)= 

= 0,024-0,01 = 0,014 

Tipo de interés de mercado = IRS (momento de la amortización) + 

+Diferencial= 0,0075 + 0,014 = 0,0215 (tipo nominal) 

Tipo de interés de mercado (tipo efectivo mensual)= 0,0225 = 0,0019 
12 

Se calcula el valor de mercado transcurridos 294 meses: 

v264 == 1.169,82. a 800-264 !0,0019 = 1.169,82. ~0,0019 = 102.567,24 € 

Se calcula la pérdida financiera para el prestamista: 

l&dida =C264 - i,;64 = 102.087,19 -102.567,24 = -480,05 € 

Se calcula el porcentaje que representa la cuantía amortizada anticipadamente 
sobre el capital pendiente antes de la cancelación parcial: 

lOO.OOO = O 9796 = 97 95ot 
102.087,19 ' , 

70 

Se calcula la pérdida financiera proporcional para el prestamista: 

Pérdida proporcional = O, 9796 >0480, 05 = 4 70, 26 € 

Límite a abonar= 0,015 • 100.000 = 15.000 € (el porcentaje a aplicar para 
calcular el límite es el 1,5% de la cantidad amortizada anticipadamente ya que 
la amortización anticipada es al final del año 22, es decir, posterior al año 1 O). 

Compensación por riesgo de tipo de interés= 4 70,26 €porno superar el límite. 
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EJERCICIO 4.9. 

Datos: 

• Nominal del préstamo mixto = C0 = 300.000 euros 

• Duración de la operación = 30 años. 

• Tipo de interés nominal= 2,4% (los 10 primeros años) 

• Tipo de interés nominal= EURIBOR + 0,50% (los años restantes) 

• Términos amortizativos mensuales constantes. 

• IRS a 30 años= 1 % (en el momento de la contratación) 

• IRS a 2 años = 0,25% ( en el momento de la amortización total) 

Cuestión: 
Calcular la pérdida financiera y la compensación por riesgo de tipo de interés 

a abonar por el prestatario al prestamista si amortiza anticipadamente el prés­
tamo transcurridos 8 años. 

Solución: 

Se calculan los términos amortizativos mensuales constantes a partir de la 
equivalencia financiera en el origen con el tipo de interés efectivo mensual de 
los 10 primeros años del préstamos: 

• = 102) = o, 024 = o 0020 
'12 12 12 ' 
n = 30 años = 360 meses 

300.000 = a-~0.0020 =>a= 1.169,82 € 

Se calcula el capital pendiente transcurridos ,8 años (96 meses): 

C96 = 1.169,82·a 360_9610,0020 = 1.169,82 ·~0.0020 = 239.757,87 € 

Se calcula el tipo de interés de mercado para calcular el· valor de mercado 
transcurridos 96 meses: 

Diferencial= Tipo del prés~o-IRS (momento de la contratación)= 

= 0,024 - 0,01 = 0,014 
Tipo de interés de mercado= IRS (momento de la amortización) +Diferencial= 

= 0,0025 + 0,014 = 0,0165 (tipo nominal) 

Tipo de interés de mercado (tipo efectivo mensual)= 0,~!
65 

·= 0,0014 

Se calcula el valor de mercado transcurridos 96 meses como la suma del capital 
. pendiente de amortizar de la parte fija y el valor actualizado del capital pendiente 
de amortizar al final de la parte fija en el caso de no producirse la amortización 
anticipada: 

C120 = 1.169,82 • a 360_120 lo,oorn = 1.169,82 • ~ 0.0019 = 225.290,02 € 
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V. =l.169 82· + 225.290,02 
96 , ª120-0010.0014 (1+0,0014)120-96 

225.290,02 
= 1.169,82 • ~0,0014 + (1 + 0,0014)24 = 245.441,41 € 

Se calcula la pérdida financiera para el prestamista: 

Pérdida= C96 - V96 = 239.757,87 - 245.441,41 = -5.683,54€ 

Se· calcula la compensación por riesgo de tipo de interés a abonar por el pres­
tatario al prestamista: 

Límite a abonar= 0,02 • 239.757,87 = 4.795,15 € (el porcentaje a aplicar para 
calcular el límite es el 2% de la cantidad amortizada anticipadamente ya que la 
amortización anticipada es al final del año 8, es decir, anterior al año 10). 

c;::ompensacióµ por riesgo de tipo de interés= 4.795,15 € ya que se aplica el 
límite porque la pérdida financiera es mayor. 

4. COSTE, RENTABillDAD Y T. A. E 

Para hallar el coste efectivo o real, la rentabilidad efectiva o real y la T. A. E. de una 
operación financiera es necesario utilizar las características comerciales que alteran 
la prestación o la contraprestación de cualquiera de las partes que intervienen en la 
operación. 

En un préstamo se pueden pactar, por un lado, características comerciales unilaterales 
que consituyen todos aquellos pagos o cobros que afectan únicamente a una de las 
partes que interviene en la operación. Cabe citar, entre otros: los gastos de tasación, 
los honorarios registrables y notariales, los gastos de gestoría y los impuestos. 

Y, por otro lado, características comerciales bilaterales constituidas por todos aquellos 
pagos que afectan a ambas partes. Cabe citar, entre otros: la comisión de apertura, la 
comisión por cancelación anticipada y otros gastos bancarios. 

4.1. COSTE EFECTIVO O REAL PARA EL PRESTATARIO 

Se define el coste efectivo o real para el prestatario como aquella tasa porcentual 
anual pagadera a término vencido equivalente que iguala en cualquier fecha los efec­
tivos recibidos y entregados por el prestatario a lo largo de la operación. 

Por tanto, se define el coste efectivo o real para el prestatario, i
1
,, como la tasa anual 

porcentual equivalente pagadera a término vencido, que iguala la prestación real del 
prestatario (lo que recibe realmente) con la contraprestación real del prestatario (lo 
que entrega realmente), teniendo en cuenta todas las características comerciales que 
afectan al prestatario en relación con la operación, tanto las unilaterales como las 
bilaterales, es decir: 

0 Prestación real del prestatario: (C0 -e~,0) 

° Contraprestación real del prestatario: 

[(a1 + gi,l),(f½ + g2 ,2), ... ,(an + gn + e/ ,n)] 
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donde: 

C0 : Cuantía o principal del préstamo. 

e;, : Gastos iniciales a cargo del prestatario. 

ª1c: Término amortizativo del periodo k (k = 1, 2, ... , n). 

g1c: Gastos periódicos a cargo del prestatario en el periodo k (k;:;: 1, 2, ... , n). 

e;: Gastos en el momento de la cancelación a cargo del prestatario. 

Por tanto: 

C -e' = ll¡ + gl + ll.z + g2 + ... + ªn + gn + et 
0 

P I + i1c (1 + ik )2 (1 + i,y·k 

ip = (1 + ik / - 1 
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donde k es el número de veces que el año contiene al periodo elegido (meses, 
semestres, etc.). 

En el método de amortización francés y suponiendo gastos periódicos constantes g: 

et 
C - G; = (a+ g) • a + P 

o p n-k"] ,. (I + i1c )"·k 

i,, = (1 + i,, )1' -1 

FIGURA 4.18. Coste efectivo o real para el prestatario. 
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4.2. RENTABILIDAD EFECTIVA O REAL PARA EL PRESTAMISTA 

Se define la rentabilidad efectiva o real para el prestamista como aquella tasa por­
centual anual pagadera a término vencido equivalente que iguala en cualquier fecha 
los efectivos recibidos y enu·egados por el prestamista a lo largo de la operación. 

Por tanto, se define la rentabilidad efecti1.,a o real para el prestamista, i
0

, como la tasa 
anual porcentual equivalente pagadera a término vencido, que iguala la prestación 
real del prestamista (lo que entrega realmente) con la contraprestación real del pres­
tamista (lo que recibe realmente), teniendo en cuenta todas las características comer­
ciales que afectan al prestamista en relación con la operación, tanto las unilaterales 
como las bilaterales, es decir: 
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• Prestación real del prestamista: (C0 + e: ,O) 

• Contraprestación real del prestamista: 

[(a¡ -g¡,l),((½ - g 2 ,2), ... ,(an - gn -Gf ,n)] 

donde: 

C0 : Cuantía o principal del préstamo. 

G! : Gastos iniciales a cargo del prestamista. 

ak: Término amortizativo del periodo k (k = I, 2, ... , n). 

gk: Gastos periódicos a cargo del prestamista en el periodo k (k = 1, 2, ... , n). 

Gf : Gastos en el momento de la cancelación a cargo del prestamista. 

Por tanto: 

e +G; = ll¡ -gl + (½-g2 + + ª" -gn -G! 
O a } + Í1¡ (1 + i,)2 •• • (1 + Í1¡ )"°k 

i0 =-(1+ i,,}"-1 
donde k es el número de veces que el año contiene al periodo elegido (meses, 

semestres, etc.) . 

En el método de amortización francés y suponiendo gastos periódicos constantes g-. 

C +G; =(a- )· - Gf 
O a g ll-;;:¡-¡;• (1 + Í1¡ )"'k 

Ía = (1 + Ík >11 - 1 

FIGURA 4.19. Rentabilidad efectiva o real para el prestamista 
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4.3. T. A. E. O TASA ANUAL EQUIVALENTE 

Se define .. las _tasa anu~ equi~alente (TAE) como aquella tasa porcentual anual 
pagadera a termmo vencido eqmvalente, que expresa la equivalencia anual entre la 
suma de los valores actualizados de las disposiciones de crédito y la suma de los valores 
actualizados de los importes de los reembolsos y pagos de gastos5• 

( 5) Véase, al respecto, e 1 Anexo II de la Ley 5/2019, de 15 de marzo reguladora de ws contratos 
de crédito _inmobiliario. Según el art. 4 d~ esta Ley la TAE "es el coste t~tal del préstamo para el 
prestatano, expresado como porcentaje anual del importe total del préstamo concedido, más 
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La equivalencia financiera que permite obtener la TAE, según la normativa vigente 
se expresa como: 

m m• 

:I CA • (1 + TAEf'• = I, D, • (1 + TAEf'' 
A=l le1l 

donde: 

Ck: es el importe de la disposición número k. 

D; es el importe del reembolso o pago de gastos número l. 

k: es el número de orden de cada una de las disposiciones de fondos. 

l: es el número de orden de cada uno de los reembolsos o pagos. 

m: es el número de orden de la última disposición. 

m ': es el número de orden del último reembolso o pago de gastos. 

t,/ es el intervalo de tiempo, expresado en años y fracciones de año, entre la fecha 
de la primera operación de disposición de fondos y la fecha de cada una de las 
disposiciones siguientes. 

s; es el intervalo de tiempo, expresado en años y fracciones de año, entre la fecha 
de la primera disposición y la fecha de cada reembolso o pago. 

Sin embargo, la TAE no proporciona el coste efectivo o real para el prestatario ya 
que para su cálculo sólo se tienen en cuenta las características comerciales bilaterales 
que intervienen en la operación. 

Según la Ley 5/2019, para calcular la TAE de un préstamo hipotecario se tendrá en 
cuenta el tipo de interés nominal (TIN) de la operación y los gastos obligatorios que 
supongan un coste directo para el prestatario de la operación. Se pueden distinguir 
dos tipos de gastos obligatorios en un préstamos hipotecario: 

• Gastos de constitución de la hipoteca (comisión de apertura y gastos de tasa­
ción de la vivienda). El resto de gastos de constitución los asumirá la entidad 
financiera desde la Ley 5/2019 (gastos de gestoría, registro, notaríao, impuesto 
sobre transmisiones patrimoniales y actos jurídicos documentados y copia de 
escritura si la solicita). 

• Gastos periódicos ( cuotas de los productos vinculados como los seguros o los 
costes de mantenimiento de una cuenta bancaria que tal vez se deba abrir para 
domiciliar la nómina en la entidad financiera). 

Los gastos opcionales no se incluirían para el cálculo de la TAE. Por ejemplo: las 
~omi~iones por subrogación y/ o novación, las compensaciones por riesgo de tipo de 
mteres. 

Por tanto, se define la ta.sa anual equivalente (TAE) de un préstamo hipotecario 
como la tasa anual porcentual equivalente pagadera a término vencido, que iguala la 
prestación real del prestatario (lo que recibe realmente) con la contraprestación real 
del prestatario (lo que entrega realmente), teniendo en cuenta la normativa vigente. 
Por tanto, es la tasa anual equivalente que que iguala, en cualquier fecha, el valor 
actual de los efectivos entregados y recibidos a lo largo de la operación. 

• Prestación real del prestatario: (C0 -G;,o) 

los costes aparejados, si ha lugar, y que corresponde, sobre una base anual, al valor actual de 
todos los compromisos futuros o existentes, tales como disposiciones de fondos, reembolsos y 
gastos, convenidos por el prestamista y el prestatario". 
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• Contraprestación real del prestatario: [(a.+ gi,1),(f½ + g2 ,2), ... ,(a" + g" )] 

donde: 

C0 : Cuantía o principal del préstamo. 

e; : Gastos iniciales a cargo del prestatario ( comisión de apertura y gastos de 
tasación). 

ª": Término amortizativo del periodo k (k = 1, 2, ... , n). 

g1c: Gastos periódicos a cargo del prestatario en el periodo k (k = 1, 2, ... , n) (cuo­
tas de seguros obligatorios, etc.). 

Por tanto: 

C -Gi = il¡ + gl + f½ + g2 + ... + ª" + gn 
O p 1 + ik (1 + ik )2 (1 + ik )""" 

T.A.E. = (1 + ik )" - 1 

donde k hace referencia a la frecuencia de capitalización de los intereses dentro de 
un año (2 para frecuencia mensual, 4 para frecuencia trimestral, etc.). 

En el método de amortización francés y suponiendo gastos periódicos constantes g-. 

C0 - G~ =(a+ g) • fl-;.n,. 

T.A.E. = (1 + i,,)1' -1 

FIGURA 4.20. Tasa Anual Equivalente (T. A. E.) 

Prestación real 
del prestatario 

Contraprestación real 
del prestatario 

Para el caso de las operaciones a tipo de interés variable6: 

• la TAE Variable se calculará bajo el supuesto teórico de que el tipo de referen­
cia inicial permanece constante, durante toda la vida de la operación, en el 
último nivel conocido en el momento de celebración del contrato, y, si se pac­
tara un tipo de interés fijo para cierto período inicial, este se tendrá en cuenta 
en el cálculo, pero únicamente durante dicho período inicial. En estos casos, 
la tasa anual equivalente solo tendrá efectos informativos, y se hará seguir de 
la expresión "esta TAE Variable se ha calculado bajo la hipótesis de que los 

( 6) Véase, al respecto, la norma decimotercera de la Circular 5/2012, de 2 7 de junio, del Ban­
co de España, a entidades de cridito y proveedores de servicios de pago, sobre transparencia de los seroicios 
bancarios y responsabilidad en la concesión de préstamos. 
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índices de referencia no varían; por tanto, esta TAE Variable variará con las 
revisiones del tipo de interés". 

• Cuando se trate de una operación a tipo de interés variable en la que se esta­
blezcan límites a su variación, dichos límites deberán tenerse en cuenta para 
el cálculo de la tasa anual equivalente. 

• En las operaciones a tipo de interés variable, las modificaciones que experi­
menten los índices de referencia no se reflejarán en el coste efectivo rema­
nente hasta que no afecten al tipo nominal de la operación. La indicación del 
coste efectivo se acompañará de la expresión "variará con las revisiones del 
tipo de interés". 

En la Circular 5/2012, se indica que en los documentos de liquidación debe faci­
litarse periódicamente a los clientes el coste efectivo remanente (CER), que se calculará 
teniendo en cuenta exclusivamente el plazo pendiente hasta el vencimiento o amor­
tización y los conceptos de coste que resten por pagar si la operación sigue su curso 
normal. 

En la definición de la TAE debemos reflejar una serie de objeciones: 

• En la práctica, la TAE se puede identificar con el coste efectivo o real para el 
prestatario si se incluyesen para su cálculo todas las características comerciales 
que afectan al prestatario. En caso contrario, la TAE sería inferior al coste efec­
tivo o real para el prestatario. 

• Esta definición es correcta sólo bajo la hipótesis de reinversión de los térmi­
nos amortizativos a la TAE, ya que se utiliza la capitalización compuesta. Sin 
embargo, esto no se corresponde con la realidad ya que no se tiene en cuenta 
el comportamiento de los tipos de interés en el mercado. 

• La TAE no es significativa en los préstamos a tipo de interés variable ya que 
se presupone que el tipo de interés inicial permanece constante, lo cual no es 
cierto. 

• La TAE exige resolver una ecuación de grado n que, en el caso de prestación 
única y contraprestación múltiple, se puede resolver utilizando las funcio­
nes financieras de las calculadoras financieras y de las hojas de cálculo. Pero 
cuando la prestación es múltiple y el prestatario acuda a la refinanciación pue­
den aparecer inversiones no simples o con términos amortizativos de distintos 
signos, el cálculo es más complejo. Cabe recordar aquí que la TAE se asimila 
a la tasa interna de retomo (TIR) en la valoración y selección proyectos de 
inversión. 

• La TAE permite comparar y facilitar la selección entre diferentes présta­
mos ya que permite cuantificar las diferencias existentes en los mismos 
en los distintos componentes del coste, no solo del tipo de interés nomi­
nal de la operación 7• 

(7) Véase, al respecto: ~ 
SÁEZ MADRID,]. B. y GONZALEZ VllA, L. (1997), "Rentabilidad y coste efectivos desde 

las per~pectivas de los sujetos de una operación de préstamo" en ALEGRE, A., BIAYNA, A. y 
RODRIGUEZ, A. ( 1997), Matemática de las operaciones Financieras'97, Universidad de Barcelona, 
págs. 421-451. 
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EJERCICIO 4.10. 

Datos: 

• Nominal del préstamo = C0 = 300.000 euros. 

• Tipo de interés nominal = 2,4% 

• Duración de la operación = 20 años. 
• Términos amortizativos mensuales constantes. 

• Comisión de apertura = 0,5% sobre el nominal del préstamo. 

• Gastos de tasación = 350 euros. 

• Honorarios de notario y registro = 1.200 euros. 

• Gastos de gestoría = 300 euros. 
• Seguro vinculado al préstamo = 40 euros mensuales. 

• Impuesto _sobre transmisiones patrimoniales y actos jurídicos documenta­
dos = 4.500 euros. 

Cuestiones: 
1} Calcular el coste efectivo o real para el prestatario. 

2) Calcular la rentabilidad efectiva o real para el prestamista. 

3) Calcular la TAE. 

Solución: 

1) Cálculo del coste efectivo o real para el prestatario. 
Se calculan los términos amortizativos mensuales constantes utilizando el tipo 

de interés efectivo mensual: 

. = 1(12) = 0,024 = O 0020 
'12 12 12 ' 

300.000 =a· ~o.oos?5 =>a= 1.575,13 € 

• Prestación real para el prestatario (lo que recibe realmente): 

300.000 - O, 005 • 300.000 - 350 = 298.150 euros ( en el origen). 

• Contraprestación real para el prestatario (lo que entrega realmente): 

1.575,13 + 40 = 1.615,13 (todos los meses). 

Se igualan ambos conceptos y se obtiene el coste efectivo o real para el 
prestatario: 

298.150 = 1.615,13 • ~,., 

~2 = 0,00228408819 

i,, = (1 + o, 00228408819)12 -1 = o, 028 

2) Cálculo de la rentabilidad efectiva o real para el prestamista. 

Se calcula la prestación y contraprestación real para el prestamista teniendo 
en cuenta todas las características comerciales que le afectan: 
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• Prestación real para el prestamista (lo que entrega realmente): 

300.000 + 1.200 + 300 + 4.500 = 306.000 euros (en el origen). 
• Contraprestación real para el prestamista (lo que recibe realmente): 

1.575,13 + 40 = 1.615,13 (todos los meses). 

201 

Se igualan ambos conceptos y se obtiene la rentabilidad efectiva o real para el 
prestamista: 

306.000 = 1.615,13 • ~lit 

~2 = o, 0020776608 

i
0 
= (1 + 0,0020776608)12 -1 = 0,025 

• 3) Cálculo de la TAE. 
En este caso la TAE coincide con el coste efectivo o real para el prestatario. 



TEMA5 
ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERÉS 

SUMARIO: l. VALORACIÓN DE LOS ACTIVOS DE RENTA FIJA. 2. ESTRUCTURA TEM­
PORAL DE TIPOS DE INTERÉS. 3. EVOLUCIÓN DE LA ESTRUCTURA TEM­
PORAL DE TIPOS DE INTERÉS. 3.1. Evolución de la estructura temporal de tipos de 
interés en ambiente de certidumbre. 3.2. Teoría de las expectativas puras. 3.3. Teoria de la 
preferencia por la liquidez.. 3.4. Teoría de la segmentación de mercados. 3.5. Teoría del hábi­
tat preferido. 4. ESTIMACIÓN DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE 
INTERÉS. 4.1. Método reettrsivo o bootstrapping. 4.2. Métodos econométricos. 4.3. Modelos 
de equilibrio dinámico. 5. APLICACIONES DE 1A ESTRUCTURA TEMPORAL DE 
TIPOS DE INTERÉS. 

l. VALORACIÓN DE LOS ACTIVOS DE RENTA FIJA 

Las hipótesis que caracterizan un mercado perfecto, donde sólo se negocian bonos, 
son: 

1. No existen fricciones. 

• 
• 

• 

No hay costes de transacción ni impuestos . 

Los títulos son infinitamente divisibles, no hay limitación en las cantidades 
mínimas y máximas de títulos negociados. 

Se aceptan ventas en descubierto ya que es posible vender títulos que no 
se poseen, es decir, siempre se pueden asumir posiciones deudoras. 

• No existe riesgo de insolvencia. 

2. Competitividad. 

• Los agentes económicos son maximizadores del beneficio, es decir, en 
la elección de dos cuantías monetarias prefieren siempre la de cuantía 
mayor, a igualdad de condiciones. 

• Los agentes son precio-aceptan tes o price taker, es decir, no tienen la posibi­
lidad de influir en el precio de los títulos con su actividad. 

3. Ausencia de arbitraje, es decir, no se pueden obtener beneficios sin asumir 
riesgos. 

Dentro de la gran variedad de emisiones de títulos se analizan tres que resultan 
fundamentales para comprender, desde el punto de vista financiero, la valoración de 
los activos de renta fija: los bonos cupón cero y los bonos con cupón. 

a) Bonos cupón cero básicos 

Los bonos cupón cero básicos ( en adelante bonos básicos) son títulos que garan­
tizan al inversor el pago, por parte del emisor, de un euro en una fecha futura 
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establecida T. Para adquirir este derecho el inversor debe pagar en el momento actual 
un precio P(t, T) al emisor si t es también la fecha de emisión o al propietario del 
título si la emisión tiene lugar antes del instante t. 

FIGURA 5.1. Esquema de un bono cupón cero básico 

1- Pt(~n : 1 

El precio del bono básico P(t, T) es el valor actual de un euro descontado al tipo de 
interés sin riesgo de una inversión que tiene un plazo de vida T, donde t s; T. 

Si se considera t = O: 
1 . 

P(O,T)= T 
(l+ rT) 

donde: 

P(O,T): precio del bono básico. 

T: plazo hasta el vencimiento. 

rT: tipo de interés al contado correspondiente al plazo [O, T]. 

• Teorema de decrecimiento del precio del bono básico respecto al vencimiento: 

Se supone que en el momento t tenemos dos bonos básicos con vencimientos Ty 
T'respectivamente, donde t s; T s; T', y que la compraventa del título que vence en T 
sea también posible en el vencimiento T: 

Según este teorema, para evitar el arbitraje sin riesgo, se debe cumplir: 

P(t, T) > P(t, T'), t S T < T' 

b) Bonos cupón cero no básicos 

Los bonos cul?ón cero no básicos son títulos que garantizan al inversor el pago, 
por parte del emisor, de N euros en una fecha futura establecida T. Para adquirir este 
derecho el inversor debe pagar en el momento actual t un precio p(t, T) al emisor 
si tes también la fecha de emisión o al propietario del título si la emisión tiene lugar 
antes del instante t. 

FIGURA 5.2. Esquema de un bono cupón cero no básico 

1-p:~T) : 1 

La compra de un bono cupón cero se configura como una operación financiera de 
intercambio que, desde el punto de vista del inversor, puede ser formalizada como: 

• Prestación (lo que entrega): (-p(t, T), t) 

o Contraprestación (lo que recibe): (N,T) 

donde: 

p(t,T)>O 

N>O 

ts T 
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N: valor nominal, facial o de reembolso. 
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p(t, T) : valor o precio de emisión si la obligación es comprada directa­
mente al emisor, o precio de compra si la transacción se efectúa en el mercado 
secundario. 

T - t: Periodo hasta el vencimiento. 

El precio del bono no básico p(t, T) es el valor actual del valor nominal descontado 
al tipo de interés al contado correspondiente al periodo [O, T]. 

Si se considera t = O: 

N 
p(t,T) = (1 + rT )T 

donde: 

p(O,T): precio del bono no básico. 

T: plazo hasta el vencimiento. 

rT: tipo de interés al contado correspondiente al plazo [O, T]. 

• Teorema de independencia del importe: 

Si se tiene en cuenta la hipótesis de que los bonos cupón cero son perfecta­
mente divisibles es posible construir una cartera que contenga una cantidad N de 
tales títulos. 

El coste de adquisición de la cartera es: N • P(t, T) ya que el precio de cada bono 
básico es P(t, T) y además los agentes son price taker. 

Según este teorema, para evitar el arbitraje sin riesgo, se debe cumplir que: 

p(t, T) = N • P(t, T) 

donde: 
P(t, T) : Precio en el momento t del bono básico con vencimiento T. 

N: Valor nominal del bono cupón cero no básico. 

p(t, T) : Precio en el momento t del bono cupón cero no básico. 

Los bonos básicos constituyen una pieza clave en este teorema, más conocido 
como ecuación fundamental de valoración de activos .financieros, que se deriva de la 
condición de ausencia de arbitraje y refleja que "el precio actual de un bono 
debe ser igual al precio de la cartera réplica I de dicho bono construida con bonos 
básicos". 

( 1) Dos activos financieros o carteras de activos se replican cuando los recursos generados 
por ambas son, con certeza, los mismos en cualquier momento futuro. 
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EJERCICIO 5.1. 

Cuestión: 

Obtener la cartera réplica y su coste, a partir de bonos básicos, de un bono 
cupón cero de nominal 5.000 euros, plazo hasta el vencimiento 5 años y tipo de 
interés al contado del 2% correspondiente al periodo [O, 5]. 

P(0; 0,25) = 0,98 euros 

P(0, 1) = 0,93 euros 

P(0; 0,25; 1) = 0,948979592 euros 

Solución: 

La cartera ~éplica estará formada por 5.000 bonos básicos de vencimiento 5 

años. 

Coste de la cartera réplica: 

1 
Coste= 5.000 • P(0,5) = 5.000 • 5 = 4.528,65 euros 

(1 + 0,02) 

c) Bonos con cupón 

Los bonos con cupón son títulos que garantizan al inversor el pago, por parte del 
emisor, de cupones de interés periódicos y de N euros en una fecha futura establecida 
T. Para adquirir este derecho el inversor debe pagar en el momento actual t un precio 
Pal emisor si tes también la fecha de emisión o al propietario del título si la emisión 
tiene lugar antes del instante t. 

FIGURA 5.3. Esquema de un bono con cupón 
P e e ..................... c+N 

t =O 

donde: 

C = N • ic (valor del cupón). 

N : Valor nominal del bono. 

ic : Tipo de interés del cupón. 

? 

P. Precio del bono con cupón en el momento t. 

T 

Si en el instante t se consideran los bonos básicos que vencen en distintas fechas 
(1, 2, ... , T), por la perfecta divisibilidad de los bonos, es posible construir una cartera 
que contenga ak bonos básicos con vencimiento en tk. Si t = O, el precio en t de esta 
cartera se calcula como: 

TEl\-lA 5. ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERÉS 

7 c N 
P=L--+ T 

t=I (1 + 1j )' (1 + TT) 

donde: 

rT: tipo de interés al contado correspondiente al plazo [O, t]. 

• Teorema de la linealidad en el precio del bono con cupón: 

Para evitar arbitraje sin riesgo se debe cumplir: 
T 

p = LF,,. P(t,k) 
k=l 

donde: 

P: precio del bono con cupón. 

~: flujo del periodo k del bono con cupón. 

P(t, k): precio del bono básico correspondiente al periodo [t, k]. 
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El teorema de linealidad en el precio permite replicar un bono con cupón uniendo 
varios bonos básicos. En este caso, al bono con cupón se le denomina bono derivado o 
bono replicab/,e. 

EJERCICIO 5.2. 

Cuestión: 

' Obtener la cartera réplica y su coste a partir de bonos básicos, de un bono 
con cupón de nominal 5.000 euros, cupón anual de 50 euros y vencimiento 
5 años. Los tipos de interés al contado correspondientes a los periodos 

1 [0,1], [0,2], [0,3], [0,4] y [0,5J son: 0,10%, 0,15%, 0,25%, 1 %, 1,5% y 2%, 
_respectivamente. 

Soluci6n: 
La cartera réplica estará formada por: 

• 50 bonos básicos de vencimiento un año. 

• 50 bonos básicos de vencimiento dos años. 

• 50 bonos básicos de vencimiento tres años. 

• 50 bonos básicos de vencimiento cuatro años. 

• 5.050 bonos básicos de vencimiento cinco años. 

Coste de la cartera réplica: 

Coste= 50 • P(0,l) + 50 • P(0,2) + 50 • P(0,3) + 50 • P(0,4) + 5.050 • P(0,5) = 

= 50 • l + 50 • l + 50 · l + 50 · l + 
1 + 0,0010 (1 + 0,0015)2 (1 + 0,0025)8 (l+ 0,015)4 

1 
+5.050 • 5 = 4.770,48 euros 

(1 + 0,02) 
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Se distinguen los siguientes tipos de bonos con cupón: 

a) Bonos emitidos a la par: cuando el precio coincide con el nominal. 

b) Bonos emitidos sobre la par: cuando el precio es mayor que el nominal. 

c) Bonos emitidos bajo la par: cuando es precio es menor que el nominal. 

Modalidades de precios: 

• Precio limpio ( c/,ean price): es el precio ex-cupón, que no incorpora el cupón 
corrido. Los precios cotizados son precios ex-cupón. 

• Precio sucio (gross price): es el precio total del bono, que incluye el cupón 
corrido. 

Cupón corrido ( CC): 

Es la parte del precio de un bono correspondiente al interés devengado desde el 
pago del último cupón. 

CC = C. Nº de días transcurridos desde el pago del último cupón 
Nº de días entre el pago de cupones 

El precio total del bono (P) es la suma del precio ex-cupón y del cupón corrido: 

p = pa-a,p6n + ce 
Ambos precios se pueden expresar en porcentaje sobre el nominal o en euros. 

EJERCICIO 5.3. 

Cuestión: 

Calcular, el 20 de junio de 2022, el precio de la Obligación del Tesoro Público, 
que tiene las siguientes características, tal como se publica en el Boletín de Liqui­
dación del Mercado de Deuda Pública y Renta Fija Privada de ese día: 6% de tipo 
de interés del cupón anual, con fecha de vencimiento el 31 de enero de 2029, 
precio ex-cupón de 122,8009% y nominal 1.000 euros. 

~ OPF.rlAf.lOIIE;, OE Cot.1PflAVF.IIT A SIMPI.F. Al. CntH AIJO. OF.llDA OF.I E:;T Aílfl 

'SM.E /,//() PIJFtCi/,\SE m,WS,\CT/Ot::;. PUB! /C oror 

DacripelÓfl ckl •mor V~(t) 
&n:utlfytktlllla N"da~ Timo-(f) 

C6d ISIN 
1 

Emi11ión #Tradn Nominal 
ISINCod1t lstlUlt Homincl 

ESU00001111611 l08L TESOflOP\ÍBUCO· 6,00001/2029 7 31\314 

Solución: 

p = pa-cup6n + ce 

Pa-eu/J6n = 1,288009 • 1.000 = 1.288,009 euros 

C = 0,06 • 1~000 = 60 euros 

Precio (Ex • Cllpón) Antcnor 
Prla. fE• coupon) TIR Prrnoua 

Múlmo I Medio I Mínimo IRR Prcao 
1 

Ftthll 
Uinh Awraa, Low Prft Dalo 

1%2.8Qlt 1 12U009 I 121,T113 2.2490 121,7284 J 17·01)-22 

1' 
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FIGURA 5.4. Esquema de la Obligación del Tesoro Público 

365 días 

1 
140 días 225 días \ 

P=? 60 60 60 ............... 60 + 1.000 

31/1/21 20/6/22 31/1/22 31/1/23 ........... 31/1/29 

L__y--1 
ce 

140 
ce= 60 • - = 23,0137 euros= 23,0137% 

365 
P = 1.288,009 + 23,0137 = 1.311,0227 euros= 131,1023% 
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Por tanto, se trata de una Obligación del Tesoro Público emitida sobre. la par 
ya que su precio es mayor que el nominal (1.311,02 euros> 1.000 euros). 

EJERCICIO 5.4. 

Cuestión: 

Calcular, el 20 de junio de 2022, el precio de la Obligación del Tesoro Público, 
que tiene las siguientes características, tal como se publica en el Boletín de Liqui­
dación del Mercado de Deuda Pública y Renta Fija Privada de ese día: 2, 70% de 
tipo de interés del cupón anual, con fecha de vencimiento el 30 de octubre de 
2048, precio ex-cupón de 90,0011 % y nominal 1.000 euros. 

l!S0000012ASIT I BON TESORO PUBLICO· D,450 10/2022 
ESOOQOOIZB39 06L TESORO~BLIC0• 1,40004/2028 
l!SOOD0012847 06\.TESOflOPWLICO-2.70010/21MII 
ES0000012B62 BON TESORO PÚBLICO- 0.3IIO 07/2023 

Solución: 

P = Pa:-cup6n + ce 

Pex:-cvp6n = O, 900011 • 1. 000 = 900, O 11 euros 

C = o, 0270 ·1.000 = 27 euros 

ce= 27 • 
232 

= 17,1616 euros= 17,1616% 
365 

.P ~ 900,011+ 17,1616 = 917,1726 euros= 91, 7173% 

Por tanto, se trata de una Obligación del Tesoro Público emitida bajo la par ya 
que su precio es menor que el nominal (917,17 euros< 1.000 euros). 
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FIGURA 5.5. Esquema de la Obligación del Tesoro Público 
365 días 

l 
140 días 225 días \ 

P=? 60 60 60 ............... 60 + 1.000 

31/1/21 20/6/22 31/1/22 31/1/23 ........... 31/1/29 

L,--1 
ce 

Dentro de los bonos con cupón se encuentran también los bonos indexados o 
indiciados que son aquellos que están referenciados a algún índice (inflación, PIB, 
commodities, divisas, índices bursátiles, etc.). Normalmente se emiten por las adminis­
traciones públicas para cubrir riesgos derivados de situaciones de inestabilidad econó­
mica, pero también por gobiernos de economías estables que los utilizan como medio 
de financiación pública. Los bonos indexados más comunes son los referenciados a 
la inflación2, cuyas principales ventajas son: permiten diversificar el riesgo y ofrecen 
cobertura frente a la inflación. 

A continuación se muestran las características de los bonos indexados a la inflación 
europea: 

• Nominal 1.000 euros. 

• 

• 

Cupón real: porcentaje fijo del nominal, que se determina en la emisión y 
permanece fijo a lo largo de la vida del bono. 

Cupón pagadero, que se redondeará al céntimo más cercano y se calcula como: 

Cupón pagadero = Cupon real • Coeficiente de indexación 

La cifra resultante se redondeará al céntimo más cercano para determinar el 
importe a pagar del cupón. 

• Índice de referencia: Índice de Precios al Consumo Armonizado ex-tabaco 
(IPCA) para la zona euro, publicado mensualmente por Eurostat. 

• Índice de Referencia diario: se trata de un índice que mide la inflación día a 
día y se calcula por interpolación lineal atendiendo a la siguiente fórmula: 

► El índice de referencia aplicable al primer día de un mes m es el IPC del 
mes m-3. 

► El índice de referencia para los otros días del mes m se calcula por interpo­
lación lineal entre el IPC del mes m-3y el IPC del mes m-2, atendiendo a la 
siguiente fórmula: 

(2) La primera emisión fue en el Reino Unido en 1981 y en 2014 se produce la prime­
ra emisión de bonos soberanos indexados españoles (SPGBEI). Los más conocidos son los 
emitidos en Estados Unidos desde 1997 y que se denominan Inflation-Protected Securities (IPS) 
o Treasury lnflation-Protected Securities (TIPS), cuando son bonos del Tesoro americano los refe­
renciados a la inflación. 
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d-1 
IR.d,m = IPCm-8 + (IPCm-2 -IPC,,._s) • dd 
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donde: 

d: día del mes de la fecha de cálculo. 

dd: número de días del mes de la fecha de cálculo. 

• 

• 

Índice Base: índice de referencia en la fecha de inicio de devengo del primer 
cupón. Referencia a partir de la cual se calcula la inflación acumulada a lo 
largo de la vida del bono. 

Coeficiente de Indexación (CI), que se publican en la página web del Tesoro 
Público y se obtienen de la siguiente expresión: 

Índice de R.eferenciad rn 
CI = , ' 

d,m , Indice Base 

• Reglas de redondeo: los índices de referencia y los coeficientes de indexación 
se truncarán al sexto decimal y se redondearán al quinto decimal. 

• Indexación: el coeficiente de indexación correspondiente a la fecha de pago 
se aplicará a todos los flujos de caja del bono, tanto cupones como principal. 
Para el cálculo del cupón corrido también se aplicará el coeficiente de indexa­
ción correspondiente. 

• Amortización, que se calcula como: 

Amortización ::: Nominal· Coejiciente de indexación de la fecha de vencimiento 

En el caso de que el índice de referencia correspondiente a la fecha de ven­
cimiento fuera inferior al índice base, el importe de la amortización será igual al 
nominal. 

• Cupón corrido: 

CC indexado = Cupón corrido • Coejiciente de indexación 

• Revisiones del índice: las revisiones que puedan producirse en los IPCA tras 
su publicación inicial no afectarán al cupón anual, cupón corrido o principal 
calculados en base a dichos índices de referencia. 

• Índice Sustitutivo (IS): si el IPCA no ha sido publicado con una antelación 
mínima de quince días antes de la fecha de pago para un mes t deter­
minado, se empleará un índice sustitutivo, calculado según la siguiente 
fórmula: 

IS = IPC · IPC,-i 
, ,-1 lPC 

t-18 

Los pagos de cupón o principal efectuados en base al índice sustitutivo no podrán 
dar lugar a revisiones en los pagos que hubiesen sido previamente establecidos. 

• Cambio de base: en caso de producirse un cambio de base en el cálculo del 
IPCA, la transición entre los dos meses cuyos índices hayan sido calculados con 
diferentes bases se efectuará de modo que no se altere la evolución normal del 
coeficiente de indexación. 

• Base de cálculo: Actual/ Actual de la Asociación Internacional del Mercado de 
Capitales (ICMA). 
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EJERCICIO 5.5. 

Cuestión: 

Calcular, el 24 de junio de 2022, el precio y la TIR de una Obligación del Tesoro 
Público indexada a la inflación europea, que tiene las siguientes características, 
según el Boletín de Liquidación de Deuda Pública de Renta Fija y Privada: 

• Código ISIN: ES00000127C8 

• Tipo de interés del cupón: 1 % 
• Fecha de vencimiento: 30 de noviembre de 2030 

• Precio ex-cupón: 105,6227% 

Además, se <:Uspone de la siguiente información de Eurostat: 

• Índice de Precios al Consumo Armonizado (IPCA) de la zona Euro de 
marzo de 2022: 

• IPCA de la zona Euro de abril de 2022: 

• Índice base: 100,33319% 

Solución: 

Se calcula el índice de referencia correspondiente al 24 de junio de 2022 (des­
pués de truncado al 6.0 decimal y redondeado al 5.0 decimal): 

24-1 23 
JR,.4,6 = IPC3-s + (IPC5_~. - IP~s-s) • 30 = IPCmano + (IPCalníl - IPCmarw) • 

30 
= 

= 114, 12 + (114, 78 -114, 12) • 
23 = 114, 6260000000 = 114,626 
30 

Se calcula el coeficiente de indexación correspondiente al 24 de junio de 2022 
(después de truncado al 6.0 decimal y redondeado al 5.0 decimal): 

CI. - IR,.4,6 = 114, 626 1, 14245 
24

'
6 

- Índice Ba,se I 00, 33319 

Se calcula el cupón real: 

C = 1.000 • 0,10 = 10 euros 

Se calcula el cupón pagadero ( cupón real indexado): 

Cupón real, indexado = C • CI.1.4,6 = 10 • l, 14245 = 11, 42 euros 

Se calcula el cupón corrido: 

CC = Cu ón· Nºdías entre el 30/11/2021 y el 24 dejunio de 2022 = 
'P Nº días de devengo del cupón 

206 = (1.000·0,10)· 
365 

= 5,64 euros 

Se calcula el cupón corrido indexado: 

Cupón corrido indexado = CC • Cl24•6 = 5, 64 • l, 14245 = 6, 45 euros 

Se calcula el precio de la Obligación del Tesoro Público no indexada: 

Po11/igad6n (no indexada)= Pa-euJ16n + CC = 
= 1,056227 • l.000 + 5,64 = 1.061,87 euros 
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Se calcula el precio de la Obligación del Tesoro Público indexada: 

Po11/igad6n (indexada)= Pa-CU/J6ninda.ado + CCindt:cado = 
= 1.056,23 • 1,14245 + 11,42 = 1.213,13 euros 
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Se calcula la TIR de la Obligación del Tesoro Público indexada, igualando 
el precio con los flujos futuros (todos ellos indexados con el coeficiente de 
indexación): 

Fecha Fluios 
24/06/2022 -1.213,13 € 
30/11/2022 11,42€ 
30/11/2023 11,42€ 
30/11/2024 11,42€ 
30/11/2025 11,42€ 
30/11/2026 11,42 € 
30/11/2027 11,42€ 
30/11/2028 11,42 € 
30/11/2029 11,42€ 
30/11/2030 1.153,87 € 

TIR 0,3230% 

11, 42 11, 42 11, 42 11, 42 
1.213,13 = 159 + 159 + 159 + .... + 159 + 

-+1 -+2 -+7 
(1 + TJR)865 (1 + TIR)865 (1 + Tffl)865 (1 + Tffl)865 

+ I. l 53, ~z => TIR = O, 3230% 
-+8 

(1 + Tm) 865 

donde el último flujo resulta de sumar la amortización indexada y el último 
cupón indexado, siendo la amortización irtdexada: 

Amorti.zación indexadá = 1.000 • l,14245 = 1.142,45 euros 

Último flujo indexado= 1.142,45+ 11,42 = 1.153,87 euros 

Se calcula la TIR de la Obligación del Tesoro Público sin indexar y se puede 
comprobar que coincide con la de la Obligación indexada ya que ,este tipo de 
productos ofrecen cobertura ante el riesgo de inflación: 

-· • ·Fecha ' Flnios 
24/06/2022 -1.061,87 € 
30/llf2022 10~Ó0€ 
30/11/2023 10,00€ 
30/11/2024 10,00€ 
30/11/2025 10,00€ 
30/11/2026 10.00€ 
30/11/2027 10,00€ 
30/-11/2028 10,00€ 
30/11/2029 10,00€ 
30/11/2030 1.010.00€ 

_·_m o,3~3Wo 
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10 10 10 10 
1.061,87 = 159 + 159 + 159 + .... + 159 + 

(1 + TJR)Sfá (1 + TIR)¡¡¡,+
1 

(1 + Tfil)iii,+
2 

(1 + TJR)Sfa +
7 

1.010 + 159 ~ TlR = O, 3230% 
-+8 

(l+TIR)Sfa 

2. ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERÉS 

La estructura temporal de tipos de interés (ETII) es la relación entre los tipos de 
interés y los plazos hasta el vencimiento. Se puede representar la ETII al contado o 
a plazo si se utilizan los tipos de interés al contado o a plazo, respectivamente. Por 
~nto, si en el eje X de un gráfico se muestran los plazos hasta el vencimiento y en el 
eJe Y los tipos de interés al contado la ETII será al contado, mientras que si en el eje 
Y se muestran los tipos de interés a plazo la ETTI será a plazo. 

FIGURA 5.6. Formas simples de la EITI 

o t o t o 
ETTI creciente ETTI decreciente ETTiplana 

La EITI puede adoptar diversas formas, pero las más simples son las siguientes: 

a) ETII plana: cuando los tipos de interés a todos los plazos hasta el vencimiento 
son iguales. 

b) ETTI creciente (curva normal o positiva): cuando los tipos de interés a 
plazos más largos son mayores que los tipos de interés a plazos más cortos. 
Es la forma más lógica ya que hay más riesgo de invertir a largo plazo que a 
corto plazo. 

c) ETTI decreciente (curva invertida o negativa): cuando los tipos de interés a 
~or~o plazo son mayores que los tipos de interés a largo plazo, lo cual podría 
md1c~r que se_ apro~ima una recesión y los estados bajarán los tipos de interés 
para mtentar mcennvar la economía. Esta ETTI no es habitual. 

Sean dos operaciones financieras, una al contado y otra a plazo: 

FIGURA 5.7. Esquema de una operación al contado y a plazo 

P(O,t) P,, P(O,t1,t2) P,,2 

1 1 1 1 1 
o t o t¡ t2 

l 

' 
I 

r, Ít1.11 
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donde: 

P(0,t): precio, en el instante O, de un activo con plazo hasta el vencimiento t, 
donde t = 1, 2, .... , T. 

r,: tipo de interés al contado (spot rate) correspondiente al plazo [ O, t]. 

P(0,t
1
,t

2
): precio, en el instante t1, de un activo en una operación a plazo, cuyo 

plazo es t
2 

- t
1
, donde t2 - t1 = 1, 2, 3, .... T- l. 

J,
1
,"1: tipo de interés a plazo (Jorward rate) correspondiente al plazo [t1,t2]. 

La ETTI al contado relaciona los tipos de interés al contado con su plazo hasta el 
vencimiento, mientras que la curva de tipos de interés a plazo en un instante t rela­
ciona los tipos de interés a plazo con su plazo hasta el vencimiento desde ese insfante. 

Cabe resaltar que todos los datos reales utilizados para poder representar estas curvas 
deben proceder de activos con el mismo riesgo de crédito y por este motivo se suelen 
utilizar los tipos de los activos cupón cero de deuda pública. Como indica Mascareñas 
(2022), estas curvas de rendimientos cupón-cero pueden ser un sustituto o proxy de las 
EITI porque los tipos de interés sin riesgo utilizados proceden de títulos de deuda emi­
tidos por el Estado, pero sólo cuando el Estado controla la emisión de la moneda en la 
que se emiten dichos títulos de deuda. Así, por ejemplo, ninguno de los países miembros 
de la Eurozona controla la emisión del Euro, sino que lo hacen de forma conjunta y, en 
est~ caso, no todos tienen el mismo riesgo de insolvencia y habría que elegir a uno de los 
paises c?mo el más seguro para calcular el tipo de interés sin riesgo en la Eurozona o, 
altemattvamente, construir un ETII basada en todas las emisiones con la máxima califi­
cación (MA) de la zona Euro como realiza el Banco Central Europeo. 

EJERCICIO 5.6. 

Cuestión: 

Se dispone de la siguiente información sobre tínilos cupón cero, cuyo nominal 
es 1.000 euros y sin cupón corrido: . 

Aitos Precio (eurosf 
1 1.010,l'0l 
2 1.015.170 
3 1.015,151 
4 1.010,063 
s 995,015 
6 976,332 
7 932,718 
8 905,398 
9 890,256 
10 870,203 

Calcular los tipos de interés al contado y los tipos de interés a plazo después de 
un año considerando el régimen de capitalización compuesta. • . . 

Soluci6n: 

Se calculan los tipos al contado: 
1 

P. = 1.000 ⇒ r. = (1.000); -1 
' (1 + 1i )' ' P, ' 

t = 1,2, .... ,10 años 
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( 
1.000 ) 01_ 1i = --- -1=0,01=-170 

1.10,101 
1· 

( 
1.000 )2 r2 = 

7 
. -1 = -O, 0075 = -0, 75% 

1.015,1 O • 

( 
1000 )½ . 

12 = • 
7 

-1=-0,0075=-0,75% 
1.015,1 O 

1 

( 
1.000 )s ,; = --- -1 = -0, 0050 = -0, 50% 

1.015,151 

y así sucesivamente hasta calcular el tipo de interés al contado a 10 años. 

Se calculan los tipos de interés a plazo después de un año: 
1 

(
(1 + r. >" J t,-ti 

(1 + r,, )" = (1 + r,}1 
• J(t., t2 )"-" => f(t., '2) = " " -1 

(l+r,) 
. . 

donde: 

t¡ =1 año 

'2 -'l¡ =1,2,3, ... ,9 años. 

l -((l+r2)
2
)-l-((l-0,0075)

2
)-l- _ 

/( ,2)- (1+,¡) - (1-0,01) --0,0050--0,50% 

J J 

/(1 3) = ((1 + rs)sJ¡ -1 =((1-0,0050)2)¡ -1 = -O 0025 = -O 2501_ 
, (1 + 1j) (1- o, 01) ' ' 

70 

1 1 

/(1,4) = (<1 + r.. )4 Js -1 = (<1-0,0025)2 )s -1 = -o,oo = O% 
(l+ Ti) (1-0;01) 

y así sucesivamente. 

.Aflos Preéio ( euros) Tipo,~ Ell co~o (en%) Tipos a plazo(%) 

1 1.010.101 -1.00 -0,50 
2 1.015.170 -0.7S -0,25 
3 1.01S,1S 1 -0,S0 0,00 
4 1.010,063 -0,2S 0,38 
5 995.015 0.10 0,68 
6 976,332 - 0.40 1,34 
7 932.718 1,00 1.58 
8 90S.398 1,25 1,59 
9 890,256 1.30 1,67 
10 870,203 1,40 

Se presentan a continuación los gráficos de la ETTI al contado aproximadas 
por las ecuaciones de tendencia en Excel (tendencia polinómica de grado 6): 

2.00 

~ 
1.50 

~ 
o 1,00 -o 
c-:s 
e 
o 0,50 u 
~ 
'Jl º·ºº ·u ... 
C> 

.5 -0,50 o 
'"O 

::1) 

o -1.00 Q. 

i= 
-1.50 

2,00 

~ 1,50 
~ 
o 
N 
c-:s 1.00 o.. 
c-:s 
::1) 

•(1) 0.50 ... 
(!) 

.5 
o º·ºº '"O 
V'l o 
Q. 

i= -0.50 

-1.00 
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FIGURA 5.8. E1TI al contado 

ETTI al contado en t = O 

y = 0.0002x6 - 0,0068x5 + 0,0811 x4 - 0.46x3 + l ,307x.'.? - l .484x - 0,435 
R2 = 0,9984 

·•••• 

9 10 

Plazo hasta el vencimiento (años) 

FIGURA 5.9. E1TI a plazo 

ETTI a plazo en t = l 

y = 0,0004x 6 

- O.O l l 8x 5 + O, l 228x 4 

- 0,6 l 72x 3 + l ,5834x 2 

- l ,6904x + 0.1142 
R2 = 0,9975 

••···•••• 

4 5 6 7 8 9 10 

Plazo hasta el vencimiento desde el año 1 (at1os) 

217 

3. EVOLUCIÓN DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERÉS 

Existen varias teorías que explican la evolución de la ETTI, pero es necesa­
rio conocer previamente cómo sería la ETTI en un futuro en ambiente de 
certidumbre. 
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3.1. EVOLUCIÓN DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERÉS 
EN AMBIENTE DE CERTIDUMBRE 

Si existe certidumbre total respecto a los tipos de interés futuros y no existen costes 
de transacción, el tipo Jorward correspondiente a un plazo [ t

1 
,t..?] debería coincidir con 

el tipo de interés al contado futuro vigente en t1 para el plazo [O, t,.rt
1
]: 

Lutz (1940) desarrolla su teoría a partir de las siguientes hipótesis: 

• 

• 
• 

Los inversores conocen a priori los tipos de interés al contado a corto plazo 
que estarán vigentes en las fechas futuras. 

No existen costes de transacción. 

Los activos financieros con distintos vencimientos son perfectamente sustitu­
tivos, lo que permite a los inversores maximizar su beneficio invirtiendo indis­
tintamente en títulos a corto y largo plazo. 

Si los tipos de interés forward difiriesen de los tipos de interés futuros, se generarían 
oportunidades de especulación que podrían ser explotadas por los inversores neutra­
les al riesgo. Posibles estrategias: 

1) Inversión a largo plazo 

a) Invertir 1 euro a un plazo [O, t1 ] en bonos cupón cero con vencimiento t1 y 
reinvertir el producto de esta inversión a un plazo [O, t2 - t1] • 

b) Invertir 1 euro a un plazo [0,t2 ] en bonos cupón cero con vencimiento t
2

• 

(1 + 'i2 )'2 

1 
o 

Se podrían presentar los siguientes casos: 

► Si r,~,".! > f,
1 
.,, => V,

2 
> v,; , el inversor no estaría dispuesto a invertir en bonos 

cupón cero con vencimiento t2 mientras no aumente r,
2 

o disminuya r,
1 

• 

Por tanto, adoptaría la primera estrategia, es decir, invertiría 1 euro a un 
plazo [O, t1 ] en bonos cupón cero con vencimiento t

1 
y reinvertiría el pro­

ducto de esta inversión a un plazo [0,t2 - t1]. 
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► Si (,
2 

< J,
1
.,

2 
=> V,

2 
<V,~, el inversor no estaría dispuesto a invertir en bonos 

cupón cero con vencimiento t
1 

mientras no aumente r,
1 
o disminuya r,,. 

Por tanto, adoptaría la segunda estrategia, es decir, invertiría 1 euro a un 
plazo [0,t2] en bonos cupón cero con vencimiento t2• 

► Sólo en el caso en el que <.t.i = f,
1 
.,

2 
=> V,

2 
= V,~ se llegaría a una situación 

de equilibrio en el que el inversor podría adoptar cualquiera de las dos 
estrategias anteriores porque serían equivalentes. 

2) Inversión a corto plazo 

► Invertir 1 euro en bonos cupón cero con vencimiento a un plazo t2 y ven­
derlos cuando haya transcurrido el plazo t1_ 

v,I (l+ 'i2 )'2 

1 1 
o ti ti 

'i2 

► Invertir 1 euro en bonos cupón cero con vencimiento tr 

v,; 

1 

Se podrían presentar los siguientes casos: 

► Si r.,•, > f, , => V, > v,· , el inversor no estaría dispuesto a invertir en bonos 
1 • 2 1 • 2 1 1 

cupón cero con vencimiento t1 mientras no disminuya r" o aumente r,
1 

• 

Por tanto, adoptaría la primera estrategia, es decir, invertiría 1 euro en 
bonos cupón cero con vencimiento a un plazo t2 y los vendería cuando 
haya transcurrido el plazo t1_ 

► Si r.,•, < f, , => V, < v,· , el inversor no estaría dispuesto a invertir en bonos 
1• l! 1 • 2 1 1 

cupón cero con vencimiento t2 mientras no aumente rt.i o disminuya r,
1

• 

Por tanto, adoptaría la segunda estrategia, es decir, invertiría en bonos 
cupón cero con vencimiento tr 

► Sólo en el caso en el que <.,
2 
= J,

1
.,

2 
=> V,

1 
= v,; se llegaría a una situación 

de equilibrio en el que el inversor podría adoptar cualquiera de las dos 
estrategias anteriores porque serían equivalentes. 
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Según Lutz (1940), en ambiente de certidumbre, los tipos de interés al contado a 
largo plazo coinciden con la media geométrica de los tipos de interés futuros a corto 
plazo: 

(l+ rrf = (1 + ,¡)· (l+ Íi,2) • ... • (l+ Ír-1,r) 

(1 + rT f = (1 + 'i). (1 + 'i:2) •...• (1 + r;_l,T) 

(1 + rr) = '{J(l + ,¡) • (1 + ,¡:2) • ... • (1 + r;_1,r) 

En ambiente de certidumbre, la EITI puede adoptar las siguientes formas: 

• EITI creciente: si los tipos de interés futuros van aumentando los tipos al con­
tado aumentan con el plazo. 

• EITI decreciente: si los tipos de interés futuros van disminuyendo los tipos al 
contado disminuyen con el plazo. 

• EITI plana: si los tipos de interés futuros son iguales al tipo al contado a corto 
plazo. 

Se resumen a continuación las siguientes teorías explicativas de la evolución de la 
EIT!: la teoría de 1~ .. expectativas puras, la te?ría de la preferencia por la liquidez, la 
teona de segmentac1on de mercados y la teona del hábitat preferido. 

3.2. TEORÍA DE LAS EXPECTATIVAS PURAS 

Los fundamentos de_esta .. t~oría se encuentran en Fisher (1930), Hicks (1939) y 
Lutz (1940). Se asume 1mphc1tamente que los agentes económicos que intervienen 
en el mercado son neutrales al riesgo. 

Se basan en que las expectativas sobre los futuros tipos de interés al contado a corto 
plazo ti~nen una influencia determinante en los tipos de interés al contado a largo 
plazo existentes en un momento dado. 

Se han desarrollado diferentes versiones sobre las expectativas para desarrollar teo­
rías que expliquen la evolución de la EITI. 

Según la hipótesis de las expectativas puras (caso más simple) el valor fijado por 
el mercado para_ los tipos a plazo coincide exactamente con el valor que el mercado 
espera pa~a los u pos al ~ontado futuros, es decir, los tipos de interés fonvard son esti­
m~~ores msesgad~s de m~esgado de las expectativas del mercado ( esperanza mate­
mauca) sobre los tipos de mterés al contado futuros. 

/,. ,11 = E, [ <.ti ] 
donde: 

/,1,,2 : tipo de interés a plazo entre los instantes T¡ y i;. 

E, [r,~_12 ]: expectativa sobre el tipo de interés al contado que prevalecerá entre las 

fechas T¡ y 7;, tomada desde el momento actual inicial O. 

<.,2 : tipo de interés al contado futuro vigente entre las fechas T¡ y ¡;. 

Una EITI creciente sería debida a una expectativa alcista sobre los tipos de interés 
a corto plazo, una EITI decreciente indicaría una expectativa bajista sobre estos tipos 
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y una ETTI plana reflejaría que el mercado espera un mantenimiento de los tipos de 
interés en el futuro. 

3.3. TEORÍA DE LA PREFERENCIA POR LA LIQUIDEZ 

Empíricamente los títulos a largo plazo son más sensibles a la variación de la ETII 
que los títulos a corto plazo. 

Según la teoría propuesta por Hicks ( 1939): 

• 

• 

• 

los agentes económicos, que tienen aversión al riesgo, consideran los títulos a 
largo plazo como inversiones más arriesgadas y prefieren adquirir títulos más 
líquidos, es decir, a corto plazo. 

los inversores sólo invertirán en títulos a largo plazo a cambio de una prima de 
liquidez, que será mayor cuanto mayor sea el plazo hasta el vencimiento de los 
bonos, ya que existe mayor incertidumbre sobre los tipos futuros y, además, los 
títulos a largo plazo soportan mayor riesgo de precio. 

Como consecuencia, los tipos de interés a plazo son estimadores sesgados del 
valor esperado por el mercado para los tipos al contado futuro, es decir, los 
tipos a plazo deben ser mayores que la expectativa sobre los tipos de interés al 
contado futuros y el sesgo será la prima de liquidez. 

Ít,t+l = E, [ r,:,+1] + L, 

donde: 

/,,,+i : tipo de interés a plazo correspondiente al plazo [t,t + l]. 

E, [ 1{,+1] : tipo de interés a un año que se espera que esté vigente dentro de t periodos. 

,¡~1+1 : tipo de interés al contado futuro vigente entre las fechas ty t+l. 

L, : prima de liquidez correspondiente al periodo [t, t + I] . 
El tipo de interés a plazo correspondiente a un periodo, según esta teoría, tendrá 

dos componentes: 

• 

• 

Los tipos de interés al contado que se espera estén vigentes al comienzo 
de dicho periodo, de forma similar a lo indicado en la teoría de las 
expectativas. 

La primera de liquidez correspondiente a ese periodo . 

Para incentivar a los inversores a invertir a largo plazo, los agentes económicos que 
piden prestado los fondos deben compensar con un tipo de interés superior al que 
ofrecen las inversiones a corto plazo, es decir, deben ofrecer una prima de liquidez 
positiva obtenida como diferencia entre el tipo de interés a plazo y la expectativa 
sobre el tipo de interés al contado futuro. 

Las primas de liquidez deben ser crecientes con el plazo y deben aumentar a una 
tasa decreciente: 

L¡<L2< .... <L¡. 
Según esta teoría, la EITI estará por encima de la EITI en la que solo se tenía en cuenta 

la teoría de las expectativas debido a la prima de liquidez positiva. Además, los títulos con 
plazos hasta el vencimiento difierentes ya no serán sustitutos perfectos ya que el rendi­
miento esperado con la inversión en un título a largo plazo será mayor a la que se esperaría 
obtener para un mismo periodo mediante la reinversión sucesiva en títulos a corto plazo. 
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FIGURA 5.10. Formas de la ETTI con la te01ia de las expectativas puras (TEP) 
y la t,eoria de la preferencia por la liquidez (TPL) 

EITI con TPL 

EITI con TEP 

o o 
ETTI creciente ETTI decreciente 

ETTJ con TPL 

ETTI con TEP 

o 
ETTJ plana 

3.4. TEORÍA DE LA SEGMENTACIÓN DE MERCADOS 

ETTI con TEP 

EITI con TPL 

Según esta teoría, que se remonta a Culbertson ( 1957), los precios de los títulos 
con plazos hasta el vencimiento distintos pueden estar rígidamente interrelaciona­
dos entre sí en base al principio de exclusión de arbitraje, ya que diversos inversores 
prefieren, por varios motivos, poseer títulos pertenecientes a un segmento particular 
del mercado, sin tener en cuenta los precios de los demás títulos. Existen, por tanto, 
diferentes mercados en función de los títulos que en ellos se negocian. La forma de 
la ETTI deriva así de las condiciones de la oferta y de la demanda de cada uno de los 
segmentos del mercado, con independencia del resto de los segmentos y de las expec­
tativas de los agentes económicos sobre los tipos de interés futuros. 

Esta teoría supone que los agentes económicos son totalmente aversos al riesgo y 
no proporciona una determinada relación entre los tipos de interés futuros esperados 
y los tipos a plazo. 

3.5. TEORÍA DEL HÁBITAT PREFERIDO 

Esta teoría combina los postulados de las teorías anteriores (Modigliani y Sutch, 
1967) ya que para la formación de los distintos tipos de interés se tienen en cuenta las 
expectativas de los agentes económicos y el hábitat que prefieren. 

/,,t+I = E, [ 'i:t+l J + Lt 

Se supone que los individuos son aversos al riesgo, por lo que sólo estarán dispues­
tos a no hacer coincidir el horizonte de sus inversiones con su hábitat a cambio de una 
compensación o prima por plazo. Esta puede ser de cualquier signo, dependiendo de 
los hábitats preferidos de los oferentes o prestamistas y demandantes o prestatarios 
de fondos. Si existe un exceso de oferta de activos de un determinado plazo, los pres­
tamistas estarán dispuestos a ofrecer una prima positiva para compensar el riesgo que 
supone para los prestatarios salirse de su hábitat. Por el contrario, si existe un exceso 
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de demanda, los prestatarios estarán dispuestos a aceptar una menor rentabilidad 
para compensar a los prestamistas que renuncian a su hábitaL 

E;JERCICIO 5.7. 

Cuestión: 

Si en el momento actual la ETII es la siguiente: 

7i = 2%; r2 = 2,5%; Ts = 3%; T.¡ = 3,5%; r5 = 4% 
obtener la ETII transcurrido un año en ambiente de certidumbre. 

Solución: 

En ambiente de certidumbre: 
• I' =r. = r. JI¡ ,lt I¡ ,lt I¡ t,-1¡ 

Por tanto: 

1 7i = r.:2 = /i.2 
1 ~ = r¡\ = fi.s 
1 rs = 1i:4 = Íi.1 

1 T4 = r.:5 = /,,,5 

(1 + r2 )2 = (1 + 7i) • (1 + 1( 2) 

,,,.• __ (1 +r2 )2 _
1 

__ (1+ 0,025)2 

'1 2 ------- ..a..---- 1 = o, 03 
• (1 + 1i) (1 + o, 02) 

(1 + r8 )8 = (1 + 1i) • (1 + r.:s )2 

r.• = [(l + rs)s ]112 -1 = [(l + 0,03)s ]112 -1 = 0,0350 
t,S (1 + 1j) (1 + 0,02) 

(1 + T.t )4 :;::: (1 + 1j ) • (1 + r.:4 )5 

r.• = [(1 + T.t )4 ]t/S -1 = [(l + 0,035)4 ]1/S -1 = 0,04 
1
•
4 (l+,¡) (l+0,02) • 

(1 + 1r, )5 = (1 + 1i). (1 + <s )4 

r.• = [(l + r5)5 ]114 -1 = [(1 + 0,04)5]1/4 -1 ;= ·o,0451 
i.5 (l+r¡) (1+0,02) 

ETII transcurrido un año: 

11i = 1i:2 = Ít.2 = o, 03 

1 r2 = r.:s = /i.s = O, 0350 

1 Ts = T¡:4 = fi.4 = 0,04 

1 T4 = fi.:5 = /,,,5 = 0,0451 
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EJERCICIO 5.8. 

Cuestión: 

Si en el momento actual la ETTI es la siguiente: 

1j = 2%; T2 = 3%; Ts = 3,5%; '4 = 3, 8%; '5 = 4% 

obtener la ETII ba:µScurrido un año si los tipos de interés en t=l son los 

esperados en t=0 y los tipos furward incorporan una prima Lt = 0,05• t% 

correspondiente al plazo [t,t+l] y se mantiene constante a lo largo del tiempo. 

Solución: 

De la ETTI vigente en t=0 se pueden obtener los tipos furward correspondientes 

a los plazos [1,2], [2,3), [3,4) y [4,5], con la siguiente expresión: 

(1 + 1i+t rl = (1 + r, )' • (1 + Í,,1+1) 

Por tanto, se calculan los tipos de interés a un año esperados dentro de 1, 2, 3 
y 4 años, respectivamente, según la teoría pura de las expectativas. 

2 (1 + r2 )2 (1 + O, 03)2 

(1+1i!) =(l+1j)·(l+ / 12 )~ / 12 =------1=--- 1=0,0401 
• ' (1 + 7i ) (1 + o, 02) 

(l+r. )s =(l+r. )2 •(l+ I' )=> I' = (l+rs)8 -1= (l+0,035)s 1=0,0451 
s 2 J2,S JU (1 + 72)2 (1 + 0,03)2 

(1 + 1: )4 = (1 + r. )S . (1 + /' ) ~ I' = (1 + T4 )4 1 = (1 + 0, 038)4 1 = 0, 04 70 
4 s Js,4 JM (l+rs>8 (l+0,035)s 

5 4 (1 + 1is )5 (1 + o, 04 )5 

(1 + 1rs > = (1 + r4 > • (1 + / 45 > => .h.s = 4 -1 = . . 4 -1 = o, 0480 
' (1 + '4) (1 + o, 038) 

Sin embargo, de acuerdo con la teoría de la preferencia por la liquidez, estos 
tipos furward contienen los tipos esperados futuros y una prima por riesgo. 

; 

\ 
j 
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Por tanto, se calculan los tipos esperados futuros: 

/,,1+1 = E, [ r,~l+l J + L, 

E0 [ 1t2 ] = /i,2 - L¡ = O, 0401- O, 0005 = O, 0396 

E0 [r;,8] = .h,s -4 = 0,0451-0,001 = 0,0441 

E0 [Ts~4] = /s,4 -4, = 0,0470-0,0015 = 0,0455 

E0 [ '4~5 ] = .h,5 - L4 = O, 0480 - O, 002 = O, 046 

225 

Si en t=l las expectativas sobre los tipos de interés futuros a un año no hubie­
sen cambiado, es decir: 

E1 [r,:r] = Eo [r,:r] 
Entonces la ETTI en esta fecha se puede obtener recalculando los tipos 

forward en t=l como la suma de los tipos de interés esperados y la prima 
correspondiente. 

1fii,8 = E1 [r.i~s] +L¡ = 0,0441+ 0,0005 = 0,0446 

1/s,4 = E1 [r8~4 ] + 4 = 0,0455 + 0,001 = 0,0465 

1/i.5 = E1 [r.i~s] + 4, = 0,046+ 0,0015 = 0,0475 

Se calcula finalmente la ETII en t = 1 según la teoría de la preferencia por la 
liquidez: 

11i = E0 [1i:2] = 0,0396 

(1 +1 r2 )2 = (1 +1 1j) • (1 +1 As) ~1 r2 = [ (1 +1 1j) • (1 +1 .h,s) ]
112 

- 1 = 

= [(1 + 0,0396) • (1 + 0,0446))112 -1 = 0,0421 

(1 +1 rs )8 = (1 +1 1j) • (1 +1 .h.s) • (1 +1 Ís,-1) :::!/ · 

[ ·]1n 1 rs = (1 +1 1i) • (1 +1 .h.s) • (1 +1 Ís,4) -1 = 

= [(1 + 0,0396) • (1 + 0,0446) • (1 + 0,0465)]11
8 
-1 = 0,0434 

(1 +1 T4 )
4 = (1 +1 1i) • (1 +1 As)· (1 +1 Ís,4) • (1 +1 fu) ~ 

1 '4 = [ o +1 1j > . c1 +1 As>. c1 +1 1s.4 >. c1 +1 h,5 > T'4 
-1 = 

~ ((1 + 0,0396) • (1 + 0,0446) • (1 + 0,0465) • (1 + 0,0475)]114 -1 = 0,0454 

ETII transcurrido un año: 

11i = 0,039 

1r2 = 0,0421 

1 Ts = 0,0434 

1'4 = 0,0454 
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4. ESTIMACIÓN DE 1A ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERÉS 

El principal problema para obtener la ETTI es la no disponibilidad de bonos cupón 
cero para todos los vencimientos. Por este motivo es necesario recurrir a diferentes 
métodos de estimación. Destacan: 

• Método recursivo o bootstrapping. 

• Modelos econométricos. 

• Modelos de equilibrio dinámico. 

La selección de uno u otro método depende de varios factores, como pueden ser: 
el tipo de datos disponibles (tipos de interés de bonos a la par, tipos de interés cupón 
cero, precios de bonos, etc.), la frecuencia de los datos disponibles ( diario, mensual, 
etc.) o la ubicación regular o irregular de los datos en el horizonte temporal. 

La estimación de la EITI se lleva a cabo a partir de diversos instrumentos finan­
cieros. Si se dispone de cotizaciones de instrumentos cuyo interés se hace efectivo al 
vencimiento de la operación, como pueden ser los tipos de interés de depósitos inter­
bancarios, el cálculo de sus correspondientes factores de descuento es inmediato. 
No obstante, en los mercados habrá que considerar las convenciones de la divisa en 
cuanto a la entrada en vigor de la operación asociada a las fechas spot o contado. 

4.1. MÉTODO RECURSIVO O BOOTSTRAPPING 

Es un método que permite obtener, de modo recurrente, el tipo cupón cero corres­
pondiente a un plazo a partir de los tipos cupón cero correspondientes a plazos previos. 

El método bootstrappinges adecuado cuando se dispone de datos de tipos de interés 
periódicos, con frecuencia anual y el mismo riesgo crediticio. Se aplica principal­
mente cuando la fuente de información son los Interest Rate Swap (IRS) correspon­
dientes a la parte fija de los swaps (permutas financieras de tipos de interés), que 
equivalen a un bono a la par (con precio igual a 100 unidades monetarias y TIR igual 
al tipo de interés del cupón), emitido el día que se negocia y con el TIR e interés del 
cupón igual al tipo de interés fijo del swap. Así se puede obtener la ETTI a partir de 
los tipos fijos de los swaps para un conjunto de vencimientos consecutivos aplicando 
la técnica de bootstrapping. 
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Cuando la información se obtiene de las operaciones del mercado de deuda 
pública, la gran dispersión en los plazos, vencimiento y pago de cupones hace que 
el método requiera una elaboración previa de los datos para su aplicación. Existen 
diversas técnicas para centrar la información en vencimientos periódicos. La más 
habitual es la creación de títulos virtuales con vencimiento a un año, dos años, etc. 
Estos títulos virtuales se construyen haciendo coincidir la TIR con el tipo de interés 
de emisión y así se consigue convertir la curva de rendimientos o de TIR en una curva 
de tipos cupón cero. La diferencia entre ambos tipos corresponde al sesgo del cupón. 
Cuando la curva de tipos es creciente, el sesgo del cupón es positivo y esta relación se 
invierte si la curva decrece con respecto al plazo. 

EJERCICIO 5.9. 

Cuestión: 

Si se dispone ele la siguiente información: 

IRS1=0,05 n=l año 

IRS2=0,08 n=2 años 

IRS3=0,10 n=3 años 

Calcular los tipos cupón cero por el método de bootstrapping. 

Solución: 

100 
100 = (5 + 100) • .FD1 ~ FD1 = - = O, 952380952 

105 
1 o, 952380952 = --~ 1i = o, 05 

l+,¡ 

100 = 8 • .FD1 + 108 • FD2 ~ FD2 = O, 855379189 

7 
1 . 

0,8553 9189 = · 2 ~ 72 = 0,0812 
(1 + r2 ) 

100 = 10 • FD1 + 10 • FD2 + 110 • FD8 => FÍJ8 = O, 744749078 
1 . 

0,744749078 = s ~ r3 = 0,1032 
(l+rs) 

4.2. MÉTODOS ECONOMÉTRICOS 

Los métodos econométricos se basan en métodos convencionales de regresión e incor­
poran la incertidumbre en la formación de las expectativas sobre los tipos de interés 
ya que en los modelos a estimar se incorpora un término error. 

La ETTI y la estrnctura temporal de los precios al contado proporcionan la misma 
información expresada de distinta forma. Por tanto, se puede obtener la ETTI esti­
mando la función de descuento, que debe cumplir los siguientes requisitos: 

• 
• 
• 

Ser monótona y decreciente . 

Ser positiva . 

Tomar el valor 1 en el instante inicial y el valor cero en 00: 
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A(O,O) = 1 

A(O,co) = O 

Estos métodos tratan de estimar la función de descuento, bien directamente o bien 
suponiendo que la misma adopta cierta forma funcional. 

La ecuación de no arbitraje del precio de un bono se expresa como: 
111 

P,, = P, + ce, = C • IJl + i(t,k>r'"-t) + 100 · [1 + i(t, m)r'"'-t) 
1, .. 1 

m 

Pi,= ~A(t,k)+lOO·A(t,m) 
icil 

donde: 

P,: Precio del bono en el instante texcluido el cupón o precio ex-cupón. 

CC, : Cupón corrido o devengado desde la fecha en que se cobró el último cupón 
hasta el instante t, que se calcula como: 

CC = C. Número de días desde el pago del último cupón 
' Número de días entre pago de cupones 

P,, = P, + CC, (precio de un bono en el instante t). 

C: Cupón del bono. 

k: Periodo de tiempo entre el instante ty la fecha de pago del cupón 

(k = 1,2, ... ,m). 

i(t,k): Tipo de interés al contado para el vencimiento k. 

A(t,k): Valor de la función de descuento para el vencimiento k. 

Esta ecuación se asemeja a una ecuación de regresión lineal si se le añade un tér­
mino error. En dicha ecuación los coeficientes a estimar son los valores de la función 
de descuento para los distintos vencimientos, A(O,k), y los regresores, el importe 
de los cupones y el principal. De esta manera se pueden estimar directamente valo­
res discretos de la función de descuento e interpolar para obtener los restantes. Sin 
embargo, para poder llevar a cabo la regresión, se requiere disponer de más bonos 
que vencimientos que determinen el número de parámetros a estimar. 

Cuando no es posible la estimación directa de la función de descuento, una alter­
nativa consiste en imponer una determinada forma funcional a ésta. La aproximación 
más trivial consiste en utilizar un polinomio de grado k: 

A(º k _ 1 2 11 
, ) - 1 + a1 • b + l½ • b + .... + a,, • b 

Un polinomio de grado suficientemente elevado puede aproximar cualquier fun­
ción. Sin embargo, dicha función tiene una expresión única para todo el horizonte 
temporal de la ETTI, por lo que ajustará mejor aquellos tramos de la curva en los 
que se disponga de más datos, y además puede resultar difícil ajustar los extremos de 
la curva. Un polinomio de grado muy elevado puede producir inestabilidad en los 
parámetros a estimar. 

. Sin embargo, McCulloch (1971 y 1975)) señala que esta aproximación conduce a 
ªJustes muy suaves en el corto plazo y demasiado explosivos en el largo plazo, salvo 
que el orden del polinomio sea muy alto. Propone en sus métodos la aproximación 
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mediante funciones esplines' de orden cúbico o cuadrático. Este método supone que 
la función de descuento asume una determinada forma funcional, que es una com­
binación lineal de funciones. En su primer trabajo utilizó esplines cuadráticos y, en 
el segundo, esplines cúbicos, que son funciones polinómicas definidas por intervalos. 
Propone además que el número de funciones a incorporar sea la raíz cuadrada del 
número de títulos disponibles. 

El método de aproximación mediante esplines cúbicos ha sido muy utilizado y 
presenta varias ventajas: 

• Se estima la estructura temporal para el periodo continuo observado. 

• Permite una estimación lineal. 

• Es suficientemente flexible para captar las distintas formas de la función de 
descuento. 

Sin embargo, también presenta varios inconvenientes: 

• Conduce a formas poco suaves en el extremo más alejado de la curva. 

• Implica una función de descuento que diverge con el vencimiento en lugar de 
tender a cero. 

• No garantiza que la función de descuento sea consistentemente decreciente 
con el vencimiento. 

Por estos motivos se han presentado varias alternativas al método de McCulloch: 
polinomios Bernstein ( Schaefer, 1981); esplines exponenciales (Vasicek y Fong, 1982); 
polinomios exponenciales (Chambers, Carleton y Waldman, 1984); suavización de 
esplines (Fisher, Nychka y Zervos, 1995), etc., que, en general, no han mejorado el 
método de McCulloch, bien porque no son flexibles, bien porque no obtienen mejo­
res resultados e implican métodos de estimación complejos y costosos. 

Nelson y Siegel ( 1987) proponen un método que es uno de lo más utilizados actual­
mente por los bancos centrales nacionales para estimar las ETTI. Svensson (1994) ha 
modificado ligeramente este método introduciendo una mayor flexibilidad. Se tratan 
de modelos estáticos que tratan de estimar la estructura temporal de tipos de interés 
en un instante determinado. También se denominan modelos parsimoniosos porque 
conducen a curvas suaves y flexibles. 

Nelson y Siegel consideran que los tipos de interés a plazo tienden hacia un valor 
constante en el futuro y adoptan la siguiente forma funcional para la tasa instantánea 
a plazo: 

f<m>=flo +A •e-°''ra +A. m •e_,,,,ra 
1í 

que se trata de una función Laguerre, obtenida como solución de una ecuación 
diferencial de segundo orden. 

(3) Una función esplinees una función continua a trozos, que se unen en unos puntos de 
enlace denominados nudos. En estos puntos de enlace las funciones que se unen deben tomar 
el mismo valor y tener la misma forma de manera que se garantice que la función resultante 
sea continuamente diferenciable. Cuanto mayor sea el número de nudos más se incrementa 
la flexibilidad de la curva resultante, pero si este número es excesivo se pueden reflejar obser­
vaciones anómalas (outliers) no muy relevantes desde el punto de vista económico. En cambio, 
si el número de nudos es muy bajo no se consigue un ajuste adecuado de la ETII. McCulloch 
propone utilizar un número de nudos de forma que cada subintervalo de la curva tenga el 
mismo número de fechas de vencimiento de los bonos cotizados. 
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Los parámetros a estimar tienen la siguiente interpretación: 

• 
• 

• 

l30 es una constante positiva. 

l31 puede ser positivo o negativo e indica que el primer término exponencial 

J31 • e-mir,, es monótonamente decreciente o creciente, respectivamente. 

132 puede ser positivo o negativo e indica que el segundo término exponencial 

f3 2 • m • e-mir,, produce una cun1atura (un máximo o un mínimo). 
z¡ 

Además se cumple: 

lim /(m) = Po 
m➔oc 

lim/(m) = l30 + l31 
rri➔O 

lo cual nos indica que el tipo instantáneo a plazo converge a un valor constante, f3
0

, 

cuando el periodo hasta el vencimiento tiende a 00 y a otro valor constante, f30 + f3 1 
, cuando tiende a cero. Por tanto, f30 representa el tipo instantáneo a plazo corres­
pondiente al periodo hasta el vencimiento más amplio dentro del rango de datos 
considerado y f30 + f3 1 constituye el tipo instantáneo a plazo correspondiente al menor 
periodo hasta el vencimiento (normalmente, la tasa a un día, también conocida como 
overnight rate). 

Los tipos al contado se pueden obtener como una media de los tipos a plazo. Si 
consideramos el periodo hasta el vencimiento continuo, se trata de hallar la integral 
del tipo instantáneo a plazo entre dicho periodo: 

r(m)= J f(t)·dt=/Jo+/Ji· --- +A· ----e-mlri 
t=m [1- e-mlr1 ] [1- e-mlt¡ ] 

1=0 m / z¡ m / z¡ 

Se sustituye esta expresión en la función de descuento continuo: 

( ~ A•m+<A+A)•fí•[1-e-•1ri]-A•m•o-•1ri A(O,m) = er mrm = e 

Y finalmente se estima la ecuación del precio de los bonos: 

"iw A·A+<A +A)•fi{ 1-o-A/rJ ]-A•lc•o-•1'1 .A,•m+<A +A)•,¡{1-e-•/'1 ]-A•m•o-•1'1 
P,, = ~e +lOO•e 

1, ... 1 

teniendo en cuenta que el vector de parámetros (f30 ,f31 ,f32 , 1'1) se estima por mínimos 
cuadrados no lineales o máxima verosimilitud. 

Nelson y Siegel ( 1987) muestran que esta función permite representar varias for­
mas de la curva de tipos de interés. Para ello establecen los siguientes valores para los 
parámetros: f30 = 1, f3, = -1 y 't 1 = 1, con lo cual la expresión del tipo a plazo en un ins­
tante determinado sólo depende de los valores de f32, a los cuales asigna los siguientes 
valores 20, 10, -10 y-20. Las posibles formas de la curva de tipos a plazo con estos datos 
se pueden obtener en la siguiente figura. 
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FIGURA 5.11. Formas de la curva de tipos de interés al contado 
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6 

4 

2 

-6 Aftos 

-·- 132 =-10 

-132=10 

------· 132 = 20 
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Los parámetros a estimar para obtener las EITI al contado tienen la misma inter-
pretación que para los tipos a plazo: 

• 13
0 

representa el tipo a plazo más largo. 

• 13
1 

permite determinar el segmento a corto plazo de la curva. 

• J3
2 

determina el segmento a medio plazo de la curva. 

• 1'
1 

tiene que ser positivo para garantizar la convergencia a largo plazo a l30• 

Cuanto menor sea t 1 menor será el valor de m en el que el tipo a plazo casi 
coincide con el valor límite 130• 

También se cumple: 

lim r(t) = l30 
/➔oc 

lim r(t) = J30 + (31 
t➔O 

En la Figura 5.12 se muestra la descomposición de la forma funcional del tipo 
al contado en un instante determinado según Nelson y Siegel ( 1987) teniendo en 
cuenta los siguientes valores: l30 = 6, l31 = -4, 132 = 10 y t¡ = 1. 

FIGURA 5.12. Descomposición de la curva de Nelson y Siegel 
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[
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Pi· -;;;¡:;;--e ' ! medio pinzo! 

!corto plazo! 

Plazo hasta el vencimiento 
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También se puede comprobar que la curva puede adoptar diversas formas 
dependiendo de la relación entre los parámetros, tal como se muestra en la 
Figura 5.13: 

FIGURA 5.13. Fonnas de la curoa de Nelson y Siegel 

Forma de la curva Po P, P2 TI Restricción 

Creciente y cóncava + - + + IP,I ~ IP2I 
Creciente + - - + IP,I ~IP2l 
Decreciente y convexa + + - + IP,I ~IP2l 
Decreciente + + + + 113, 1 ~ 1132 I 
Con joroba y encima de Po + + + + IP,I <IP2l 
Con joroba y corta a 130 + - + + 113,I < lf32l 
Con depresión y debajo + - - + IP, I < lf32l 
de Po 
Con depresión y corta a Po + + - + IP,l<IP2I 

El modelo de Svensson (1994) modifica el de Nelson y Siegel en el sentido de que 
introduce más flexibilidad en las posibles curvas a cambio de añadir un tercer tér­
mino exponencial con dos parámetros, f33 y 1'2• Esto permite una segunda curvatura 
en las curvas de tipos al contado y de tipos a plazo. 

La forma funcional que adopta el tipo instantáneo a plazo muestra la siguiente 
expresión: 

/(m) = .,4 + /Ji . e-mir. + /1,, • _!!!. • e-111/ri + /Is . m . e-mira 

,¡ '2 

y el tipo instantáneo al contado se obtiene como en el modelo anterior: 

L_a !1?troducción de los nuevos parámetros, f3
3 

y t
2

, permite introducir una mayor 
flex1b1hdad en la curva que el modelo de Nelson y Siegel, pero su interpretación es 
similar a la de los parámetros f3

2 
y t

1
• 

En la Figura 5.14 se muestra la descomposición de la forma funcional del tipo al 
contado en un instante determinado según Svensson (1987) teniendo en cuenta los 
siguientes valores: f3 0 = 6, f3 1 = -4, f3 2 = -18, t¡ = 1, f3 3 = 10 y z; = 2. 

_,,f,í, 
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TEMA 5. ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERÉS 

FIGURA 5.14. Descomposición de la curoa de Svensson 

@;11 targo plazo 1 

·- . .......... -·--- ....... ---------

e-mh,] jmcdio ptazoj 
..__ ___________ __, 

Plazo hasta el vencimiento 
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Uno de los métodos utilizados para estimar los parámetros es el de mínimos cua­
drados ordinarios no lineales que consiste en minimizar una de las dos siguientes 
funciones objetivo: 

1. La suma de errores en precios al cuadrado: 

MinÍ,[(P,,11 -]k(A,/J.,,4,t¡))r (según Nelson ySiegel). 
11=1 

(según Svensson). 

donde: 

P,,,, : Precio observado del bono k. 

~ : Precio teórico o estimado del bono k. 

n : Número de bonos. 

Desafortunadamente la minimización en precios puede llevar a un sobreajuste de 
los precios de los bonos a largo plazo con respecto a los bonos a corto plazo, dada 
la relación entre el TIR, el precio y el plazo hasta el vencimiento de un bono. Para 
corregir este problema se suele ponderar el error en precios por un valor que coin­
cide con el inverso de la duración de Macaulay. De esta forma, las funciones objetivo 
a minimizar serían las siguientes: 

Min Í,[(P,,11 -~(A,IJ.,.4, r¡))r ·<1>11 (según Nelson y Siegel). 
11::::J 

MinÍ,[(P1,11-P,,11<A,A,.4,z¡,A,r2))f ·<1>,, 
11=1 
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donde: 

<l>t: Inversa de la duración relativa de Macaulay del bono k. 

I/ Dk 
cJ>, = n 

I/¿Dk 
k=I 

2. La suma de errores en TIR al cuadrado: 

MinÍ[(TIRblt -TJRbJt(A,A,fli,t¡))]
2 

(según Nelson ySiegel). 
icl 

Min Í[(TIRM -fíll;.(A,,4,fli, t¡,,4, z;>)] 
2 

(según Svensson). 
... , 

donde: 

TIRM : TIR real del bono k. 

TIR-; : TIR teórica o estimada del bono k. 

n : Número de bonos. 

En los dos criterios de optimización utilizados es necesario partir de un vector de 
parámetros inicial. 

4.3. MODELOS DE EQUILIBRIO DINÁMICO 

Todos los métodos anteriores son modelos estáticos porque proporcionan las 

ETTI en un instante determinado. Por el contrario, los modelos dinámicos son 
métodos basados en la dinámica del mercado y derivados de la teoría de valora­

ción de opciones. El modelo para la función precio puede seleccionarse teniendo 

en cuenta las hipótesis económicas que regulan la evolución del mercado de títu­
los. Es el caso, por ejemplo, de los modelos estocásticos para la ETTI definidos 

en el campo continuo, en los cuales se asume que el estado del mercado es com­

pletamente determinado por un número limitado de variables estado, las cuales 
evolucionan de forma impredecible. 

El caso más estudiado es aquel en el que las variables base siguen trayectorias alea­
torias continuas. Se basa en dos premisas fundamentales: 

• Establecimiento de hipótesis probabilísticas sobre la dinámica estocástica de 

las variables estado que permiten la modelización estocástica de la dinámica 
de estas variables. 

• Cumplimiento de las hipótesis de los mercados perfectos: no friccionalidad 
competitividad y ausencia de arbitraje. ' 

En los denominados modelos unifact01iales la única variable estado es la tasa ins­

tan~ánea de interés al contado. Entre éstos, cabe destacar los modelos clásicos de 

Vas_1cek ~1977) y Cox, Ingersoll y Ross (1985), que consideran que la tasa instantánea 
de mteres al contado (spot rat,e) sigue la siguiente ecuación diferencial estocástica: 

dr(t) = µ(t, r(t)) • dt + µ(t, r(t)) · dW(t) 

... ll 

TEMA 5. ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERÉS 235 

donde: 

• r(t): Valor en t de la tasa instantánea de interés a corto plazo. 

• µ(t, r(t)): Tendencia de la evolución de la tasa instantánea de interés a corto 

plazo. Depende del valor en t de la tasa instantánea de interés y del instante t. 

• a(t, r(t)): Volatilidad o desviación estándar de la evolución de la tasa instantá­

nea de interés a corto plazo. También depende del valor en tde la tasa instan­

tánea de interés y del instante t. 

• W(t): Proceso de Wiener, con media cero y varianza dt. 

Los modelos unifactoriales son muy restrictivos ya que dependen únicamente 

de una variable estado, en este caso de la tasa instantánea de interés a corto plazo, 

permitiéndose desplazamientos paralelos de la curva, ~o cual implica que_ los 

movimientos de los títulos están perfectamente correlacionados. Por ello, diver­

sos autores utilizan modelos bifactoriales con una variable estado más como, por 

ejemplo, la diferencia entre las tasas instantáneas a corto y a largo plazo, la tasa 

instantánea a largo plazo, la volatilidad de la tasa instantánea a corto plazo, etc. 

Cabe citar los modelos de Schaefer y Schwartz (1984) y de Heath,Jarrow y Morton 

(1992). Son métodos más realistas, pero no admiten fórmulas cerradas para calcu­

lar el precio de los títulos a valorar, es decir, la ecuación diferencial no tiene solu­

ción y se debe resolver por métodos numéricos. Si se utilizan tres o más variables 

estado los modelos se denominan multifactoriales, pero no mejoran los resultados 

obtenidos con respecto a los modelos bifactoriales y, además, son modelos mucho 

más complejos en su resolución. 

En términos rigurosos, la estimación de la ETTI definida por los _modelos ~st<: 

cásticos requiere la especificación de los parámetros que caractenzan las d1stn­

buciones de probabilidad de las variables estado. Para ello_ se º.~serva el pr?c~so 
histórico de estas variables, teniendo en cuenta que la esumac1on basada umca­

mente en los valores de emisión de los títulos observados a una misma fecha no 

permite identificar completamente la ETTI y se denomina modelo de calibración 

de los datos. 

5. APLICACIONES DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERÉS 

La ETTI al contado y los tipos a plazo se utilizan para calcular los precios de dife­

rentes instrumentos financieros. A continuación se muestra cómo pueden utilizarse 

para calcular el precio de un bono con cupón. 
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FIGURA 5.15. Precio de un bono con cupón con EITI al contado 

P= E 

p e C ..................... C+N 

t=0 2 .......................... T 
1 ' 1 

1 
T¡ 

1 
1 

T2 
1 1 

FIGURA 5.16. Precio de un bono con cupón con tipos a plazo 

p:::: 

p e c ............ c C+N 

t=O 2 .......... T-1 T 
'---,---J 

fT.J.T 

donde: 

C = N • ic (valor del cupón). 
N : Valor nominal del bono. 

ic: Tipo de interés del cupón. 

r7 : Tipo de interés al contado correspondiente al plazo [0,T]. 

/r-i,r : Tipo de interés a plazo correspondiente al plazo [T-1,T]. 

P. Precio del bono con cupón en el momento t. 

Precio del bono con cupón con la ETTI al contado: 

e e C+N + e C+N 
P=--+ 2+ .... + T=¿,,,, ,+ T 

(1 + ,¡ ) (1 + r2 ) (1 + rT ) ,.,.1 (1 + r, ) (1 + rT ) 

Precio del bono con cupón con la ETTI a plazo: 

P = e + e c+N -----+ .... +---------
(1 + t¡) (1 + t¡) (1 + li.2) (1 + ,¡ ) (1 + li.2) (1 + IT-1,T) 

Además, si las ETTI van variando de forma creciente, decreciente o mixta, los precios tam­
bién variarán, de forma que si las ETTI van creciendo los precios irán decreciendo y viceversa. 
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EJERCICIO 5.10. 

Cuestión: 

Calcular el precio de un Bono del Estado con las siguientes características: 

• Nominal: 1.000 euros 

• Tipo de interés del cupón anual: 1,80% 

• Plazo hasta el vencimiento: 5 años 

en cada uno de los casos de las siguientes ETII que van creciendo de forma 
paralela 0,5% sobre el anterior: 

;Atlas~ 1mt~(%)J ~-.mC(·ilil ! _ ~~t(,,t;).cl l :e.im::tl;(¡9')\J [ffilí(%)i_~1 

o 
1 -0,5 o 0,5 1 1,5 
2 0,5 1 1,5 2 2,5 
3 1 1,5 2 2,5 3 

.4 1,5 2 2,5 3 3,5 
5 2 2,5 _ 3 3,5 4 

Solución: 

P. 
18 18 18 18 

=----+----+----+----+ 
bo,w (1- o, 005) (1 + o, 005)2 (1 + o, 01)3 (1 + o, 015)4 

1.018 
+---­

(1 + 0,02)5 992,38 euros 

P. = _18_ + __ 18 __ + __ 1_8 __ + __ 1_8 __ + 
bono {1- O} {1 + O, 01)2 {l + O, 015}3 (1 + O, 02}4 

1.018 
+ 5 = 969, 25 euros 

(l+ 0,025) 

P. 
18 18 18 18 

=----+----+----+----+ 
bono (1 + 0,005) (1 + 0,015)2 (1 + 0,02)5 (1 + 0,025)4 

1.018 
+ (l + O, 03)5 = 946, 79 euros 

P. 
18 18 18 18 

=---+----+----+----+ 
bono (1 + 0,01) (1 + 0,02)2 (1 + 0,025)8 (1 + 0,03)4 

1.018 
+ 5 = 924, 96 euros 

(1+0,035) 

P. 
18 18 18 18 

=----+----+ • +----+ 
bono (1 + 0,015) {l + 0,025)2 (1 + 0,03)8 (1 + 0,035)4 

1.018 
+---- 903, 75 euros 

(1+ 0,04)5 

Por tanto el precio del bono disminuye a medida que los tipos de interés de la 
E'ITI aumentan de forma paralela sobre la E'ITI inicial: 
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PRECIO DEL BONO 

- 1000 
V: o ... ::::: 980 C) 

2, 960 
o 
§ 940 .D 

o 
920 "O 

o 
·:3 

900 C) ... 
c.. 

880 
o 0,5 1,5 2 2.5 3 

Variación de tipos de interés (en%) 

Y se podría comprobar también lo con~o, que el precio del bono aumenta 
a medida que los tipos de interés de la ETTI disminuyen de forma paralela sobre 
la EITI inicial: 

PRECIO DEL BONO 

1100,00 

1080,00 

1060,00 

1040,00 

1020,00 · 

1000,00 

980,00 
-3 -2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 o 

Variación de tipos de interés (en%) 

EJERCICIO 5.11. 

Cuestión: 

Calcular el precio de un Bono del Esta<l:9 con las siguientes características: 

• Nominal: 1.000 euros 
• Tipo de interés del cupón anual: 1,80% 

• Plazo hasta el vencimiento: 5 años 

si el tipo de interés al contado del primer año es el 0,5% y se dispone de los 
siguientes tipos a plazo implícitos anuales: 
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/1.2 =0,60% 

h.s = 0,80% 

Ís.1 = 0,90% 

Í-i,5 =1% 

Solución: 

239 

P. 
18 18 18 l =----+--------+------------+ 

0000 (l+0,005) (1+0,005)(1+0,006) (1+0,005)(1+0,006)(1+0,008) 

18 
+----------------+ 

(1 + o, 005) (1 + o, 006) (1 + o, 008) (1 + o, 009) 
18 

+-------------------= l.051,07euros 
(1 + 0,005) (1 + 0,006) (1 + 0,008) (1 + 0,009) (1 + 0,01) 



TEMA6 
DURACIÓN, CONVEXIDAD E INMUNIZACIÓN FINANCIERA 

SUMARIO: l. DURACIÓN. 2. CONVEXIDAD. 3. INMUNIZACIÓN FINANCIERA. 

l. DURACIÓN 

El precio de un bono con cupón se calcula como: 

p F. F; FT t F, 
= (l+r) + (l+r)2 + ••• + (l+r)' = t=t (l+r)' 

donde: 

P : precio del bono con cupón. Si se expresa en % sobre el valor nominal se 
denomina "precio teórico", lo que permite comparar activos con diferentes 
vencimientos. 

Ft : cuantía del ~simo flujo generado por el activo. 

r : TIR, que puede ser la de la deuda pública o la de cupón cero de plazo hasta el 
vencimiento más un diferencial. 

n : plazo hasta el vencimiento. 

FIGURA 6.1. Cálculo del precio de un bono con cupón 

F, F2 Fn.1 Fn 

o 2 n-1 n 

l F1/(I+ r) ◄••··"···.J 
1 

1 

_ F2'(1+ r)2 

p - F3'(I+ r)"- 1 , 

F.,l(l+r)n, 

Los factores que influyen en el precio de bono son: 

• El plazo hasta el vencimiento, que influye de forma inversa (a mayor plazo 
menor precio o a menor plazo mayor precio). 

• La rentabilidad o TIR, que también influye de forma inversa (a mayor TIR 
menor precio o a menor TIR mayor precio). 

• El cupón, que influye de forma directa (a mayor cupón mayor precio o a 
menor cupón menor precio). 
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La duración de Macaulay (1938) es una medida del plazo efectivo hasta el ven­
cimiento de un bono y se calcula como la media ponderada de los plazos hasta el 
vencimiento de cada flujo, considerando como ponderaciones los valores actuales 
relativos de cada flujo. 

F, t•------
. . n (l+ r)' . n 
,D:::: I, · = :It• tD¡ 

tal p j•l 

donde: 

F, 
(l+ r)' 

111, = -----p----

col: ponderación del plazo hasta el vencimiento t. 

Los factores que influyen en la duración son: 

a) Plazo hasta el vencimiento: 

• La duración de un bono cupón cero es igual a su plazo hasta el venci­
miento. Por tanto, la duración de un bono cupón cero es siempre mayor 
que la de un bono con cupón si tienen el mismo plazo hasta el vencimiento. 

• La duración de un bono con cupón es menor que su plazo hasta el venci­
miento, si éste es finito y superior a la unidad. 

• La duración de un bono con cupón que cotice a la par o por encima de 
la par es una función monótona creciente respecto del plazo hasta el ven­
cimiento y tiende a (l+r)/r cuando el plazo hasta el vencimiento tiende a 
infinito. 

• 

• 

La duración de un bono con cupón que cotice por debajo de la par alcanza 
un máximo antes de que el plazo hasta el vencimiento sea infinito, para 
descender posteriormente hacia el límite (l+r)/r. 

La duración de un bono perpetuo es: 

D=l+r 
r 

b) Tipo de interés del cupón: la duración de un bono está inversamente rela­
cionada con el tipo de interés del cupón, excepto en el caso de los bonos 
perpetuos. 

c) TIR: la duración de un bono con cupón está inversamente relacionada con la 
TIR 

d) Frecuencia en el pago de cupones: tiene una relación inversa con la duración. 

e) Proximidad o lejanía al pago del cupón: a mayor proximidad menor duración. 

La duración es una medida muy utilizada para la gestión de carteras de activos de 
renta fija por tres motivos principalmente: 

o 

o 

Es una medida del plazo efectivo hasta el vencimiento de la cartera. 

Es una herramienta fundamental para la inmunización de carteras de los ries­
gos de tipos de interés. 
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• Es una medida de la sensibilidad de una cartera de activos de renta fija a fluc­
tuaciones de los tipos de interés. Hicks (1939) la considera como una medida 
de la elasticidad del valor de una serie de flujos respecto al factor de descuento. 

La relación formal entre el riesgo de tipo de interés (variación del precio de un 
activo antes una variación de tipos de interés) y la duración se resume en los dos teo­
remas siguientes: 

1. La variación relativa del precio del bono es proporcional a su duración y está rela­
cionada con la variación absoluta de la rentabilidad de mercado (Fisher, 1966). 

AP Ar 
-=-D•--
p l+r 

AP 
-=-DM•Ar p 

D 
D --­

M -l+r 

donde: 

AP=-P·_!!_•Ar 
l+r 

AP=-P•Dc •Ar 

De= D"' es la duración corregida o modificada. 

r: rentabilidad del mercado o TIR. 

M es la variación relativa del precio (en porcentaje). 
p 

!J.P es la variación absoluta del precio (en unidades monetarias). 

2. Cuanto mayor sea la duración, mayorá será la variación relativa en el precio de 
un bono para un cambio en el TIR del bono (Hopewell y Kaufman, 1973). 

La duración también se puede calcular a partir de la sensibilidad y de la duración 
corregida, teniendo en cuenta que: 

a) La sensibilidad del precio de un bono a la variación de tipos de interés es la 
derivada primera del precio del bono respecto a la variación de la TIR: 

n F. 
S=~-t• ' fri (1 + r)l+l 

• La duración corregida es la sensibilidad relativa con respecto al precio, cam­
biada de signo: 

F. 
t • ' s n (l+ r)'+1 

De=--= :I--------
p , ... 1 p 

Por tanto: 

D rd: De • (1 + r) 

s 
D=--•(l+r) p 
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La duración de una cartera de títulos de renta fija es la media ponderada de las 
duraciones de los títulos que componen la cartera, teniendo en cuenta que las pon­
deraciones son las proporciones del valor actual de los títulos de cada tipo sobre el 
valor total de la cartera: 

" P. 
Dmnrra = :I,D, ·--' -

, ... 1 V cm1aa 

D
1

: duración de un título del tipo t. 

P
1
: valor actual de los títulos del tipo t. 

V cartera: valor total de la cartera. 

Una medida alternativa a la duración para valorar el riesgo de tipo de interés es 
el Valor del Punto Básico (Basic Point Value), que es la variación absoluta en el precio 
de un activo de renta fija derivado de una variación de un punto básico (0,01 %) en 
su T1R. Se expresa en unidades monetarias y deriva de la aplicación del teorema de 
Fisher ( 1966). 

AP Ar 
-=-D•-
p l+r 

AP=-P•Dc ·Ar 
PPB=-P•Dc ·0,0001 

Las ventajas del Valor del Punto Básico con respecto a la duración (Oberhoffer, 1988): 

• El BPV expr~sa de f?rma,concreta. la sensibilidad del precio de un activo con 
respecto al upo de mteres, en umdades monetarias, en lugar de hacerlo de 
forma abstracta como la duración. 

• El BPV n? requiere una interpretación correcta del contexto en el que es cal­
culado. Sm embargo, para entender la duración de un título se debe calcular 
su precio y su TIR El BPV resume en una única cifra el efecto de las tres varia­
bles anteriores. 

Y su principal__inconv~niente es q~e no debe ser utilizado para comparar el riesgo 
de mercado de títulos diferentes debido a que el BPV depende de cuál sea el valor de 
esos títulos. 

. Sin embargo, 1~ duració1_1 y el Valo_r del Punto Básico presentan una serie de limita­
c10nes como medidas del nesgo de Upo de interés: 

• 

o 

o 

S~m sólo medidas c'?rrectas ~el riesgo de tipo de interés para cambios lo sufi­
cientemente pequenos del upo de interés. 

Son medidas precisas del riesgo de tipo de interés sólo para los títulos al des­
cuento o cupón cero. 

Para los demás títulos serán medidas del riesgo de tipos de interés si la EITI 
es plana y se desplaza de forma paralela, es decir, todos los ti pos de interés de 
la EITI varían en la misma proporción. 

La duración representa el momento de primer orden de la distribución de las 
ponderaciones ro,, que representan los valores actuales relativos de cada flttjo F, con 
respecto al valor actual del bono: 

F, 
(l+ r)' m, = p º donde t = I, 2, ... , n. 
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mientras que la duración de segundo orden hace referencia al momento de 
segundo orden y proporciona una medida de dispersión temporal del flujo respecto 
al instante inicial (DT). La duración de segundo orden (D2) se mide en unidades de 
tiempo al cuadrado porque expresa una media ponderada de tiempos al cuadrado. 
Para proporcionar la medida de dispersión en unidades de tiempo es suficiente cal­
cular la raíz cuadrada. 

<t t )2 F, 
D

2 -- 'ia - o • (1 + r)' n 
¿,,,---....;.._--~= :I,(t-t0 )

2 
• 1111 

~1 p ,~ 

DT=.Jní 

EJERCICIO 6.1. 

Cuestión: 

Un bono con plazo hasta el vencimiento de 15 años tiene un tipo de interés 
del cupón anual del 5% y una rentabilidad hasta el vencimiento del 6%. Calcular: 

a) El precio del bono. 

b) La duración. 

c) ¿Qué sucederá con el precio del bono si la rentabilidad hasta el venci-
miento se incrementa 100 puntos básicos? 

d) El valor del punto básico. 

e) La duración de segundo orden. 

f) El índice de dispersión temporal. 

Solución: 

a) El precio del bono. 

1.000 
P = 50 • ~ 0 06 + 15 = 902,88 € 

• (1,06) 

b) La duración. 

1· 50 +2· 50 + ... +14· 50 +15· 1.050 
D = 1,06 (1,06)2 (1,06)14 (1,06)15 

902,88 
D = 10, 66 aaDS 

c) ¿Qué sucederá con el precio del bono si la rentabilidad hasta el venci­
miento se incrementa 100 puntos básicos? 

Al' 10,66 
-=-DM ·llr= ---·1=-10,06% 
P 1+0,06 

Pi -Po =-10,06% 
Po 

P¡ =Po· (1- 0,1006) = 902,88 • (1-0,1006) = 812,05 euros 

Al'= .P¡ - Po = 812, 05 - 902, 88 = -90, 83 euros 
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d) El valor del punto básico. 

10,66 
WB = -P ·De· O, 0001 = -902,88 • . • O, 0001 = -O, 91 euros 

1+0,06 

El valor del punto básico indica que, ante un aumento de un punto básico en 
el tipo de interés (0,01 % ) el precio del bono disminuirá 0,91 euros. 

e) La duración de segundo orden. 

1-~+22. 50 + + 142. 50 152. 1.050 

D
2 = 1,06 (1,06)2 ••• {1,06)14 + (l,06)15 

------------------= 139,45 años2 
902,88 

f) El índice de ~persión temporal. 

DT = .Ji1 = ./139,45 = 11,81 años 

EJERCICIO 6.2. 

Ouestí6n: 

Calcular la duración de un bono perpetuo que paga 100 euros anualmente si 
la rentabilidad hasta el vencimiento es el 8%. 

Solución: 

D = 1 + 0,08 13,50 años 
0,08 

EJERCICIO 6.3. 

Calcular la duración de la siguiente cartera de activos de renta fija: 

• 100 Bonos del Estado de nominal de 10.000 euros, con vencimiento tres 
años, interés del cupón del 5%. 

• 500 Letras del Tesoro, nominal de 1.000 euros y vencimiento un año. 

• 200 participaciones preferentes con cupón anual de 100 euros. 

Si la TIR es el 4%, calcular: 

Solución: 

Datos: 

• 100 Bonos del Estado 

N = 10.000 euros 

n = 3 años 

ic = 0,05 

• 

• 
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500 Letras del Tesoro 

N = 5.000 euros 

n = 1 año 

200 participaciones preferentes 

C = 100 euros anuales 

TIR= 0,04 

Se calcula el precio y la duración de un Bono del Estado: 

10.000 
PBonas = 500 • ~ 0 04 + s = 10.277,51 € 

• (1+0,04) 

l· 500 + 2 · 500 + 3 · 10.500 
D = 1+0,04 (1+0,04)

2 
(1+0,04)3 =2 86 años 

Bonos 10.277,51 ' 

Se calcula el precio y la duración de una Letra del Tesoro: 

P. = l.OOO = 96154 € 
lttTas 1 + O, 04 ' 

D lttTas = 1 año 

Se calcula el precio y la duración d~ una participación preferente: 

100 
PPanidpaciones = --= 2.500 € · 

0,04 

D 
l+0,04 

26 
_ 

Pm1iapadones = 0,04 = anos 

Se calcula el valor de la cartera: 

V c.tntmJ = 100 • 10.277,51 + 500 • 961,54 + 200 • 2.500 = 2.008.521 euros 
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Se calculan las ponderaciones de cada tipo de activo en el valor de la cartera: 

OJ = 100·10.277,51 =O 5117=5117% 
Bonos 2.008.521 ' ' 

0 

OJ = 500 • 
961

' 
54 

= O 2394 = 23 94% 
Lttras 2.008.521 ' ' O 

OJ = 200 • 2•
500 

= O 2489 = 24 89% 
utras 2.008.521 ' ' 

0 

('/}Bonos+ O}Lrtrtu + OJPar1idf>adonts = 100% 

Se calcula la duración _de la cartera: 

D<JarlmJ = 2, 86 -100 • 10.277, 51 + 1 • 500 • 9(H, 54 + 26 • 200 • 2.500 = 
• 2.008.521 

= 2,86·0,5117 + 1·0,2394+ 26· 0,2489 = 8,18 años 
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2. CONVEXIDAD 

La relación entre la variación relativa en el precio de un bono y su TIR no es lineal, 
sino estrictamente convexa. La duración proporciona una buena aproximación para 
cambios pequeños en la rentabilidad, pero no para fluctuaciones grandes. 

FIGURA 6.2. Relación entre la variación relativa del precio de un bono ante 
una variación absoluta del tipo de interés 

o -~ 
c. 

e: 
•O 
'ü 
c,:I 
·e 
~ 

80 

60 

-20 

-40 

-60 

-4 

Variación real 
en el precio 

5 6 

Variación por 
la duración 

La convexidad es la curvatura de la relación precio-rentabilidad de un bono y per­
mite estimar con mayor precisión la variación en el precio de un bono respecto a la 
variación del tipo de interés ya que la utilización de la duración: 

• Subestima el aumento del precio cuando baja la rentabilidad. 

• Sobrestima la bajada del precio cuando aumenta la rentabilidad. 

Se desarrolla la función de precio de un bono como función del tipo de interés con 
el teorema de Taylor y se obtiene: 

dP 1 d 2P 2 
ÁP= dr •Ar+¡· dr2 •(Ar) +Resto 

donde: 

• 

• 

el primer sumando refleja la variación absoluta del precio del bono ante una 
variación absoluta del tipo de interés, debida a la duración. 

el segundo sumando refleja la variación absoluta del precio del bono ante una 
variación absoluta del tipo de interés, debida a la convexidad. 

Si se dividen ambos miembros de la ecuación anterior por el precio se obtiene: 

AP dP 1 1 d2 P 1 2 -= -·-•Ar+-·-·-·(Ar) +Resto 
P dr P 2 dr2 P 

donde: 

• 

• 

el primer sumando refleja la variación relativa del precio del bono ante una 
variación absoluta del tipo de interés, debida a la duración. 

el segundo sumando refleja la variación relativa del precio del bono ante una 
variación absoluta del tipo de interés, debida a la convexidad. 
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Por tanto: 

• En términos absolutos, la variación absoluta del precio del bono ante una 
variación del tipo de interés debida a la convexidad es igual a la variación 
absoluta del precio no explicada por su duración corregida. 

• En términos relativa, la variación porcentual del precio del bono ante una 
variación del tipo de interés debida a la convexidad es igual a la variación rela­
tiva del precio no estimada por su duración corregida. 

La convexidad absoluta es la segunda derivada parcial del precio de un bono res­
peto a la variación de la TIR: 

d2P n F. 
C= dr2 = ~t•(t+l)· (l+;r2 

La convexidad modificada o corregida: 

e 
CM=-p 

El coeficiente de convexidad: 

1 d 2P 1 1 1 1 
C6=¡· dr2. p =¡·C· p =¡·CM 

La convexidad de un Bono Perpetuo: 

C= d
2
P = 2·C 

dr2 r8 

donde: 

e P=­
r 

La convexidad de una cartera de títulos de renta fija es la media ponderada de las 
duraciones de los títulos que componen la cartera, teniendo en cuenta que las pon­
deraciones son las proporciones del valor actual de los títulos de cada tipo sobre el 
valor total de la cartera: 

n P., 
C =I,C ·-'-mrlllnl , y 

tml cm1m'a 

D
1
: duración de un título del tipo t. 

Pt: valor actual de los títulos del tipo t. 
V : valor total de la cartera. 

cartera 

En términos generales la convexidad es siempre positiva y beneficia siempre a las 
carteras de renta fija porque la mayor convexidad de una cartera de renta fija supone 
que: 

• 

• 

Ante bajadas del tipo de interés, el valor de la cartera aumenta por encima de 
lo previsto según su duración corregida. 
Ante subidas del tipo de interés, la caída del valor de la cartera es inferior a la 
prevista por su duración corregida. 
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EJERCICIO 6.4. 

Un bono con vencimiento a 15 años y un cupón del 5% se vende a una rentabi­
lidad inicial al vencimiento del 5%. El bono se amortiza por su valor nominal, que 
es de 1.000 euros. Si la rentabilidad se incrementa 200 puntos básicos, calcular: 

a) La duración modificada. 
b) La convexidad. • 

c) El valor del punto básico. 

d) La variación en el precio del bono debida a la duración y el precio 
estimado. 

e) La variación en el precio del bono debida a la duración+convex.idad y el 
precio estimado. -

f) Los errores debidos a la estimación con la duración y a la 
duración+convexidad. 

Solución: 

a) La duración modificada. 

50 50 50 1.050 
1·--+2· 2 + ... +14· 14 +15• 15 

D = 1,05 (1,05) (1,05) (1,05) = 10,54 años 
1.000 

I0,54 10 04 -DM =--= , anos 
1,05 

b) La convexidad. 

~ 50 50 
c= rF, ·t·<t+1>-<1,05r'-2 =1-2- , +2·3· 4 + ... + ,=1 (l+0,05) (1+0,05) 

+ 15 · 16 · 1.o5o 135.080 
(1+ 0,05)15 

cM = c = 135.080 = 135 08 
P 1.000 ' 

e) La variación en el precio del bono debida a la duración y el precio 
estimado. 

Al' p = -DM • llr = -10,04 • 2 = -20,08% 

llP = -1.000 • 0,2008 = -200,80 euros 

.Pi= Po· (1-0,2008) = 1.000-(1-0,2008) 

Pi = 799, 20 euros 

d) La variación en el precio del bono debida a la duración+convexidad y el 
precio estimado. 

llP = -D · llr+ .!_ • C · (/lr)2 

p M 2 

j 
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': = -10,04· 0,02+½· 135,08· (0,02)2 

/lP =-0,1738=-17,38% p 

llP = - 1.000 • O, 1738 = -173, 80 euros 

Pi·= Po • (1- O, 1738) = 1.000 • (1- O, 1738) = 826,20 euros 
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e) Los errores debidos a la estimación con la duración y a la 
duración+convex.idad. 

Se calcula el precio del bono después del incremento de la rentabilidad: 

P._ 50 50 50 1.050 
1 - 1, 07 + (1, 07)2 + ... + (1, 07)14 + (1, 07)15 

1.050 
Pi= 50 • ll¡-gi 0,o7 + (l,07)15 = 817,84 euros 

Se calcula el error debido a la estimación con la duración: 

e0 =Pi-Pi= 817,84-799,20 = 18,64 euros 

Se calcula el error debido a la estimación con la duración+convexidad: 

eo+c = P¡ - P¡ "= 817, 84 - 826, 20 = -8, 36 euros 

EJERCICIO 6.5. 

Cuestión: 

Calcular la convexidad de un bono perpetuo que paga 100 euros anualmente 
si la rentabilidad hasta el vencimiento es el 8%. 

Soluci.ón: 

c = 2 • 10° = 390.625 
0,083 

EJERCICIO 6.6. 

Calcular la convexidad de la siguiente cartera de activos de renta fija: 

• 100 Bonos del Estado de nominal de 10.000 euros, con vencimiento tres 
años, interés del cupón del 5%. 

• 500 Letras del Tesoro, nominal de 1.000 euros y vencimiento un año. 

• 200 participaciones preferentes con cupón anual de 100 euros. 
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Si la TIR es el 4%, calcular: 

Solución: 

Datos: 
• 100 Bonos del Estado 

N = 10.000 euros 

n =3~os 
i = 0,05 e .. 

• 50Ó Letras del Tesoro 

-N = 5.000 e~os 
n = 1 año 

• 200 participaciones preferentes 
C= 100 euros anuales 
TIR=0,04 

Se.calcula el precio y la convexidad de un Bono del Estado: 

10.000 
P&mas = 500 • ~o 04 + s = 10.277,51 € 

• (1+0,04) 

500 500 10.500 
CBonos =1·2· (l+0,04)s +·2·3· (l+0,04)4 +3·4· (l+0,04)5 =107.016,22 

Se calcula ei precio y la convexidad de una Letra del Tesoro: 

P. -- 1.000 
útms -1+ 0,04 961,54 € 

e = 1-2. 1.ooo = 177799 
Letras (1+0,04)8 • ' 

Se calcula el precio y la convexidad de una participación preferente: 
100 

Pp~ = 0,04 =2.500€ 

2·100 
Cn,__,.¡,,,,.,__ =--ª = 3.125.000 

r---,,--•- 0,04"7 

Se calcula el valor de la cartera: 

V t:.artmz = 100 • 10.277,51 + 500 • 961,54 + 200 • 2.500 = 2.008.521 euros 

Se calculan las ponderaciones de cada- tipo de activo en el valor de la cartera: 

(lJ = 100·10.277,51=05117=5117% 
&rw 2.008.521 ' ' 

0 

(lJ = 500-961,54 = o 2394 = 23 94% 
Lttrru 2.008.521 ' ' 

0 

m = 
200

• 2•
500 = O 2489 = 24 89% 

IAras 2.008.521 ' ' 
0 

(l)Brmos + (j)Ldrar + (l)Partidpadorl4.s = 100% 
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Se calcula la convexidad de la cartera: 

CCmtmi = 107.016,22 • 100 • l.777, 99 • 500 • 961,54 + 3.125.000 • 200 • 2.500 = 
2.008.521 
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= 107.016,22· 0,5117 + 1.777,99-0,2394+ 3.125.000-0,2489 = 805.185,85 

3. INMUNIZACIÓN FINANCIERA 

La inmunización financiera es una de las principales estrategias pasivas de gestión 
de carteras de renta fija, que son aquellas que están diseñadas para la consecución 
de una serie de objetivos independientemente de la evolución de los tipos de interés. 

Muchos bancos tienen una mala casación entre el vencimiento de los activos y los 
pasivos debido a la estructura de su balance ya que las partidas de activo tienen una 
mayor duración que las partidas de pasivo, es decir, que las primeras son más sensibles 
a la variación de tipos de interés. 

FIGURA 6.3. Balance de situación de un banco (actividad tradicional) 

Activos Pasivos 

Préstamos a la clientela 1 1 Depósitos de la clientela 

Sin embargo, en el caso de las compañías de seguros ocurre al contrario ya que sus 
partidas de pasivo tienen una mayor duración que sus partidas de activos. 

La inmunización financiera clásica, analizada en los trabajos de Macaulay (1938), 
Samuelson ( 1945), Redington ( 1952) y Fisher y Weil ( 1971), puede ser definida como 
una metodología dirigida a aislar los efectos que, un cambio en los tipos de interés, 
puede tener sobre el valor de una cartera. 

La inmunización de una cartera tiene como objetivo que el valor final de la inver­
sión no sea inferior al previsto al inicio del horizonte temporal del inversor sin que 
afecte lo que suceda con los tipos de interés durante este periodo. 

Toda estrategia de inmunización se basa en dos premisas: 

• La necesidad del inversor de establecer un horizonte temporal para su inver­
sión, que no debe confundirse con el plazo hasta el vencimiento. 

• La estructura temporal de los tipos de interés se desplaza generalmente con 
variaciones paralelas. Esto implica que la rentabilidad de los bonos se mueve 
de la misma forma y con independencia de su plazo. 

La inmunización trata de eliminar la sensibilidad del precio a los cambios en los 
tipos de interés a u·avés de equilibrar la duración de los flujos de entradas con la 
duración de los flujos de salidas. Según el teorema de inmunización de Fisher y Weil 
(1971) una cartera estará inmunizada si su duración coincide con el horizonte tem­
poral del inversor. Así, el riesgo del tipo de interés y el riesgo de reinversión se inten­
tarán neutralizar•. 

(1) El riesgo de tipo de interés (riesgo a corto plazo o riesgo de precio) se refiere al 
riesgo de variación en el precio de un bono ante variaciones del tipo de interés. En cambio el 
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Las estrategias de inmunización pueden desarrollarse en base a dos criterios: 

l. Intentando que los flujos de entrada y de salida sean iguales, es decir, que los 
créditos sean iguales a los débitos en cuantía y en fechas de exigibilidad y la 
cartera de activos y pasivos sólo tenga cuantías nulas. Esta situación se conoce 
como perfect matching o "política de casar operaciones". 

2. Eliminando el riesgo de la cartera, al hacer coincidir la duración de los flujos 
de entrada con la duración de los flujos de salida. 

Los inversores en renta fija se enfrentan a dos tipos de riesgo de tipo de interés, 
que se compensan: 

• Riesgo de precio: incrementos en el tipo de interés producen pérdidas de 
capital. 

• Riesgo de reinversión: incrementos en el tipo de interés incrementan la tasa 
de reinversión de los ingresos. 

Si la duración de la cartera coincide con el horizonte temporal del inversor, ambos 
riesgos se compensan y la cartera está inmunizada ante la variación de tipos de interés. 

Tal como señala Redington (1952) el núcleo de la teoría de la inmunización clásica 
se basa en dos definiciones y en dos reglas. 

Las dos definiciones se refieren al flujo de entradas o de activos (inversiones más inte­
reses) y al flujo de salidas o pasivos (indemnizaciones más gastos menos primas) . 

. Se consid~ra? dos operaciones financieras cuyos términos se hacen efectivos en los 
mismos venc1m1entos: 

FIGURA 6.4. Esquemas de dos operacionesfinanderas 

ª1 ~ --------- ~ 
1 1 1 1 

to t, ¼ -------- 1m 

b, b2 --------- bm 

1 1 1 1 

to t, t2 -------- 1m 

Se puede obtener la operación financiera conjunta o compuesta calculando las 
diferencias entre las cuantías de los términos de las dos operaciones financieras en 
cada uno de los vencimientos: 

FIGURA 6.5. Esquema de la operación financiera conjunta 

~ .... ~,.., :;a~ 
'l>' '1)1\, --------- '!),~ 

1 1 
to t 1 ¼ -------- 1m 

~e considera la primera operación financiera como un flujo de entradas o de 
activo~, pactados e:r_i t0 , para los vencimientos t¡,t2 , ... ,t,,.. Y la segunda como un flujo 
de sahdas o de pasivos, pactados también en t para los vencimientos t t t La O' I' 2 , ... , 111 ' 

riesgo de. ~einversió~ (ri_es~<? de medio o largo plazo) hace referencia al riesgo de no obtener 
la rentab1hdad ofreCida m1c1almente por el mercado como consecuencia de las variaciones en 
los tipos de interés. 
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operación conjunta, obtenida por diferencia entre un flujo de entradas y otro flujo de 
salidas, es una cartera de activos y pasivos. 

Sean VA y VP los valores actuales de todos los flujos de entrada (activos) y de salidas 
(pasivos), respectivamente, que se obtienen de las siguientes expresiones: 

m 

VA = Lªk. e-tr-,. 
k=I 

m 

Vp =Lb,,,· e-&,. 
k=I 

Las dos reglas en las que se basa el núcleo de la teoría de la inmunización finan­
ciera clásica son las siguientes: 

Regla 1: 

En el momento actual el valor actual de los flujos de activos coincide con el valor 
actual de los flujos de pasivos. Si se produce un cambio en la tasa instantánea de inte­
rés de 6 a o= t5+ e con un consiguiente cambio de VA y VP a VA ~y vp·, la posición de 
la cartera después del cambio de la tasa instantánea de interés se obtiene a través del 
teorema de Taylor: 

. . acvA - V,p) 1 a2cvA - V,p) <> 
V -V = (V -V)+-------· e+-·----------· e· + ... +Resto 

A p A p a" 2 ! a "2 

En el desarrollo del teorema de Taylor el primer término es nulo por los supuestos 
de partida. También es lógico que, si no se produce un beneficio o pérdida cualquiera 
que sea el cambio en la tasa instantánea de interés, las derivadas sucesivas serán nulas. 
En la práctica, la primera derivada es la más importante para cambios pequeños de 
la tasa instantánea de interés y, por tanto, Redington (1952) define una cartera como 
inmunizada si se cumple: 

awA -Vp) _
0 

a6 
De esta primera regla se deduce que: 

avA ~ -ó-, ¡ '.:.\ ~ = - ,¿_ tlr. • ª1r. • • = -VA • DA 
UV k=I 

111 
VA • DA = Vp • Dp ⇒ DA = Dp ya que VA = Vp 

avp ~ -ó-, 
'.:.\ ~ = - ,¿_tk. blr.. • = -Vp. Dp 
UV k=I 

La duración de la cartera de activos es igual a la duración de la cartera de 
pasivos. El término duración fue utilizado por Fisher y Weil ya que Redington utilizó la 
expresión plazo medio. 

Regla 2: 

Si la segunda derivada del desarrollo de Taylor es positiva, teniendo en cuenta 

que el coeficiente e es positivo, cualquier cambio en la tasa instantánea de interés 
2! 

producirá un beneficio en la cartera. Por tanto, es deseable que la segunda derivada 
sea positiva para que la cartera resulte inmunizada, es decir: 

a2cvA -Vp> 0 a62 > 
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De esta segunda regla se deduce que: 

La convexidad de la cartera de activos es mayor que la convexidad de la cartera de 
pasivos. Redington utilizó la expresión spread con respecto al plazo medio para referirse a 
la convexidad. 

Con estas condiciones la cartera de activos y pasivos estará inmunizada respecto a 
cualquier variación de la tasa instantánea de interés con cualquier desplazamiento 
paralelo de la función b\0, n) = tJ. 

Redington (1952) trabaja sólo con cambios paralelos en la estructura temporal de 
tipos de interés, mientras que Fisher y Weil ( 1971) demuestran su teorema de inmu­
nización considerando que todos los tipos de interés varían en la misma proporción. 

EJERCICIO 6. 7. 

Cuestión: 

Un inver~r qispone de la sigµi~nte. cartera de renta fija: 

• 1.000 Bonos del Estado, de 3 años de vencimiento, nominal 5.000 euros, 
tipo de interés del cupón 4%. • 

• 2.000 Letras del Tesórd~ d~ un año de vencimiento y nominal 2.000 euros. 
• 500 Bonos Perpetuos, con ·cupón anual de 250 euros. 

La rentabilidad del mercado es el 4,5%. 

Si el inversor dispone de 100.000 euros, calcular la composición de la cartera 
para que esté inmunizada si su horizonte temporal de inversión es de 1 O años 
teniendo en cuenta que los Bonos Perpetuos serán el doble de las Letras del Tesoro. 

Indicar también las estrategias a adoptar por el inversor para conseguir que la 
cartera está inmunizada. 

Soludón: 

Se calcula el precio y la duración de los Bonos del Estado: 

5.000 
P&rw =200·~ 0.045 + (l+0,045)8 =4.931,27€ 

1· 200 +2· 200 + 3. 5.200 
D&mo = 1+0,045 (1+0,045)

2 
(l+0,045)

8 =2,88 años 
4.931,27 

Se calcula el precio y la duración de las Letras del Tesoro: 

P. = 
2

•
000 

= 1.913 87 € 
Letra 1 + 0,045 ' 

DLdra = 1 año 

!,. 

TEMA 6. DURACIÓN, CONVEXIDAD E INMUNIZACIÓN FINAl'\ICIERA 

Se calcula el precio y la duración de los Bonos Perpetuos: 

250 
PPn-Jlduo = 0,

045 
= 5.555,55 euros 

l+0,045 _ 
DPnpttuo = ---- = 23, 22 anos 

0,045 
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Se calcula la composición de la cartera para que esté inmunizada, teniendo en 
cuenta que el horizonte temporal del inversor tiene que ser igual a la duración 
de la cartera: 

1~ = D<:artffll = DBonos • (1)Boru,s + DLdrus • (1)1.drm + Dl'rtpduos • (1)Prr/Jdt.lDS} 

1- (1)8oruJs + (1)Ldrus + (1)P61'/Jduos 

1~ = 2,88 • (1)~ + (1)útras + 23,22 • 2 • (1)LdTas} 
1- (1)Bonos + 3 (1)Ldrus 

(1)útras = 0,1835 

(1)/JoruJs = 1-3 • (1)Ldrus = 0, 4495 

(1)Pnpttuos = 2 • (1)Ldras = 0, 3670 

Se calculan las cantidades invertidas en cada tipo de activos: 

~ = 0,4495 • 100.000 = 44.950 euros 

~ = 0,1835 • 100.000 = 18.350 euros 

Qptrpnuas = 0,3670 • 100.000 = 36.700 euros 

Se calcula la composición de la cartera para que esté inmunizada: 

n&mos 44.950 = 9,11 = 9 
4.931,27 

n = 18.350 =9 50=9 
Letrus 1.913,87 ' 

n = 30. 700 = 6 60 = 6 
'Ptrpdt.lDS 5.555, 55 ' 

Por tanto, para que la cartera esté inmunizada debe tener la siguiente compo­
sición: 9 Bonos del Estado, 9 Letras del Tesoro y 6 Bonos Pe.rpetuos. 

Las estrategias que adoptará el inversor para ello serán: 

• Venta: 1.000-9 = 991 Bonos del Estado. 

• Venta: 2.000 - 9 = 1.991 Letras del Tesoro. 

• Venta: 500 - 6 = 494 Bonos Perpetuos. 
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TRATADOS Y MANUALES DE ECONOMÍA 

Análisis de las Operaciones Financieras para Actuarios 
Financia! Mathematics for Actuaries 

Este libro desarrolla los conteridos de la asignatura Análisis de las Operaciones Financieras {Financia[ 
Mathematics) de la versión de octubre de 2019 del Core Syllabus for Actuaria[ Training in Europe de 
la Asociación Actuaria[ Europea (Actuaria! Association of Europe) y sustituye al libro Análisis de las 
Operaciones Financieras (Core Syllabus for Actuaria[ Training in Europe) que incluía los contenidos de 
esta asignatura de la versión de octubre de 2011 del Core Syllabus de la Asociación Actuaria! Europea 
(Actuarial Association of Europ2). 

El Core Syllabus for Actuarial Training in Europe es el plan de estudios básico, que contiene la formación 
mínima requerida para ejercer la profesión actuaria!. Contiene tres secciones: la educación actuaria[ 
básica, con nueve áreas de aprendizaje (estadística, economía, finanzas, sistemas financieros, activos, 
datos y sistemas, modelos actuariales, gestión de riesgos actuariales y práctica personal y profesional 
actuaria[), habilidades avanzadas y requisitos previos necesarios. Además, cada área de aprendizaje de 
la educación básica actuarial contiene un número de subáreas. 
El objetivo de este libro es desarrollar los contenidos recogidos para la asignatura Análisis de las Opera­
ciones Financieras (Financia! Mathematics) en la última versión de octubre de 2019 del Core Syllabus for 
Actuaria[ Training in Europe, que se encuentra incluida en la tercera área de aprendizaje Finanzas (Finance). 

La obra es fruto de la experiencia acumulada en la impartición de esta materia desde su implantación 
en diferentes titulaciones de la Universidad de León (Grado en Finanzas, Grado en Administración y 
Dirección de Empresas, Grado en Economía y en las extinguidas Licenciatura en Ciencias Actuariales y 
Financieras y Diplomatura en Ciencias Empresariales) y de la utilización de bibliografía especializada. 

Este libro constituye un complemento ideal para todos aquellos Manuales de la asignatura Análisis de 
las Operaciones Financieras, que se imparte actualmente en los planes de estudio de las diferentes 
titulaciones citadas anteriormente u otras similares, así como del complemento formativo Análisis de 
las Operaciones Financieras, necesario para cursar el Máster en Ciencias Actuariales y Financieras, 
y que se exige a todos aquellos estudiantes que quieren realizar este Máster y no han recibido esta 
formación previamente. 
Sus características facilitan una doble función: puede ser utilizado por los docentes para facilitar el 
aprendizaje a los alumnos, sobre todo a los futuros actuarios, y como recurso de apoyo para su for­
mación e investigación, pero también puede ser utilizado por actuarios y otros profesionales ya que se 
trata de un texto de aplicación inmediata que permite resolver dudas sobre las distintas operaciones 
presentes en la contratación mercantil actual. 
Este libro también podría ser recomendado por la Asociación Actuaria! Europea como recurso de aprendiza­
je para preparar los contenidos de Financial Mathematics del Core Syllabus for Actuaria[ Training in Europe. 

El precio de e~ta obra incluye la publicación en formato DÚO sin coste 
adicional (papel + libro electrónico). 

ACCEDE A LA VERSIÓN EBOOK 

SIGUIENDO LAS INDICACIONES 
DEL INTERIOR DEL LIBRO. 

11111111111111 íllll ll~ll ll llíl 1 
CÓDIGO DE USO EXCLUSIVO POR LA EDITORIAL 

C. M.: 80008058 

ISBN: 978-84-1125-640-7 

9 788411 256407 


