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El presente trabajo contiene una generalización de las fórimlas y 
ttorenias de variación. Se ha partido de un seguro general en donde 
las probabilidades que intervienen en la capitalización actuarial no 
coinciden, en general, con las que intervienen en el pago de capitales. 
Ello permite que sean de aplicación a operaciones de seguro también 
más generales. 
Ia exposición se hace en estructura matemática unificada a base 

de funcioues de seguro e integrales de Stieitjes-Schirf. 
Eo  las den~ostraciones y conclusiones se hace resaltar el significado 

actuarial de las fórmulas. 
Al filial se hacen algunas aplicaciones en donde se poue [le niaiii- 

fiesto la generalidad del método. 



NOTACIONES Y UEFINICIO'JEIS 

En la exposición que sigue serán uiilizadas las siguientes iiotacio- 
nes y definiciones. 

Las de primer orden las denotaremos por B y las de segundo 
orden por Bo. También distinguiremos las correspondientes al caso 
continuo y al caso discreto. 

Tasa de interés ........................ 6(t), i s"(t), i" 
Tasas y probabilidades asociadas a 

la capit. actuarial .................. ~(r:~, b:?, yo(!' X T V  i,O(ri r+t 

(r = 1, 2, ..., k) 

Valor actual actuarial de una peseta en (O, t) : 

siendo : 



Twas y probabilidades asociadas al 
(r) pago de capitales ................... ~ $ 4 ~  ax+t e(;{, e!$ 

(r = 1, 2 ,  ..., m) 

Capitales asegurados .................. S(') sow 
r+t  r f t  

Prima natural en (O, t j  ............... P(" pw) 
( t )  ( t) 

Prima pura media en (O, t) ......... P(t) PW 

Reservas matemáticas en (O, s) ... V(x, S) Vyx, S) 

Con arreglo a lo que precede y teniendo en cuenta la fórmula re. 
trospectiva en estructura unitaria será: 

La fórmula que nos da la variación al pasar de las bases B a las 
bases Bo la llamaremos fórmulo primal, y la que nos da la corres- 
pondiente variación al pasar de Bo a B la llamaremos fórmula d u d  



Utilizaremos las siguientes notaciones: 

Funciones de variación : Primul 

...................... Variación de primas AI' = Po - P 

Variación de prestaciories ............... AS = So - S 

Variación de reservas ..................... AV = V "  V 

Variación de la fuerza actuarial . . . . . .  Ap = p" - p 

Variación del factor de descuento ac- 
tuarial ..................................... 4(vpx N e) -Y vr'pllX+, 

Variación del factor de descuento f i -  
naticiero ................... .... ........... AV = V" - \/ 

Ueiieficio en u11 periorlo (t, t -t dti I"(t)dt. r0'(t)dt 
o bien [t, t + 1) ...................... .. d T(t) = [ n t ,  

d I'"(t) = 1 r 0 ( v  

I<eiiefici(~ en LO, S) ........................ 
, * (S )  = r ( - ) ' E o ( ~ ) ~  r(t) H"(s) - 

J .  
( - ) k ( ) d  P ( t )  

( - ) S  
L:eneficio en [k, S )  ........................ rqcs) - ~<(k) = ~ o ( t ) d  q t )  qs) - H O ( ~ )  = 

k 



OBTENCION DE FORMULAS 

El propósito es obtener iórmulas en que aparezcan relacionadas 
las variaciones anteriormente señaladas junto con la correspondiente 
función de beneficio. 

En lo que sigue demostraremos la siguiente fórmula general para 
k < 5: 

Demostraremos la primera puesto que la duail se obtiene por un 
.imple cambio de notaciones. 

Teniendo en cuenta la fórmula retrospectiva de la reserva y la 
definición del beneficio en [O, S), será: 



Teniendo en cuenta la definición de reservas coc Liases Bo, es decir: 

sr tiene : 
(-j, 

H(S) = EO(S) ~ ( x ,  s j  - AV(X, Oj  - ~ ' ( t l d  ( A P ( ~ , )  - 

Dando a s el valor de k < S, será: 

restando y teniendo en cuenta la definición de beneficio en [k, S) se 
obtiene : 



es decir: 

(-1s 

Eo(s) s) = E"(* *i~\(x, X) + Jk ~ t y i  [AP(I, + w)] 

Para demostrar la segunda parte de la fórmula tendremos en 
cuenta que 

es decir: 

d (EV)  - E d j P  - P("j] 

d (E0\') = EOd[P - Po(")] - d H 

por tanto: 

es decir: 

c.q.d. 

Especif;cación de la función de beneficio elencental d r(tj: 

a) Caso conlinuo.-Teniendo en cuenta que: 

- 1. 'p0(x, -c )d. 
E(t) = e E"(t) = e 



será : 

1 d (EV) 
- . - - E' 

E E 
- V + V ' =  

dt 

es decir: 

d (EV) 1 d (EU\?) -- = V(x, i) [ P O ( ~ ,  t) - p(x, t,] = E dt E0 dt E0 dt 

Suponiendo que la fuiición de la prinia natural es: 

se tiene: 

sustituyendo 



b c  tiene : 

E n  el cabo de que in = k y las v y i ,  sean igual a las ~$1, se 
titne, como caso particular, la fórmula: 

b) Caso dtscueto.-En este caso supondremos que operamos con 
pin?as  anuales y por tanto: 

por otra parte se tiene: 

A (EV) AE 
= 4V(x, t) + V(x, t + 1) - 

E E 



Con lo cual resulta: 

Calculando separadamente : 

es decir : 

AE AE" 
E E" - V h + t  - V*P:+~ 

y sustituyendo en la fórmula de y(t): l 

En el caso particular en que las b(') coinciden con las a(' : ,  es ciecir : I i  



se tiene, con10 caso particular, la iórmula: 

ALGUNAS APLICACIONES 

Para la aplicación de estas fórmulas a los problemas de variación 
de Ias Reservas, Rentas, etc., es conveniente introducir los llamados 
iridices de variación que designaremos por ~ ( t )  : 

d a(t) = d [ A P  + r] 

Según estemos en el campo continuo, con AP' = Ap o en el 
campo discreto en que d (AP) = Ap sea la variación de la prima 
correspondiente al periodo de seguro, se tiene: 

M) + r'(t) (caso continuo) 
u i t j  = 

Ap(t) + Y@) (caso discreto) 



Con esta introducción la fórmula general de variación será: 

E"(s) AV(x, S) = E"(k) AV(x, k) + E"(.t)d U(t, 

con el inidice de variación : 

en donde el primer corchete es la diferencia entre las variaciones de 
las primas (media y natural) y el segundo corchete es: 

d (EV) - d (EoV) - 
E 

- 
E0 

V(x, t) h ( x ,  t)dt (caso continuo: 

[caso discreto) 

y que podía ser interpretado como la zuriaBón del rédito n c f u a d  
de las reservas en el periodo considerado. 

E n  las aplicaciones a los problemas de invarianza la condición 
d ~ ( t )  = O se puede .expresar diciendo que la diferencia en la va- 
riación de primas ha de resultar igual al rédito actuarial de las Re- 
servas, es decir : 

d (EV) d (E"V) 
d(AP(")) - d(AP) = ---- - -- 

E E0 

Supongamos, por ejemplo, que : 

haciendo k = 0, tendremos: 



;a condición de inwa~ianza de las reservas será: 

d (EV) d (E0V) 
d (APcn)j = - --- 

E E0 

EII el caso contiiiuo tendremos: 

El teorema de Calitelli es un caso particular de este resultado ge- 
neral. En efecto, para 

scstituyendo se tiene la coiidicióii, 

hnciendo 

p'" = ( 1  + ,p') p"' att r f t  

irndremos para r = 1, 2, ..., 111: 

dc donde : 

es decir, los capitales asegurados So(') que con tanto: de mortalidad 
1~"") proporcionan las inisiiias reservas que los capitales asegurados 
S") son los tantos de niortalidad p(') = ( 1  + T ( " )  p0('). 



Veamos ahora el caso de la Rmfa vitalicia cuolado varia el t ipo de 
interés. 

Partiendo de los siguientes datos: 

Teniendo en cuenta que A P  = O (por ser prima única) y que sólo 
hay variaciones por interés, los índices de variación serán: 

(6' - 6)  V(x, t)d (caso continuo) 
d a(t) = 

- p ~ + ~  V(x, t + 1) Av (caso discreto) 

Sustituyendo en la fórmula general para k = O y S = w (siendo 
V(x, w )  = O), será: 

AV'(X, O} = 

E n  la de tipo discreto, Saxer (4) hace la siguiente aproximación: 



. . 
Ltilizando la iórmula dual para el caso continuo vamos a obtener 

la ecuacióil integral de la función (2, = c/á, que utiliza Meidel1 (3) 
para hacer las aproximaciones. Es decir, 

teniendo en cuenta 

D x  D, J ,  
es decir: 

que es la ecuación integral citada. 



Aplicación o la z~aiiaciáó del f i j o  de  inteués en  la i,enta fiaya.dpuo 
a la cabeza (x )  actitnlnziwbe aciiva a piirtii- de szl inzalidez mietitras 
viva een: tal estado. E s  decir, 

en el caso discreto sera: 

en donde 

y el índice de variación sera: 

teniendo en cuenta que S++, = y toiiiaiido la aproximación 

Av S\+t+i 
A S,+, E -- se tiene: 

v llixt- 

Las fórmulas generales obtenidas se muestran interesantes cn el 
estudio del beneficio y la obtención de fórmulas de contribución. Pero 
ello se sale de los limites impuestos a este trabajo. 
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