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INTRODUCCION

El presente trabajo contiene una generalizacion de las férmulas y
teoremas de variacion, Se ha partido de un seguro general en donde
las probabilidades que intervienen en la capitalizacién actuarial no
coinciden, en general, con las que intervienen en el pago de capitales,
Elle permite que sean de aplicacion a operaciones e seguro también
mas generales,

[.a exposicion se hace en estructura matematica unificada a base
de funciones de seguro e integrales de Stieltjes-Schari.

En las demostraciones v conclusiones se hace resaltar el significado
actuarial de las férmulas, ,

Al final se hacen algunas aplicaciones en donde se pone de mani-
fieste la generalidad del método,
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II

NOTACIONES Y DEFINICIONES

En la exposicion que sigue serdn utilizadas las sigulentes notacio-
nes y definiciones,

a) DBases TEcNICAS

Las de primer orden las denotaremos por B y las de segundo
orden por RB° También distinguiremos las correspondientes al caso
continuo v al caso discreto,

B Be
Tasa de interés ........ccocovininnn, B(t), i éo(t), 1°
Tasas y probabilidades asociadas a _
la capit. actuarial .................. v, b, velr, b

fr=12 ..k

Valor actual actuarial de una peseta en (0, t):

S Vlth S Vl]ttpo £t
E(t) = (1) = .

t X . £ .
2 - [ px, i 2 e [ e, a

siendo:
k

Pt = 1 — Z b(.\-r-::-t P:.,H =1 Z b;?-')t

T=1

plx, ) = B + Y 0, px 0 = B0 4 Y D

r=1 g 3
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B B

Tasas y probabilidades asociadas al

pago de capitales ............... pi el pi, &l
r=1,2, .., m

Capitales asegurados ............c.ouee =1 S
Prima natural en (0, t) .....co..o0. P& ng)“)
Prima pura media en (0, t) ......... P(t) Pt
Reservas matematicas en (0, s) ... Vix, s) | Vo(x, s)

Con arreglo a lo que precede y teniendo en cuenta la férmula re-
trospectiva en estructura unitaria serd:

n (—)s
l
Vix _ : P(t] — P®
%9 = | Ve 0+ | E(t)d| P Pm]]
I B8 r. (—s -
Vo(x, 5) = o Vox, 0) + E“(t)d[P”(t) — Pngg}]

h} FUXNCIONE$ DE VARIACION ¥ DE BENEFICIO

La férmula que nos da la variacién al pasar de las bases B a las
bases B° la llamaremos fdrmmiae primal, v la que nos da la corres.
pondiente variacién al pasar de B® a B la llamaremos férmula dual,




Utilizaremos las siguientes notaciones:

Funciones de varigcion:

Variacion de primas

Variacion de prestaciones

Variacion de reservas

Variacion de la fuerza actuarial

Variacion del factor de descuento ac-
tuarial

Variacion del factor de descuento fi-
nancierg

Functones de beneficio:

Beneficio en un periodo (t, t |+ dt)
o bien [t,t + 1)

Beneficio en [0, )

Beneficio en [k, s)

Primal
AP = pP* — P
AS = $* — §
AV = ve - v
Ap =" —p
A(vpes ) == VP ¢ — VPx+t

AV = vo Vv

’(t)dt

drw = {Y(t)

r {—)s
| E°(t)d T(t)

],—T(S‘) —

o

H(s) — Hk) = f
k

; E‘t)d 1T(t)

Dual
AP = P — P°
AS® = 5 - &0
AVO = V — Vo
Apt = g — 0"
AvPp e = VPxye — VOPxypt

AVO = V — V°

I (t)dt
dI(t) = {

Y
Ho(s) = J' B

—g
(s) — HO(k) = f E()d (L)

BIT
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OBTENCION DE FORMULAS

El propdsito es obtener formulas en que aparezcan relacionadas
las variaciones anteriormente sefialadas junto con la correspondiente
funcion de beneficio,

En lo que sigue demostraremos la siguiente férmula general para
k < s:

Prumal
{8

BP(s) AV(x, s) = E%k) AV(x, k) - f E%t)d [AP(t) + r(t)]

k
siendo:
e d (EV) d (E*V) .
ar) = o o — d (APEU))
Pual

(—)e
E(s) AVi(x, s) == E(k) AVo(x, k) + j E(f)d [APO(t) + I"’(t}]

k
siendo:
d (EV? d (EV")
dT°(t) = (E° ) — { 5 — d(APD((‘;)})

Demostraremos la primera puesto que la dual se obtiene por un
simple cambio de notaciones,

Teniendo en cuenta la formula retrospectiva de la reserva y la
definicién del beneficio en [(, s), serd:

(—)8
H(s) = V(x, 0) + f E°(t)d [P‘(t) — Pogg] — Ee(s) V(x, s)

sustituvendo en esta formula:

V=Vl AV v P=P —AP
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se tiene:

{—Js
Im=Whmw+f E(d [Py — ] —
0

(—)a
'“‘J' Et)d (AP(U) — E(s) Vix, s;

Teniendo en cuenta la definicidén de reservas con bases B®, es decir:

a ()8
E%s) V(x, 5) = V'(x, 0) + ‘ Eo(t)d [P"{t) — P°tn>]
Yo

(3

se tiene:

{—3=
mw:9®wmﬂaw&m—f E%d@%ﬂ—

— Efs) Vix, 5)

7

A )s
— E°s) AV(x, s} — AV(x, 0) — f Eo{t)d (AP{t))
va i
Dando a s el valor de k < s, serd:
ok
H(k) = Ek) AV(x, k) — AV(x, 0 — E’(t) (AP(U}
vy

restando y teniendo en cuenta la definicion de beneficio en [k, s) se
obtiene:

(—)s

H(sy — H{k) = f E(td T(ty = E'(s) AV(x, 5) —
x

(—)s

— Bk AV(x, k) — J. Ert)d (AP(t))

k
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es decir;
(—)8

E%(s) AV(x, s) = E*(k) AV(x, k) + j Ev(td [ AP + T
4

c.q.d.

Para demostrar la segunda parte de la férmula tendremos en
cuenta (ue

r (=t
E(®) Vi, 1) = Vix, 0) + E(5)d [P(s) — P |
¢ Q
p (—It
E°(t) V(x, t) = V(x, 0) - E'(1)d [P(t‘) _ Pogg] — H(1)
v '
es decir:
d(EV) = Ed[P — P™]
d(E'V) = B[P — P®] ... dH
por tanto:
d (EV) d (E°V) U iH
J— f— ny _ {n) -
es decir:
, dH d (EV) d(E*V}
T = = — - ’ — {n}
A =~ = — o0 d (AP™)
c.q.d.
Especificacién de la funcion de beneficio elemental d T(t):
a} Cuaso continuwo—~Teniendo en cuenta que:
t t
_J pix, T)dt """f p(x, T)dt

E{t) = e 7° EXt) = ¢ 7°
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sera:
I dEY)_ _ E
E dt - R + -
= — (s, 1) Vix, &) + V(x, 1
l dEV) B v =
E° dt T REe + =
= — px, ) Vix, ) + Vi, 1)
es decir:
B LAY [ e ] =
E dt TTEY dt Fo dt = Vi(x, t) |8, 1) — g, )] =

= Vi{x, 1) dp(x, 1)

Suponiendo que la funcion de la prima natural es:

m
APy
L — SOIETIL)
dt =1y z b):+t !Lx+t
=1

bt}

_di)&(’n) = @+ Y S e
dr et e
r—1
se tiene:
Mty = Vix ) [0, 5 — etx, 1] Ar) —
= s e - S, k)
r=1
sustituyendo

[e°6, 0 — ptx, 9] = [2°0) — 80| +

k
o — (r)
+ Y e — Y e,

r=1 r==1
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su tiene:
I'(t) = V(x, t) [5°(t) _ “a(t)] 4
k E
+ Vi, t) [Z we, — ) vg:{t] — Ar(t)
r=1 r=1
m
_ QOr) o) Q) gl
2 I'SX-!—t I-LJ.:>I: Sxit pr}zt J
r—1~
En el caso de que m = k y las v{7) sean igual a las p&7), se

tiene, como casoe particular, la formula;

) = Vi(x, t) [8"(t) — 6(t)] — Ar(t) —

. E {[S“ﬁ;‘t— Vix, t)] pi(;)tm [Si’il — Vix, t)] ugﬁt%

b) Caso discreto—En este caso supondremes que operamos con
rrimas anuaies y por fanto:

m m
) — o or) g0 1) g
AP® = An + v ) S0, @0 — v Y ST 0w,
1

1

por otra parte se tiene:

' 7 AE
—A—(};‘:‘L)——— = AV(x, t) + V(x, t4 1) =
A{EV) E°

= = AV(x, t) + V(x, t+1) —EE“
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Con lo cual resulta:

Y(t) = Vix, H; 1) [ A];E — Ag ] — Ary —

m m -
- VP S_‘ bD(r) GG(]‘_\ N Sf;. l‘r]
el X+t XxX-=t x+t x Lt
1 1

Caleulando separadamente:

AE vert ¢ | px — vipx .
E Vitpx = Vb
AE? vt 4] ptx o vTip'x o |
E* voipx = Ve T
es decir:
AE AE" rom0
B — E* Virer — 3 Pryy

v sustituyendo en la {érmula de y(t):

Y(t} o= V(X, t + 1) {vpx—{-t —-— Vopz_t] — Aft —_—

m
— 0 o(r) golry {r} ()
[v 2 Sxﬂ_tax vt Z Sert axth ]
1

Fn el caso particular en que las b™ coinciden con las o', es decir:

k m

— =1 — (x)
Px+t = 1 — s b(xrzrt =1 Z @ it

H
-

[y
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s¢ tiene, como case particular, la formula:

Ty = Vit -+ 1) [V(l — ) -
1

0 (1—Za;g{Jt)]_,Art—

)3

m m -
_ [ T suw,e0, v Y 50, ot J -
. xLt x+t : i+t x4t
1 1

= V(x, t+ ) Av — Ary —

3 [efse v ) -
1

ﬁv(stxr)“__ Vix, t—|—l)) mﬂtl

v

ALGUNAS APLICACIONES

Para la aplicacién de estas formulas a los problemas de variacion
de ias Reservas, Rentas, etc,, es conveniente introducir los llamados

inidices de variacién que designaremos por (t):
d a(ty = d [AP - T]
t Segiin estemos en el campo continuo, con AP = Ap o en €l
campo discreto en que d (AP} = Ap sea la variacién de la prima
cerrespondiente al periodo de seguro, se tiene:
Ap(t) + T'(1) (caso continuo)
xi = % Ap(t) + () (caso discreto)
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Con esta introduccién la férmula general de variacién sera:
(—)s
E'(s) AV(x, s) = E%k) AV(x, k) + f EMtyd ()
k

con el indice de wvariacién

do(t) = d(AP) + dT =

_ [d(AP) . d(APm)] n [ d(g\f’) . d(EEﬂovJ ]

en donde el primer corchete es la diferencia entre las variaciones de
las primas (media y natural} y el segundo corchete es:

d(EV) d (ErV)

E E?
{ Vix, t) Asn(x, t)dt {caso continuo}

—Vx, t 4 1) A{vpeis) {caso discreto)

y gque podia ser interpretado come la werigcion del rédito actuarial
de las reservas en el periodo considerado.

En las aplicaciones a los problemas de invarianza la condicion
da(t) = 0 se puede expresar diciendo que la diferencia en la va-
riacidn de primas ha de resultar igual al rédito actuarial de las Re-
servas, es decir:

d {EV) d (E"V)
ApPey — d(AP) = — -
HAP®) — d(AP) = =
Supongamos, por ejemplo, que:
AP =0
AVix, Oy = U

hactendo k = 0, tendremos;

E*(s) Aif(x, s) = Jf Eo(t) d aft)

L]
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ia condicidn de inverignza de las reservas sera:

by = LED 9@

En el caso continuo tendremaos:

m i
Ar(t) “j_ ‘ Si(:-)t IJ";(E.L - pa— Siﬁ: zj':(cl-r\t = V(X’ t-) AP(X, t}
1 1

El teorema de Cantelli es un caso particular de este resultado ge-
neral, En efectp, para

Ar(ty = 0 ; 8%t) = 8(1)

Ap(x, t) = Z o(r) _ 2 pirJM

sustituyendo se tiene la condicion,

o

Z (S'T?c" V(x, t}) ‘L(:]{(-:)t — (SS-J}-t — Vi(x, E)) p.;f_it = 0

1
haciendo
pe = (1 + m®) pst)

tendremes para v = 1, 2, ..., m:

(500, — Vix, 0) p@, = (59, — Vix, 9) (1 + 20w

x4+t Xt

de donde:

0ry — (£ {x) (r)
3 X4t ]:Sx+t V(X’ t)] K + Sx+t

es decir, los capitales asegurados S°™ que con tantos de mortalidad
12t proporcicnan las mismas reservas que los capitales asegurados
SO son los tantos de mortalidad p& == (1 4 %) pow,
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Veamos ahora el caso de la Renfa vitalicta cugndo varia el tipe de
inferés,

Partiendo de los siguientes datos:

€450 continuo caso discreto
V(X: 0) - dx dx
‘\rT'(X, t) = et Ads 4t

Teniendo en cuenta que AP = 0 (por ser prima 0nica) y que solo :
hay variaciones por interés, los indices de variacion seran: i

(B"—8) V(x, t)d (caso continuo)

deft) = %: —px+t Vix, t+ 1) Av (caso discreto) f

Sustituyendo en la férmula general para k = 0 y s = © (siendo
V(x, o) = (), sera:
AVix, 0} =

S Ady = — j EXtyd a(t) = — (8" — a)f E(t) dpye dt

0

2 Aa, pomd A'V z Eﬂ(t) Pttt Azttt
0

En la de tipo discreto, Saxer (4) hace la siguiente aproximacion:

Az, = Av Dst . Lot . Nxtt4:
D° leye Dxtt41
Q
w
Ay Z ( v )t Nijtt:
- v i v Dx
o
L]
Ay Z Nx.;_;.{.l _ Av . Sx+1
o v ‘ Dy v Dy
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admitiendo :

VO
_—— e ]
v
Ctilizande la formula dual para el caso continuo vamos a obtener
la ecuacion integral de la funcion Qz = &°/dx que utiliza Meidell (3)
para hacer las aproximaciones, Es decir,

Ad = — (5 — &) J E(t) ¢ di =
a

@ - o
D, Nz
:(50—6)f L g =
vog Dy Dyt

" D, Neps =
=1 @9 s, Mo N
Dx vy Doty Nzt
so—8& | -
- “ﬁ(f - Ozt = Nxyt Gt

teniendo en cuenta

Aﬁoj&x—dc':&x(l_a_x):ax(lkgx}
X x ax
N,
= (I — Qx}
D
sera:
N 5 — 8 -
- (1 — Q) = —(“”T—L {l eyt » Nygt dt
Dy Dy N
es decit:
§*— & -
szl__(__._)__j Oxit « Negr dt
Ny s

gue es la ecuacidn integral citada,

9
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Aplicacidn a lo varwcion del tipe de interés en lo renta pagadera
a lo cabeza (x) actuclmente active a partir de su invalides v wientras

viva en tal estado. Es decir,
Vi, ) =2y 7 V(x, t) =a¥ |

en el caso discreto sera:

Aatt — Z Ety A elt)
1]
eti donde
:E:
E”(t} — ot __‘1::'

y el indice de variacion serd:
Aa(y = — [AP® 4 Av Vix, £+ 1) pi]
—Ae(y) = [v0S°  dept — ¥ Scoebrge] + Av e Vi t4- 1) - pie
= V° Sox+t-ix+t -_— ¥V Sx+t ix+t ‘l"’

av [(1+ ) Vs, 4 Sene fcre]

_|_

= (I 4+ D) Av Vi(x, ) + Lyt [Vo =7 T+t

— ¥ Sy — (V) Sx+t]
= (1 + i) Av VX, t) 4= dxse V0 ASz4s

teniendo en cuenta que Sy¢pr = alq¢ y tomandn 2 aproximacion

Av Six+t+1

— se {iene:
Vv ljlxt-.-

A Sz =

m .y
Sxrtl

Av . .
ai o~ _ 0 ai vt 15
Aatl ~ Y E Ext) a2t -+ Do, O*

[}

Las férmulas generales obtenidas se muestran interesantes en el
estudio del beneficio v la obtencién de formulas de contribucion, Pero

¢llo se sale de los limites impuestos a este trabajo.
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