Seguro de anualidades

Por
AGUSTIN SANS Y DE LLANOS

Nota previa

En este trabajo se utilizan integrales de Stieltjes a fin de evitar la tediosa
distincién entre campo “discreto” y campo “continuo™.

. SEGURO DE ANUALIDADES CONSTANTES

La férmula de la correspondiente prima Unica es:

E:/m=J‘ e~ %" (1—p) dt=an—a.n M

Otra forma de obtenerla es la siguiente:

n s n l_e*ls'(ﬂ*ll
f eb.,.’px.”xﬂ.a(n%l.dt_—_". 8—6'1‘113’:'#141'—6—'(1’:
o o

I n
:E_‘j‘[e_&,_ ’pr‘_. #X+I_e—5-n. ’px.p.\r_“].d,: [2]
| — " —dle+, 1 —
r ["‘f s [Reeer]

La [2] se puede facilmente transformar en esta otra expresion:

_;" Z.r:m_e_b."] [3]

la cual relaciona la prima tinica a.,m con la de un seguro mixro y la de un
término fijo. ‘
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También se puede abordar la cuestion integrando por partes, como se
expone a continuacion:

P —1 )
E. Ix . [[I'H-l-(e_s"_efa'")]:—‘]‘l.r+t' d(e—.s-,__esv")] _

o

_—_—_‘;. _I_I '[1x+,.‘(e‘°”’~e5‘")—1,(1;85"’)—J‘"l,+,[(~—6)‘e“"‘]‘dt:|=

=_;_. [(lﬁe6A")+f"(_5)'enﬁ.l‘tpx'd’] =

_ 1 _e—d-n _ _ _
——_——ax:m:am_ax:ﬁ] [4]
é
El limite de a.,» cuando y=0 es:
Lim (@m — @x:m) =N — éx:m (51

6—0

Si la renta cierta hubiese de calcularse a la tasa de interés g, distinta de la
tasa 6 del asegurador, la expresién de la prima @nica es:

f”e—b.l, [_ d];-l-l ] “fnle—d-u.du

Su integracién conduce a las siguientes formulas equivalentes:

i[ 1O b, Aus—n] [6]

¢
af— [ atate 06— 2t % [7]
. [A;w_:_e br(b— gy ao- e ’-"] (8]

En estas expresiones, si se hace §=0, se obtiene como limite ¢l valor:
o
n—E€xy
que se obtuvo en la férmula [5]; y ello porque haciendo 6 =g (o sea, coinci-
diendo las dos tasas de interés) se llega a la [2], que es igual a la [ 1], bastan-
do entonces tomar el limite de ésta cnando el interés tiende a cero.
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[I. SEGURO DE ANUALIDADES CRECIENTES EN PROGRESION
GEOMETRICA

Sea 6 la tasa de crecimiento exponencial. La prima unica reviste dos
formas distintas, seglin que ¢l crecimiento se inicie desde el origen de la

operacion, o bien, una vez fallecida la cabeza (x), desde que se empieza a
servir la renta.

a) La renta crece desde el origen

En este caso la prima inica tiene como formulacién mas sencilla la si-
guiente:

fe"’“(l—wx)-f’"-"’:f e =9 (I — p)-dit=a% —atm [9]

(siendo =38 — 6 el tipo de interés de estas rentas).

Se aprecia la total simetria de esta formula [9] con la [1].

b) La renta crece desde que se genera

En este caso, la expresion de la prima unica es:

n . —1
f o= ‘Iﬂ”’ .f" e— 54 e%u du
X
o 0

Haciendo n=48 — 6 y procediendo a una integracién por partes se llega a:

| _ _
iy [ L pp— A] [10]

n

Si =0, es decir, no hubiere crecimiento, el limite de [10] es la [1].

Un caso de particular interés se presenta cuando §=4.

Hay que calcular entonces el siguiente limite:

I " —dlee, 1 —dles
Limite de [-— - e—d'l._—+f_-‘ e—n‘n.e—ﬂ-l.__ ]
1’)"'0 T’ ° l.r 7’ o 1.\'
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Fl limite de la primera funcién es cero; y, denotando por F(n) la segunda

funcién, su limite, aplicando la regla de L'Hdpital, es el siguiente

Limite de M= Lim —d&’)—=Lim dF(n), ya que dn=1
7—~0 1 p—o0 dn
‘_dl.\+l -

=Jﬂ [(*n)‘e*”"’-e—”’+e"""'-()t)~e—0"] — =
=e—nn n-e—%1- —dl+ . PRy — dl+, —
. L . I

=e“""[n'_l:le.)—(17).'r“:n)] > n AS— A 1)
n—0

Cuando 6 tiende a 0 se obtiene:

0 o
n',’nqx*(e,\':m“*n'npx)zn_‘f\'.'ﬂ O sea, la [5]

St la renta cierta tuviese como tasa de interés ¢ en lugar de 8, se tendria

n —_ n—1
f e—b1. ldl‘“ j‘ et et udy
o x o

Haciendo g — =19
—n=06—g+to0=a

siguiendo el camino ya trazado se obtiene la férmula de la prima (nica rela-

tiva a este caso general:

n

|
[Ai‘i‘l—e Ar A"“’] [12]

Cuando 6=g es a=0y, por ello, resulta:

resultando, finalmente, la [(0].

Es ésta la mas general de la formulas obtenidas, como lo prueba el hecho
de que si en ella se hace 8 =0, es decir, no hay crecimiento, se vuelve a la [2],

la cval ya se demostré que es idéntica con la [1].
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11l. SEGURO DE ANUALIDADES CRECIENTES
EN PROGRESION ARITMETICA

Se distinguen también los dos casos ya estudiados en II.

Sea R la razén de la progresién aritmética.

a) La renta crece desde el origen
j‘" Vo(l—p-[L+ R (t— D] dt
1
siendo V=(1+)~'; Log.(l+i)=4; ytambién 6=—Log V

Su valor es:
(1 — R)“(am — ax:m)+ R [(Ja)ym — (1a)x:m]
con:

m—n &
(Ia)m=am+a_|—i’1—

Si— Sxtnt1—n Niin
Dy

Se observa que para R=0 queda a.n

(la)x:m =

b) La renta crece desde que se genera

; Siendo, como en el caso anterior, ¥=(1+i)~'y §=—Log. V, la prima

¢ tinica vale:
n —de 1
Ux/n=f VJI**- [an—*n'f'R'(la)vr:n]

! Ahora bien, por ser
(Ia)m =an + M

sustituyendo se obtiene esta otra expresién de U, a:

U,,"=(am—ax.,m)+R-J'" V'.#. [am+ arn—(n—1)- = ]
o x 1
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La integral se puede transformar como se expone a continuacién:

" '] x+1 dlx
R“I‘ V- 71 a,,—_r|+—— J‘ i —— ' a=n—
__I?_J’“V’ﬁ-( ——t)-V"*’=R[[ ] (am—a,m)]
1
[‘I;' Vn ;dlx*ﬁ _I V Py —'dlx-H]

Teniendo presente las relaciones:

n —d[x-H n _dlx+l ]
f —l——=l—npx y "—I——:ex:'m_n'lpx

se obtiene que:

Ux/n= [I+R+—If-] ‘(dm——ax:m)——?"—' V (n—gx:m) [13]

Si en esta férmula se hace R=i, resulta:

Q2+ axm— V"‘(ﬂ—gx:m)

expresion que para i=0 conduce a:

o o o
2'(n‘_e.r.‘i\)‘—'(n"—ex:m)zn_ex:m
que es la formula [5], o sea:

Lim (% — a»)
i—-0

IV. DETERMINACION DE PRIMAS ANUALES
La prima Unica del seguro de anualidades —en cualquiera de las modali-
dades analizadas en este trabajo— corresponde a un riesgo decreciente.
El hecho es consecuencia de que el producto determinante de la prima
natural de cada afio ¢, es decir:
|
Pie;= V71 gq.+, (valor actual renta cierta creciente 0 no)= my+;* (Va)r=r

es obvio que, en tanto viva la cabeza (x), se anula para 1=n. Y antes de ese
momento, el crecimiento de .+, conjugado, por producto, con el decreci-
miento de (Va)s—r, suele producir una curva de campana.
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No pueden, pues, pactarse primas anuales a n afios de duracidn, ya que
se producirian reservas matematicas negativas.

Se abren, para evitar esa negativizacion, dos caminos:

a) Acortamiento en la duracion de pago de primas

a.l) Seguro de anualidades constantes: Se fija una duracién m (m<<n),
normalmente m=n—35 si n>8.

a.2) Seguro de anualidades crecientes: Es imprescindible el analisis,
una vez conocida la razon de la progresién (geométrica o aritmética), y ello
en funcién de cada par (x ; n). En la practica, suele resultar un valor de m
distinto para cada n.

b) Garantizar un pago cierto al vencimiento

Procediendo a garantizar un pago cierto al término del contrato, haya
muerto o no el asegurado, se puede establecer la duracién n para el pago de
primas. Obviamente, actuando asi se encarece el precio del seguro, por cuan-
to se otorga una garantia cierta al vencimiento.

b.1) Seguro de anualidades constantes: La prima unica a dividir por
Ax:m sera:

Vit (@=—n—a.m=7) [14]

n—1l
b.2) Seguro de anualidades crecientes:

b.2.1) En progresion geométrica: Si la renta crece desde ¢l origen, la
prima Unica es:

(1+0)nkl+(a"—|1 ::ﬁ:l_‘) {IS]

Si la renta crece desde que se genera, se tiene:

(1+o)~—'+% [Atfj‘_,, emmin=h. A',‘;"_,,] [16]
b.2.2) En progresion aritmética: Si crece desde el origen, es:

r[l+(n—1)- R]+(1 — R)[(a )]+ RIUa);—— (Ia), ;1 [17]

n—1 x n—1 in—1l

Si crece desde que se genera, se tendra:
V"[l+(n—l)'R]+ Ux/n—l [18]

calculandose U./n—: segun la [13].
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Es de notar que en los casos considerados en b.2.1 las primas anuales
pueden calcularse como constantes o bien creciendo en progresién geométri-
ca de razon igual a la prevista para la renta.

Y anialogamente para los casos contemplados en b.2.2.

Para la eleccidon de un sistema u otro habrd que atender a razones co-
merciales y en ocasiones, a la complejidad de las formulas correspondientes
a las reservas matematicas, que es notoria cuando se opera con progresion
aritmética como base de la ley de crecimiento de los términos de renta o/y de
primas.

Madrid, diciembre de 1982.

206




