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RESUMEN

A lo largo de este trabajo se presenta el modelo Piggyback, un predictor de mortalidad
en carteras de pocos asegurados. El modelo toma como base la modelizacién de una
poblacién grande que guarde relacion con la cartera asegurada. Mediante GLM, se
captura la distancia (gap function) entre la cartera asegurada y la poblacién grande
modelizada. Contando con la robustez de la amplitud muestral, se realiza una prediccién
de la cartera grande, para luego aplicar la funcién de enlace obtenida para la cartera

asegurada.

Contando con datos entre el afio 2000 y 2010, se realiza una prediccién para la
poblacidn de Islandia, basandose en la poblacién espanola, para el periodo 2011-2019.
Mediante esta prediccion, se muestra que los resultados del modelo consiguen recoger

la tasa central de mortalidad por edad.

El modelo muestra su valor consiguiendo salvar la situacién de incertidumbre que se
origina en las compafias aseguradoras cuando, en expansiones o especializacién de

productos, deben realizar estimaciones de mortalidad en carteras con poca experiencia.

Palabras clave: Piggyback, prediccién de mortalidad, insuficiencia muestral.






INDICE

L INEFOTUCCION <.ttt b e 2
P Y FoTo LT (0T N g 1 oo o T TSRS 5
KT\ [T L= (o TN = To 0 |V o7 Lot GRS 9
3.1, PrOCEAIMIBNTO ....evivitiieieietetete ettt ettt st sttt sbe b st b e e e eneenea 10
3.2. MOUEIO dE LEE-CAITEN ..ottt e 19
3.2.1. Resultados para la poblacion espafiola.............ccveireereiinennenineeeeeeee e 22
BL3L P-SPHINES ..ttt eae 30
BL3LL SPHINES ..ttt en e ns 30
3.3.2. B-SPHINES.....eee et 30
3.3.3. Suavizacion con B-splines y penalizaCiones...........oceoveereeerieenieinieenieesieeseeeseenes 32
3.3.4. Utilidad de la suavizacion en los modelos de mortalidad ............cccoceoevecireinenennene. 36

3.4. Algoritmo de suavizaCion DDE ...........ccooeireineinieinieereesieese e 39
3.4.1 Metodologia del SUAVIZAUON ..........cceeerierieieieieeee et 41

3.5. Modelos Lineales Generalizados (GLIM) ........ccviveeierieierieeeeceeee e 48
3.5.1. Aplicacion en el modelo Piggyback...........ccueveiiiieiinieseiceeeece e 50

4. RESUIAUOS ...ttt st 52
R = T Tod (=T | T SRR 64
5. CONCIUSIONES ...ttt sttt 67
CT =11 o] 1ol - L I APPSR 69



1. Introduccién
La mortalidad es un fendbmeno que despierta gran interés en diferentes campos de
estudio, como las ciencias actuariales, la demografia, la epidemiologia y la estadistica.
En particular, el estudio de la mortalidad y la longevidad ha cobrado gran importancia
en la ultima década debido al envejecimiento de la poblacién y al impacto que esto tiene

en diversos sectores, como el financiero y el asegurador.

Los modelos de mortalidad son herramientas utilizadas para describir y predecir la
mortalidad en una poblacién, lo que resulta fundamental en la planificacion de
programas de salud, la estimacion de gastos en pensiones y seguros de vida, la
evaluacion de politicas publicas, y, con el foco en las entidades aseguradoras, predecir
el gasto que tendran que afrontar en siniestros de carteras de vida, con las
consecuencias que esta estimacion pueda tener en sus provisiones técnicas. En este
sentido, la utilizacion de modelos predictivos de mortalidad se ha convertido en una

practica comun para los actuarios.

Uno de los grandes problemas que enfrentan las compafias aseguradoras es la
insuficiencia de datos de cartera a la hora de modelizar los patrones de mortalidad
propios. Cuando una compafia trata de predecir la tasa de mortalidad de sus

asegurados, puede enfrentar tres situaciones que le obstaculizarian la modelizacién:

- O bien no disponen de una cartera con historia suficiente, esto es, registros de
fallecimientos en distintos afios de calendario,

- O pueden no tener una masa de asegurados estadisticamente significativa de la
cual se puedan obtener patrones de mortalidad propios bien definidos,

- O bien padecen ambas situaciones simultidneamente, una cartera pequefa y con

poca historia.

La generacion de modelos que repliquen el comportamiento de la mortalidad de una
poblacién es uno de los principales ejes sobre los que se mueve la ciencia actuarial. Los

avances tecnolégicos de los ultimos afos han permitido a la ciencia actuarial modelizar



mas y de una forma mads exacta los patrones de mortalidad de diferentes poblaciones,

a través de la implementacion de técnicas estadisticas, estocasticas y de optimizacion.

Este avance en las técnicas de modelizacién ha sido causa y a la vez consecuencia de
una mayor competitividad en el sector asegurador. Esto se traduce en dos hechos: una
mayor segmentacion de productos mas personalizada a los perfiles de los asegurados,
junto a una disminucioén de los margenes que permitan mejorar alinearse con los precios
de los competidores. Estos dos elementos desembocan en una necesidad para el sector:
modelizar la mortalidad de poblaciones cada vez mas especificas. Modelizar, para asi
conseguir un precio lo mas reducido posible, y en poblaciones especificas que permitan

desplegar la oferta de la entidad en segmentos no cubiertos por el sector.

Este trabajo supone una propuesta desde el lado de la mortalidad, por lo que su uso
concierne a todos los tipos de productos derivados de categorias de seguros mas

generales, como son los vida-riesgo, vida-ahorro y rentas.

En este contexto, el presente trabajo se enfoca en el estudio de un modelo de mortalidad
para carteras pequefias. Se utilizard un modelo de la familia de los modelos de riesgo
base (Haberman et al., 2014), concretamente, el modelo llamado Piggyback. El modelo
Piggyback se sustancia en la literatura sectorial, utilizando herramientas de uso actuarial
tan amplio como el modelo de Lee-Carter y los Modelos Lineales Generalizados (GLM).
De cada una de las herramientas utilizadas en la metodologia Piggyback, se dedicaran

breves apartados para otorgar un contexto a cada pieza del modelo final.

El modelo actuarial que se propone en este trabajo se basa en una modelizacién del
riesgo base (“basis risk”), para conseguir una extrapolacion efectiva de la mortalidad a
una poblacion especifica. Para ello, se hara uso de los datos de la Human Mortality
Database disponibles para Espana. Estos datos se tratan con el modelo de Lee-Carter
para obtener su descomposicion en mortalidad constante para cada edad y el factor de

mejora de mortalidad ajustado por la edad.

Posteriormente, se realiza una suavizacion del vector de beta mediante el uso de

metodologia de P-splines dentro de la estimaciéon de los parametros de Lee-Carter. Esto



permitira obtener una diferencia constante entre la mortalidad espafiola y la cartera,
para posteriormente realizar una prediccion de la serie de kappa en n afios posteriores
(mediante modelo ARIMA). Toda esta modelizacién se podra conformar como la
constante de un GLM. La variable y; del modelo (componente aleatorio) seran los
fallecidos de la cartera, mientras que las variables explicativas (componente sistematico)
pasan a ser las edades y los expuestos. La mejora de mortalidad vendra implicita en la
modelizacidon de la poblacién espafiola, por lo que el modelo asume que las poblaciones
“comparten” las mejoras de mortalidad. En términos del modelo Lee-Carter, utilizan el

mismo vector de pardmetros «.

Los datos que se trataran a lo largo de este trabajo son los siguientes (disponibles en

mortality.org):

- Expuestos y fallecidos de la poblacién espafiola: se utilizara como
poblacién de referencia en el modelo. Se utilizaran los registros para las edades
entre 40 y 90 afos, y entre 1960 y 2010. En adelante, a esta poblacion se la
referenciara como poblacién de referencia.

- Expuestos y fallecidos de la poblacién islandesa: se utilizara como la
cartera pequefia. Tan sélo se recogeran los datos para las edades comprendidas
entre 40 y 90 afnos, y los anos de calendario entre 2000 y 2010. Los afos de
calendario entre 1960 y 2009, y entre 2011 y 2019 se utilizardn como
backtesting y andlisis de predicciones. En adelante, a esta poblacion se la

referenciara como cartera.

Este trabajo sobre el modelo seguira la siguiente estructura: en el capitulo 3 se presentan
las distintas herramientas que utiliza el modelo Piggyback. Modelo de Lee-Carter, P-
splines y una aplicacion de esta suavizacidon en la obtencién de Lee-Carter, y GLM
componen este capitulo. Se presenta tanto una revision bibliografica y metodoldgica
como los resultados que se van obteniendo para los datos utilizados en este trabajo. En
el capitulo 4 se presentan los resultados de la metodologia Piggybacky en el capitulo 5
se muestra la prediccion del modelo para la poblacién de Islandia, mostrando

graficamente el ajuste entre los valores reales y predichos y un analisis backtesting.



2. Modelos Analogos

La modelizacién de la mortalidad es uno de los ejes fundamentales de la ciencia
actuarial. En los inicios del estudio en este campo, los modelos se centraban en la
blsqueda de unas leyes de mortalidad. Estas leyes son expresiones analiticas que tratan

de dar una estimacidén de los patrones de mortalidad.
Entre las principales leyes de mortalidad...

1. Ley de De Moivre: propuesto en 1725. Consiste en una definicion de la

mortalidad como una funcién lineal decreciente de la edad. La poblacién viva en

la edad x se define como:

1) =1, (1—%) 2.1)

Donde w es la maxima edad tedrica de fallecimiento y [, es la poblacién inicial.

La tasa instantanea de mortalidad, por tanto, se calcula como:

1 2.2)

2. Ley de Dormoy: supone que la forma funcién de personas vivas a la edad x es

exponencial:

I(x) =1, * S* (2.3)

Donde S es un valor entre O y 1.

La tasa instantanea de mortalidad es:

ty = —In (S) (2.4)

3. Ley de Sang: supone una adaptacién de la Ley de Dormoy, en la que se afade

una constante:

I(x) = a+ Kb* (2.5)



Donde K es positivoy b es un valor entre O y 1.

La tasa instantdnea de mortalidad queda como:

__In®) 2.6
Hx—m ( )

4. Ley de Gompertz-Makeham: propone un término dependiente de la edad que

aumenta exponencialmente, junto a otro término independiente de la edad. La

tasa instantanea de mortalidad crece de forma constante a tasa y, por tanto:

Wy = eVxth (27)

Sin embargo, estos modelos fueron quedando obsoletos con el incremento de la
experiencia de las entidades aseguradoras y, sobre todo en los ultimos afios, con la
mejora de la calidad y la trazabilidad de los datos. Los modelos de mortalidad han
pivotado desde soluciones analiticas hacia modelos basados en datos registrados por

instituciones o por la propia experiencia de las entidades aseguradoras.

Entre los modelos que han surgido y han captado popularidad en el mundo actuarial,
destacan aquellos estocasticos que tratan de explicar y suavizar la mortalidad

observada. A continuacioén, se realiza un repaso de los mas comunes.
1. Lee-Carter (Carter y Lee, 1992)

Este modelo sera utilizado dentro del Piggyback. Este modelo propone tres componentes

al explicar la mortalidad, dos en funcién de la edad y uno en funcién del tiempo.

log(u(x, ) = a(x) + BOK() + &(x,t) (2.8)

Sujeto a:

ZKt=O

t

> b=

X



Este modelo ha sido ampliamente estudiado y utilizado gracias a su sencillez y facil

interpretabilidad.

2. Modelo de Renshaw-Haberman (Haberman y Renshaw, 2010)

Supone una ampliacion del modelo de Lee Carter, en el que se incluye un componente

de cohorte.

log(ux, ) = ay+ Bk + BPyiy + e(x,0) (2.9)

Sujeto a:

Y BP =1
X

Z YVe-x =0
tx

3. Modelo APC

Se trata un caso singular del modelo anterior, que también incluye un componente de

cohorte. En este caso, la especificaciéon es la siguiente:

log(u(x,t)) = By + ke + Yooy + £(x,0) (2.10)

Sujeto a:

Para la estimacion de k, y B, se hace uso de P-splines, herramienta que también tendra

lugar en el modelo Piggyback.

4. Modelo CBD (CBD-1)

Formulado en 2006, su especificacién es la siguiente:



logit q(x,t) = kO + (x — D)k + e(x, t) (2.11)

5. Modelo CBD extendido (CBD-2)

Se enuncié un afio después del modelo CBD-1. En este modelo se implementa un
componente de cohorte y un componente cuadrdtico que afade curvatura a la

estimacion. La especificacién es la siguiente:

logit q(x,t) = kP + (x — D)k + kP [(x — ©)2 — 621 + v + e(x, 1) (2.12)

Este modelo es sustantivamente mejor en edades avanzadas, donde la curvatura de la

mortalidad toma un papel mas relevante.

El modelo en el que se centra este trabajo, el modelo Piggyback, se puede enmarcar
dentro de los llamados modelos de riesgo base. Esta categoria trabaja la idea de recoger
el riesgo subyacente a la pertenencia de una poblacién, para luego adaptar esta
mortalidad a la especificidad de la muestra a analizar. En Blake et al, 2011, se encuentra
un modelo llamado de gravitacién de dos poblaciones, en el que se estudia la dindmica
que relaciona los patrones de mortalidad para distintas poblaciones que comparten

caracteristicas.

Esta ultima condicién también se debe cumplir en el modelo Piggyback. Para la poblacién
de referencia se debe utilizar una poblacién que comparta caracteristicas en sus

patrones de mortalidad con la cartera a estudiar.



3. Modelo Piggyback
El modelo Piggyback surge como solucién a uno de los grandes problemas que enfrentan
las entidades aseguradoras cuando tienen carteras con poca masa muestral. Fue
propuesto en 2011 por el profesor de la Universidad Heriot-Watt, lian Currie. Entre otras
aportaciones de Currie, destaca su trabajo en suavizacién, especialmente aportando al
campo de los P-splines y en modelos de prediccion de mortalidad (Currie et al., 2004,

Currie, 2009, Currie, 2011).

El modelo que propone Currie ayuda a predecir la mortalidad por edad en carteras con
pocos asegurados. El fundamento del Piggyback esta en dejar que las predicciones de
mortalidad de una cartera pequefia se apoyen en unas mas robustas sobre una poblacién

grande, de ahi surge el término Piggyback.

Se presenta un grafico ilustrativo del funcionamiento del modelo:
Figura 3.1

Funcionamiento del modelo Piggyback
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Fuente: elaboracidn propia

DDE hace referencia a la mortalidad de la poblacién de referencia. Primeramente, se
capta la distancia entre la poblacién de referencia y la cartera (lineas discontinuas
grises). Aprovechando la robustez del uso de una poblacién grande, se proyecta su
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mortalidad (proyeccién DDE). Por ultimo, la prediccién del modelo toma de hip6tesis que
la distancia captada en la experiencia de la cartera sobre la poblacion de referencia es
valida para las proyecciones posteriores, dando unas predicciones Utiles para carteras

con registros escasos.

3.1. Procedimiento

Aunque un desglose exhaustivo de las herramientas utilizadas en el modelo se puede
encontrar en los apartados posteriores, a continuacion, se presentan los pasos que se

siguen en el desarrollo del modelo Piggyback:

Se modeliza una poblacién grande

La primera fase que se propone es la generacién de un modelo que describa el patrén
de mortalidad de una cartera grande. Esto se puede hacer mediante el modelo de Lee-
Carter. El modelo de Lee-Carter tiene dos grandes ventajas en este contexto: su

interpretabilidad y la posibilidad de realizar predicciones.

Cuando se habla de poblacién grande, se habla de una poblacién que tenga relacién con
la cartera asegurada. La légica del modelo Piggyback reside en que las mejoras de
mortalidad se recojan por medio de la poblacion grande, por lo que esta poblacion base

debe seguir unos patrones de mortalidad similares.

En el contexto de este trabajo, se utilizara la cartera asegurada de una compafia con
actividad en Espafa, por lo que como poblacion grande se utilizardn los datos

disponibles para la poblacion espafiola.

Los datos de mortalidad de la poblacién espanola, disponibles en la pagina web de la
Human Mortality Database, tienen unas dimensiones desde 0 a 110+ en cuanto a edad,

y desde 1908 hasta 2020 para afios de calendario.

En este contexto, en los registros de mortalidad espafiola se entiende 110+ como los
fallecidos con una edad de fallecimiento igual o superior a 110, por lo que el registro de
expuestos y fallecidos puede dar lugar a confusidén cuando se calcula la tasa de

mortalidad bruta. Esto es, fallecidos entre nimero de expuestos.

10



Para paliar con ratios de mortalidad bruta que no aportan informacion real, se entiende
que la probabilidad de tener la edad 110+ y fallecer a los 110+ es igual a 1. Se

manipulan los ratios brutos para esta edad limite y se fijan en 1.

Se suaviza la mortalidad para obtener unas proyecciones consistentes

La especificacion de Lee-Carter anterior da como resultado tres vectores de parametros

(alpha, beta y kappa) en la siguiente forma:

log(u(x, ) = a(x) + B(x)k(t) + error (3.1.1)

El vector kappa contiene la informacion sobre la mortalidad en relacién con los afios de

calendario, mientras que tanto los vectores alpha como beta son funciones de la edad.

Por tanto, una proyeccion del vector kappa permitiria al usuario generar predicciones de

mortalidad a n anos.

Si bien esto no genera ningun problema cuando se trata de hacer los calculos, la
suavidad del vector beta es crucial para obtener proyecciones consistentes. Sin esta
propiedad, el modelo seria inttil a la hora de generar tablas de mortalidad proyectadas,
ya que se generarian situaciones en las que existen cruces en las mortalidades de edad

incompatibles con la naturaleza humana.

El problema al que se refiere el parrafo anterior es el siguiente:

11



Figura 3.2.1

Predicciones de mortalidad para Espafia

Proyecciones Espaia 2011-2030 (sin suavizar)

(@]
(o]
o
o
o
©
£ 8-
o
(o]
é _
e T | T T
2015 2020 2025 2030
Year

Fuente: elaboracion propia

El grafico anterior esta generado mediante la proyeccion del vector kappa. La légica hace
pensar que la forma de ordenar las mortalidades por edad debe ser g4 < g1 < qaz < Gus3-
Sin embargo, las predicciones de este modelo dicen que a partir de 2026 (se ha
modelizado hasta el afio 2010) las personas con 42 afios son menos probables de

fallecer que las personas de 41 afos, cosa implausible.

Recordando que el vector kappa es una funcion que afecta por igual a todas las edades,
el error se encuentra en el vector de parametros beta. Este vector de parametros suele
presentar un patron muy rugoso. Este es el patron que se encuentra cuando se modeliza

mediante Lee-Carter para edades comprendidas entre los 40 y los 90 afios:
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Figura 3.2.2

Resultados vector beta de Lee-Carter
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Fuente: elaboracion propia

Como se observa, parece que las mejoras de mortalidad (entendiéndose estas como las
recogidas por el vector kappa) afectan a las personas de 40 afios mas de lo que les

afectan a las personas de 41 pero menos que a las de 42.

Este patrén irregular se encuentra a lo largo de toda la curva, y hace que cuando se
aplican las mejoras de mortalidad a todas las edades, se generan proyecciones sin

consistencia.

El pardmetro beta debe ser suavizado. Sin embargo, en este contexto no es posible
realizar un suavizado directo de la curva beta, ya que es uno de los tres vectores que
dan forma al modelo de Lee-Carter. Cambiando sus valores, el modelo pierde totalmente
el sentido. Se debe encontrar una solucion de suavizado que permita que los cambios
en el vector beta se trasladen al resto de la especificacién del Lee-Carter, esto es, a los

vectores alpha y kappa del modelo.
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Aqui es donde aparece la solucion propuesta por Delwarde, Denuit y Eiders (Delwarde
et al., 2007). Estos autores ofrecen un algoritmo (apartado 3.4) que permite generar una

suavizacion del vector beta mediante el uso de P-splines (apartado 3.3).

Este es el resultado que se consigue con el vector de parametros f:
Figura 3.2.3

Resultados suavizados vector beta de Lee-Carter
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Fuente: elaboracion propia

DDE hace referencia al resultado obtenido tras aplicar el algoritmo de Delwarde, Denuit
y Eiders a los parametros del modelo Lee-Carter. LC se refiere al vector beta obtenido

originalmente por el modelo de Lee-Carter.

Esta suavizacion elimina los cambios abruptos en la continuidad del vector, ayudando a
que las predicciones presentadas anteriormente tengan el patrén que sigue la logica

bioldgica.
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Figura 3.2.4

Proyecciones suavizadas de mortalidad para Espafia

Proyecciones Espaiia 2011-2030 (suavizado)
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Fuente: elaboracion propia

Ahora, las proyecciones de mortalidad si son plausibles.

Se mide la interacciéon entre la poblacién grande y la cartera pequefia mediante

Este es el punto clave del modelo Piggyback. Para medir la relacién entre la poblacion

base y la cartera asegurada, se utilizara la estimacién por GLM.

La especificacion tomarda como variable respuesta el nimero de fallecidos de la cartera.
Como variables explicativas se tendran la edad y una constante tomada como el nidmero
de expuestos de la cartera y la probabilidad de fallecimiento ajustada de la poblacién

grande. La funcién enlace que se tomara sera una Poisson.

La eleccién de constante y Poisson como funciéon de enlace sigue la légica de entender
el nimero de fallecidos como una realizacién de una variable Poisson con esperanza

igual al nimero de expuestos por la probabilidad de fallecimiento:

D, 1 ~Poisson(Ey; * fiy)
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Tomando como referencia a la poblacién grande, mediante GLM se obtendran dos
pardmetros que cuantifican la distancia de la mortalidad entre la poblacion y la cartera

a estudiar.
La especificacion del modelo Piggyback es la siguiente:

log(usate™) = 1og(AR9"*“"™) + dy + dy * x (3.1.2)
Donde log(ﬁ,’zf;blac"én) es el resultado de la modelizacién por Lee-Carter. Si se sustituye
en la especificacion:

log(USy ™) = @y + P * ke + do + dy *x (3.1.3)

Donde:

d, es una diferencia constante entre la mortalidad de la poblacién de edad x en el periodo

t y la cartera en la edad x y periodo t obtenida del primer pardmetro del GLM.
d, es el parametro de la edad de fallecimiento

El conjunto de pardmetros d, y d, para la edad x; es lo que se llamara gap function, la
funcidon que otorga informacién sobre la distancia entre la mortalidad de la poblacién

de referencia y la cartera estudiada.

Se realizan proyecciones de mortalidad de la poblacién grande

Una vez obtenida la especificacién del modelo Piggyback y estimados los parametros,

se procede a realizar una prediccion de mortalidad de la poblacién de referencia.

Como ya se ha anunciado en este trabajo, la l6gica de esta metodologia reside en
entender que las mejoras de mortalidad vienen recogidas por la poblacién de referencia,
por lo que la distancia de mortalidad entre la cartera y la poblacion de referencia se

puede entender como constante a lo largo de ¢t.

Por lo anterior, se debe realizar una proyeccion utilizando la metodologia ARIMA del

vector kappa, ahora entendiéndose como una serie temporal.
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Figura 3.2.5

Prediccién para parametro kappa

Prediccion del vector kappa (ARIMA(1,1,0) con deriva)

10

-10

T T T T T T T
1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030

Fuente: elaboracion propia

El resultado de esta proyeccidon se puede integrar en el modelo Lee-Carter antes
suavizado. Como « y B dependen de la edad, no se necesita realizar ningln ajuste

adicional.

Las mortalidades predichas ajustadas por el modelo para la poblacién de referencia se

obtienen con la siguiente forma:

log(A(x, ) = a(x) + B)R() (3.1.4)

Donde &(t) incluye las predicciones del vector x(t) original.

Sobre las proyecciones anteriores, se aplica la gap function obtenida

Finalmente, se obtienen las predicciones de mortalidad en la cartera utilizada.

Siguiendo la l6gica del modelo, por un lado, se tiene una poblacion de referencia grande,

lo que permite asumir unas proyecciones de mortalidad mas robustas, y, por otro lado,
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se tiene la gap function que enlaza la mortalidad de la poblacion de referencia con la

mortalidad de la cartera.

Haciendo las sustituciones pertinentes en la especificacion del Piggyback, se obtendran

las predicciones de mortalidad para la cartera y por edad:
log(pugarter®) = @, + By * Ry + do + dy * x (3.1.5)
Se ofrece una prediccion del modelo para la cartera asegurada con 59 afnos de edad:

Figura 3.2.5

Ajuste y resultados del modelo Piggyback para edad 59

Piggyback x = 59

— Fitted poblacién espafola
©  Mortalidad bruta portfolio
=) Fitted + prediccion Piggyback
S
o
g o
S -
o
o o
d o

I I I I I I I
1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020

Year

Fuente: elaboracion propia

En el grafico anterior se observa tanto la mortalidad bruta del portfolio. Para una cartera
con 11 afios de experiencia (2000-2010) y unos expuestos medios anuales para la edad
observada de 1.200 asegurados. Como se observa, al tratarse de una cartera pequefia,
se observan patrones irregulares en su tasa de mortalidad. El modelo consigue captar

esta mortalidad y predice para el periodo 2011-2019.
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3.2. Modelo de Lee-Carter

El modelo de Lee-Carter es uno de los modelos mas utilizados para modelar la
mortalidad en poblaciones grandes. Fue propuesto por Ronald D. Lee y Lawrence R.
Carter en 1992, y desde entonces ha sido objeto de numerosos estudios y aplicaciones

en el campo de la mortalidad y la longevidad.

La historia del modelo Lee-Carter se remonta a principios de la década de 1990, cuando
Ronald Lee y Lawrence Carter, profesores de la Universidad de California en Berkeley,
buscaban un método mas preciso para proyectar la mortalidad futura. Hasta ese
momento, los modelos de mortalidad se basaban principalmente en tendencias
historicas y suposiciones tedricas sobre la mortalidad, pero no habian sido

rigurosamente validados empiricamente.

Lee y Carter observaron que los modelos existentes no tenian en cuenta la complejidad
de las tendencias histéricas de la mortalidad y, por lo tanto, desarrollaron un nuevo
método para proyectar la mortalidad futura utilizando técnicas estadisticas avanzadas.
Su método utiliza una técnica de descomposicion de valores singulares para separar los
efectos de la edad y el tiempo en la mortalidad y proyectar la probabilidad de

fallecimiento futura en funcién de las tendencias historicas.

El modelo Lee-Carter fue presentado en un articulo de 1992 en el Journal of the
American Statistical Association, titulado "Modeling and Forecasting U.S. Mortality'. El
articulo fue muy bien recibido en la comunidad académica y actuaria, y rapidamente se

convirtié en uno de los articulos mas citados en la literatura de mortalidad.

Desde entonces, el modelo Lee-Carter ha sido ampliamente utilizado en el campo de la
ciencia actuarial y ha sido objeto de una serie de extensiones y modificaciones. Por
ejemplo, algunos investigadores han desarrollado versiones del modelo para diferentes
muestras, como hombres y mujeres o diferentes grupos o subpoblaciones. Otros han
utilizado el modelo para incorporar factores de riesgo, como el tabaquismo y la

obesidad, en las proyecciones de mortalidad.
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El modelo de Lee-Carter se utiliza en numerosos estudios, tanto para la proyecciéon de

mortalidad como para la evaluacién de la sostenibilidad de los sistemas de pensiones y

seguros. Una de las ventajas de este modelo es su simplicidad y su capacidad para

proporcionar proyecciones precisas de la mortalidad en poblaciones grandes, rasgo

especialmente util en el contexto del modelo Piggyback.

El modelo de Lee-Carter se basa en la descomposicion de la probabilidad de

fallecimiento en dos componentes principales: una funcién de edad y una funcién de

tiempo. Usando el logaritmo de la mortalidad, el modelo se expresa matematicamente

de la siguiente manera:

log(p(x,t)) = a(x) + B)K(E) + &(x,t)

Sujeto a:

Donde:
u(x, t) es la probabilidad de fallecimiento a la edad x en el afio t,
a(x) es la mortalidad base para cada edad x,

k(t) recoge la evolucion de la mortalidad en el afio t,

B(x) ajusta la evolucion de la mortalidad producida en el afio t para la edad x,

y (x,t) es un término de error aleatorio.

(3.2.1)

La légica de esta especificacion reside en la generacién de un modelo que recoge la

mortalidad de una poblacién por dos vias: el paso de los afios de calendario y la edad.

Para una poblacién, existe una tasa de mortalidad media (a(x)) que evoluciona con el

paso del tiempo y en funcién de la edad (B(x)x(t)).
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Por ejemplo, si mediante el modelo se recoge una mejora de la mortalidad en el afio
2010 (especificamente, se habla del elemento x(t = 2010)), esta mejora de mortalidad
es una constante que no afecta de igual forma a todas las edades, por lo que el término
k(t) debe ir ajustado por el segun la sensibilidad en funcién de la edad B(x), generdandose
asi un vector de mejoras de mortalidad para el afio 2010, con tantos componentes como

edades modelizadas.

El input para el modelo de Lee Carter es una matriz de tasas de mortalidad, generalmente

presentada con edades en filas (Ages)y afios de calendario en columnas (Years):

.u(xlﬂ tl) .u(xlitYears)
u(x,t) = : - :

,u(xAgeSJ tl) o ,u(xAgeSI tYeaTS) Ages X Years

Esta matriz puede ser obtenida a partir de la division elemento a elemento de las

matrices de expuestos y fallecidos.

El cdlculo comienza obteniendo el valor central de la mortalidad por edad. Se computa
el primer elemento de la especificaciéon a(x) como la media de la mortalidad para la edad

x tal que:

Z?i‘f”llfog (u(x, 1)) (3.2.2)
ears

alx) =

Es decir, la media por filas de la matriz input.

Se crea la matriz de diferencias A(x,t) para cada observacion en (x,t) entre la mortalidad

media de la edad correspondiente y la observada:

A(x, t) =log(u(x, 1)) — a(x) (3.2.3)

Con esta matriz, mediante la factorizacién por descomposicion de valores singulares, se

derivan B(x) y k(t).

La descomposicién de valores singulares, o SVD por sus siglas en inglés (Singular Value
Decomposition), es una técnica muy utilizada en algebra lineal y es de gran utilidad en

muchas areas como la ciencia de datos, el aprendizaje automatico, etc.

21



La SVD de una matriz A es una factorizacion de la forma

A =UIV* 3.2.4)

Donde:
A es una matriz x x t.

U es una matriz x x x unitaria (es decir, UU* = I, donde I es la matriz identidad y -*

indica la adjunta de la matriz).
XY es una matriz x x t diagonal.
V* (la conjugada traspuesta de V) es una matriz t x t unitaria.

La matriz X contiene en la diagonal los valores singulares de A, que son las raices
cuadradas de los autovalores de A4A* o de A*A. Los valores singulares son siempre no

negativos y se suelen ordenar en orden decreciente en la matriz %.

Las columnas de la matriz U se llaman vectores singulares por la izquierda de 4, y las

columnas de la matriz V se llaman vectores singulares por la derecha de A.

Una de las propiedades mas importantes de la SVD es que siempre existe para cualquier
matriz 4, independientemente de si 4 es cuadrada o no, o de si 4 tiene datos reales o

complejos.

3.2.1. Resultados para la poblacion espafiola

Partiendo de los datos disponibles en la Human Mortality Database, se utilizan los
publicados para Espafa. En estos registros, se disponen de datos de expuestos y

fallecidos para Espafia desde 1908 hasta 2020, ambos inclusive.

En el siguiente grafico se muestra la evolucion de las tasas de mortalidad brutas (la ratio
entre fallecidos y expuestos) para cada uno de los periodos (1908-2020) en las edades
disponibles (0-110+). Se muestran los datos para hombres y mujeres, aunque de aqui

en adelante, por simplicidad, se trabajara tan solo con los datos para hombres.
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Figura 3.2.1.1
Mortalidad en logaritmo por sexo y edad en Espafia entre 1908 y 2020

Spain: male death rates (1908-2020) Spain: female death rates (1908-2020)

Log death rate
-4
1

Log death rate

-10

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Fuente: elaboracion propia

Para la metodologia que serd utilizada en el contexto del modelo Piggyback, se
seleccionan las edades comprendidas entre 40 y 90 afos, entendiéndose estas edades
como las mas utiles para el desarrollo de productos de seguros. En cuanto a la dimensién
temporal, se escoge el tramo entre 1960 y 2010. Estas dimensiones aseguran que el

modelo recoja las tendencias a medio plazo de la mortalidad.

La mortalidad bruta de las dimensiones escogidas, para ambos sexos, es la siguiente:
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Figura 3.2.1.2

Mortalidad por sexo y edad en Espafia entre 1908 y 2020

Tasas de mortalidad hombres (1960-2010)
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Fuente: elaboracion natural

Tasas de mortalidad mujeres (1960-2010)

Age

Posteriormente, se utilizardn los afios comprendidos entre 2011 y 2019 para realizar

algunas pruebas sobre las predicciones del modelo Piggyback. Se omite el afio 2020 de

la modelizacién por las implicaciones que puede tener en la mortalidad los efectos de la

COVID-19.

La mortalidad bruta (gross mortality) de las dimensiones elegidas es la siguiente:
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Figura 3.2.1.2

Superficie de mortalidad por sexo y edad en Espafia entre 1908 y 2020

Gross mortality

gl fayewon

Fuente: elaboracion propia

Como se observa en el grafico anterior, existe una mortalidad creciente por edad (eje
Ages) que se podria asociar como el andlogo al vector de parametros alphax de Lee-
Carter. También se observa, si se dibuja una linea sobre la superficie a lo largo del eje
Years, un efecto de mejora de mortalidad que se corresponderia con el vector de
pardmetros kappa:. Sin embargo, no se puede asociar este elemento como lineal en
funcion del tiempo para todas las edades. Aqui es donde entra en escena el vector de

parametros betax, cuyo papel es de contextualizar las mejoras de mortalidad en funcién

de la edad.

Las mayores tendencias de mortalidad (k(t)) se concentran en las edades centrales,
teniendo un impacto menor en edades tempranas y avanzadas. Este fendmeno provoca

un movimiento de la edad modal de fallecimiento hacia edades mas avanzadas con el

paso del tiempo.
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Los resultados de los parametros estimados son los siguientes:
Figura 3.2.1.3

Parametros de Lee-Carter
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Vector kt LC original

1960 1970 1980 1990 2000 2010

Year

Fuente: elaboracion propia
Por los graficos anteriores, se puede observar como alpha es una funcién suave de la
edad. Esto es légico, ya que recoge la media de fallecimiento de cada edad en todos los

afnos de calendario seleccionados (1960-2010).

Kappa también es una funcién suave del tiempo, recogiendo la mejora generalizada de
la mortalidad en todas las edades. Se observa una fluctuacién a principio de los afios
70, que se corresponde con un cambio de metodologia de cdlculo del Instituto Nacional

de Estadistica.

Poniendo el foco en la especificacion del modelo, por un lado, se tienen unos
componentes invariantes al tiempo (estos son, los términos dependientes de la edad
a(x) y B(x)), y por otro lado el término en funcidon del tiempo k(¢t). Dada esta
composicidn, una primera aproximacién a una prediccidon de la mortalidad futura puede

darse mediante la prediccidon de la serie k(t) por un modelo ARIMA.

La prediccion de la serie x(t) puede integrarse en la especificacion de Lee-Carter y
obtener asi la prediccion de la mortalidad para los afios de calendario predichos en la

serie k(t).

La mortalidad ajustada por el modelo Lee-Carter es la siguiente:
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Figura 3.2.1.4

Superficie de mortalidad ajustada por Lee-Carter

Fitted mortality

Fuente: elaboracion propia

Parece que se ha suavizado ligeramente con respecto a (figura 3.2.1.2). Si se genera el

ratio de estimado frente a tasa de mortalidad bruta, se puede dibujar el siguiente mapa:
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Figura 3.2.1.5

Mapa de ratios mortalidad ajustada por Lee-Carter y mortalidad bruta

Ratio fitted LC / gross

Fuente: elaboracion propia

Como se observa, parece que la mayor parte de desviaciones en el ajuste del modelo
Lee-Carter se producen para las edades mdas tempranas del modelo. El modelo se queda
siempre dentro del rango del +20%, con la Unica excepcion del dato de tasa de fallecidos
con 40 y 41 afios en 2010. Parece no haber un desequilibrio hacia la infraestimacion o

la sobreestimacion.
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3.3. P-splines

Los penalized splines (P-splines), también conocidos como basis splines (B-splines)
penalizados, representan un importante avance en el campo de las técnicas de suavizado
en estadistica y, mas especificamente, en el andlisis de la mortalidad. Fueron propuestos
por primera vez por Eilers y Marx en 1996 en su articulo "Flexible smoothing with B-
splines and penalties" (Eilers y Marx, 1996). Esta técnica se basé en el deseo de superar
las limitaciones inherentes en las técnicas de suavizado anteriores y proporcionar una
herramienta que ofreciera una mayor flexibilidad en el ajuste de los datos. El objetivo
principal de los P-splines es el de proporcionar un control flexible y afinado del

suavizado, para evitar la sobreparametrizacion y el ruido en los datos.

3.3.1. Splines

Un spline es un tipo de interpolacién matematica utilizada para crear una curva suave a
través de una serie de puntos. Los splines se definen por segmentos de polinomios que
estan conectados en ciertos puntos, llamados nodos o “knots”. Los splines se aseguran
de que los segmentos de polinomios se conecten suavemente, sin discontinuidades ni

cambios abruptos en la pendiente.

Para un conjunto de puntos dados, un spline clbico S(x) esta definido por una funcién
que se compone de polinomios cubicos, uno para cada intervalo [x;x;,,]. Cada

polinomio tiene la forma:

P(x) = a; + bj*(x —x) + ¢;*(x — x)? + d; * (x — x;)3 (3.3.1.1)

Donde los coeficientes a;, b;, ¢;, d; deben ser determinados de tal manera que S(x) sea

continua en el intervalo y sus primeras y segundas derivadas también sean continuas.

3.3.2. B-splines

Los basis splines son una extension de los splines basicos que proporcionan una mayor
flexibilidad y control sobre el ajuste de los datos. Son funciones polindmicas por partes
definidas sobre una serie de nodos. La localidad de las funciones B-spline (el hecho de

que las funciones B-spline son cero en todas partes excepto en el intervalo entre los
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nodos adyacentes) las hace particularmente adecuadas para la interpolacion y el

suavizado de los datos.

En el siguiente grafico se dibujan las distintas funciones B-splines de grado 3 (cubicas)

para un conjunto de nodos (1,3,5,7,9):
Figura 3.3.2.1

Conjunto de polinomios B-splines

10

08

bspline
04
1
—
T

02
-

00

Fuente: elaboracion propia

Los B-splines son una familia de funciones de base, cada una de las cuales es un

polinomio definido en uno de los subintervalos. La curva B-spline es una combinacién

lineal de estas funciones de base. Para un B-spline de grado n con nodos t;, la funcién

de base B;, se define recursivamente como:
Bi1(x) = 1sit; <x < tiyq,
Bi1(x) = 0six €[t tisq1)
Agregando los elementos se tiene:

(x — &) (tivn — X)

s O Bin-1(x) + AT Bit1n-1(%)
i+n i i+n i+

Bi,n(x) =

(3.3.2.1)

Entonces, un B-spline es una combinacién de estas funciones de base, B;,, ponderada

por los coeficientes ¢;:
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S@) = ) i+ Bun(® (33.2.2)

1

A pesar de que los B-splines ofrecen un alto grado de flexibilidad, su utilidad puede
verse limitada por la propensidon al sobreajuste, especialmente cuando se utilizan
muchos nodos. El sobreajuste es un problema que surge cuando un modelo se ajusta
demasiado al ruido especifico de los datos de entrenamiento, a expensas de su

capacidad para generalizar y hacer predicciones precisas en datos nuevos.

3.3.3. Suavizacion con B-splines y penalizaciones

La solucion a este problema fue introducir una penalizacion que limitara el sobreajuste,
lo que llevé a la creacion de los P-splines. La idea clave es que se puede mejorar la
calidad del suavizado imponiendo una penalizacién a las segundas diferencias de los
coeficientes de los B-splines. Esto significa que la estimacion del modelo favorecera
soluciones que varian suavemente de un nodo a otro, mitigando el problema del

sobreajuste.

Los P-splines, o penalized B-splines, son una extensidon de los B-splines en los que se
anade un término de penalizacién que restringe la suavidad de la curva. En este caso, la
expresiéon para un P-spline puede verse como un problema de minimizacién, en el que
se quiere encontrar la curva que minimiza la suma del error cuadratico y un término de

penalizacion.
La matriz de penalizacidn que se aplica a los datos tiene la forma:

P = AA (3.3.3.1)

donde A es la matriz de diferencias finitas de segundo orden. La matriz A es de tamafio
(N —k)x N, donde N es el nimero de B-splines y k es el grado del B-spline. En el caso

mas comun de B-splines cubicos (k = 3), los elementos de Ason 1, -2,y 1:

1 -2 1 0 0
0o 1 =2 1 0
A=
0 1 -2 1 0
0 0 1 2 1

(N=K) x N
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Analiticamente, se parte de un conjunto de datos (x;,y,), (x3,v),..., (x,,v,). Entonces, un

P-spline se ajusta minimizando:

Z;()’i ~fG)) + lf[f”(x)]zdx, (3.3.3.2)

donde f(x) es la funcion de suavizado representada como una B-spline, f''(x) es la
segunda derivada de f(x), y A es el pardmetro de penalizacién de rugosidad que controla

el grado de suavizado.

La primera parte de la ecuacion, ¥, (y; —f(xi))z, representa la suma de los residuos al
cuadrado, que es una medida del ajuste del modelo a los datos. La segunda parte de la
ecuacion, 2 [[f"(x)]?dx, es el término de penalizacién que favorece las soluciones mas
suaves. El parametro 1 controla el equilibrio entre el ajuste a los datos y la suavidad de
la funcion de suavizado. En otras palabras, un valor alto de A dara lugar a un ajuste mas

suave, mientras que un valor bajo de 1 permitird que el ajuste sea mas flexible.

Los P-splines se utilizan en una amplia variedad de contextos en estadistica, y uno de
sus usos mas importantes es en los modelos de mortalidad. En este contexto, los P-
splines se utilizan para suavizar las tasas de mortalidad por edad, que a menudo

presentan patrones complejos y variaciones significativas.

Una de las propiedades mas valiosas de los P-splines es que, a diferencia de otras
técnicas de suavizado, no se requiere la seleccion de un grado de suavizado 6ptimo a
priori. En cambio, los P-splines automaticamente equilibran la fidelidad a los datos y la
suavidad de la curva a través de su funcién de penalizacion. Esta es una ventaja
significativa en el contexto de los modelos de mortalidad, donde las tasas de mortalidad

pueden tener formas complicadas y no lineales.

En los modelos de mortalidad, la suavidad es una propiedad deseable porque refleja la
realidad bioldgica de que las tasas de mortalidad no cambian bruscamente de una edad
a otra. Ademas, las tasas de mortalidad suavizadas son mas faciles de interpretar y de

usar en las proyecciones de mortalidad. La naturaleza volatil de las tasas de mortalidad
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brutas puede llevar a proyecciones engafiosas o inutiles. El suavizado efectivo permite

una mejor interpretacion y proyecciéon de las tendencias en los datos.

Dicho esto, es importante tener en cuenta que el suavizado no siempre es la respuesta
correcta. En algunos casos, puede ser necesario permitir cierta rugosidad en los datos
para capturar las variaciones reales en las tasas de mortalidad por edad. Esto resalta la
importancia de las técnicas de suavizado como los P-splines, que pueden adaptarse a

diferentes niveles de suavidad.

Como se discutio en el apartado anterior, el modelo Lee-Carter es uno de los modelos
de mortalidad mds utilizados. En el modelo Lee-Carter, las tasas de mortalidad se
modelan como una funcién de la edad y el tiempo. En particular, el logaritmo de la tasa
de mortalidad se modela como la suma de un término de edad especifico (alpha) y un
término multiplicativo que representa la interaccién entre la edad (beta) y el tiempo

(kappa).

En el contexto del modelo Lee-Carter, los P-splines se pueden utilizar para suavizar el
vector de pardmetros beta, es decir, las diferencias en la mortalidad por edad. La
suavizacion del vector beta es crucial para garantizar que las proyecciones de mortalidad
sean realistas y consistentes. En particular, evita problemas como el cruce de las tasas
de mortalidad, donde la tasa de mortalidad para una edad dada podria ser mayor que la

tasa de mortalidad para una edad mayor.

La introduccion de los P-splines en el modelo Lee-Carter mejora significativamente su
capacidad para modelar y proyectar las tasas de mortalidad. El uso de los P-splines
permite una mayor flexibilidad en la modelizacién de las tasas de mortalidad por edad,
al mismo tiempo que se mantiene la simplicidad y la interpretabilidad del modelo

original.

Una parte fundamental de la aplicacién de los P-splines es la seleccién del parametro de
suavizado 1. Este parametro controla el equilibrio entre el ajuste de los datos y la
suavidad de la funcion de suavizado, y su eleccion tiene un impacto significativo en los

resultados del modelo.
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Existen varias formas de seleccionar el parametro de suavizado en los P-splines. Una
opcion comun es utilizar un criterio de informacion, como el Criterio de Informacién de
Akaike (AIC) o el Criterio de Informacidon Bayesiano (BIC). Estos criterios cuantifican el
equilibrio entre la complejidad del modelo (en términos del nimero de parametros) y el
ajuste a los datos. Aunque estos métodos pueden ser efectivos, también pueden ser
sensibles a las caracteristicas particulares de los datos y pueden no siempre seleccionar

el grado 6ptimo de suavizado.

Otra opcion es utilizar técnicas de validaciéon cruzada, que implican dividir los datos en
un conjunto de entrenamiento y un conjunto de prueba, ajustar el modelo en el conjunto
de entrenamiento para varios valores de 1, y luego seleccionar el valor de A que minimiza

el error de prediccion en el conjunto de prueba.

Finalmente, también es posible seleccionar el pardmetro de suavizado a través de un
enfoque bayesiano, donde se coloca una distribucion a priori sobre 1y luego se actualiza
esta distribuciéon con los datos para obtener una distribucién a posteriori. Este enfoque
tiene la ventaja de proporcionar una cuantificacién de la incertidumbre en la seleccién

del pardmetro de suavizado.

En el contexto del modelo de mortalidad Lee-Carter, los P-splines proporcionan un

enfoque flexible para modelar la estructura de edad y periodo de las tasas de mortalidad.

En el modelo Lee-Carter, los P-splines se utilizan para suavizar el componente de edad
beta. El componente de edad beta en el modelo Lee-Carter captura los diferentes
impactos de las mejoras de mortalidad en las tasas de mortalidad por edad. A medida
que mejora la calidad de vida (entre otros muchos factores), la probabilidad de
fallecimiento disminuye. Pero las tasas de mortalidad no disminuyen de manera en todas
las edades. En lugar de eso, puede haber edades con gran disminucién y edades con un

impacto menor.

Cuando se aplican los P-splines al componente de edad beta, se esta imponiendo un

grado de suavidad en este patron de mortalidad. En lugar de permitir que las tasas de
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mortalidad salten de un afno a otro, los P-splines suavizan estas tasas, lo que resulta en

un patréon de mortalidad que cambia suavemente con la edad.

Esta suavidad tiene una interpretacién importante. Significa que se esta asumiendo que
las tasas de mortalidad cambian gradualmente con la edad, en lugar de cambiar
abruptamente. Esta es una suposicién razonable que refleja la realidad bioldgica de que

el riesgo de muerte aumenta gradualmente a medida que las personas envejecen.

En términos de modelizacion, la importancia de tener una beta suavizada conlleva que,
en las proyecciones de probabilidad de fallecimiento por edades, estas no se crucen. Es
decir, a partir de los 10-15 afios (donde se encuentra el minimo de probabilidad de
fallecimiento de forma general en las poblaciones), un afio mdas de edad supone un

incremento en la probabilidad de fallecimiento.

3.3.4. Utilidad de la suavizacion en los modelos de mortalidad

Para ilustrar el problema anterior, se presentan proyecciones de la probabilidad de
fallecimiento sin realizar suavizado del vector beta. Los datos utilizados son los
disponibles en la Human Mortality Database para Espafia, modelizando por Lee-Carter
los afios desde 1960 hasta 2010 y las edades comprendidas entre los 40 y los 90. Se
proyecta el vector de parametros kappa mediante la funcién auto.arima() en para R para

20 periodos: desde 2011 hasta 2030.

Se hace uso de una funcién integrada en R por agilidad, ya que la proyeccion del vector
kappa no es el tema central de la tesis. Por otro lado, las proyecciones de este vector no
suelen presentar mucha dificultad, al soler tratarse de series temporales suaves y con
una tendencia generalmente clara. Para los datos utilizados, se obtiene un modelo
ARIMA(1,1,0) con deriva con los siguientes valores (desviaciones estandar entre

paréntesis):

¢ = —0.6221 (0.1103)

Drift = —0.6926 (0.1135)
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Figura 3.3.4.1

Proyeccion de tendencia de mortalidad 2011-2030

Prediccion del vector kappa (ARIMA(1,1,0) con deriva)
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Fuente: elaboracion propia

Las proyecciones de mortalidad para las edades 41 y 42 son las siguientes:
Figura 3.3.4.2

Proyeccion de tendencia de mortalidad sin suavizar parametro beta 2011-2030

Proyecciones Espafia 2011-2030 (sin suavizar)
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Como se observa en el grafico, no tener el vector de parametros beta suavizado influye
de forma que se obtienen inconsistencias entre las probabilidades de fallecimiento para
distintas edades. Concretamente, segun el modelo, a partir de 2027, la probabilidad de

fallecer a la edad 41 es mayor que la probabilidad de fallecer a la edad 42.

Esta inconsistencia, a la hora de generar tablas de mortalidad proyectadas, hace que
este modelo Lee-Carter sin suavizar no pueda ser utilizado en modelos internos para

ejercicios de practica actuarial como el calculo de reservas o la tarificacion.

Una aplicacion practica de los P-splines reside en suavizar la beta del modelo Lee-
Carter. Sin embargo, no pueden realizarse suavizaciones directas en el vector, ya que

esto generaria una pérdida total del sentido del modelo.

Para esta suavizacién, es necesario tener en cuenta el impacto de los cambios de valor
de beta con respecto a alpha y kappa. En el siguiente apartado se explica un algoritmo
desarrollado por Delwarde, Denuit y Eiders (Delwarde et al., 2007) que aborda este

problema.
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3.4. Algoritmo de suavizacion DDE

Como se concluyé en el apartado anterior, a pesar de que los P-splines son una
herramienta muy util a la hora de suavizar, no es posible aplicar su metodologia

directamente sobre los elementos del vector .

En 2007, Antoine Delwarde, Michel Denuit y Paul Eilers publican un paper titulado
“Smoothing the Lee-Carter and Poisson log-bilinear models for mortality forecasting: a
penalized log-likelihood approach’. En este articulo, los autores proponen un algoritmo
iterativo que permite suavizar los parametros beta haciendo los ajustes pertinentes en

los otros dos conjuntos de parametros.

Los autores, en esencia, proponen un algoritmo que estima los pardmetros de Lee-

Carter, aunque anadiendo una penalizaciéon de rugosidad de beta a sus estimaciones.

Se utiliza el método de minimos cuadrados penalizados para la estimacién. Los autores
consideran oportuno utilizar como valores iniciales de las iteraciones, los valores

obtenidos por la metodologia tradicional del modelo Lee-Carter.

Los autores proponen la siguiente funcién objetivo:

A~ 2 !
D W0g (i) = = Bexxe)” + B x By + B (3.4.1)
x t
Donde:
1 -2 1 0 0
0 1 -2 1 0
A=

0 1 -2 1 0
0 0 1 -2 1/,

El elemento x se refiere a la dimension de edades: x4, — Xnin + 1. Recordando del
apartado en el que se trataron los P-splines, A se corresponde con la matriz de
diferencias finitas de segundo orden. Aqui se utiliza el numero de edades como el

nuimero de nodos.
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Como se observa en la funciéon objetivo (ecuacion 3.4.1), existe una relacién de
intercambio a la hora de ajustar el modelo entre la bondad del ajuste log (i) — ax — By *
xt)z y una penalizacion por la rugosidad del vector beta pg; * P; * B,. Buscando la
minimizacién, se consigue que las iteraciones consigan suavizar la beta sin perder el

significado del modelo, es decir, el ajuste entre la mortalidad real y la estimada.

El papel del parametro lambda es el de penalizacion de la rugosidad. Se tiene que cuando
A — o la suavizacién obtenida es una funcién lineal. Esto llevaria a una penalizacién de
rugosidad igual a 0. Sin embargo, se perderia el sentido del modelo por completo, asi

que la bondad del ajuste no permitira esta eleccidon de parametro.

Recordando el apartado anterior en el que se hablaba sobre los P-splines, se mencioné

que la eleccién del pardmetro de suavizacién se puede elegir por varias vias:

Mediante criterios de informacion: AIC y BIC
A través de validacién cruzada

Por enfoque bayesiano

Los autores en este caso eligen la validacidon cruzada. Concretamente, Leave One Out
Cross Validation (LOOCV). LOOCV es un tipo de validacién cruzada que consiste en
estimar el modelo eliminando un dato individual, para luego medir el error del ajuste

sobre ese dato eliminado.

En la practica, se erige un vector de candidatos a parametro de suavizacion 1. Se estima
el modelo utilizando LOOCV para cada uno de los parametros candidatos y se calcula el
error. Como realizar este proceso es muy costoso computacionalmente, ya que
supondria recalcular el modelo un total de (2010 — 1960 + 1) x (90 — 40 + 1) = 2.601. Se
hace una busqueda en cuadricula (grid search). Esto es, se aplica LOOCV no eliminando

todos los datos, si no para ciertos datos, separados uniformemente:

o ms

La funcion de error es la siguiente:
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5 ~—(x, A—(x,t) A—(x,t
extag =108 (o) = Qg = B R i) (3.4.2)

Donde @_%®, g-*0 y (0

xag s Bedy Y Rep,  son los parametros estimados, y los superindices - (x,t) se
refieren al elemento eliminado para LOOCV.

Por tanto, el valor éptimo de 44 se obtiene minimizando:
error = ZZ eﬁmﬁ (3.4.3)
X t

Finalmente, el pardmetro de penalizacion utilizado es A = 1000.

3.4.1 Metodologia del suavizador

El algoritmo de DDE es una aplicacion de los métodos de Newton-Rapshon. Es iterativo,
por lo que se van creando secuencias de parametros en cada iteracién i de modo que

a®, O y g® hacen referencia a los parametros estimados en la iteracion i-ésima.
La construccion se realiza de la siguiente forma (Delwarde et al. 2007):

Se utilizan tres matrices y tres vectores columna auxiliares:

Céi): matriz diagonal cuadrada con dimensién igual al nUmero de edades

¢®: matriz diagonal cuadrada con dimensién igual al nimero de afios de calendario
¢ matriz diagonal cuadrada con dimensioén igual al nimero de edades

: vector columna con longitud igual al nimero de edades

r,fi): vector columna con longitud igual al nimero de afios de calendario

rﬁ(i): vector columna con longitud igual al nimero de edades

Se comienza la iteracidn para el vector a, empezando por asignar valores a los elementos

auxiliares:

Co(ci) = (tmax — tmin + 1) (3.4.1.1)
i =) (og (o) - & = fO) (3.4.1.2)
t
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El nuevo valor de a se puede actualizar mediante la siguiente igualdad, obteniéndose el

valor en la iteracion i + 1:

€O 4 g+ = ¢O 4 g0 4 0 (3.4.1.3)

X a

En el siguiente paso ya se recoge el valor actualizado de a. Se continda con la

actualizacién del vector k y la asignacion de valores a sus elementos auxiliares:

i AN 2
cO = Z(ﬂy) (3.4.1.4)
RO = B (og () - @l — fO) (3.4.1.5)
X

El nuevo valor de k se puede actualizar mediante la siguiente igualdad, obteniéndose el

valor en la iteracion i + 1:

€O 4 g0HD = (O 4 gD 4 O (3.4.1.6)

En el Gltimo paso del algoritmo se utilizan los valores actualizados de a y k. Se finaliza
la primera iteracién con la actualizacién del vector g y la asignaciéon de valores a sus

elementos auxiliares:

i A (i+1))2
c® =Z(K§ ) (3.4.1.7)

t

i = > R0 og () — Al - BORED) (3.4.1.8)

t

El nuevo valor de g se puede actualizar mediante la siguiente igualdad, obteniéndose el

valor del ultimo vector de pardmetros en la iteracién i + 1:

(C5” + diag(P)) B = (¢ + diag (Bg) — Pp) B + 1" 3.4.1.9)

Donde el operador diag(-) hace los elementos fuera de la diagonal principal de una

matriz iguales a 0.

Tras unas pocas iteraciones, se consigue la suavizacién deseada.
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Se muestran los resultados de los parametros suavizados:
Figura 3.4.1.1

Parametro alpha original y suavizado

alpha_x

alpha
4

Age

Fuente: elaboracion propia

Figura 3.4.1.2

Parametro kappa original y suavizado

kappa_t

kappa
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I | | I I [
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Year

Fuente: elaboracidn propia
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Como se observa, los cambios en los pardmetros a y k son poco significativos.
Figura 3.4.1.3

Parametro beta original y suavizado

beta_x
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Fuente: elaboracion propia

El impacto en el vector B es bastante efectivo, consiguiendo la suavizacién deseada.
Ahora, las proyecciones de mortalidad de distintas edades seran consistentes, evitando

los cruces entre edades a lo largo del tiempo:
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Figura 3.4.1.4

Parametro alpha original y suavizado

Proyecciones Espaia 2011-2050

0.0030
|

mX

0.0020
|

0.0010
|

[ I I I I
2010 2020 2030 2040 2050

Year
Fuente: elaboracion propia
Con la suavizacion realizada se consigue, al menos hasta 2050, que las proyecciones
sean robustas. Esto permitird a los actuarios de la compafia generar tablas de
mortalidad proyectadas para ejercicios tanto de tarificacion como de reservas,

consiguiendo unas cifras consistentes y plausibles.

Se grafica la superficie de la mortalidad ajustada por el modelo DDE:
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Figura 3.4.1.5

Superficie de mortalidad ajustada por Lee-Carter suavizado

Fitted mortality - DDE
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Fuente: elaboracion propia

El mapa de infraestimaciones y sobreestimaciones es el siguiente:
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Figura 3.4.1.6

Mapa de ratios mortalidad ajustada por Lee-Carter suavizado y mortalidad bruta

Ratio fitted DDE / gross
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Fuente: elaboracion propia

Como se observa en el mapa anterior, la estructura de errores es igual a la del modelo
Lee-Carter (figura 3.2.1.5). De nuevo, el margen de sobreestimacion esta en el 20%, al
igual que el margen de infraestimacién. Igual que en el modelo Lee-Carter, se tiene la

excepciéon de la edad 40 en 2010, que presenta una sobreestimacion del 30%.
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3.5. Modelos Lineales Generalizados (GLM)

Como se comenté en la explicacién de los pasos del modelo Piggyback, los GLM toman
un papel fundamental en la metodologia. Para medir la relacién entre la poblacion base

y la cartera asegurada, se utilizara la estimacién mediante GLM.

Los Modelos Lineales Generalizados (GLM por sus siglas en inglés) representan una
extension de los modelos lineales tradicionales, como la regresion lineal, que permiten
manejar una gama mas amplia de tipos de datos y estructuras de correlacion. Fueron
introducidos por Nelder y Wedderburn en 1972 y han tenido un profundo impacto en la

estadistica y sus aplicaciones, incluyendo la modelizacién actuarial.
Los GLM se caracterizan por tres componentes:

Componente aleatorio: Las respuestas y; (por ejemplo, la variable probabilidad de
fallecimiento) que se supone que sigue alguna distribucion.
Componente sistematico: Este componente representa la parte del modelo que es una

combinacién lineal de los predictores, de la forma

r]i = ﬁo + ﬁ1x1+...+ﬁpxp (35])

Funcion de enlace: La funcién de enlace proporciona la relacién entre el componente

aleatorio y el componente sistematico. Es decir:

gu) = (3.5.2)

Donde g(-) es la funcion de enlace y y; es el valor esperado de y;.

En el contexto actuarial, los GLM son extremadamente Utiles para modelar distintas
variables de interés, ya que permiten manejar diferentes tipos de datos (como datos de
conteo, binarios, continuos, etc.) y ajustar la complejidad del modelo a las caracteristicas

de los datos.

Una aplicacion muy recurrente es, en el contexto de modelizacién de mortalidad,
considerar un GLM suponiendo que la ocurrencia de muerte en un asegurado se

distribuye como una binomial. La funcién de enlace a utilizar puede ser logit, y el
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resultado de esto seria una regresion logistica. Los predictores en el modelo podrian
incluir la edad, el sexo, el estado de salud y otros factores que se espera que afecten a

la mortalidad.

El modelo resultante proporcionaria estimaciones de las probabilidades de mortalidad
para los asegurados en funcién de sus caracteristicas individuales. Este modelo de
mortalidad podria utilizarse para parametrizar decisiones sobre tarificacion de polizas

o reserva de capital.

Los GLM son una herramienta valiosa para los actuarios, ya que proporcionan un marco
flexible y robusto para la modelizacidon de distintos tipos de datos. Su capacidad para
manejar estructuras de correlacion complejas, la flexibilidad en la eleccion de la
distribucién de los datos y la funcion de enlace, y la interpretacién clara de los
coeficientes del modelo son algunas de las caracteristicas que los hacen especialmente

utiles en la practica actuarial.

En el contexto que se discute en este trabajo, el modelo Piggyback hace uso de los GLM
para modelizar la distancia en términos de mortalidad entre la poblaciéon de referencia

y la cartera.

Se ha visto en apartado anteriores que la mortalidad proyectada en el tiempo de varias

edades parece darse como paralelas:
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Figura 3.5.1

Proyecciones de mortalidad Lee-Carter suavizado

Proyecciones Espaiia 2011-2030 (suavizado)
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Fuente: elaboracion propia
Esta propiedad es esencial para la metodologia. El paralelismo en la mortalidad entre las

edades estudiadas es un requisito para que los resultados del GLM sean aplicables.

3.5.1. Aplicacion en el modelo Piggyback

El modelo propone la hipétesis de que la variable nimero de fallecidos de la cartera
sigue una distribucién de Poisson con esperanza igual al nUmero de expuestos por su
probabilidad de fallecimiento:

Dy ~Poisson(Ey * fiy,t)

Esta asunciéon es bastante l6gica. Tomando como constante del modelo a la poblacién
espafiola modelada por Lee-Carter, se puede obtener la gap function a través de GLM.

La gap function tiene la forma:
gapx=d0+d1*x (35]])
De modo que se establece una distancia constante entre la mortalidad de la poblacién

espafola y la cartera (d,) y otro parametro dependiente de la edad (d,).

Los resultados de esta estimacion se obtienen en R a partir del siguiente comando:

glm(Dportfolio ~X+ Offset(log(Eportfolio)) + Offset(FittEdpoblacién): family = pOl'SSOTL)
50



Donde:

Dporerorio SON los fallecidos de la cartera, vectorizado

E,ortrolio SON lOos expuestos de la cartera, vectorizado

X es un vector donde se enlaza la edad de exposicién y fallecimiento de cada datos

Fitted,opiacisn €S la probabilidad de fallecimiento ajustada por DDE de la poblacion

espafola
Los resultados obtenidos para los parametros son los siguientes:

dy = —1.010311

d, =0.0118077
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4. Resultados
El modelo Piggyback, como se ha explicado a lo largo de todo el ejercicio, permite
realizar predicciones de probabilidad de fallecimiento en una cartera con pocos

asegurados.

Todo el ejercicio se ha realizado para tratar de predecir la mortalidad de la poblacién
islandesa (considerada como la cartera pequefa), aproximandola a la poblacién
espafola (considerada como la poblacion de referencia). Las razones de esta eleccion se
dieron en la introduccion del trabajo, aunque principalmente se sustentan en la hipotesis
de que son poblaciones que pueden ser relacionadas. Aun las particularidades propias
de cada una, se considera que los patrones y mejoras de mortalidad de ambas

poblaciones se asemejan en gran medida.

Una vez que se obtuvieron las estimaciones de probabilidad de fallecimiento para la
poblacién espafola, se procedié a aplicar el modelo a la cartera pequefia de interés. Para
ello, se recopilé una muestra representativa de individuos de la cartera: poblacién entre
40 y 90 afnos, con registros recogidos entre el afio 2000 y 2010. Estos datos se
introdujeron en el modelo predictivo previamente desarrollado a través de GLM,
obteniendo asi las estimaciones de probabilidad de fallecimiento para cada individuo en

la cartera.

Se recuerda que las predicciones de mortalidad se realizan a partir de la siguiente

especificacion:

logm, = af°? + pFobyPob +dy + dx (4.1)
Al comparar las estimaciones de probabilidad de fallecimiento de la cartera pequefa con
las tasas reales de mortalidad observadas, se encontré6 una correspondencia

satisfactoria. Esto indica que el modelo propuesto es capaz de proporcionar

estimaciones precisas incluso en contextos donde la disponibilidad de datos es limitada.

A continuacion, se muestran graficamente los resultados obtenidos para algunas de las

edades analizadas:
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Figura 4.1

Ajuste y resultados del modelo Piggyback para edad 46

Piggyback x = 46

mx
0.003 0.004 0.005
| |

0.002
|

0.001
|

Fitted poblacion espafiola
o Mortalidad bruta portfolio
Fitted + prediccion Piggyback

1960

Fuente: elaboracion propia

I I I [ [ I
1970 1980 1990 2000 2010 2020

Year

53



Figura 4.2

Ajuste y resultados del modelo Piggyback para edad 55
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Fuente: elaboracion propia
Figura 4.3

Ajuste y resultados del modelo Piggyback para edad 59



Piggyback x = 59
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Fuente: elaboracion propia

Como se puede observar, el modelo consigue recoger una estimacion de la tasa central
de mortalidad para la cartera, aunque la mortalidad real bruta refleja la baja cantidad de
asegurados. Las oscilaciones alrededor de la tasa central se hacen notar, sin embargo,
la captura de la mortalidad del modelo para tan sélo contar con una experiencia de 11

anos de calendario se ajusta bastante.
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Figura 4.4

Ajuste y resultados del modelo Piggyback para edad 62

Piggyback x = 62
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Figura 4.5

Ajuste y resultados del modelo Piggyback para edad 65
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Fuente: elaboracion propia
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Figura 4.6

Ajuste y resultados del modelo Piggyback para edad 71
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Figura 4.7

Ajuste y resultados del modelo Piggyback para edad 74

Piggyback x = 74
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Fuente: elaboracion propia

Para las edades anteriores, se observa como la probabilidad de fallecimiento de la
poblacién de referencia se mantiene por encima de la probabilidad para la cartera
pequefia. Sin embargo, el modelo recoge este acercamiento entre la mortalidad de una
poblacidn y otra, incluso el cruce entre ambas. A partir de los 87 afios, el modelo estima
que, estructuralmente, la mortalidad para la muestra de referencia tiene una mortalidad

mayor que la poblacién espanola.
Figura 4.8

Ajuste y resultados del modelo Piggyback para edad 79
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Ajuste y resultados del modelo Piggyback para edad 80
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Figura 4.10

Ajuste y resultados del modelo Piggyback para edad 85
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Figura 4.11

Ajuste y resultados del modelo Piggyback para edad 87
Piggyback x = 87
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Fuente: elaboracion propia

Figura 4.12

Ajuste y resultados del modelo Piggyback para edad 90
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Es importante destacar que este enfoque no solo es aplicable al analisis de fallecimiento
en carteras de seguros generales, sino que también puede ser aplicado, como se
adelanté en la introduccion, en despliegues de la oferta de la compaifia. La capacidad
de utilizar una poblacién de referencia como base para estimar probabilidades de
fallecimiento en carteras mas pequefias es una ventaja significativa en el analisis de
riesgos. En productos para clientes con caracteristicas especificas, la compafia seria
capaz de salvar la situacion de incertidumbre en el desarrollo de su negocio en estos

segmentos.
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4.1 Backtesting
Como medida de calidad del ajuste del modelo, se presenta un analisis backtesting

aprovechando la disponibilidad de datos de la cartera estudiada.

Se recuerda que, como cartera de referencia, se ha utilizado los datos de Islandia de la
HMDB como poblacion especifica. Por ello, aunque se han utilizado tan solo datos 2000-
2010 para el ajuste del Piggyback, se disponen de los mismos datos que se utilizaron
para el ajuste de Lee-Carter de la poblacién espafnola (1960-2010) junto a los valores

predichos (2011-2019).

Se presenta el backtesting para distintas edades:
Figura4.1.1

Backtesting del modelo 1960-2019
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Fuente: elaboracion propia

Como se comprueba, gracias a la suavizacién que se realiz6 mediante P-spline en la
estimacion de la mortalidad de la poblaciéon de referencia, el modelo consigue arrojar
resultados para distintas edades que tiende a aproximarse, pero sin cruzarse entre si,

manteniendo la consistencia de su funcionamiento.

Se muestra el mismo analisis para las edades mas avanzadas:
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Figura 4.1.2

Backtesting del modelo 1960-2019. Edades avanzadas
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Fuente: elaboracion propia

A través de los anteriores graficos, se hace notable el hecho de que, aunque se generen
estimaciones centrales de la fuerza de mortalidad para una edad x, los patrones de la
probabilidad de fallecimiento cuando se trabaja con carteras pequefias son

insalvablemente irregulares.
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Figura 4.1.3

Mortalidad ajustada por Piggyback y real para edad 60
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Fuente: elaboracidn propia

A pesar de lo anterior, las estimaciones que arroja este modelo pueden ser Gtiles para
obtener unas tasas de fallecimiento que la compafia puede tomar como esperadas en
su cartera. La entidad puede esperar que los fallecidos en su producto ronden alrededor

de lo estimado por el modelo Piggyback.

El valor del modelo puede relevarse por lo anterior. La validez del modelo se basa en su
consistencia temporal, mostrando en este analisis backtesting que todas sus
estimaciones no se alejan significativamente de las realizaciones de fallecidos en la

cartera.
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5. Conclusiones
En este trabajo se presenta un modelo que genera proyecciones de mortalidad en
entornos de insuficiencia muestral. El modelo Piggyback es una opcion para las
aseguradoras de salvar la situacion de incertidumbre en carteras con pocos asegurados,
sin la necesidad de usar tablas regulatorias o proyecciones de mortalidad bruta de la

cartera.

La robustez del Piggyback se basa en que sus proyecciones se apoyan en una poblacion
de referencia de gran dimensidn. La poblacion de referencia debe compartir una tasa de
riesgo base con la cartera a proyectar, de modo que la eleccién de la poblaciéon de
referencia debe sustentarse en una poblacion que comparta caracteristicas biométricas

con la poblacién de la cartera.

Las tasas de mortalidad en carteras pequefias inherentemente padecen de poca suavidad
por su estructura: pocos asegurados conlleva un gran impacto en el ratio de fallecidos y
expuestos cuando varia en una unidad el nimero de fallecidos. Sin embargo, mediante
el modelo Piggyback se consigue estimar las tasa centrales de mortalidad, en torno a las
que fluctian las realizaciones de fallecidos de la cartera, eliminando el componente de

incertidumbre.

La creacién de un modelo interno mediante Piggyback permite realizar estimaciones
centrales de mortalidad para usar en ejercicios de reserving y pricing, aunque la

oscilacién alrededor de esta estimacion sera de magnitud significativa.

Para corregir lo anterior, se podrian desarrollar alrededor de este modelo distintos
ajustes, como agregaciones entre distintas carteras consideradas como insuficientes de
muestra, que permita un Piggyback mas consistente; medidas de cobertura para

disminuir la magnitud de estas oscilaciones, entre otros ajustes.

Este modelo puede ayudar a las entidades aseguradoras a desplegar su oferta de
productos en segmentos de clientes que antes no tenian cobertura comercial, o bien
donde se utilizaban tablas de mortalidad que no se cifien a los patrones de mortalidad

especificos de los asegurados. El uso de Piggyback es capaz de generar, a partir de una
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experiencia con asegurados (en torno a los 10 afios), tablas proyectadas que se adaptan
a los patrones especificos que sigue la mortalidad de unos asegurados. Esto es
altamente uatil para crear productos, por ejemplo, para pacientes o expacientes de
distintas afecciones o cualquier grupo de personas que compartan patrones biolégicos,

entre un amplio abanico de aplicaciones.
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