Aplicacién de la teoria de juegos de estrategia
al problema de la integracion de riesgos

Por Ancer VEGAS

Queremos empezar agradeciendo al eminente profesor
Kari Borch sus fecundas investigaciones sobre aplicaciones
de la investigacion operativa al Seguro, merced a las cuales
hemos enconirado el fundamento logico de la soluciéon del
problema gue vamos a estudiar.

INTRODUCCION

La cuestion que tratamos de resolver consta de dos puntos
fundamentales. El primero se refiere al estudio de la posibi-
lidad de integrar varias unidades de riesgo en una sola, y el
segundo, supuesta la ventaja de la integracion, determinar la
forma mas aceptable, racional y técnicamente de imputar
los beneficios que se siguen de la misma,

El punto primero serd tratado de acuerdo con la teoria
del Riesgo Colectivo, v el segundo mediante la aplicacién del
esquema logico de los juegos de estrategia.

1. INTEGRACION DE RIESGOS

i.1. Funcién de pago.

Sean &, v m. las variantes que representan el montante
de siniestralidad o nivel de quebranto y el beneficio de la
unidad de riesgo.
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Evidentemente que enlre ambos procesos estocasticos exis-
te la siguiente relacion:

T == ke —E,

en la que k; representa el montante de ingresos,
Llamaremos recargo de sequridad a la diferencia

E(E\) — kt= ln(;— kt ] 'Y
Por lo tanto, el beneficio podra expresarse por
Ne =M — Y — &

Si las funciones generatrices de & y 7. son @,(@) y CP72(®)
tendremos )

. (mt,+y)® (m 4764 (—8)
p@=¢€ " cp(—0) =¢ ¢ ¢
1 4
donde
b.(— 0)
es la funcidén cuomulativa. Como consecitencia tenemos:
Em) = v

Lo que indica que el recargo de seguridad coincide con
el valor medio del beneficio. Cabria pensar que una politica
de mayoracion de beneficios podria apovarse en el incre-
mento del recargo. Esto no tiene justificacion satisfactoria.
En efecto, el incremento del recargo supone un encareci-
miento, con lo que una reaccidén normal de la demanda ile-
varia consigo una reduccién en el niimero de contratos vy,
por ello, el efecto definitivo podria ser una disminucidon del
bheneficio,

Por otra parte, pretender el incremento del beneficio a
fravés del recargo equivale a considerar el valor medio de
la variante del beneficio como un indice de utilidad, cosa
que contradice la teoria sostenida por Morgenstern v Neu-
man, que exige que la utilidad no pueda ser infinita.
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La funcion de utilidad es, segun sabemos,

UF) = | uy) dF@

en la que F(vo es la funcidn de distribucidén del beneficio
v ulyvy) la funcidn de utilidad de! beneficio (por ejemplo, el
dinero). '
De todo esto se deduce que la utilidad se incrementara
operando sobre la funcidn de distribucidn, va que F, es mas
itil que F. si
UFE,) > UF)

Esta pudiera ser la justificacion racional del reaseguro v
de la politica demografica de la empresa aseguradora, en-
tendiendo por tal la que conduce a una composicion de ia
cartera que Heva consigo el liamado beneficio por submor-
talidad.

Dejando para otra ocasion estas cuestiones, vamos a con-
tinuar con la definicion v propiedades de Ia funciéon de pago.

Segiin la teoria del Riesgo colectivo, podemos escribir:

Pdn, < —u) <€-® 1]

en la que u representa la reserva inicial de la unidad riesgo
que consideramos y @, cumple la condicién

(my 4 Y) ® — tp}:(GO) =0

La [1] representa, pues, la probabilidad de que la com-
pafiia o unidad de riesgo se arruine.
El mountante de los pagos de los asegurados es m¢ -+ ¥,
por lo que la relacion
NGCH)
m; + Y = o
va a recibir el nombre de funcién de pago.
Es evidente que el recargo v serd funcién de las dos va-
riables fundamentales de la unidad de riesgo, de aquellas
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que pueden tomarse para definir su estructura, es decir, u

reserva o nivel econdémico y « nivel de la probabilidad de
ruina. En efecto, si hacemos

P < —u) < €0 =0a<<1

tendremos
tog o
0, — 108 I
u
y, por lo tanto,
log o
g u
T = — m
| log & |
u

Esta relacién justifica el porqué se denomina recargo de
seguridad, ya que su mision no es otra que garantizar la
pervivencia de la compaiiia aseguradora teniendo en cu%nta
su situacion econdmica,

1.2, Propiedades de la funcion de pago.

El desarrollo de la funcién cumulativa es, segiin se sabe,
@2

@) =k, ® + k. a1

9y
+ ks e 4 e
en la que k., es el momento cumulative de orden r y, por lo
tanto,
kl = I, kg = ¢*
luego
2

©
_—_m-+—02—"2—+k3-§!*-+...

)
o

De aqui deducimos que el recargo de seguridad puede
expresarse de la forma

oM Lk @, 4 :62“08“[ Lk [log @ |

e 02
T 9 EY 2u T 3N
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log e
Por definiciéon % ha de ser normalmenfe muy ne-
quefia, ya que ¢ es el nivel de probabilidad de ruina y u
la reserva de origen que mide el nivel econdmico de la
entidad aseguradora, como ya sabemos. Asi, si, por ejemplo,

o= 0,050 ¥ ue= 1000000 es & — 0,000003

La funcion de pago sera, en términos generales, creciente
respecto a @,
En efecto, su derivada tendra la forma

D)~ g

que se mantendria positiva siempre que se verifique la re-
lacion

02

ks |

@

3
<3

En virtud de las consideraciones anteriores, aun en el
caso de que el proceso del montante de quebranto definiese
una distribucion fuertemente asimétrica (k; es el coeficiente
de asimeiria), ® cumpliria normalmente la anterior relacién.

De todo esto se deduce que la funcion de pago es decre-
ciente respecto de la reserva u.

1.3. Funcién de integracion.

Llamaremos funcién de inlegracion a la funcion de pago
que correspende a un conjunto de T unidades de riesgo, con-
sideradas integradas en una nueva unidad,

Suponemos que las reservas son Uy, Wy, ..., Up ¥ que el
nivel de probabilidad de ruina & es el mismo para todas. Las
variantes de quebranto son, evidentemente, estocasticamentle
independientes, por lo que la funcion de integracion sera

W(T) — $r(®)
@r
20
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. log o |
en la que @r es igual a ————
U
=T

Por la independencia estocastica

Pe(@r) = 2 $A{©r)
rE'.E
luego

Z (pr(@T)
rET
WT) =
(1) o
Como consecuencia de esta definicion aparecen las si-
guientes propiedades:

L V(@) =10

L ALUTU..UT) < Y YThE T0T =3
=t_

=1

La primera propiedad es evidente, ya que no tiene sen-
tido hablar de pago distinto de 0 en el caso en que no exista
ninguna unidad de riesgo.

La segunda se desprende del hecho de ser creciente con ®
la funcion de pago. En efecto,

V(T-j_ U TE U ea U TB) —

Y $@T, U T, U ... U Ty
€T U T, U o U Ty
T1 U T2 U s U Tﬁ

Y $@T: U TV ... U Ty
re& T

- oT, UT, U T, ... Ts Tt

("} Wissenschaftl, Verdffentl., V.
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Y @T, U T, U L U Ts)

re'l‘s

T T AL UL UL UT, =
Y, 0Ty Y ddors)
re'l‘l r(:"‘_:lfs
e ®T, T T @Ts T

=¥T) + ... + ¥Ts)
Luego ‘

T8 8
"(U Tr) < ¥ umy

=l T—=1
Hs claro que
e, U T, U ...UTsg < oT;
ya que
log & 1
[log @] _ _jlog x|

Su Y

TET:_" VTS rET1

@T1UT2U...UTE==

De todo esto se deduce que la integracion siempre su-
pone una ventaja para el grupo en total. Se trata ahora de
ver como debe repartirse esa ventaja.

Il. ASIGNACION DEL BENEFICIO

Hemos visto que segin las propiedades de la funcidn de
integracion es siempre ventajosa la integracion para el con-
junto de unidades integradas, es decir,

Y, v@ > w(D)

eT

En la que ¥(i) es la funcion de pago de la entidad.
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La cuestién que ahora se presenta es la distribucidén del
beneficio

Z (i) — W(T) == B

Como hemos indicado anteriormente, vamos a servirnos
del esquema logico de los juegos de estrategia en virtud de
que la funcién de infegracién cumple las condiciones de fun-
cion caracteristica de juego y, por tanfo, podremos consi-
derar un juego n personal con dicha funcion caracteristica
y preiender una solucion del problema con la ayuda de la
teoria de esta clase de juegos.

Recordaremos que la funcidn caracteristica de juego V(T)
es el valor del juego correspondiente del conjunto T con-
siderado como un sole jugador, es decir, integrando una
“coalicion”. Sabido es que esto indica gue los jugadores
coaligados pueden elegir de comuin acuerdo la estrategia
que han de adoptar para que el resultado individual del
juego, es decir, la impulacion o asignacion, sea la mas ven-
tajosa de acuerdo con el interés de Ia comunidad integrada
en la “coalicién”,

El problema de la obtencién de solucion del juego con-
siste, pues, en determinar los métodos posibles de imputar
las ganancias individuales al terminar la partida. Podemos
afirmar que la solucion nos da un “esquema de finalidad™
definido por relaciones de orden en las asignaciones, cons-
tituyendo una “preferencia eficaz”.

La teoria de juegos de Neuman y Morgenslern, conside-
ra la solucion del juego como el conjunto de asignaciones
que enfre si no son “dominantes”, es decir, que no es pre-
ferida la una a la otra, y en cambio cualquier otra asigna-
cion que no pertenezea a la solucidn es preferida por cual-
quiera de las que pertenecen a ella. Se ha podido demostrar
que en los juegos hasta de cuatro jugadores existe solucion.

Los mas recientes estudios sobre Ios juegos de estrategia
a través de la teoria de “grafos” han evidenciado que un
juego finito, n personal es un grafo “progresivamente fini-
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to” el cual posee siempre “niicleo”, o sea un conjunto de
puntos que enfre si no son adyacentes, es decir, que no son
correspondientes en la aplicacion que supone el grafo vy,
por el contrario, cualquier punto exterior siempre tiene por
correspondiente uno interior al nucleo. De acuerdo con la
definicion de solucion de juego se ve claramente gue ésta
coincide con la del nticleo del correspondiente grafo, Esto
nos permite referirnos consistentemente a la teoria de jue-
gos para obtener consecuencias lbgicas,

Las propiedades fundamentales de la funcidén caracteris-
tica de juego son las siguientes:

L @) =0

ILoyu T > Y v T, ﬂ T, = @
1]

Se demuestra que una funciéon de conjunto que cumple
esas condiciones define un juego.

En el caso en que la suma de los pagos a realizar por
los jugadores sea distinto de 0, tendremos

WT:) # 0

en la gque T, representa el conjunto total de jugadores. Evi-
dentemente, en el caso de juegos de “suma 07, tendremos

v(Ty) = 0

Las imputaciones o asignaciones a cada unc de los juga-
dores han de cumplir evidentemente las siguientes condi-
ciones:

Xy i w(i)

z x; = y(Tyo)

1

va que es claro que lo que corresponda al jugador i como
consecuencia de la coalicion, no puede ser inferior a lo que
le correspondiera jugando por su cuenta exclusivamente.
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La asignacion correspondiente al jugador i estara, por
lo tanto, en el intervalo

WTy) — Z v(r) = X > (i) -

i

La determinacion de un valor concreto para x; exige con-
sideraciones de caracter marginal o complementario, va que,
como hemos dicho, la solucién del juego es un “esquema de
finalidad” que recoge el conjunto de formas de distribuir
las consecuencias del juego; la designacion de una forma
concreta de asignaciones trasciende de la finalidad de la
feoria de juegos.

Nosotros pretendemos 2 continuacion una solucion con-
creta a nuestro problema.

La propiedad fundamental de la funcidn de infegracion
es, segiin sabemos, la siguiente:

WU T < Y uTy)

T.OT, = &
va que
Y oo x)
T EU TI
W T = wom <
Y ds(@n)
Ty = ®Jns

en los que, como sabemos,

o o - llogai
S us

On — 1108%]
Ur

i
Siendo ur, la suma de las reservas de las T, unidades in-

tegradas y « el nivel de probabilidad de ruina.
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Por otra parte es evidente (ue

WD) = 0

Conviene reparar en que la funcién de integracién se re-
fiere a pagos y, en cambio, la funcién caracteristica de juego
es, segiin hemos recordado, la que corresponde a la ganancia
obtenida por el grupo T. Por ello el sentido de la desigual-
dad en la relacién fundamental es el contrario.

Si llamamos Py, P,, ..., P, a las asignaciones que corres-
pondan a las entidades integradas de acuerdo con lo dicho
anferiormente, tendremos:

¥, por oira parte,

VRGN
P, < 6
liego
Z $rl@r,)
. $=(®:) $1(®;)
O, ~ o, é Py é @

Para la obtencion de los valores concretos de P; procede-
remos de la siguiente forma:

Supongamos una ordenacion de las n unidades de riesgo
i3, igy ...y in que responde a una politica de integracién suce-
siva, es decir, la unidad i, consigue incorporar a la i, i, e i,
conjuntamente, incorporan a i; y asi sucesivamente. Las asig-
naciones que corresponden a estas integraciones sucesivas se
hacen con el siguiente criterio:
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p Gy, (®y)
y = —
oy,
2
. L {Pir(eil, iz

1 ;,(®,)

P11 - - - .
. Dy, iy @iy

SZ LP‘r("l: iz, < in) silltpir(@il, ig .oor ta—1)

r=1
Pig &
@y, 4y, g By, 1g, s ds—1
n n—i
Z . @y, 1, ., 1) 2 ;. (01, 4y, ..., 15—1)
re=i1 r=1
Pl — —
" B, 1, .1 @iy, tgy on dp—1
En las que
; l'log o |
i]_. I Pl

W | Wy, f o U

Es evidente que las Py cumplen las condiciones

< Zq-’in(@u, o 1p)

Sr. -

~ ®i1, ., 1p -
> .¢i1(®i1)

Py
6y

r=1

$4,(0y,)

Py, = ———
iy
Todas estas asignaciones dependen del orden elegido, el
cual supone que la unidad i;, que inicia el proceso de inte-
gracion, no se beneficia en nada, ya que su asignacién coin-
cide con el valor de su funcion de pago. Para (que se pueda
hablar de una verdadera solucion, los conjuntos de posibles
asignaciones no deben estar relacionados por correspondien-
tes preferencias; por ello, parece logico que consideremos
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un proceso de iniegraciéon sucesiva de caracter aleaiorio,
suponiendo las | n ordenaciones posibles como igualmente
probables, Sobre esta base definimos la variable aleatoria

que toma los valores P, Py, ..., Px;; ..., P, con las proba-
bilidades :

1 o —2 m— 00— 1! 1

I * Ll} y ] |£ LR ] o

P, representa la asignacién que corresponde a una or-
denacion en que la entidad r ocupa el lugar . Su valor sera,
por tanto,

Y dden) Y bdOr_)

SerT BeT
P == -_—

"t Op By

Tomamoes como asignacion definitiva el valor medio

m—mu_niﬂ

n! t

@m=mnz

Es facil ver que la suma de las probabilidades es igual
a la unidad; en efecto,

n

Z(nn1)m—mu—n:=1

t—1 n!

t==1

Las asignaciones seran, pues, %, T ..., T, QUe evi-
dentemente cumplen las condiciones exigidas.
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