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1. INTRODUCCION

1.1. El presente trabajo estd dedicado a conocer algunas de las aplica-
ciones del Analisis Espectral de las series temporales estacionarias.

Brevemente, de manera simple y a la vez rigurosa, exponemos la Teoria
de la Extrapolaciéon (prediccidn) para procesos estocaslicos estacionarios.

Los fundamentos basicos del desarrollo de esta teoria se encuentran en
las obras de Wiener, Kolmogorov, Doob, Yaglom, Ruzanov, etcétera, y
exclusivamente dedico el capitulo VIII de mi tesis doctoral (1) al tema
«Interpolacién, Extrapolacion y Filtraje», deduciendo férmulas generales
optimas para extrapolar (o predecir) cuando se conoce el tipo de funcidon
de densidad espectral, segiin sea el proceso estocastico de pardmetro
(tiempo) discreto o continuo. Casos particulares de nuestras férmulas
concuerdan con ejemplos deducidos directamente por Wiener y Yaglom.

1.2, En un pequeiio Apéndice se exponen las representaciones espec-
trales de los procesos estocasticos y las funciones de covarianza, asi como
las formulas de las funciones de densidad espectral vy que el lector interesado
puede completar estos conocimientos con la Bibliografia expuesta al final
de este articulo.

1.3. Para comprender mejor los conceptos he creido conveniente la
previa introduccidén de unas breves ideas sobre extrapolacidn, interpolacion
y filtraje, completadas con ejemplos aclaratorios de tipo lineal estudiados
en el dominio del tiempo. Estimo los parametros y determino las varianzas
residuales de los errores de los casos propuestos.

(1) «Andalisis espectral de procesos estocasticos estacionarios.» Tesis presentada en la
Facultad de Ciencias Fconémicas y Empresariales de Bilbao.
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Estas consideraciones son el fundamento intuitivo para aplicar el Espacio
estocastico de Hilbert (2) con caracter general a la «Teoria de la Extra-
polacion Lineal» de los procesos estocisticos de tipo estacionario y establecer
las ecuaciones espectrales lineales que debe cumplir el predictor lineal
6ptimo.

La extrapolacién lineal esta relacionada intimamente con la caracteristica
espectral de la extrapolacion lineal, y ésta con la funcidn de densidad del
proceso estocastico.

1.4. Nuestro trabajo se centra en las predicciones de tipo lineal por
las razones siguientes: La primera, la sencillez del calculo. La segunda, més
cientifica, es que todo proceso estocistico se considera como familia de
variables aleatorias; y si la ley del proceso fuese normal, la esperanza de
la componente a predecir en el tiempo ¢+ m (m > 0) estd condicionada por
los valores del proceso en distintos momentos del tiempo precedentes y la
esperanza matematica condicionada a estos valores que minimiza la varianza
residual es de tipo lineal y, ademas, sigue la ley normal.

El parametro ¢ (tiempo) o j¢ ¢ T} conjunto indice asociado a un proceso
estocastico jE(¢),t € T} determina una clasificacién del proceso en discreto
o continug. Estos dos casos son los que estudiamos: generalmente las
observaciones experimentales se recogen en datos equidistantes del tiempo
o de manera continua.

A los procesos estocasticos de tipo discreto suelen denominarse suce-
siones estacionarias (3), pero nosotros los denominaremos procesos de
parametro discreto,

La distincién de los procesos estocasticos estacionarios de tipo discreto
O continuo es necesaria, porque la metodologia y las foérmulas de extra-
polacién difieren sustancialmente,

1.6. En ¢l caso de tiempo discreto, para obtener ia mejor férmula de
extrapolacion lineal, aplico la geometria de Hilbert y sigo en gran parte a
Yagiom, trasladando al campo complejo las ecuaciones espectrales que
debe cumplir la «caracteristica espectral de la extrapolacién». He deducido
formulas muy generales para la obtencion de esta caracteristica espectral
de la extrapolacidén y, en consecuencia, también para el predictor lineal
optimo si las funciones de densidades espectrales son de alguno de los tipos
estudiados.

1.7. §i se conociese la funcion de densidad espectral de un proceso
estocastico estacionario de tipo discreto {t € Z{ la prediccidén lineal dptima
puede:

a) Utilizar solamente n valores de la historia pasada no mejorando la

(2) Ver mi trabajo «Aplicaciones del Espacio de Hilbert a la Estadistica.» Anales Insti-
tutg Actuarios, 1975.

(3) Kolmogorov, A. N.: «Sucesiones Fstacionarias en los Espacios de Hilbert.» Trabajos
de Estadistica, 1959, dos nameros.
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estimacion de la prediccion, aunque se poseyera mas informaciéon. (Procesos
Markovianos.)

b} Utilizar toda la historia o parte de ella para predecir el valor en
el tiempo f+m (m>0) dependiendo de m y de la funcién de densidad
espectral cuando se precise toda o parte de la informacién pasada.

¢) Utilizar siempre toda la historia pasada.

La funcién de densidad espectral se la supone racional en e** porque los
modelos .autorregresivos, de medias moéviles y mixtos tan utilizados en
Econometria, sus densidades espectrales son racionales en e,

Esto nos permite dedicar una atencibn preferente a las funciones de
densidad racionales en e**, porque en definitiva, si conocemos su forma, el
proceso pertenecerd a uno de los modelos indicados.

1.8. Enel caso de parametro ¢ continuo, la mejor férmula de predicciéon
lineal de procesos estocisticos estacionarios se basa en la resolucion de la
ecuacién integral de Wiener-Hopf, que, en el dominic de la frecuencia,
trasladada al campo complejo, nos da las condiciones que debe reunir las
funciones caracteristicas espectrales. Hemos deducido férmulas muy intere-
santes generalizadas para referida funcién. y, en consecuencia, para expre-
siones analiticas de «extrapolaciones lineales», cuando se conocen las

funciones de densidad espectrales de tipo racional.

Conviene sefialar nuestra especial expresién de la caracteristica espectral
en forma de determinante y, en consecuencia, la prediccion en el tiempa ¢ + m del
proceso £ (f+m), esti relacionado con los parametros de la funciéon de
densidad espectral.

Estudiamos subcasos de procesos estocasticos estacionarios de parametro
continuo, segiin el tipo de funcién de densidad racional, ¥ nos dan foérmulas
de extrapolacion lineales dptimas:

a) Utiliza para predecir g(r+m) (m>>0) los valores que toma el
proceso en el punto ¢, n—1 procesos formados por los procesos de derivadas
sucesivas que toman en ¢l punto ¢ (Procesos de Markov generalizados).

b) Utiliza los valores que toma el proceso en el punto ¢ y derivadas
en el mismo (igual que en el caso anterior) y, ademdas, con integrales del
proceso combinadas exponencialmente.

Los mencionados predictores lineales son Optimos y excusa decir la
diferencia esencial existente en las formulas de extrapolacién para procesos
estocasticos estacionarios de pardmetro ¢ discreto o cwando f sea conhtinuo,
porque en este caso las férmulas son muy complejas.

1.9. Para una mejor comprensidn de la lectura de este articulo, aparte
de las representaciones espectrales de procesos y de las funciones de co-
varianza, se precisa de los conocimientos de los desarrollos en serie de
Laurentz y el teorema de residuos de las integrales de las funciones de
variable compleja.

161



FCO. JAVIER URBELZ IBARRCLA

Las representaciones espectrales del proceso y de la funcién de covarianza
como hemos indicado, se exponen sin demostracién en el apéndice unido
a este trabajo, asi como otras representaciones utiles (4) para la mejor
comprension del trabajo.

1.10. La funcion de densidad espectral fix) o su funcién de distri-
bucitn permite conocer la estructura del proceso y F(A) nos indica la
contribucion a la varianza total del proceso hasta la frecuencia i.

Si existiesen periodos puros, dF()\) tendria saltos en los puntos de
discontinuidad del espectro y que proporcionaria un proceso de ciclos
perfectamente conocidos. En las series economicas no sucede en general
este caso y f{\) es de tipo continuo. ’

La aplicacién a la Teoria de la prediccidon es tar importante en Econo-
metria cuando se conoce la funcién de densidad espectral, que nos informa
sobre el tipo de predictor lineal 6ptimo conociendo el espectro, pasando
del campo de la frecuencia al campo del tiempo.

1.11. Recordemos finalmente que el estudio de las series temporales
puede hacerse en €l dominio del tiempo o ¢n ¢l de las frecuencias.

En ¢! dominio del tiempo tiene el grave inconveniente de la irregularidad,
que desaparece si se estudia la serie en ¢l dominio de la frecuencia.

Sir Arthur Schuster fue el primero que introdujo su célebre periodograma
para el estudio de las «periodicidades ocultas». Este periodograma esta
relacionado con el espectro, y aunque asintdticamente fuese centrado (previa
correccion multiplicandolo por una constante), tenia el grave inconveniente
de ser inconsistente, por lo que desgraciadamente era poco fiable.

Este articulo no esta destinado a la estimacidén del espectro, y dejamos
este problema (5) para otra ocasion.

Si se conoce la forma tedrica del espectro, estudiaremos la prediccion
trasladando del dominio de frecuencias al dominio del tiempo, obteniendo

formulas oOptimas de prediccion para los procesos estocisticos de tipo
estacionario.

2. CONCEPTOS PREVIOS

2.1. Definiciones.

1.* FExtrapolacidn. Se denomina extrapolacion o prediceibn a la esti-
macién del valor futuro a partir de los datos disponibles del pasado.

2.*  [Interpolacion. Se denomina interpolacién a estimar un valor com-
prendido entre los datos.

(4 Urbelz Ibarrola, F. 1., 0. c., pags. 332 y siguientes.
(5) Véase mi Tesis Doctoral citada.
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3.* Filtraje. Se denomina filtraje a la estimacién de los datos de un
proceso cuando existe error en la informacion que deseamos eliminar.

2.2. Principio de ortogonalidad.

Las estimaciones lineales se deducen de las condiciones de ortogonalidad
del espacio de Hilbert vy que proporcionan errores menores en sentido
lineal.

2.3. Prediccion lineal simple.

1. Para aclarar los conceptos expuestos supongamos que de un pro-
ceso

{0, ¢ € T} B

—discreto o continuo— deseamos predecir su valor en el tiempo ¢+ m cuando
se conoce el valor en el tiempo ¢.

2. El planteamiento lineal méas simple es:

Ee{)=0
E@+m)y=at(H+ e () {a constante) [2]

siendo ¢ (f) un proceso incorrelacionado con E({f). La estimacion es:

E@+n=af(t) {3}
Por el principio de ortogonalidad indicado, tendremos:

E{ge+m) —at@Enl=ElewEmi=0=

Bim)

Bto)

recordando la férmula [4] del apéndice de la funcién de covarianza.
3. La férmula de prediccibn es:

A _ Bm) [5]
Et+m) = B o) g ()

B(m)zc,z\B(o):> 2=

(4]

4. El error cuadritico es:
S =ElEt+m —at®E¢+ m=Blo)~aB(—m=

1B {m)|?

= B(o) — B

(6]

5. Todo proceso cuyo error [6] sea nulo, se denomina determinista.
Esto significa que & (f+m) puede predecirse exactamente por los elemen-

tos {£ (e—h)|
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2.4. Filtraje lineal simple.

1. En el caso de procesos
{E@®, n), teT| (7]

discretos o continuos, y mutuamente estacionarios, deseamos determi-
nar E () en funcién del valor conocido % (f) que contiene una informacién
perturbadora que habremos de considerar.

2. La ecuacioén lineal mas simple es:
A
Et=an( {8)

y los procesos E(f), y M (#) estan ligados por

Ety=ant)+e{t); Eet)=0 [9]
El error £ (f) deber ser ortogonal a 1 (7).
e ~_ Benlo)
E[gt —anmyn)=0 = a=—"0> (o)
3. El filtraje del proceso £ (f) es:
By (o)
H=——"——- 7t 11
E) Bt 10 (11]
4. La varianza residual puede escribirse:
— ~ i BET] (o) 12 12
S=E}|EW) —an(®){E@)}=Bulo) —aBglo) =Bglo)————— [12)

By (o)
2.5.  Prediccion lineal simple con filtraje.

1. De forma analoga, supuestos los précesos [7]. si deseamos predecir
en el tiempo t+m, el proceso & (t+m) conociendo una informacién del

proceso 7 (f) en {, conteniendo informacién perturbadora, la estimacién
lineal puede plantearse:

B+ my=a (D) [13]

y por el principio de ortogonalidad:

. —— A BE,‘ (M)
Eftt+m—an@®/nti=0 = a=— ) f14}
2. En consecuencia:
Bt my= -0 (15}
Brm (o)

es la prediccién Optima simple con filtraje._
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3. El error es:
S =E{Et+m—E(t+mP)=

=E\f(t+m)—anim)Eit+m) =Bglo) —aByg(—m) =
[Bﬁn(m)lz

=Be ) -—p [1é]
m

2.6. Interpolacién con filtraje.

1: Sean los procesos [7] teniendo los valores en dos puntos: #, y /4. La
interpolaci6h se presenta cuando deseamos conocer el valor de £ {#), siendo
t, <t <1, Sit > ¢, seria extrapolacion.

2. El planteamiento para estimar £ (¢) de forma lineal puede ser:

Bty =an(t) + bty 17

3. Si fuera interpolacién sin filtraje, la estimacion seria:
B =ak(t) +bEE 18}

por lo que es un caso particular del precedente.
4. Las condiciones de ortogonalidad nos dardn las ecuaciones:

EilEw-Ewln@l =0 ti=1,2 (9]
By (t —t;) = aByy(0) + b By ity ~ 1) [20)
BE“ (t _tg) = aBgm (t-, - t}) + bB’i‘i (O)

5. Determinadas las constantes y sustituidas en [17] nos da la mejor
formula de interpolaciéon lineal de dos puntos. Y también: para que [20]
sea compatible con [18] el determinante siguiente ha de ser nulo:

E (%) N (#) T (#,)
Bsq (¢ — 51) B-m (o) Brm (ts — 1) =0 [21]

‘BEYI ” - tg} B"i"I (tz _ tl) Br;:] (0)

El estudio y conceptos anteriores los hemos hecho en el dominio de!
tempo. Es inmediata la extensién de extrapolacion, interpolacion y filtraje
cuando se conozcan n puntos.

En las Secciones siguientes nos dedicaremos a la extrapolacion de procesos
estacionarios de pardmetro discreto v continuo cuando las f. de d. espectral
son de tipo conocido.
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3. EXTRAPOLACION LINEAL DE PROCESOS ESTACIONARIOS
DE PARAMETRO DISCRETO: PLANTEAMIENTO Y SOLUCIONES.

3.1. Introduccion.

1. Sean
E(—1), E(—2)... E(t—n) (1]

vectores pertenecientes a un subespacio de Hilbert H (£). Una estimacién
puede hacerse eligiendo convenientemente g(.):

Fal

Et+m)=g[E(t—1),... £ —n)] (2]
i. La varianza de §(1+m) sera:

o BB+ m)—E(t+ m) 3]

Yaglom (1) justifica la elecciéon de la funcién g(.) sea del tipo lineal por
simplicidad de calculo y por las propiedades de las variables normales —n—
dimensionales.

3. La Envolvente lineal de los vectores [1] es un proceso:

Lon® = N 5(t—K); Ve €l (4
K=1

que pertenece también el espacio H, &).

4, Ladistanciade & (#+m) € H_ () a [4] serdA minima cuando la
diferencia:
E+m—L, (@) (51

sea ortogonal a cada uno de los vectores [1]). Luego el producto escalar es:

[Eit+m)—L,,0,8¢t—k]=0 k=1,2,3.n (6]

0 n
Bk +m)— X a,Blk—h) =0 k=1,2,..... n [7]

h=1

recordando la férmula [4) del Apéndice.

(D A. M. Yaglom: «Theory of Stationary Random Fonctions/» Prentice Hall, 1962,
pags. 97 y siguientes.
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El sistema anterior de n ecuaciones con s incdgnitas nos permite calcular
las constantes que sustituidas en [4] nos dard una estimacién en el tiem-
po t+m, y existirA una perpendicular cuya distancia [5] serd minima cuando
los vectores [1] sean linealmente independientes, porque hemos tomado

como base del espacio H, ) los vectores [1]. La solucién es valida también
siempre que el determinante de [7] no sea nulo.

'5. La varianza de la prediccion es la distancia al cuadrado de [5] cuando
los valores de «, son los de [7]:

"

Et+m) — Dokl -k

k=1

z
¢ mn

k=1

=(E(t+m)—za,‘5(t—k), E(t+m))=

n

=B(o)— Y0 B(m + k) (8}

k=1

Pero de [7] tomando complejos y sustituyendo en [8], y recordando la
representacién espectral de la funcién de covarianza (formula [5] del Apén-
dice): '

azm,n = B kO) - Z Z ak;h B '\h - k) = [8']

k=1 h=1

=B@—f

6. Kolmogorov ha demostrado que el error de la prediccién es:

N
o.-exp[h]L log {2 f (M)} d (8]

fdydr (8")

n

k=1

y cuando el proceso es determinista ¢ error de la prediccién es cero, cum-
pliéndose si (2):

f“ Inf)dh=—

(2) Edward James Hannan: «Multiple Time Series.» Wiley, 1970, pags. 137 y siguientes,
¥y D. R. Cox and H. D. Miller: «The Theory of Stochastic Processes.» Chapman and Hall,
" 1972, London, pag. 326.
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3.2. Representacion espectral,

1. Las funciones de covarianza [7] sustituidas por sus representaciones
espectrales, nos dan las condiciones:

f [ — S, e fO AN =05  (k=1,2 3.0 (9]

h=1
0
f N[ — @, (W] FNdL =0 (9}
siendo
DM = X ape™ (10)
h=1

la funcidon que se denomina caracteristica espectral de la extrapolacidn.

2. El problema de encontrar los coeficientes a, queda reducido a
encontrar una funcién Q. .(A\) que sea combinacién lineal de las poten-
cias ¢'*, M. ¢ que satisfaga la [9°]. Si encontramos esta funcion, los
coeficientes «, seran los mismos que los de [7], ¥ en consecuencia la
combinacion lineal [4] con estos coeficientes es la mejor estimacion lineal
de E (t+m).

3. El error puede expresarse espectralmente:

o= fxie""'* @, MEFN AL (11]
=B (o) — f"| @, 0[Oy d) | (12]

segiin lo indicado en [8”’] y de acuerdo con [10].

4. Si en lugar de ser n dimensiones n—» oo las representaciones espec-
trales [9] v [9’] son: ’

fx FhE |et'1m _ 2 ay e“"‘"]f(l)dl =0 k=123, ... [13]
- h=1

0 sus equivalentes:

f’“eﬂ*[e‘w — 6, (N} fMNdL=0; k=1,23,... (13}

T
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siendo

0, )= g (4
hA=1

la caracteristica espectral de extrapolacién. Si la multiplicamos por
éM 43k} e integramos entre {— %, +%) tendremos:

E(H.m) = fﬂ @ (\) N dd (W) = i a, E(t—h) [15]

h=1

1a [12], [13°] vy [15] nos indican las condiciones que necesariamente
tiene que cumplir la [14].

5. Obtenida la funcién ¢ _(A) su desarrollo:

o, (MN=za e+ e, e page ™ 4L [186]

nos permite encontrar los coeficientes «, que sustituidos en la [15] obten-
dremos la mejor formula de extrapolacién lineal.

6. Yaglom (3) siguiendo las ideas de Kolmogorov (4) y Wiener (5]
sintetiza las condiciones que se deducen de [13%), [14] y [16]:

a} ¢,(h) es un desarrollo de potencias de ¢ #* enteras.
b) La funcidn:
P (M) = [e2™ — D, (W] £ (V) (17}

contendra potencias de ¢ , es decir:

) = Y e (17}
k=0

* pues al sustituir [17°] en [13’] las integrales para k=1, 2..., son nulas
& cumpliéndose las condiciones precisas. Finalmente:

¢) La serie [16] de la caracteristica espectral es convergente.

(3) A. M. Yanglom, o. ¢., pags. 108 y siguientes,

1 @ A. A. Kolmogorov: «Sucesiones Estacionarias en Espacios de Hilbert.» Trabajos de
. Estadistica, 1953 (dos numeros).

2 . {5) Norbert Wiener: «Extrapolation, Interpolation and Smoothing of Stationary Time
Series.» Cambridge, 1970, pags. 106 y siguientes.
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3.3. Traslacion a variable compleja.

1. Las condiciones precedentes son estudiadas por Yaglom introdu-
ciendo la variable compleja (6):
- z = ¢t 18]

caso de estar situada sobre el circulo unidad coincide con las [13°], [14]
y [17].
Para que [16] sea convergente, la funcion:
¢='| (z) = i:- 119]

k=1

es analitica fuera y sobre el circulo unidad y se verifica:

@, (0)=0; [z|>0o (20)
En todo punto del circulo unidad |zl =1 = z= et es:
o7, (¢ = @, (M) [21)

2. De forma semejante, haremos:
oM =Ff\)=["(2 (22)

siendo f*(z) funcién compleja y que en el circulo unidad coincidira con f(4).
3. La funcion:

%, (2) = [2™ — D, (2)] F* (2) [23)

es analitica dentro del circulo unidad y sobre la circunferencia, pudiendo
desarrollar en serie de potencias de z y las singularidades seran fuera del
circulo unidad.

Sintetizamos las condiciones:

1.2 @, (2) es una funcién analitica fuera del circulo y sobre la circun-
ferencia de radio umidad., Sélo puede tener singularidades dentro del circulo
unidad. '

2.2 ®%, (%) =0. _

3.9 ", (2) es una funcién analitica dentro y sobre el contorno de la
circunferencia. So6lo puede tener singularidades fuera del circulo unidad.

Examinaremos en la seccion siguiente algunas férmulas que hemos
deducido partiendo de estas condiciones y para los procesos con f. de d.
de tipos concretos bastante generalizados.

{6) La v. ¢. toma mas precisamenie valores pe”‘ pero la sustitucion [18] es para rela-
cionar entre los dos tipos de funciones coincidentes en el circulo unidad.
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4. EXTRAPOLACION LINEAL DE PROCESOS ESTACIONARIOS
DE TIPO DISCRETO DE FUNCION DE DENSIDAD ESPECTRAL.
4.1. A) Del tipo:

c

Foy= . —r<AL (1

n

Il o
h=1

siendo a, reales | @,| < 1.

4.2, Solucidn:
- 1. Traslademos f(}) a variable compleja segin [18] y [22] de 3.3.

£ () = < 2}

Az—a))(z—ay) ... {z—a,)(1—a;z)...(1—a, 2)

Por la 1.* condicibn ®%(z) es uniformemente convergente fuera del
circulo y sobre la circunferencia, pudiendo’ tener singularidades dentro del
mismo. Recordando [2] y el desarrollo de [141 expresado en [19] de la
Seccion anterior, para que cumpla las condiciones impuestaas, puéde expre-
sarse asi:

o°, (7 = 1) [3]

y tendrd las singularidades dentro del circulo unidad si V. (2) es [4] una
6 funcién entera; y cumplird la condicion 2.2 si @, (o) =0 por lo que el
;( grado de 7, (2) es inferior a n. Recordando la condlcnon 3.% y como f*(7)
E tiene singularidades dentro del circulo unidad, éstas se eliminan si se anula

¢ otro factor de [23] de 3.3. antes indicado para los puntos en donde
,f F1{2) es analitica dentro del circulo:

[" — 0% (2)] = 0

2=,

(4]

'y asi carcce $"~(2) de las singularidades en mencionados puntos siendo
“analitica dentro del circulo unidad.

¢l La funcién ¥m(2) es de la forma:

Tnie)=do+ Az + Ay 4 o+ 4,52 [s)
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Por las expresiones [3], [4] y [5] haciendo z=4a, tendremos las condi-
ciones:

.ahu+m=Ao+A1ah +A2ah:+ '“An—lah'kll (h =1!21"'n) [6]

¥

Las ecuaciones [6] unidas a [5] forma un sistema de n+1 ecuaciones
con n incégnitas. Para que sea compatible segin el teorema de Rouche-
Frobenius el determinante formado por los coeficientes de las incognitas
y los términos independientes debe ser cero:

1z 2! vee2mt T (2)
1 ay a’ . a,™’ a™"
1 a, at ... e ag ™™ | =0 [7]
1 a, a"ﬂ aﬂn-;l ann+m

0 Fass 2z 1
a1n+m aln-l al 1
aﬂrum aﬂn-l e a, 1
Tm (2) = — (8]
a,”” e oy 1
a,! a, 1

Dividiendo (8] por 2" segiin la [3] y siendo z = ¢* de acuerdo con

[14] y [19] de 3.2. y 3.3, la caracteristica espectral de la extrapolacién
lineal es:

o e~ Pt . gt-br gind
alrwm aln—l aln-i’ a]. 1
-1 n=2
a™™ ) a .. a, 1
o, = n 3 ()

A representa el denominador de (8).
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Multiplicando [9] por €**d3(}) e integrando entre (- =, 7) y re-
cordando la [15] de 3.2. anterior, tenemos el valor épiimo extrapoiado
linealmente cuando la f de d. espectral sea del tipo [1]:

0 Ei—1) E(-2) ... Ei-n+1) E(t-n)
a™ g™t a,"? e @ 1
_ 1 1 1 2 [10}
a"n+m a-n—l aﬂn—! a“ 1
Eit+m)= <

4.3. OBSERVACION IMPORTANTE: Para la prediccién cuando la f.
de d. espectral sea del tipo [1] no necesitamos mas que n valores pasados, y
aunque dispongamos de toda la historia pasada no mejoraremos la pre-
diccion.

Desarrollando por ia primera linea, tenemos una expresion del tipo de
Markov de orden —n—.

Examinaremos dos casos de [10} segun los diversos tipos particulares
de la f. de d. espectral [1]:

CASO NUM. 1:
fm:]_ﬁ_c—_m’_; la <1 f11}
1. Entonces la [10] se reduce:
|0 E(t—1)
- al"”‘ 1 myl '
Et+m) = i =a" E(t~1) (12)
CAS0O NUM, 2:
¢
f(l)z I.eu_aligleﬂ__a’jg ’ ‘a"<1 [13]

La [10] es ahora:

Y Et—-1) E(t—2)
- ali-un a, 1
A Tm 1
feym=—1% @ =
al - a,
_ (alnu-z _ a"'wu!!‘1 E(t—1) — (alﬂl+2 ay — a’m+3 ) E {t—2) . (14]
ay — dy
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Las formulas [12] y [14] de las extrapolaciones 6ptimas cuando la f. de
densidad espectrales son de la forma [11] y [13] han sido deducidas por
Yaglom (1) directamente coincidiendo con las nuestras.

4.4. B) Procesos con f. de d. espectral del tipo:

—° .
|ef1_a|2u *

fN = la| <1 (15]

1. Este es un caso particular de [1], pues las raices del denominador
son iguales. Y estudiaremos este caso, aunque el problema es mas general:
Si @, se repitiese «, veces; a,,a, veces, etc., entonces la f. de 4. seria:

c
v '

]:[ | et — g, [res

i=1

fh)=

la;] <1 (16]

) Examinando [10] numerador y denominador, las columnas de los deter-
minantes son iguales, siendo indeterminado.

Aplicando L’Hdpital (2) reiteradas veces, tendremos para la extrapolacion

lineal 6ptima con f. de d. espectral [15] representando n* variaciones or-

dinarias:
0 (1) Et—-2 we Elt-n+1) Eit-nm
a~" a™! a** . 1
(n+m)a*™! n-1a? n-2)a"7 .. 1 0
— (n +m}(! am+n—2 (ﬂ 1,(2 a_n—3 (n_2){2 an-3 ... O 0
‘ (ﬂ+m -1 am-n+1 | 1’]—1 0 0 0
Wm)= a~! a"? a’ a 1
(n-11a™*? in—-2)a"* 2a
n-1%a" (n-2,%a™! 2 0
|2
|L—“} 0 0 0 0

(1) A. M. Yaglom, o. ¢., pags. 110y 111.
(2) En el sentido de que a; — a.
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CASO NUM. 3: .
f(1)=m; laj<1 (18]
La [17] es:
0 Eie-1 E(t—2)
—la*™ a 1
~ (24+m)a*™ 1 0
Edt+m) = 1 =
1 0
=(m+2a™E(t—1) — (m+Da™?E(t—-2) [19]
CASO NUM. 4:

[
f)=-— - . [20]
|e* —a |*| et —ay f*

La [20] es del tipo {16] y en la [10} existiria una indeterminacién por la
duplicidad de la raiz a,.

Aplicando L’Hépital una vez, tendremos:

0 git—1)  E(-2) E(=-3)
a]m+:l alz “1 1
T i(m+3a™  2a, 1 0
m+3 2 1
Bprmy= @ i a2 S
Poay” ay 1]
2a, 1 0
i
l ay? Tq 1

Desarrollando por la primera linea obtendremos la mejor férmula de
extrapolacion lineal cuando la f. de d. espectral sea la [20].

4.5. OBSERVACION IMPORTANTE:

El valor de n es el nimero de raices del denominador aungue sean
iguales, Es decir, de la [16] obtendremos:

=3 q

i=1

y sera el maximo de valores que precisamos (E(t—h){(h=1,2,...,n) para
la extrapolacién 6ptima. )
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5. EXTRAPOLACION LINEAL DE PROCESOS ESTACIONARIOS
{E(t, t €Z{ CONS. DEd. ESPECTRAL DEL TIPO:

n

fa=cflier =87 |bl<1 [

k=1

siendo b, real.

5.1. Planteamiento:

Pasando [1] a variable compleja segiun [21], [22] v [23] de 3.3.:

fz(z)s—:”—g (z=—b) (1 — b, 2) 12)

lo que implica que @ (2) solamente puede tener las singularidades en
z —b, (k=1, 2, ... m y puede escribirse:

RS P L/ R 3l

HEZ—b,‘)-

k=1

pues [3] debe ser analitica fuera y sobre el circulo unidad.

Para que [3] cumpla las {14] y la 1.* Condicién de 3.2. y 3.3. Tau(2)
ha de ser una funcién entera y, ademas, de grado n—1, ya que segin la
condicién 2.* @, (=) = 0.

Pero por [23] de 3.3. ¢°,.(z) tiene que ser analitica dentro del circulo
unidad y como, segun [2] f*(2) tiene un polo en el origen de orden n:

. " " n-1 . [Sa]
[z7 — D7, (2] = z g(z—bk)“é.él*z (3 b]

debera {3 b) ser divisible por z~.

5.2. Solucién:

Desarrollando [3 b] en potencias de z, los coeficientes de z* (k=0, 1, ...
n—1) serdn iguales a cero. Esto nos permite determinar los coeficientes
ALl), y en consecuencia tendremos la funcién caracteristica de la extrapo-
lacién lineal Optima para los procesos estocésticos estacionarios [t € ZJ)
y con f. de d. espectral del tipo [1].

(1) Estos coeficientes vendran dados en funcién de los b,
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CASO NUM. 1:
fM)y=cle* —b[

Trasladando a v. compleja:

eon_ Clz—0(1—0b2)
f(z)= .

La [3 b] se convierte:

™z —b)—Ay=2"" —bz" — 4,

a) SUBCASO: m=0. Para que [5] sea divisible por z ha de ser:
b +AO = 0 et AO = — b

Luego:

2} = z—0

La férmula de extrapolacion es:

Bty = —bE(t—1)— b2 E(t—2) — VP E(t—3) ...

= O, = —bher — et

(4]

[4]

5]

(6]

(7}

18]

b) SUBCASO: m > 1. Para que [5] sea divisible por z es preciso que:

4,=0 = & ()=0

Et+m)=0;, (m>1)

(9]

El conocimiento de toda la secuencia pasada es innecesaria porque no

mejoramos la prediccion.

CASO NUM. 2:

FO)=cle—b,f |t — b,

La traslacién de [10] a variable compleja es:

" clz=b)(z—by) (1 -8, 20 (1 -1, 2)
f (z)= 1 2 > 1 2

Z

[10]

[10]
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Y la [3 b} es, en nuestro caso:
Zme2 (b +b,) 2™ +b b, 2" —(A+ A, 2) [11]
debe ser divisible por 22
a) Param=0 =
A,=b, bz; —A,=—(b,+by) [12}
Luego por las [3], [3’] ¥ [12], tenemos:

biby + (B, + )z A B
®.F = 102 1 2 — _ [13
v i) (2 — b))z — by z—b1+z—62 ]

si se descompone en fracciones simples.
En consecuencia desarrollando {13] por potencias

bilz(j=1,21(z = ¢")
tendremos, de acuerdo con la [15] de 3.2.

€(tu=i[A bt +BbE{ ~k—1) [14]

k=0

Las constantes A4 y B se determinan por los métodos sencillos cono-
cidos =

2 _ b 2
4=-" . p=-T" (15)
by — by by — by
b) Para m=1. La [11] se convierte:
Z23—(b,+b,)z* +b byz—A—A, 2 [16]
y para que sea divisible por z? debe ser:
4,=0; A, =0bb, 17)
5 h b 1 1
0= —— o ] (18]
(g -b)z =) bi—hy | 2 -8y z- by
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Recordando las [15], [19] ¥ [21] de 3.2. y 3.3., tenemos que la férmula
de extrapolacion lineal es:

Eit+1) = by B f Z‘(b"—~b2 Et-k-1 [19]
— V2

b,

¢) m>2. La [l1] sera divisible por z* siempre que:

Ay=4,=0 = E{t+m)=0; m>2 20]

5.3. OBSERVACION IMPORTANTE.

1. Cuando tenemos un proceso estacionario de pardmetro discreto
con funcién de densidad espectral [10] y tenemos la secuencia £(#-1),
ltit-' )-. las extrapolaciones &ptimas en sentido lineal para estimar
E(ﬂOE(t 41y brecisamos toda la historia; pero para la prediccion
EthJ =0 (m > 2) NO precisamos ningin conocimiento de la historia pa-
sada (2).

2.* La misma observacién es cuando la f. de d. espectral sea del
tipo [1]. En este caso, para que la [3 b] sea divisible por z7, para m >n
habran de ser todos los 4, =0 .

Et+m)=0; m>n [21]

Si 0 < m < n precisariamos toda la historia de £ (r—h), (h'=1, 2...).

6. EXTRAPOLACION LINEAL DE PROCESOS ESTACIONARIOS
DE f. DE d. ESPECTRAL RACIONAL DEL TiPO
|BeM P

M=
PO =gy

la| <1 (b]<C1 1]

Remitimos al lector a la o. ¢. de Yaglom.
Estudiaremos el caso mas sencillo de:

N il_b 2
fin= H [2]

Trasladando a variable compleja, tenemos:

clz—bi(1 —b3z}
fz—a)(l—az)

f*(z)= (3]

(2) A. M. Yaglom: o. c., pdg. 118, comenta este hecho explicando la incorrelacion:
B{m) =0 m>>2 de este caso concreto.
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Sustituyendo en [23] de la Seccién 2, téenemos:

ez—6(1—b2
(z—a)(l —az)

P (2) = [7 — 7, (2)) [4]

Las unicas singularidades que ®%, (z} puede tener es dentro del circulo
unidad, porque ha de ser analitica sobre la circunferencia y exterior al
circulo, lo que nos permite escribir:

0*, (z)= =) (5]
z—b
Para que cumpla @°, (oc) = 0 debe ser 7, (2) constante =>
A
%, (2) = [6]
z—b

Por otra parte 4%, (2) como debe ser analitica dentro del’circulo unidad
y como la [3] tiene un polo para z=a, se ¢liminara de la [4] si:

[zm_:b]mzo = A=a"a—0b) [7]

y asi 4%, (2) serd analitica dentro del circulo unidad.

La caracteristica espectral de extrapolacion es:

_ am(a_b}

(Dm (l) = e"* —h [8]

Desarrollando [8] en potencias de ¢#* y recordando [15] y [16] de 3.2.,
tendremos:

E(trm) = (a~b) a™[E (E~1) + B EiE~2 + BPE(E—-3) + ...] 191

Examinando la f. de d. espectral [2] puede interpretarse como un proceso
mixto de medias moéviles y autorregresivo (m=n=1).

OBSERVACION IMPORTANTE:

Para predecir precisamos el conocimiento de toda la historia pasada de
los valoresz (t—h)(h=1, 2, ...)
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7. EXTRAPOLACION DE PROCESOS ESTOCASTICOS ESTACIO-
NARIOS DE PARAMETRO CONTINUO

7.1. Teoria general. Ecuacién integral de Wiener-E . of \1).

1. La predicciéon del proceso

JE(), €T 1]

en ¢l momento £+ m, se puede expresar por la expresion lineal:

A

E(t-{—m):j;wE(t—u)h(u)du; u>=0 [2]

2. Supondremos un subespacio de Hilbert H &) donde]E (), u <t}
son los vectores componentes. La distancia de E{f+m) a la estimacion (2]
para que sea minima, debera anularse ¢l producto interno.

[Et+m)—EFrm), §in)] =0 = 3]
B(t+m-—v)=.I:B(t—u—v)h(u}du; Yo<st (31

Si hacemos ¢ — » = 7> 0 la [3’] la escribiremos:

B(-m+r)=j;mB(r~u)h(u)du; 72> 0 (3]

La ecuacion integral [3”’] se denomina de Wiener-Hopf (2).

3. La varianza de la prediccién para que sea minima cumpliendo [3°]
sera:

o= EErm — L+ m), 5+ m)]

=B(0)—j:B(—m—u)h (u)du=o2—j:B(m+u)h(u}du [4]

(1) Titchcmarsh: «Theory of Fourier Integral», o. c¢., pag. 339. «The Method of Hopf
and Wiener.»

(2) N. Wiener, o. c., pags. 56 y siguientes, plantea y resuelve el problema aplicando la
teoria de minimos cuadrados combinando con el calculo de variaciones.
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y recordando la [3’’] tomando complejos, haciendo u=v y r=u, y susti-
tuyendo en [4], tendremos:

', = B0 — /; j B{u—uv)hu k(v dude = (4]
. 1]
= B0 Lfo j; e M R

4. El problema es encontrar la funcién h{(u) que éumpla la [3’']. Esta
ecuacion integral no es sencilla de resolver y depende de la f. de d. espectral
del proceso y de m.

2

f(Mdi [4)

7.2. Representacion espectral de la extrapolacién de procesos de pard-
metro continuo.

1. La representacion espectral de la [3’’] considerando que el proceso [1]
tiene f. de d. espectral f(L) es semejante a la estudiada en 3.2. (ver férmu-
la 5 del Apéndice) para los procesos discretos:

f eilr[eilm—(D",(liif‘ll)d)\:(); Vr>0; m >0 [5]

2, La caracteristica espectral de extrapolacion del proceso es:
®,, (V) =fu hituje ™ du (6]

3. Multiplicando [6] por € d3(M) e integrando en todo el eje real,
recordando {2] v la [1]} del Apéndice:

A P ]

E(t+m)=[ qamal;e‘ﬂ‘dam:jo £t —hyh(u)du 7]

Encontrar ¢ (4) no es tan sencillo como en las sucesiones, pues su desa-
rrollo veremos que contiene términos de derivadas y de integrales.

Concretando las condiciones de Yaglom (3) son:

1.* La caracteristica de extrapolacién &, (1) debe cumplir la [5] para
r >0,

2. &, (x) debe ser de cuadrado integrable respecto de f(A), por la
limitacién de la [4"]:

[ lomprodar<s G
(3) A. M. Yanglom: o. c., pags. 145 y siguientes.
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3.2 ®_¢(k) debe ser limite en m. ¢. de una sucesiéon de combinaciones
lineales e ™*(u>0) o sea:

lim [* 0,4~ ,,.09F))dk =0 9]

n—

4.2 La féormula del error se obtiene recordando [4”°] v [6]:

tn=BO)— [ 10,00 10y db (10

5.2 La solucidbn mas simple de la [5] se presenta cuando la f. de cova-
rianza es analitica y que la [6] sea:

Lm

G, (h) = et [11]
al sustituir {11] en [7} recordando las representaciones espectrales:

~ﬂﬂmﬂ=fmﬂmmdﬂw=ﬁﬁ+mﬁ:

predice exactamente el valor del proceso por el desarrollo de Taylor, para
los procesos estocasticos derivables m. c.

7.3. Extrapolecidn lineal de procesos de pardmetro t continuo: Trasla-
cién a variable compleja.

1. La demostracion de las condiciones que indicaremos puede verse
en Yaglom (4).

Nos limitaremos a enunciarlas sin demostracion en la hipdtesis de la
continuidad de f(A) y que esta funcién sea una funcion racional de A.

2. Condiciones:

1.2 La funcion [6] en el campo complejo debe ser analitica en el semi-
plano inferior. Las unicas singularidades que puede tener son en el semi-
plano superior y cuando| i |— ocen el semiplano inferior @,(A) no supere
a alguna potencia de | A},

2.2 La funcidén que aparece ¢n [5]:
P () = [ — B ] F (M) 113

(4) A. M. Yanglom: o. c., pags. 150 y siguientes.
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debe ser analitica en el semiplano superior, y si|\|— coen el semiplano su-
perior ¢, (h; y decrece con |A| 1 *(e>0)

3.* La integral acotada:
f | & W) F M) AR < o0 [14]

es de cuadrado integrable respecto de f(A) d \.
En el caso que f(L) sea racional ) una funcién @, (X} que cumpla estas

tres condiciones nos permitirhA obtener la extrapolacién lineal optima (5).

EXTRAPOLACION DE PROCESOS CUANDO LA f. DE d. ESPEC-

8.
TRAL ES:
A) DEL TIPO:
o= £ =— ¢ (]
(A1) + &) He-ad+ad
k=1 k=1
1. Formemos la funcién [13) de 7.3.
A {
2 G (M) ; a, >0 3]

fu(h) = c—
T —wiy it ad)
k=1

Para que [2] seca analitica en el semiplano superior el numerador debera

anularse para
A= i(6)
y asi se cumple parcialmente la condicién 2.® porque se anula en [2] nume-

=  O.(ni=e" (k=12 ...,n B3]

rador y denominador en los puntos ha,
2. Pero relacionando con la condicién 1.* &%) serd de la forma:
(4]

G, M) =Ay + Ay A+ 4,00 + ...+ 4,0

porque [4] es analitica en el semiplano inferior y, ademas, ¢ (A)-> A "'¢en el
semiplano superior cuando |A|— 0. .

(5) Otros autores trasladan a v. ¢. en el semiplano de la izquierda y derecha descompo-

niendo f (1) en raices pares simétricas.
{6) ot no es necesariamente imaginario puro. Es preciso pertenezca al semiplano superior.
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3. La [4] cumplird las condiciones [3]. Sustituyendo A = a ¢:

P Ry S R o T () L R . P C Y ) k=1,2,3..,n [5]

4. La compatibilidad de [5] y {4] exige que ¢l determinante de los coe-
ficientes de las incognitas y términos independientes sea nulo:

1 A A? R L @, (N
1 o (&) . {ayz)"! eum
1 gl {gqt)? - (agii™? ea™
e e e =0 {6]
1 et (a9 (@, ! e

5. La caracteristica espectral del proceso puede ponerse en forma expli-
cita multiplicando las columnas k+1 por i (k=1, 2, ..., n—1) y tras simples
operaciones, despejando @,, (A) tendremos:

1 i Nt ! 0
1 - a,’ ce {— a ™! eu ™
1 —a,  ay R o enm
(— ™) L, e e e
1 —« o, (— a,)"! e
o0 = . il 7
1 —a  ow (— a)"*
1 — a, e? (— f.t_)"'l

6. La férmula de extrapolacion lineal se obtiene multiplicando la [7)
por ¢* d & 1}) e integrando a Io largo del eje real.

Recordando la representacion de la derivada K (ver férmula [8] del
Apéndice), y como para multiplicar un determinante basta multiplicar
cualguier fila (v lo mismo integrar, lo haremos donde se encuentran las
variables) la mejor férmula de extrapolacion lineal para los procesos que
tengan f. de d. espectral del tipo [1] sera:

E@y  E@ ... BT 0
—ity a12 L. (— al)"'-l e-Tm

.............................................
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Hemos indicado D el denominador de [7].

La [8] es la mejor férmula de extrapolacion y se observa que se precisa
el conocimiento de £(# y de las derivadas hasta la n—1 inclusive, en el
punto ¢ del proceso.

7. Examinemos casos particulares simples:

[
CASO n=1: fM = g [9}

que corresponde aB(r) =’ e-2'r, es decir, semejante a la distribucion i1]
de Caychy.

La prediccion lineal 6ptima es:
0

1 e'am

: S=emE [10]

(-1)?

Elt+m) =

no precisando mas que un término. La [10] coincide con la que directamente
deduce Yaglom (2).

CASO n=2:

W= .
r N+ (X + ) (]

Por ser del tipo [1] y n=2 sustituiremos en [8] y desarrollando, tenemos
para la férmula de extrapolacién lineal:

oy e"%M - gy g T e Tm =% m

B+ B [12)

@ — @ @) —ag

A
Ele+m) =

CAS0 n=2 PERO DE RAICES COMPLEIJAS (no necesariamente ima-
ginarias puras):

Yaglom (o. c., pag. 155) resuelve un ejemplo de extrapolaciéon cuando
la f. de d. espectral es del tipo (3):
¢

= e =

c

- — - [(13)
D R DT

{(2) A. M. Yaglom: o. c., pags. 153 y 154. Wicner: o. c., pag. 65, estudia la f. de d.:
fFiy=1 /I-HU siendo la prediccién: e ™ £ (1)
(3) Wiener 1o estudia cuando: f(l) = 1/{143% 0. ¢, pag. 65.
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Las raices del denominador son los complejos y las pertenecientes al
semiplano superior: { o;1,a,7 complejos no necesariamente imaginarios
purosj:

a1 = 14 « = a; = 1-¢ o
1= p— 1= =
V2 V2
) . [14]
2,1 = 1-¢ @ = o 1+2 a
2t = — 2 = -
Ve V2

La formula de extrapolacion la tendremos sustituyendo estos valores en
la [8] para n=2:

£ £ (8 0
1 — 1—i o e_m IV_E‘
(-1)° V2
. ki e
. V2
Et+m) = [15]
1—i
1 — —
V2
;e

é{t+m)=e_ TR [cos 52 + 8en :/m]E(t + }/2 e Tz'(sen —Q—T-}E'(t\
2

a 2 ’ o
V2 vV (16]
La solucién de nuestra formula [16] coincide con la deducida directamente
por Yagiom (0. c., pags. 155-6) y con la de Wiener. .
B) DEL TIPO:
Fih) = ¢ = LB 17

H(k’ + @)% H(A — o i (Nt oa i
k=1

k=1
siendo

D (7]
k=1

¥ @t es un nimero complejo perteneciente al semiplano superior no nece-
sariamente imaginario puro.

1. La f. de d. [17] es un caso particular de la [1] porque se repiten los
factores del denominador.
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2. La caracteristica espectral de la {17] tendrd numerador y denomi-
nador de |7} para w;, v, filas iguales; para @,,z,, etc., por tanto sera in-
determinado y aplicaremos L’Hopital para resolver la indeterminacion.
Si &, se repite en [17] v, veces derivaremos como lo hicimos en la Sec-
cidén 3 B). Si todas fuesen iguales derivariamos:

a) El numerador a partir de la 3.% linea que seria la derivada de la
2.2 linea; la 4.% linea que seria la 2.® y asi sucesivamente.

b) El denominador a partir de la 2.7 linea.
Después sustituiriamos todas las lineas por el valor de la raiz.

3. Sin perder generalidad, supongamos:

fiN)=———55 [18]

Todas las raices son iguales y n=3, y ¢y =a,=ay,=a. La [7] se convierte:

1 i (}L l-,l:, 0
1 —n CIZ e—ﬁm
“lo -1 2a —me "
0 0 2 m’ e ™
&, = [19]

1 —-a a?
0 -1 2
0 0 2

Igualmente la [8] y tras sencillos calculos, después de simplificar, tenemos
para la mejor férmula de extrapolacion lineal del proceso con f. de 4. es-
pectral [18]:

Fal
Etimi =121+ (1+amPiE(H)+e ™ miam + 1E(t) + 1/2m e ™ E" () [20]

4. OBSERVACION IMPORTANTE

Todas las férmulas de extrapolacion de procesos que tengan f. de d. es-
pectral [1] o [17] se precisan no solamente el valor de E (¢) sino las derivadas
sucesivas en mencionado punto y como maximo n—I, siendo n la mitad
del grado A del denominador o determinado por [17’].
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9. EXTRAPOLACION GENERAL DE PROCESOS ESTACIONARIOS
CON /. DE d. ESPECTRAL DEL TIPO

r

Lo+ 85

j=1

fAl=C T <, >0 n

» !

T ® +a)

k=1

1. El numerador de [1] siempre ha de ser de grado inferior al denomi-
nador para que se cumpla la [4*) de 7.1., ¥ sin raices comunes y asi siempre
necesariamente supondremos que B' (0) < 0.

2. Formemos la funcién [13] de 7.3. descomponiendo en factores el
numerador y denominador de [1]:

[o—sao+89
b (M) = e = B, (0] 2]

I -adt+ o
k=1

o i, B son numeros complejos pertenecientes al semiplano
superior.
4. Para que [2] sea analitica en el semiplano superior como [1] tiene

polos en los puntos X = o, ¢ pertenecientes a referido semiplano debe cum-
plir la funciéon @, (») las condiciones:

]eilm_d)m(l)l =0 = P, (2,1} = e ™ok} (k=1,2,3,...,m) [3]

A =¢gi

5. Por otra parte @, (\) debe ser analitica en el plano inferior y las
unicas singularidades las tendrd en el semiplano superior; es decir: en los

puntos Bji (=1, 2, ..., r) pudiendo escribirse de la forma:
o= —= 14)
T —8
i=1

porque B;: pertenecen al semiplano superior y no son necesariamente ima-
ginarios puros.
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6. La forma [4] no modifica las condiciones de la [2] porque &, (})
sigue siendo analitica en el semiplano superior si 7,(A) es una funcién
entera. Pero ¢,(k} cuando |A|— o0 no tiene que superar a alguna po-
tencia entera de ) y de forma que [2] decrezca con | k|7,

7. La funcién entera T, () cumplirda las condiciones si es de la
forma:

Tw M) = Ao+ A+ A4,V A N (5]

De la {4] y [5] obtenemos:

Ag+A v+ 4,304 L+ A T — H(L—ﬂjn =0 [6]

i=1
Y las ecuaciones [3] pueden escribirse sustituyendo en la [6):

Aot Ao it Ay’ o+ A i e [ i -8 =0;  k=1,2,.,n)
i=1 [7]

El sistema [7], para que sea compatible con la [6] el determinante for-
mado por los coeficientes de las incdgnitas (4,, #=0, ..., n—1) y los tér-
minos independientes, debera ser cero.

Por lo que:

1 by % -t mmmﬂ(x - B0
i=1

r
1 @ (@2 v (@) e hm I I {ayi-8;1)
j=1

, =0 8
1 ayi (agt)? e (g ¢ g fanm H (agt —B;1)

J=1
1 o, (0"1)2 (oz,_.u"'1 e onm H (e, ;0)

j=1

8. La funcion caracteristica la deduciremos de forma parecida a como
deducimos la [17] a partir de la [16] de la Secciébn 6. Multiplicaremos la
columna k+1 por # (k=1, 2, ..., n—1) y la altima columna por i (intro-
duciendo dentro del factor multiplicativo) y como:

n

CIe -0 =TL6r+8) (9]
J=1

=t
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después de efectuadas estas operaciones, dividiendo la primera fila por
la [9], tendremos:

. RS ' |
_ 1 _ (T h) r(@l) o ()

[Ter+8)  JlGEr+8) [Tur+8)

J=1 J=1 =1

1 - (—aﬂ"d e"l"‘H(ﬁj-— @)

§=1
r = 0

1 —dy (—u ! e ]:[ (B, —ay)

J=1
............................................................... {10]
1 —a, e (Fat e )8 —aw

j=1

por ser

r

F[ei-bo=TT1@atbp =] &~ [11]
j=t i=1

i=1

Haciendo una particién de la matriz del determinante en la primera fila

con I xn=M, y la dltima columna en dos, el determinante [10] puede es-
cribirse:

M] (Dm (1)
M, 0

M,

M, 0, M+0| _
M,

My 0 1§l

SFIHEC
I

siendo M, la matriz 1x» de la primera fila, M, la matriz cuadrada de
las nxn siguiente filas formadas por los elementos (— ah)k'l; II la matriz
de la altima columna de los productos en que aparece este simbolo. Y O la
matriz columna formados por los elementos nulos.

De la [10°], despejando  &_ (X)) tenemos:
M, 0 '

M, 0
A

P, (A = (-1 ‘ [12]
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La caracteristica espectral de extrapolacién [12] recordando la descom-
posicion hecha, puede escribirse finalmente:

(13

1 ;A -l
- - (z A _ (2 XY o
[fer+8)  TJJar+8) TTur+ 8
J=1 j=l =1
(=111 - eer (—ap™? e-am H ® — @)
i=1
1 @y (_uzlﬁ_] e [[ (Bj — ay)
i=t
l —an . (_a“’n—l e—u,.m]:[( j_ u")
(Dm 0\) = J=1
| M,
siendo
1 —a (_ﬂl]n-l
1 - - .
EARE “ o [14)
1 —a, ( an)"’l

9. La formula de extrapolacion la obtendremos multiplicando la [13]
por ¢*dd(L) e integrando respecto de  en todo el eje real, recordan-
do [7], y como la variable se encuentra en la primera linea, multiplicaremos
e integraremos los elementos de esta linea. El elemento a, ., estarda formado
por integrales del tipo:

3 !M k £ ¢ .
AN & (t_ > u}.)[[duj [15]
IIuk+s) SR

recordando las formulas [11] del Apéndice matematico,
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OBSERVACIONES IMPORTANTES

1. La caracteristica espectral para la extrapolacién lineal [13] de pro-
cesos estacionarios de f. de d. espectral [1] presenta las dificultades indica-
das en 9.

Para eliminar las integrales miltiples [15] que aparecerian en la extra-
polacién, puede desarrollarse la [13] por los clementos de la primera fila,
escribiendo de nuevo:

n

Z Ay (i !
0, 0) = —— [16]
@+ in)

-+

i=1

A,_, son los coeficientes relacionados con los adjuntos de los elemen-
tos (¢ At del determinante [13], pero rtecordando el signo y el denomi-
nador [14].

Segan [1], por sern > r, el grado del numerador de la [16] sera mayor
o igual que el denominador, Efectuando la divisidn el cociente sera un poli-
nomio de {(z4) y de grado n—r—1. El resto se descompondra en fracciones
simples, lo que permite escribir la [16] asi:

" C
DN =B+ BG4 .+ B a1 S [16)
o 1 1 Jzzll i?’_,+ t)\

Los coeficientes B, se determinan por simple divisibn y los C; por las
conocidas férmulas de descomposicion en fracciones simples y que tanto se
utilizan en calculo integral. Multiplicando la [16’] por **d3 (L) e inte-
grando, tendremos que la mejor formula de extrapolacién lineal para pro-
cesas estocasticos con f. de 4. especiral [1] es de ia forma:

S my=Boith £ B E (B + e By 270 4 4

+ Z C!j.,; etwE(E—w)du, 17

=1

recordando las [8] y [9] del Apéndice matematico.

La [17} carece de integrales multiples y resuelve la dificultad expuesta
en 9 utilizando el valor del proceso y el de sus derivadas (hasta el orden
n—r—1) en ¢l momento ¢ y tantas infegrales simples del proceso (combinadas
exponencialmente de toda la historia pasada) como valores diferentes reales
y positivos 8, posea el numerador de [1].
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2.% Si el numerador de la [1] tuviese raices iguales, la f. de d. espectral
seria de la forma: -

£

J102 +82
i=1 .
finy=— (18]
1+
k=1
y sin perder generalidad supondremos que la [18} fuera:
? 2\r
fih) = W+ B i or<n {18]

[hos+ed
k=1

En este caso la caracteristica espectral [13] habra que modificar de

acuerdo con la [18] y se sustituiran los términos de la [13] por sus modifi-
cados:

r

TIer+8) — 0 +5y [19 a]
j=1

116G - — G-ar [19 b]
- (h=1,2,..n)

La caracteristica espectral desarrollada [16] se convierte:

> A i
k=1
O = - [20]
' B+ih)

Segun [18’] el numerador de [20] serd de grado superior al del denomi-
nador. Dividiendo y descomponiendo el resto en fracciones simples, podre-
mos escribir la [20] asi:

r C
O =By + BN+ oo+ By AN+ X +’i e (20]
i=1

Las constantes B,, C; no dependen de (i4) y se determinan las primeras
por simple divisién, y las segundas por cualquiera de los métodos usuales
de descomposicion en fracciones simples.
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En consecuencia, multiplicando la [20°] por ¢**d3(k) e integrando
en R tenemos que la mejor formula de extrapolacion lineal para procesos
estacionarios con f, de d. espectral [18’] recordando las [8] y [10] del Apén-
dice:

%e‘t-{—m)—_:BoE(t)-&-B B+ .. + B BTN 4
+ e E(t —u)du [21]
E u,g_ f

Esta férmula utiliza los valores del proceso y de sus (n-——r-—l') derivadas
en ¢l momento #; y r integrales simples (parecidas a las integrales gamma)
sobre toda la historia pasada (1).

3. Finalmente es innecesario advertir que para aplicar probabilidades
y conocer el grado de precision de la prediccidon completaremos las férmulas
con la varianza residual que sabemos es:

e’.=B(0)—f°|m>r*fmd1 [22]

La dificultad del caleulo de la [22] se simplifica por las propiedades de
las variables complejas utilizando el teorema de, residuos de Cauchy.

10. EXTRAPOLACION LINEAL DE LOS PROCESOS NO ESTACIO-
NARIOS

10.1. Expondremos algunas ideas para la prediccion de los procesos
evolutivos, ya que nuestro trabajo se ha cefiido exclusivamente a los procesos
estocasticos de tipo estacionario.

En estos procesos estacionarios las funciones de covarianza definidas
por las formulas [5a] v [5 bl del Apéndice, son funciones exclusivamente
de la diferencia de tiempos; y si se conoce su forma y puede determinarse
la- transformada de Fourier se conocerd la funcién de densidad espectral
asociada al proceso. Si la funcidn de densidad espectral coincidiese con
alguno de los tipos de funciones de densidad espectral estudiadas, obten-
dremos los predictores lineales dptimos.

10.2. Un caso particularmente interesante y en los procesos estocasticos
de parametro ¢ continuo, es cuando la funcién de covarianza es una funcién
analitica. En este caso el proceso estocastico continuo minimo cuadratico

(1} Obsérvese que si r=0 desaparecen las integrales y nos queda una expresion semejante
a la [8] desarrollada de la Seccién anterior.
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es predecible exactamente y por medio de un desarrollo de Taylor del proceso
en el tiempo f, para determinar en el f+m (m>0); es decir: se precisa
el conocimiento de todas las derivadas m. c¢. del proceso en el punio ¢ y
evidentemente, aunque tedricamente pudiera calcularse, presenta dificultades
practicas. :

10.3. En los procesos evolutivos, caracterizados por modificar la espe-
ranza matematica o la ley de probabilidad con el tiempo, puede plantearse
a veces, problemas de descomponerse €l proceso en una componente siste-
matica g () que depende del tiempo y en un proceso estocastico (E(8), t € z)
débilmente estacionario, cuya esperanza matematica es constante (transfor-
mandose en esperanza nula) y- la ley de probabilidad es independiente con
una traslacion del tiempo.

Es natural que esta descomposicién del proceso evolutivo pueda escri-
birse:

=g+ 5, jt€z| (1]

No es tan sencillo descomponer los procesos en la componente funcional
sistematica g 1) v el proceso £{t). Del proceso 7 (f) tenemos una realizacidon
que es una serie cronoldgica muestral, y por un tratamiento especial de
ciertas operaciones efectuadas denominado «filtrado» obtenemos otra serie
que goza de propiedades, pero que se ha climinado la componente siste-
matica y nos permite estudiar el espectro de esta nueva serie filtrada o la
de la serie residual.

Si conociésemos g (1), (0 lo estimdramos por ajuste), lo eliminariarpos
del proceso % (¢} y obtendriamos estimaciones de los errores residuales & ()
estimaremos las funciones de covarianza y también estimaremos el espectro
y si éste perteneciese a uno de los tipos indicados la prediccidon del proceso
en el tiempo £+ m podria descomponerse en dos:

1. La componente sistematica funcional conocida o estimada de los
datos en el tiempo ¢+ m, es decir, Z(t + m) ¥

2.° La extrapolacidon del proceso residual estacionario £ (¢ 4 m).

10.4. El analisis de los espectros de las series original y residual nos
informa sobre las componentes frecuenciales de mayor importancia en
ambas series, y puede inferirse que en la serie original exista una gran
tendencia, variaciones estacionales o ciclicas, etc., y también si el espectro
de la componente residual éste fuere originado por un proceso puramen-
te aleatorio, de medias moviles, autorregresivo, etc., en cuyo caso tendremos
un método analitico para conocer mejor la forma de la prediccion del proceso
evolutivo.

El conocimiento del espectro en puntos aislados, por ejemplo: A =0 si
la f. de d. espectral fuese muy grande, nos informa de la tendencia; y si
fuese en otros puntos podria indicarnos existencia de componentes esta-
cionales o ciclicas y que nos informan sobre la naturaleza intrinseca y de
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las componentes frecuenciales mas importantes y que influyen en las va-
rianzas; en consecuencia: considerar los armdnicos precisos y ajustar sus
coeficientes.

10.5. En los casos sencillos puede plantearse la hipotesis que el proceso
evolutivo sea de la forma

Eith=g(t)+ 5, teZ [2}
siendo & un proceso puramente aleatorio y con las caracteristicas cono-
cidas en Econometria:

Ee¢=0; Ee¢'=4}; tez

3
Eeet,s=0; At,s€Z Gl

t+a

¥ g (t} un polinomio de grado desconocido.
De las hipo6tesis deducimos:

EEt)=gt)+Ee=¢11) (4]
Este proceso, aunque sea evolutivo en media, es estacionario en funcién
de covarianza porque:
Bit-s)=E|Et)—g®)][E6) —g )]l =
=Ee-¢e,=0; P8 15]

=g2; t=3s

es decir, la f. de covarianza depende de la diferencia de tiempos. Este hecho
nos permite tomar diferencias finitas en la [2]:

A*E () = A% g () 4 AF e = A¥e,

por cuanto g (#) es un polinomio de grado k—1 segin hipotesis, aunque
el grado sea desconocido.

En consecuencia:

EAEW)=FEA¢e=0

la media muestral de la diferencia & de la serie cronoldgica sera aproxima-
damente cero.

La varianza de la diferencia del proceso es:

V(a¥E(h = V(A"e,}=(ik)c.z
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Las varianzas muestrales de las diferencias sucesivas:

AE(D), APE(L), A'E(D), ..., A*E®), ..., A¥E(D)

las dividiremos por los coeficientes:

OO - ) - )

Si la estimacién de la varianza o en las muestras de estas diferencias
sucesivas aproximadamente es constante a partir de la diferencia &k, entonces
puede afirmarse que el grado del polinomio es de! orden k—1. Examinados
los espectros de las diferencias finitas sucesivas formadas si llegamos a uno,
el de la diferencia k—1 que sea practicamente constante el espectro, entonces
el proceso puede ser de la forma [2].

En este caso, ajustaremos un polinomio de grado k—1 a la serie crono-

logica observada correspondiente al proceso [2] y determinados los coefi-
cientes del ajuste la prediccién 6ptima sera:

~ o~
E@@-m)=g(t+m)
~no influyendo para nada los valores de ¢ por su incorrelacién con el
pasado.

10.6. Las diferencias finitas son «filtros» y ¢l método de otros filtros
se emplean para reducir las series a procesos de tipo estacionario, que han
sido los mas estudiados.

Un «filtro lineal» es un conjunto de operaciones realizadas en una serie
para obtener otra que reuna ciertas condiciones: carezca de tendencia, de
estacionalidad, etc.

Existen numerosos filtros. Indicaremos el de Parzen (2), Granger (3),
Fischman (4), etc.

Parzen utiliza un filtro de tipo de proceso autorregresivo cuyos para-
metros los ajusta y suprime aquellos términos cuyos coeficientes no son
significativos.

De la serie original elimina la serie ajustada y obtiene una serie residual
y estudia los espectros de la original y de la serie residual. Su idea es con-

(2) E. Parcen: «The Rule of Spectral Analysis in Time Series Analysis.» Review of the
International Statistical Institute, Vol. 35, 2, 1967, pags. 125 a 141.

(3) Granger and Hatanaka: «Spectral Analysis of Economic Time Series.» Princetown
University Press, 1964, (Véase mi tesis, phg. 225, que rectifico el de este autor por mo cumplir
las condiciones precisas.)

(4) Fischman, G. S.: «Spectral Methoeds in Econometries.» Hadvard University Press, 1969.
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tinuar el método hasta encontrar una serie residual £(¢) cuyo espectro
practicamente es constante y corresponda al proceso de perturbacidon alea-
toria. Entonces ha encontrado. el proceso ajustado, y para la prediccion
utiliza una serie de tipo autorregresivo con los parametros estimados y que
son significativos ¥y no han sido eliminados.

Finalmente sugerimos el empleo para valores residuales £{# de la prueba
de Durbin-Watson, que nos permite conocer si la serie residual estd inco-
rrelacionada o no, y en el primer caso el espectro de esta serie residual
serd aproximadamente constante,

APENDICE
11. REPRESENTACIONES ESPECTRALES

11.1. Representacion espectral de un proceso estacionario.

El fundamento del analisis espectral se basa en el hecho de que todo
proceso estocastico estacionario {E(#), ¢ € T'f (siendo E(#) una variable alea-
toria para un valor fijo de #, puede descomponerse en oscilaciones sinusoi-
dales aleatorias de frecuencias diferentes y cuyas amplitudes estocasiicas
elementales son mutuamente ortogonales. Concretando, la representacion
converge en media cuadratica:

E(t)éf EMda (k) (1]
A

El conjunto {h € A{ puede ser (— =, +n si t € Zsiendo Z el conjunto
de los numeros enteros; y si £ € R, {\ € R} Las amplitudes aleatorias de un
parametro ) (denominado frecuencia) son d3(k) y goza de las propiedades:

E d3Q) =0
Eld¥\) [P = dF) = fih)dh (2]
E dANda()=0; k)

donde el operador E representa la esperanza matematica.
Al proceso:

PEAL, M€ A (3]

con las condiciones sefialadas en [2] se le denomina proceso de incrementos
ortogonales.
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La funcion F(M) asociada al proceso [3] se la denomina funcién de
distribucién espectral v goza de las propiedades de ser mondtona, no decre-
ciente y acotada cuando la varianza del proceso [1] sea finita. A la derivada,
si existe, de la.funcion F(A) —que representaremos por f (A) —se denomina
funciéon de densidad espectral.

11.2. Representacién espectral de la funcion de covarianza.

Es importante sefialar que todo proceso estocastico estacionario [1] la
funcién de covarianza es una esperanza matematica:

EE(t+R)E(@ =B® (4]

donde ﬁ?) es el proceso conjugado y la funcién de covarianza B (k) depende

de la diferencia de tiempos. Si e! proceso fuere real, ET!) =E(#). Para
mayor generalidad expositiva supondremos el proceso sea de tipo complejo.

Por el teorema de Khinchine, [a representacién espectral de la funcidon
de covarianza de un proceso estacionario (E(#),¢ € T} ¢s semejante a la
del proceso:

f-o e"”‘dF()L) _ j-* e"“f:ut) dl; teR [5 a]
B{t)= |
j:x en'tdF(?L) = f: eiktf(]\_) ak ; tezZ [5 b]

La funcién de densidad espectral es la transformada de Fourier de la
funcién de covarianza y existira si, y solamente si

f_mlB(t)|dt‘<oo [6 b]
E [B(t)] < o [6 a]
t==m

que garantiza la existencia de la derivada de la funcion de distribucion es-
pectral F (}),

Las representaciones espectrales [5] son mas generales las formulas cuando

aparece dF (A}. pero los casos practicos que estudiaremos son cuandoF()\)
tenga funcion de densidad espectral f ()
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11.3.  Representacion espectral m. ¢. de las derivadas de un proceso
estocdstico (1).

El operador derivada D aplicado sobre el proceso [1] si es estacionario,
tiene por representacion espectral:

- = FA(+R) __ Ent - i
Dt ~lim SEFR =8O 2y 7 PN — e daméf iNeMdB(h)
b0 h hA—0 h - [7]

- R
En consecuencia, aplicado el operador n veces sobre £ (#) tenernos:

@ =00 [~ ahrevaan (8]

11.4. Representacion espectral de:

fme'f’“u"E(t-u)du; f>0

o

donde £ () es un proceso estocastico estacionario.

Primeramente determinaremos la representacidn espectral cuando n=0.

Asi sustituyendo E(f) por su representacion espectral [1] cuando: A = B te-
nemos:

LD e BY [_[: era gy (7\.)] du = I: e'"“[v/c:q'lD g i du] as{h) =

TR PRI I = © "“da A
= _e:__M_ = e Et—uidu = *e___'(# [9]
1. Bt+in o . Bk
Derivando con respecto al parametro ﬁ} n veces, la [9] tenemos:
* = _eMay
S B i) du = |n | — 22 [10]

No damos mas que unas breves nociones para comprender nuestro articulo,
prescindiendo de un rigor matematico excesivo.

11.5. Otras representaciones espectrales.

Representaciones espectrales de:

® “ T 1 e B,>0
VA _ EM AN AN | [
e LB JE(K t—Zuj Hdilj— - ! . >0
. i=1 j=1 H(ﬂ’ + 'Ll)
J=1

formula deducida en nuestra tesis, pagina 169.
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11.6. Funcién de densidad espectral.

Esta funcién de densidad f(A) representa la contribucién a la varianza
del proceso en el intervalo infinitesimal », A 4+ d) y en el campo de la fre-
cuencia A, la varianza infinitesimal en ¢l punto % es:

fN)-dr
Luego en todo el campo de A(—x, +=x) si el proceso es dc tipo dis-

creto (t €Z) oen el ejereal A € R si el proceso es de tipo continuo.
La funcidén de densidad espectral tiene

1 f e Bdt; NER (12 a)
2z e
f) =
l o —f) 0, —_
o _z B@m)e™:  A€(-r, +7) (12 b}

debiendo cumplirse las condiciones indicadas en el nim. 2 de este Apéndice
(formulas [6 a] y [6 b]) que garantizan la existencia de funcion de densidad
espectral.

Si se trata de la {1l a] ¢ € R y nos encontramos ante la presencia de
la funcién de densidad espectral que corresponde a un proceso estocistico
estacionario de parametro ¢ continuo y X € R. En el caso [11 b] se trata de
un proceso de tipo discreto y n € Z.
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NOTACIONES UTILIZADAS MAS IMPORTANTES

Simbolos Significado

Conjunto paramétrico Hempo ...........ovcvvvivvrnn-- . 1t} teT
Idem de tiempo discreto . ... ... i JE} tcz
Idem de tiempo continuo ........... ... ... ... 14 tER
Proceso estocastico estacionario ...................... E(t) Et(h=0
Proceso estocastico estacionario conjugado ............ £ EED=0
Covarianza estacionaria o 1ambién autocovarianza , .. ... B (k) EZ(t+h) E(_t)
Covarianza mutua estacionaria de dos procesos ..} E{t), By (k) EE@+R (D)

N8, t€ T'|
Varianza del proceso estocéstico estacionario represen-

tadapor B(OY ... ... i HGX E|t@® ‘2

. [ 3
Funcion de densidad espectral (A € B) - ovveenenn .. 0y 51_ f Bty dt
Tdow
+ W
Funcion de densidad espectral A€ (—=, +x).......... Fiy 1 Z B(n) e-itn
2r

Producto escalar o producto interno del proceso £ (¢-+m) n=-o

y del proceso £ (t) que coincide con la funcidén de co-

VATHAIZA .. ... .. i [E@+m), E()) EE{+m)E (1)

OBSERVACION IMPORTANTE: El simbolo E es el utilizado en Estadistica para designar
la esperanza matematica de una variable aleatoria.
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