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La, al parecer, inevitable casuistica que se presenta dentro de las opera-
ciones de supervivencia compleja, bien se trate de rentas, bien sea de seguros,
surge ante la dificultad de resolver directamente las expresiones integrales
a que conducen cada problema en particular,

Verdad es que la aplicacién de las férmulas de integracién aproximada
(Euler-Woolhouse, Lubbock, Simpson) soslaya aquella dificultad; pero en-
tendemos que tales férmulas son sélo imprescindibles cuando aparezean fun-
ciones dificilmente integrables, que, como veremos, no es siempre el caso
que nos ocupa. '

Se presentan, pues, seguidamente, dos ensayos en busca de la mixima
unificacién posible dentro del capftulo de las combinaciones actuariales de
supervivencia; intentos, de los cuales, el primero ey fundamentalmente teé-
rico, al paso que, en el segundo, se ha 1mpreso un_sesgo eminentemente
practico. -

I

PLANTEAMIENTO DEL CASO GENERAL DCEL SEGURO
DE SUPERVIVENCIA °

Supongamos que n cabezas
(m), (1) ... (2) (1

conciertan un segure tal que la suma asegurada a pagar en el intervalo
{h, h+dh) dependa de k, y de la situacién del grupo [1] respecto a la super-
" vivencia, en el momento h, de los elementos que lo integran. En estas con-
diciones, el compromiso probable del asegurador estard caracterizado por la
funcién

fh; ty by ...t -dR 2]
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que representa la suma asegurada que se ha de pagar en el intervalo (k, h+dh),
en la hipdtesis de que (x), (x3), ... (x,) fallezcan en las épocas t, &, ... £, res-
pectivamente. Es claro que esta funcién, asi definida debe ser independiente
de t; para t>>h, de tal forma que, si todas las £ son mayores que A, la fun-
cidn' 2] s6lo dependerd de h, representando, entonces, la suma asegurada a
pagar en (h, A+dh) si todas las cabezas viven en el momento A.

Por consiguiente, considerando una fuerza de interés 2, la esperanza ma-
temética de [2] serd la prima dnica del seguro,

A=(—1) f e dhf ff(h £y oo t,}T_E;%—‘*“ 3]

que, en virtud de
dl, brert;
lf+t¢ = Z,:t Bt dt [ 4!
£ £

se puede expresar en la forma

A=f e . dh f f Fliy tyy vn b)) l‘;‘”‘ Py 4 [5]
= 25

Este resultado, en teoria, es perfectamente general, bastando proyectar
sobre la funcién f(k; t,, ... t,) distintas hipétesis. He aqui algunos ejemplos
sencillos.

Renta temporc_d por n afios. @,
1 para h<<n, y t>h.

fr; =13 4 para todo otro valor.

i

Renta diferida n anos, nfa

1 para n<<{h<t.

f(h; )= , 0 para tedo otro valor.

Rentg reversible sobre dos cabezas. &;y

"1 para ti<<h y  L>h
fth; tut)=< 1 para t>h y 6>0.
' 0 para todo otro valor,

" -Renta de supervivencia. au,

1 para L<h<t,

flh; t, ta)= -0 para todo ofro valer.
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Renta &zf-ﬂ
fhs 1) 1 para t<h<<n. | ;
- Y EE 0 para todo otro valor.

Sin embargo, el camino iniciado —que se hace ‘altamente espinosc al pasar
a casos menos elementales—, no resuelve la cuestién prdcticd, con lo que
queda enmarcado el campo de lo tedrico, toda vez que, a 10 sumo, sirve
de comprobacién de resultados harto conocidos. SRR ;

HM L

o

S
i

RENTAS DE SUPERVIVENCIA SOBRE DOS CABEZAS

Siendo (x) la cabeza asegurada, e (y) la beneficiaria, fijaremos nuestra
atencién en el siguiente caso general: Si la cabeza (x) fallece d;:g,lt;a de. un
intervalo dado (k, k+r) la cabeza (y} disfrutard de una renta temporal por m
afios, pero pagadera a partir de los n afios del fallecimiento de (x). Enun-
ciado asi el problema, el valor actual del compromiso probable del asegura-
dor (que representamos por R(x/y)), vendri dado por la .integral:, .- =

1

L1,

b+r .
¥is (m/y) T — f e_a‘ . Zyﬂ B n/ma’y.-!-'t . dlxuu . E:f&w,‘ N [6]
* ~“

en la que 3 es la fuerza de interés, y k, r, #n y m, pardmetros pesitivosique
expresan temporalidades absolutas, y, por tanto, mdepend1entes entre s{ y
con la sola condicién de que r=20.

Para calcular esta integral la pondremos en la forma L ;

s e A
T aRY S P O

R(-’D/y):“'—l—-f By nbmlyre oy T
. z k . o R
0, Io que es igual, : .

, 1 fot+r h
R(m/y)=_z—'f ,£+nfmay'dlz+tn

Ahora bien, observando que

: ndm : Do THIEE
t+n/may=f ”E’Epy"dE.-., TR
i+

¥y, mejor ain, descomponiendo esta renta interceptada‘en’ @iferancia de dos
rentas temporales,

E+ndm - ten AR I R
wbaty = [0k im0 [T okipy-at (1o
0 : L Je ,
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el céleulo de [6] lo haremos integrando por partes, Serd, por tanto:.

1 Ear Ttr
B (-’-U/?I) = z_ I:(la:«_}# i+ﬂ/ﬁa’f‘k- - f Exﬂ d (t-l.-n/mag}] =

k

lz+ A k+r L
‘ )‘H—ﬂ/m W _'_;‘_ b k+n+r/may + f tPs* d (£+n/may) [11]
. ® JK

con lo que todo quéda reducido a determinar el valor de la integral

3%
f PREIES (12)

JE
Para ello bastara diferenciar con relaci()l_} a t la funcién [10], o sea,
@ lenfmly) = O gDy G — 0 p, - di (13
expresién que la pﬁndremds”‘en la fﬁ-rma'_
| (v“*’”’.,+§..py;:@‘-fpg+..+m —v -_‘..p,,-v‘--spy+,.) at - [14]

de modo que la integral-[12] se transforma en

k+r . ke+r :
n PmEy b ot Iy tPyinim” dt — nEy f T Pe tPyin di [15]
JE k

Se aprecia en seguida que esta diferencia es precisamente
n+mEy ' k/rax:y+n+m - nEy * kli-aim:y-m . ‘ [16]

Asf, pues, y en definitiva, la integral R(x}':y) vale:

‘ pY k+n/may = kel Etn + ’r/may + ﬂ+mEy : I;J'rram:'y+n+;vt - nEy ) Tﬂ/ram!l"'ﬂ [17]

“'Esta férmula, aparte de su facil eiplicacién’, resuelve todos los casos de
rentas de supervivencia sobre dos cabézas ~—(x} asegurada; (y) beneficiaria—,
bastando dar a los pardmetros de temporalidad valores adecuados. .

"En este sentido, el simbolo oo tiene la interpretacién habitual de edad
extrema. Veamos algunos ejemplos:
1.5, Renta de supervivencia ordinaria. .

Corresponde a k=0; r=o0; n=0; m=co.

Gy = Ay — oy
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2. Renta vitdlicia a favor de (y);, si sobreviene n avnos a la muerte de (X}
Se obtiene haciendo k=10, r=o0; m=oo.
Afdy— oEy * Gz yin
3. Renta tempordl por m afios, a favor de (y), al fallecimiento de (x).
Fn este caso k=0; r=uw; n=0
ﬁm—-ﬁn+mEy @y, yin
4. Rentq vitalicia a favor de (y), si (x) fallece en el intervalo (k, k7).
Basta hacer n=0; m=ocn.
WPz " 1l — kel " 1ol Gy G o

Cuando el intervalo sea el (0,7 queda

Gy — Ps * o8y — iy
5. Renta a favor de (y), si (x) follece después de r afios.
Haremos m=oac; n=0; k=0.
D of Gy — o/ Gy
6. Renta a favor de (y), comg mdximo hasta n, si (g} fallece en (0, n).
Como se sabe esta renta vale
[y [y — |Gz

Sin embargo, como comprobacién, y, sobre todo porque su célculo por
el - método seguido hasta azhora conduce, indirectamente, a una interesante
ecuacién, la plantearemos en la forma

/ am'y e f dlz+£ ayH Tt
que integramos por parte dlrectamente,
1T, . " )
/nazfy = - —Z_ * I:(v ) tpy : ay-H :;:!-\ ) la_:+i)n '— l_a:-H -d rny * awt:?ﬂl}]
'z . ‘ E ’ F
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- precisa, entonces, calcular-la derivada

o (By+i ) d 1 n-t
- X e1 . .dt]=
d dt [Z,H ﬁ s dc]

d n-t n-t
’7” vf-zm-de] - r,,+,-f e dE
(1] - \]
i :

y+t

_ %;i_f”_tva'ﬁ'dg +f”‘tva. dzy+¢+E dt — ot Iy+.‘ —
(i} L1

ly+i zy+l ly+¢ ly-H

fl

P . — — A ey — o4 P
= Pyyr Bystint] — Aystint] — By =

= Pyer Byrtrnd] — Ayre i) = Rpye Byrerad] — (1 — 8- Byaeiny)

Resulta, por tanto, que

d (Byseg] -
L}E“_ﬂﬂ“ = (Pyse + B) - Byreincg — 1 [18)

de tal forma que, sustituyendo esta relacién en la expresién de /ndy, se
llega, previas operaciones, a :

(oo™ (aly— [y
Evidentemente, es mds rdpido acudir a la transformacién
O Py Byt ih =y
por cuanto la derivada de .f#..=37] es mds facil de obtener que la de
Uy+t:n-g. Yero al seguir la marcha indicada se obtiene la ecuacion [18], que

relaciona la renta @ .::4-7 con su derivada, las fuerzas de interés y morta-
lidad, y que permite, si se desea, el estudio analitico de la citada renta.

d ha: 1h- A

basta poner
j-zﬂ :n_-_ﬂ=1 —3 eyl

58
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m
RENTAS DE SUPERVIVENCIA SOBRE TRES CABEZAS

Al convertirse la marcha a seguir en una cuestién mecdnica, nos limita-
remos a presentar los siguientes casos generales:

Case 1° Dos cabezas aseguradas (x) ¢ (y), y una beneficiaria, (2),

a) Renta a favor de (z), temporal por m afios y pagadera n afios des
pués de la disolucion del grupo (x,y), si ésta ocurre en (k, k-r).

Representandola por J(xy/z), su valor actual es:

\ 1 kar
J({Byfz} = - 11 I 'f vt " la+t * ﬂlmazi-f ' (Ex+t b dly+t + IW‘ . dla;+i) =
x Yy Yz I
1 k4r . kit . .
= — l Z ] -[f v 'E’ﬂ""’wﬂ‘n/malﬂ'dly*f- +f v 'ZS“'JV*"IJMESH'dla:vl-t]
'z Yy ta x &

. {19]
Aparece asf la renta J(xy/z) como suma de dos expresiones integrales
andlogas, pero que no requiere mas que el cdlculo de una de ellas.

En efecto, si hacemos
TGeylz)=J( yl)+1(x ylz)

1
la integral J(x/z) valdri, integrando por partes:
1 1 k+r .
J("'c y/z) === T 'f v lp:.c.l ) n/mas-i-i ' dlyﬂ =
¥ k

k4
== (kpa:y ' Hn/ma: = ktrPay’ k+n+r/ma:) <+ f Py d (tpx ) H-nf'ma'x)
k

- A su vez esta tltima integral, recordando que, en virtud de [13j, es:
d (tpx : t+»/ma"z) = [tpz : (n+mEz * vt *tPinem '_nEs * 'U‘ *tPaan— (tpa: : t-i»n/ma’: : I"@ﬂ)] dt
se desdobla en:

kv
f Py d(lpm' Hn/maz) = n+mEx'k/ram:y:s+n+m - nEa ' k/ra'ap:y:: +n 4
% )

1 X% . -l .
+ —E_ . f Py dl““_' ’*."-/ ms
T k 7
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Pero obsérvese ahora que esta (ltima integral, cambiada de signo, es
precisamente J{x /z); de aqui se sigue que Jixy/z) viene dada por

kpa:y ' k+n/maz - k—!l-rpxy ‘rant r/ma’z +n+mEs ' k/,rda: tylzdntm ﬂES ) k/rax HRES 2N [20]

férmula que presenta una analogia perfecta con la [17]; ¥ a la que se hubie-
se podido llegar directamente considerando al grupo (x, ) como una sola
cabeza, consideracion tan sélo vdlida para un grupo finito de cabezas que
se extingue al primer fallecimiento.

Si en [20] se hace k=0, r=00, n=0, n=co, resulta
&wyjé=&: _ a-:cyz
como ¢ra de esperar. :
b) Renta a favor de (z), temporal por m afhos, y pagadera en »n afios
después de la extincidn del grupo (x,y), si ésta ocurre en (k, k+r). Esta
renta tiene dos interpretaciones, en cuanto a la extincidn:
1-b) Caso en que el dltimo fallecimiento del grupo {x, #) tiene lugar en
(k, k+r).

La represenfamoé por W(xy/z), siendo su valor actual,

— R+ . P .
W(wy/z) = L1 ‘f U‘ ) lz-{-t ' ﬂffmaa+t - [(l:v— lz+§) dly+£+ (Zy_' ly+t) dla:-i-t] [2 ]-J
= k

¥

A

En este caso, y tras operaciones triviales, el resultado es inmediato:

‘ W(:v_y)z) %R(y/z) + R{z/z) — J {zy/z) [22]

Aqui, y sin necesidad de pasar en ella a su forma exphcnta, haremos dos
aplicaciones, a saber:

1) Renta a favor de (z), a la extincién del grupo (x, ).
Haremos k=0, ¥=o00, =0, m=co.

&.ryfz::dz_&zx“&zy +&xy2
2) ‘Si en Ia renta anterior se supone que r=r, queda
B M (r‘pw + rpy - rpzy\} " r/a: - {azs; + ay:?[ - aryz ;—i}

2-b) Caso en que el primero y u1t1mo fallecimiento deI grupo (x, 1)
concurran en el intervalo (k, k+r). :

Si se representa por V(x_y/z), su valor es

k+r S ' .
V(@/z) = f th : n/ma.ﬁi [(la;ﬂc - lz+f}dly+i+ (ly+k—ly+f]dlz+t] [23]
k

1
1,1,

a resolver como en casos precedentes.
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Caso 2 Una cabeza:asegurada (x), v dos beneficiadas, (y¥ y (z).
Comprende dos subcasos, a saber:

a) Renta, temporal por m afios ¥ hasta la disolucidn del grupo (y, z),
pagadera n afios después del fallecimiento de (x), si éste ocurre en el inter-
valo (k, k+r).

Admitiendo la notacidn [{x{yz), valdri
1
11

Yy &

- Ak .- .‘\
I{i'f’?in = ‘ [ vt ) ‘zy-i-t " Zs+! * ufmayﬂ%.ﬁt dl:r.ﬂ . _ [24]
e A

que, directamente, puesto que el grupo (y, z) se puede considerar como una
sola cabeza nos da para I(x/yz) la expresidn:

&P k+n/-a’w kel k+n+r/ma‘ys + A [25]

+ n+mEy= : klfram:ym+m:s+n+m - nEys * k{raa::y+n:z+han

en la que tomando k=0, r=00, n=0, m=uvo se obtiene la renta hasta la
disolucidn del grupo (¥, z), a partir del fallecimiento de (x}, o sea,

Ortys™ yz Uy,

b) Renta temporal por m afios y hasta la extincion del grupo (y,z),
pagadera » afios después del fallecimiento de (x), si éste ocurre en (k, k+r),
bastando que viva una de las cabezas del grupo beneficiario a la muerte
de (x). :

Si su valor actual se representa por F(x/yz), tendremos

k+r .
) * U'dfx:[l Y z+t'n/ma rrpy i o
Lyl ), i Y

+(ly y+l) lsd-f n/maz+t+ ll s+t) lyﬂ n y+l] [26}

Flaxjyz)= -

1]
que se descompene en cinco integrales,

L.

ker dl
x4+t
: !py: ) uf"ma

(E)

) ktr . ' dlm
(A) - f - tPyz " nimBgrt et * 7 +
k z
ke
(B) - "_f vt * i»pa ) n/maz-h‘. * dl‘:*t = R (mf"Z)
k T
Kt diﬂ_
Q) . f o tPys il * Ti
k £
k+r . " ’
(D) - v Py n/mdyﬂ * :.c/y)
k
ﬂ

it * L . T
L.
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Ahora bien, la suma algébrica de las (A), (C) v (E) es

B . - i,
v tpy: : (n/mazﬂ T n/may+f - n/ma'y+c:z+=) ‘ _l—
k z
que recordando
“/mﬁm = n/ma'yﬂ + n/mazi-l _ n/may+$=z+l
se transforma en
BT , - dlm
f ”t tPys ° n/may+t:z+t * *
x L
Luego, en estas condiciones, se obtiene
Flxfyz)=R(x(y)+ R(x/z) — Kx[yz) (271

Haciendo ahora, como siempre, k=0, r=o0, =0 y m= oo, deberi resultar
la renta (*).
aa:.rt_Tz = aaf: + ﬁ.c!y . aﬂyrz = a;:?}"z' - nx

Como caso particular se nos ofrece aquel en que las dos cabezas del
grupo (y, z) han de vivir al fallecimiento de (x}; si k=n=0: r=m=ow
resulta

1 s ] 1 1
- E_ * v 'tpys * a‘y+£:nt b dlxﬂ = f&; - a’zyz — (ﬁ 2zly T a yx,fz\’ :
z o

v
SEGUROS DE SUPERVIVENCIA,

Existiendo un paralelismo perfecto entre rentas y seguros de superviven-
cia, vamos a exponer unicamente el caso de dos cabezas ((x) asegurada, e
(y) beneficiaria), dado que en este ensayo no se persigue una exposicion ex-
haustiva.

Deben distinguirse dos grupos o clases de seguros de supervivencia::

a) Pagaderos en caso de vida del beneficiario, si sobrevive al asegu-

rado. .
b} Pagaderos al fallecimiento del beneficiario (valga el calificativo), si

ha premuerto el asegurado.
En consecuencia, se tiene:

(*) Pafa esta renta y la siguiente véase Lasheras-Sanz: “Matemitica del Segu-
ro”, pdginas 423 y 424.
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Grupo @) El caso general es el de: Seguro pagadero a la cabeza (), si
sobrevive r afios a la muerte de (x), con tal que ésta ocurra en el inter-
valo (k, k+7).

Representando su valor actual por E(x/y), su cédlcule es inmediato:

E (@fy) = —

ktr
. Ut . dla;” ly# nEyH = "EH * I‘f'rﬂla: ty+n [28]
l.t { K -

que, para k=0 y r=oc, nos da el seguro pagadero a (y) si vive » afios des-
pués de la muerte de (x):

E Alz ty+n
y, para k=n=0, y r=o0, el seguro pagadero a la disolucién del grupo (x. )
por la muerte de (x), es decir:
- da
Alxy =M, ﬂw — —d—-f-—

Grupo b} (Caso general: Seguro, temporal por #m afios, sobre la cabe-
7a (y), diferido n afios a partir del fallecimiento de (x), si éste ocurre en el
intervalo (k, k+7). -

Lo representaremos por A(x/y), de forma que

1 k4T
Al =— f ol Bl il (29]
x Yy &

De aqui, siguiendo el mismo proceso que en el caso de rentas, se pasa a
la expresién:

- - -1
kpz'khv{mAy ~ x4rde k+n+r/mAy + n+mEy * k/rAB""”"'m“”_ [ k/ Ab""" )

30]
En esta férmula haremos dos aplicaciones:

1) Seguro pagadero a la extincién del grupo (x, ) por la muerte de (y)
Corresponde a k=n=0, y r=m=on,

A-a:y =jy —‘A_.zz

2) Seguro pagadero si (x} fallece antes que (), o b1en, si (:c) faIIece
dentro de los m aflos de la mierte de (y)

Se obtiene haciendo k=0; n=0 y r=oo en las expresiones [25] y [308,
sumando los resultados. Es decir

— - 1
A _ﬁ sz‘y+(/mAz+mEx'Azﬁl:ynA=’y "‘/mA + E Az+my
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v
OBSERVACION

La sencillez que el métode de integracién, o conjunto de artificios, o, sim-
pléemente, aplicacién de las més elementales normas de cdlculo diferencial,
presenta en todos los casos considerados hasta ahora, queda invalidada
cuando se. aplica a rentas y segurcs de supervivencia cuyo pago quede de-
terminado por un orden preestablecido en el fallecimiento de las cabezas
gue integran el grupo asegurado. ‘

Sea, por ejemplo, €l caso mis simjﬂe: tenta a favor de (z) a la disolu-
cién del grupo (x,y» por la muerte de (x). Tendremos

1 ® I
2oyt ="""i“'f vt'tpys'aﬁt"dlm+t = - l—f Py ol Al
% 0 z Jo

donde por sucesivas transformaciones se llega a

. . 1 o
ai-"’l ylz = {.a awyz) —(_T 'f T PR dlyht)
¥ 0 .

=1
Xyl = a:ryfz — 8ayfz

0 sea

resultado que, si bien tiene un sentido actuarial evidente, constituye para
nuestro. objetive un auténtico circulo vicioso. Es mds; lo sistemdtico de
este resultado ante todos los procedimientos aplicados hace sospechar la
imposibilidad de resolver estos casos por integracion directa.

No encontrames, por tanto, otra solucién que la de aplicar las férmulas
de integracién aproximada, ya que las integrales que resultan de sustituir
la funcién de supervivencia por su forma explicita, llevan a expresiones de
una complejidad extraordinaria.

Finalmente es de observar que, si bien en todas las férmulas anteriores
figuran rentas y seguros “continuos”, son perfectamente aplicables cuando
se trate de rentas pre o pospagables, fraccionadas o no, como puede com-
probarse facilmente; mientras que en el caso de los seguros serd preciso
afectar a las férmulas del factor (1+1Y%, si-son pagaderos al final del afio,
respetdndolas, en cambio, si son pagaderos al fallecimiento, puesto que, ad-
mitiendo la distribucién uniforme, se puede reemplazar A por A sin error
apreciable.






