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PRELIMINARES

PorTICO.

El Instituto de Actuarios Espafioles, de reciente creacién, ha tenido
la amabilidad de acoger mi peticién de formar parte de él y me ha in-
vitado, como a todés sus miembros, a que aporte algln trabajo cien-
tifico relacionado con nuestra profesion.

Cuando en la vida se ha doblado el cabo de la juventud, no se tiene
vanidad. La experiencia nos ensefia a todos cuan dificil es lograr, en el
complejo de inteligencia, trabajo y suerte, frutos gue puedan servir para
beneficio de la Humanidad. Hacer algo que valga la pena de que los
demés se paren a mirarlo, y no digamos hacer algo que sea ftil para
todos, es verdaderamente dificil, y 2 ello renuncio, desde luego.

Tampoco tengo la virtud de la modestia; v como tengo, en cambio,
muy desarrollada, por vocacion y ejercicio, la costumbre de la obedien-
cia, cumplo la indicacién que se me hace sin detenerme a considerar si
mi aportacion es o no valiosa ni st ra si serd o no adecuada.

Se ha dado una orden; pues a cumplirla.
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ENFOCANDO EL TEMA.

El Actuario es por antonomasia el artifice del complejo aleatorio.
Su misién es descubtir su espiritu. Su herramienta, la matematica. La
masa sobre que opera, la Estadistica.

Complejo aleatorio es el conjunto de diversas causas, conocidas o
no, cuyos efectos sobre €l podemos medir. Estadistica es la compilacion
ordenada y adecuada de los efectos observados.

Una mision del Actuario es diagnosticar: esto es, sefialar la ley a que
obedecen los efectos. Con ella podra él, o los que utilicen sus esfuerzos,
encontrar en muchos casos la trabazon y cuantia de las causas, esto es,
el espiritu del complejo. Otra misién es pronosticar, o sea predecir [a
cuantia, limite, agrupacion, etc., de los efectos. Ambas misiones son en
la vida actual de tal importancia, que no hay ramo de la ciencia que no
las necesite. La Biologia y la Economia no han sido mas que meras
tinieblas hasta que se han apoyado en ese estudio de los complejos que
es fa esencia de la profesidn actuarial. :

La matematica del Actuario estd forjada en el acero del calculo de
la probabilidad, La teoria del cilculo de probabilidades cabe en dos
paginas de un libro, pero lleva en si concepciones filosbficas tan exten-
sas ¥ profundas, tan enmarafiadas y a veces contradictorias, que no ya
un libro, sino bibliotecas enteras tenemos donde engolfarnos y deleitar-
nos. No hay ramo de la matemética que apasione mis ni que haya sub-
yugado tanto a los grandes matemdticos modernos. Y es que el cilculo
de probabilidades tiene alma, mientras que el resto de la matematica
es el ingente, inconmovible, pero frio monumento eterno, erigido por el
hombre a l1a verdad fisica.

El tratamiento matemético de las estadisticas es una sirena. ; Como
evitar que se sienta atraido por su canto el nedfito o el versado y aun
el ajeno, si con su ayuda se han descubierto estrellas y encontrado o
comprobado leyes de la fisico-quimica y explicado fendmenos econd-
micos y atishado ese profundo secreto de la Biologia que guarda el
Creador para mostrarnos que El es Infinito? A la vocacién actual por
lIa’ ciencia actuarial (sin saber que cultivan tal ciencia), que es un fe-
nomeno universal, ha cooperado esa aparente sencillez y miniatura del
cilculo de probabilidades. Pero sus resultados son muy diferentes. En
el haber de esa cuenta de resultados hay grandes descubrimientos, pero
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en su debe hay un vasto campo de ‘‘cementerios de niimeros”, salidos
incluso de doctas Corporaciones que tienen la {nica misién de estudiar
las estadisticas. Y es que el pincel con que trazé Veldzguez su cuadro
de las lanzas, puede, en otras manos no geniales, producir solo unos
chafarrinones que molesten a la vista.

Las anteriores consideraciones 0s comprobarin el miedo con que
me aveniurc en la navegacion, corta, de cabotaje, que supone este tra-
bajo, en un medio tan lleno, no de escollos, como la navegacion de dos
dimensiones, ni aun de formacidon de hielo, como en la de tres dimen-
siones, a la que estoy acostumbrado, sing de causas y efectos con la
que, mis afin que en las otras navegaciones, se echa de ver lo facil que
es zozobrar, caer en barrena o fracasar. Y ahora... Vista, suerte y al toro,
al mus v a la loteria.

INDICE DEL TRABAJO.

Siemnpre me ha dejado de mal humor el leer, aun en libros espafio-
les, que ios ejemplos con que se confirman las teorias de la probabilidad
son ejemplos exdticos. He ahi 1a razdOn de presentaros este trabajo:
nacionalizar, aunque sea poquito, Entre las muchisimas estadisticas de
mi archivo y entre los trabajos de muchos afios de vocacién he selec-
cionado los gue precisamente son mas castizos, aunque no tengan en
si utilidad practica. No se hicieron, como otros que pudiera presentar,
buscando un fin de la vida real. Se hicieron precisamente por aficidn,
por deleite, para mi mismo.

Dos de cllos los presento comeo caso de “‘prognosis” ; otros dos, como
caso de “diagnosis”. '

a) Prognosis.

En los primeros se trata de complejos aleatorios que obedecen a cau-
sas conocidas, en trabazén conocida, y se sefialan los efectos que mate-
mdticamente deben producir, Uno es el juego del mus. Causas: El que
haya 10 oros, 10 copas, etc., y que haya 8 naipes que valen como reyes,
2 que vaien como ases, etc... Efectos: Las distintas jugadas que se pro-
ducen. La compilacidn de efectos la hice yo mismo en circunstancias
que me dejaban tiempo para hacerlo.

El otro, nuestra Loteria Nacional, tiene como causas el nfimero de
bolas‘ de dos urnas. Efectos: Los que consigna la “lista grande”. Sobre
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éste tengo muchas estadisticas de comprobacion; pero como también las
tiene todo el mundo, se las dejo al lector, si es que ve despierta su
curiosidad.

b}y Diagnosis.

En general, en los casos de diagnosis se pretende buscar la ley de
ia aleatoria. Se conocen ciertos efectos, a veces demasiado pocos, y se
trata de encontrar la expresién matemitica de una ley que produjera
los mismos efectos.

Laplace y Gauss dieron la ley de reparticion de los errores, y con
ella naci6 el tratamiento matematico de la estadistica. Su fundamento
es la normalidad de un hecho y su desviation de lo normal por una masa
de pequefios errores en niimero infinito que siguen una ley. Pero las
férmulas primitivas no satisfacian a todos los casos de la vida practica,
a pesar de los aditamentos de Poisson y Lexis, y se salié del paso acha-
cando las irregularidades de ciertos complejos a observacién insuficien-
te. La estadistica did un paso de gigante cuando Gram demostrd que la
curva normal de (Gauss no era mas que un caso particular de un sis-
tema general de frecuencias disimétricas que era el que en realidad
aparecia en la praictica. Hoy se trabaja en las estadisticas expresando
la probabilidad en una serie convergente.cuya funcion generadora es la
de la probabilidad normal o descomponiendo en curvas conocidas la cur-
va de la frecuencia propuesta.

En mi primer trabajo presento un complejo compilado por mi, en mi
mocedad, pero estudiado este mismo afio, al ponerse muy en boga el
peso de los toros de lidia. No pretendia nada con el estudio, pero me
encarifi¢ con el asunto al irle tratando, y lo he hecho prolijamente.

El segundo trabajo es una estadistica de mi nifiez. Cuando se com-
pild, yo no sabia escribir, pero asistia a veces a medir los efectos del
complejo. Es una estadistica de mi archivo, heredada. Es el resultadoy
de la tienta de vacas madres en la ganaderia de mi abuelo, D. Félix
Gémez, por los afios del 86 al 96. La desempolvo, porque es la méis
aguda o disimétrica de las que poseo y requiere tratamientos mds espe-
cificos. Ya sé la objecidn que me van a hacer algunos si no leen antes
estas paginas, y es: Que se trata de una estadistica irreal, contenida,
como la que se produce en los fendmenos de economia, por el freno a
la demanda, y que, de no existir este tope, seria una estadistica que
seguiria la Ley de Gauss. Es verdad—les podria yo contestar—. Este
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tipo de complejos se da, en el caso de mi estudio, porque no se dejaba
tomar a las vacas mas de seis puyazos, v se da, modernamente, por
ejemplo, en las estadisticas de utilizacién de lineas de trafico aéreo, por-
que los aviones no llevan mas que diecisiete plazas y la demanda es ma-
yor. Es cierto que si las vacas hubieran seguido tentindose hasta caer
muertas, hubiese sido otro el resultado; como es cierto que la estadistica
de trafico seria otra si e! avion tuviese cuarenta plazas o si se compi-
lase en la estadistica no los billetes vendidos, sino los pedidos. Pero
ello no niega que en la vida practica no se presenten complejos tan di-
simétricos. Prescindiendo de los ejemplos tan abundantes de casos ana-
logos que ofrece la Biologia, tengo una estadistica real, an muy pe-
quefia para presentarse, que ofrece las mismas caracteristicas. Es la
rotura de material de vuelo en los servicios regulares de trifico aéreo en
todo el Mundo. Tomando como casos posibles de damnificacién del ma-
terial, por accidente, el porcentaje desde el uno al cien del valor del
avion, vemos que hoy dia hay una pequefia frecuencia de accidentes, con
roturas hasta del 5 por 100 del valor del avion. La frecuencia casi se
anula en los demas c¢asos, toma valor tangible en rofuras proximas al
90 por 100 y adquiere su valor maximo en la rotura total, en la catis-
trofe, La media de la serie estd en el valor 96 por 100. El modo de ser
actual de la navegacion aérea es asi. Una seguridad cercana a la certe-
za que, cuando falla, no tiene paliativos.



PROGNOSIS

I.—El juego del mus.

El popularisimo y castizo juego del mus tiene once jugadas dife-
rentes incompatibles entre si. Estas jugadas se definen por combinacio-
nes formadas por los nifimeros de los naipes de cuatro cartas que cons-
tituyen el lote de cada jugador, en una baraja de cuarenta unidades.
Estas jugadas son las que se expresan en la columna (1} del cuadro
resumen de la experiencia, donde estin ordenadas por probabilidad de
aparicién, seglin resulta de la teoria, A

Las experiencias se hicieron anotando la jugada que resultaba al
repartir 1as cuatro primeras cartas de la baraja a un jugador, volviendo
a2 barajar y cortar después de esta operacidn. Asi se anotaron cuatro
mil jugadas, que después se agruparon de dos maneras diferentes: una,
en cuarenta series de cien pruebas cada una, y otra, en cien series de
cuarenta pruebas cada una.

En la columna (5) del cuadro resumen estd el numero de veces que
se obtuvo cada jugada.

La probabilidad de obtencién de cada jugada es la que se expresa
en la columna (3) del cuadro, La columna (4) es el resultado de apli-
car la probabilidad correspondiente al total de los cuatro mil casos es-
tudiados, o sea fa frecuencia tedrica de la presentacién de las jugadas.

Para obtener esta probabilidad se ha formado la columna (2) de
la manera que luego diremos, y que es el niimero de casos favora-
bles a la presentacién del suceso, o sea el numerador de la fraccidn
de la probabilidad. El denominador, que es el nimero de casos posibles,
es siempre el mismo para todas las jugadas e igual al producto de
40 X 39 X 38 X 37, o sea el producto del nimero de naipes que hay
en la baraja al tirar cada carta. Este denominador, igual a 2.193.360,
tiene que ser la suma de los nimeros de la columna (2) y sirve de com-
probacion de la operacidn.
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CALCULO DE LA PROBABILIDAD.

La jugada “ni juego ni pares” se puede dar: a) sin figuras; b) con una figura;
¢) con dos fguras.

E!l caso a) se puede dar con ases y sin ases. Luego la cifra de casos favora-
bles sera:

Con ases.—E] producto de los naipes; ases == 8; por los naipes no figuras ni
ases == 16; por los maipes que queden de esta especie después de la salida del
primero ¥ gue no sean de su clase = 12; por los naipes que queden de la especie
después de la salida del primero y del segundo y no sean de su clase = 8; por
los casos de aparicidén del as atendiendo al orden, gue puede ser 4.

Sin ases.~—E!l producto de los naipes no figuras ni ases (el cuatro, el cinco, el
seis y ¢l siete) = 16; por los naipes de la especie que queden después de la salida
de una clase de ellos (o sea, por ejemplo, el seis, el siete y el cuatro si salié
primeramente un cinco) = 12; por los restantes = 8; por los restantes = 4. Y asi
tenemos

D= G X 16X 12X 8X4H 4 16X 12X 8 X 4 =2 X 27 = 5529

EL caso b) se puede dar con ases y sin ases.

Con ases.—El producto de los naipes figuras = 16; por el de naipes ases = 8;
por el de naipes ni figuras ni ases — 16; por el de naipes que queden de esta
especie ¥ que no sean de la clase del aparecido, ya que no puede haber pares ni
mas de una figura = 12; por el nitmero de combinaciones en que pueden aparecer
estos naipes = 12.

Sin ases—El producto de naipes figuras = 16; por el de naipes no figuras ni
ases = 16; por los que quedan de esta especie y no sean de la clase del primero
que ha salido = 12; por los restantes, siguiendo el mismo proceso = &; por el
nGmero de casos de orden diferente de aparicidn de la figura == 4. Y asi te-
nemos

b} = (16 X B2 16 X 12 X 12} 4+ (16 X 16 X 12 X} 8 X 4) = 2" X 3 = 396216

EL caso ¢) puedc darse:

Con rey y figura, ¢on as.—FEl producto de naipes reyes = 8; por el de naipes
figuras v no reyes — 8; nor el de naipes ases = 3; pos <l de naipes mo figuras
ni ases = 16; por el de las -ombinaciones pos.ples de aparicion que oo factorial
de «} == 24. O sea = 2" X 3.

Con rey y figura, sii 2=—FEl producto de naipes reyes = 8; por el de figuras
no reyes — 8; por el de naipes no figuras, ni ases, ni sietes (porque éstos darfan
forzosamente juego con el cuarto naipe) — 12; por el de los de esta especie y que
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no sean de la clase del que ha aparecido = 8; por el niimero de combinaciones
de aparicion — 8. O sea = 2" X 3.

Sin rey y con as—El producto de naipes caballos — 4; por el de naipes so-
tas = 4; por el de ases = 8; por el de naipes no ases ni figuras = 16;. gor el
niimero de combinaciones de aparicién — 24, O sea = 2" X 3

Sin rey y sin ases~~El producto de naipes caballos — 4; por el de naipes
sotas = 4; por el de naipes cuatro, cinco o seis (el siete daria lugar a juego con
el cuarto naipe) — 12; por ¢l resto de la especie, después de eliminar la clase
aparecida == 8; por el nfimero de combinaciones de aparicién = 8. O sea = 2" X 3.
Y asi tendremos

¢y = 2" X 3 X 25 = 307.200,

Resultando para la jugada “ni juego ni pares”

a) + b) + o = 755712

I

1a jugada “pares sin juego” se puede lograr: a) por pares de reyes, entrando
ases y sin entrar ases. b) por pares de figuras no reves, entrando ases y sin
entrar, ¢) por pares de ases, entrando dos figuras, una de ellas rey. d) por pares
de ases, enirando dos figuras, ninguna de ellas rey. €) por pares de ases, entran-
do una figura; f) por pares de ases, no entrando ninguna figura. g) por pares de
cuatros ¢ de cincos, en los mismos cases que la pareja de ases, o sea con dos
figuras, con rey y figura, con figura o sin figura. h) por pares de seises o de
sietes, pero s6lo en los casos de una figura, sea © no rey, y sin figura.

El cilculo es el siguiente:

a) El producto del nimero de reyes — 8; por el de reyes que queden después
de salir el primero = 7; por el niimero de ases = 8; por el de naipes que no
sean ases mi figuras — 16; por el de combinaciones de orden = 12, Todo esto
en el caso de que entren ases.

Cuando no entran ases, los naipes que no son reyes no pueden ser mas que
el cuatro con el cinco o el seis, y, por tanto, resultara: a) == 21 (2 4+ 2%).

El ciloulo de los otros apartados €s el siguiente:

)—(3X3><8><16><12)-|—(8>(3><4X8x 12y = 9 2* 4 2%

c) BX7X8X88XI1Y

d):(8><7><8x4><6).

) =8 X7X16X16 X 12

) =8 X7 X16 X 12 X 6).

B} =8 X 3 X 8 X8 X 1) + B8 X3 X8X4 X6 +
+ B X3 X 16X 20X 12) 4+ 8 X3 X8X 12X 12+

+ BX3IX12X8XEH
El primer sumando corresponde 2 pares de cuatros o de cincos, rey
y figura, El segundo es la variante de figuras no reyes. El tercero es el
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caso de una sola figura. El cuarto es el caso de que entren ases sin en-
trar figura, El quinto es de que no entren ases ni figuras,
h):(8X3><16X20X12)+(8.><3>(8X12><12)+
+ (B X3IX12ZX8X0H
Resultando para la jugada “pares sin juego” 734.208.

111

La jugada “pares y juego” se puede lograr:
. a) Con cuatro figuras, siendo los pares de reyes o de figuras:

BXT7TXAX4X1I)Y+BXIXEX4X1D
b) Con tres figuras en las mismas variantes del anterior:
BX7X8X106X12)4+B8X3IXI1ZX 16 XI1D

¢) Con dos figuras siendo los pares de reyes, de figuras, de sietes o seises,
entrando rey y figura; de sietes o seises, sin entrar rey. En los dos primeros
casos, los naipes que no se apareen han de ser forzosamente el siete, el seis o el
cinco, y resulta:

BX7X4X8X12)4+ B XIX
+ BXIXEXEX1ZHY 4 BX3

Resultando, pues, la jugada = 215040,

v

La jugada “juego sin pares” se logra:
a} Con tres figuras, sin entrar ningin as:

BX4X4X16 X249

b) Con dos figuras en las variantes rey v figuras; o figuras sin rey, siendo los
otros naipes forzosamente el cinco, seis o siete:

BXEX4XEXZ2 + A X4XK4XEX W

Resultando, pues, la jugada = 110592

v

La jugada “treinta y una y pares” se logra:
a) Con pares de reyes, un cinco y un seis, o pares de reyes, un cuatro y un siete :

B X7X4X4x12) X2
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b) Con pares de figuras no reyes y las circunstancias anteriores:
BX3IX4X4x12) X2
¢} Con pares do reyes, figura v as:
BX7X8X8XI12
kl) Con pares de figuras no reyes, rey y as, o figura y as:
BXIXEXEX®+BXIXEXIX1Y

Resultando, pues, la jugada = 101376.

VI

La jugada “treinta y una sin pares” se logra:
a) Por rey y figura; cinco y seis, o cuatro y cinco:

BXE8X4X4X2 X2
by Por figuras sin rey y las circunstancias del easo anterior:
@X4X4 X4 XA X2
¢} Por tres figuras v un as:
BX4X4XEX2ZH

Resultando, pues, la jugada = B6016.

(1) {2) 3) (4) (5) (6}
Jugadas ,aﬁ)ﬁ‘t’jes Probabilidad Teoria Prictica  Tanteo

Ni juego ni pares 755712 0°344545 1378 1340 0
Pares sin juego 734208  0'334741 1339 1323 1
Pares y juego 215040  0°098041 392 382 3
Juego sin pares 110592 0°050421 202 205 2
31 y pares 101376 (0046219 185 187 4
31 sin pares 86016  0°'039216 156 183 3
Duplex sin juego 61488 0028034 112 112 3
Medias sin juego 55296  0°025241 101 ° 100 2
Juego y medias 37632 0°017157 69,5 92 4
Juego y duplex 22176  0'010110 40,5 48 5
31 y medias 13824  0'006302 25, 27 5

2193360  0'999997 40000 40000
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VII

1a jugada “duplex sin juego” se presenta en los siguientes casos:
a} Ases-ases, ases-reyes, ases-los seis naipes restantes:

BXTXOEXHHEHR7ITHXEXTHKOHLTBXTH4XIXOXS
b) Reyes-cincos o cuatros:
BX7X4XIXO)X2Z
¢} Cuatro, cinco, seis o siete-0onsigo mismo:
dXIXZXDXA4
d} Cuatros-con los cinco naipes restantes no ases ni reyes:
@4 XIXAXIXOXS

e) Cincos-seises, sietes, sotas, caballos:

BXIX4XIXO) X4
f) Seises-sietes:
B XIX4XIXO

Resultando para la jugada “duplex sin juego” — 61488

VIII

La jugadas “medias sin juego” se presenta en los siguientes casos:
a) De ases, con cualquier otro naipe:

BX7IX6XIZXD
b) De cuatros, cincos o seises, con cualquier otro naipe:
GXIXKZIXIXHXI
¢) De sietes, con naipes no figura:
@GXIXZX20X4
Resultando para ia jugada “medias sin juego” = 55296.

IX

La jugada “juego y medias” se obticne:
a) Con medias de reyes o de figuras y un naipe que no dé treinta y uno nt
duplex:
BXTXOEX2UXH T EXIAKZKXBXXHY X2

Resultando para “juego y medias” = 37632.
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X
La jugada "duplax.y juego” puede ser:
a) De reyes o figuras-consigo misma:
(8)<7X6X.5)+(4><3><2X1)X2

b) De reyes-figuras v de figuras-iguras:

BXRX7TXEXIXHAF @ XIX4XIXO
¢) De reyes-sietes o seises y de figuras-sietes o seises:

BX7TXAXIXOX2F+FBXIX4E4XIXO K2

Resultando para “duplex y juego” = 22176.
La jugada “treinta y una y medias” se logra:
a) Con medias de figuras o reyes y un as:

BX7IXKOXBEX Y+ @ XKIXZKEXKHY X2
b) Con medias de sietes y figura:

@ XIX2X16XH

Resultando para “treinta ¥ una y medias” = 13824.

(CONCORDANCIA ENTRE La TEORfA Y LA PRACTICA.

La comparacién de las columnas (4} y (5), que expresan, respectiva-
mente, la frecuencia tedrica sobre los 4.000 casos y la frecuencia obtenida,
sefiala una concordancia altamente satisfactoria. Las disparidades mas
acusadas lo son en las jugadas “juego y medias”, “treinta y una sin
pares” y “juego v duplex”, cuya desviacidén vamos a medir.

Para la jugada “juego y medias”, la probabilidad es p = 0,017157.
La probabilidad contraria es ¢ = 0,982843. El producto p ¢ = 0,16711.
El cuadrado de la dispersion = n p g serA = 66,844, lo que da un
desvio medio cuadratico de 8,1. Siendo la media tebrica 69,5 y la media
obtenida 92,0, la dispersidn resulta de 22,50, que es un poco superior
a dos veces y media el desvio medio cuadratico que, como es sabido, se
ha tomado stempre como unidad de dispersion.

Los mismos razonamientos, aplicados a la jugada “treinta y una sin
pares”, nos dan como resultado # p ¢ = 153,6. Desvio medio cuadra-
tico = 12,4. Media tedrica, 156. Media obtenida, 183. Desviacion, 27,0,
-que es un poco mayor de dos unidades dispersidn.

En la jugada “juego y duplex” tenemos n p ¢ = 39,6. Desvio me-
dio cuadratico, 6,3. Media tedrica, 40,5. Media obtenida, 48. Desvia-
¢ién, 7,5, que es 1,25 unidades dispersidn.

Los demas resultados son altamente satisfactorios, y habida en cuen-
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ta la relatividad de las jugadas dispares a las acordes, resulta la tirada
de una gran ejemplaridad.

" La columna (6) del cuadro estadistico, de la que aun no habiamos
hablado, expresa el tanteo o premio del jugador; es, en realidad, la es-
peranza mateméatica de cada jugada. Una visual sobre la columna mues-
tra que el tanteo no corresponde mds que muy someramente a la teoria
del juego. Se podia garantizar que el juego del mus no es invencion
de un gran matemaitico, como pasa con la ruleta, obra del gran Pascal.
La jugada mds ventajosa por su tanteo resulta la de “pares y juego”,
lo cual sin saber matemdticas saben perfectamente todos los jugadores
de mus. El ir a un descarte de naipes con una jugada en el reparto ini-
cial de “pares y juego” es muy desventajoso para el jugador.

Para continuar el estudio de la concordancia entre la teoria y la
prictica, vamos a coger los resultados de la jugada “juego sin pares’,
que se ha dado 205 veces y que, como dijimos al principio, se ha agru-
pado en dos maneras diferentes, A) y B). La primera, de cien series de
cuarenta jugadas, y la segunda de cuarenta series de cien jugadas, tal
¥ como se expresa en el siguiente cuadro:

JUEGO SIN PARES

B)

Numero de veces Frecuencia Total Niimero de veces Frecuencia Total
0 11 0 0 0 ]
1 28 28 1 0 0
2 29 58 2 3 6
3 16 48 3 5 15
4 10 40 4 8 32
5 5 25 5 10 50
6 1 6 6 6 36
7 0 0 7 3 21
8 0 0 8 2 16
9 0 0 9 2 18

10 0 0
11 1 11
12 0 0
13 -0 0
14 0 0
100 205 40 205
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El calculo de fa frecuencia tedrica o probabilidad le podemos hacer directa-
mente. Siendo la probabilidad de “juego sin pares" 0050421, en cada serie de
cuarenta pruebas o] suceso se podri dar desde cuarenta veces a cero veces y
la probabilidad de gue se dé un nimero n de veces es

fn 40—n | 40
(0,050421) x {0,049579) x | n

Ei desarrollo del binomio (0,05 4 0,95)" mnos dard la probabilidad de ocurren-
cia de 40; 39; ... 0 casos en cada serie de las cien que constituyen la experien-
cia A). Del mismo modo, el desarrollo del binomio (0,05 4+ 0,95 nos dari la
probabilidad de ocurrencia de 100; 99; 98; ... 0; casos en cada serie de las
cuarenta de la experiencia B).

CALCULO DE LA PROBABILIDAD PARA EL CASO A)

Veces (n) 1] 1 2 3 4 5 6
log (¥) 0,00 1602060 2,802095 3904757 4,950899 5818231 655584
log q® »  1,108960 T1,151236 1,153512 1,175768 1,198049 1,220326 1,24260

log p* 0,000  2,698070 3,307940 4,096910 6,795880 7494850 8,18342
"fii‘fi;’;"babi' T,108960 1,4302266 1,443547 1,267435 2054828 2 533407 3,992260
‘;::ibab“i' 0,12852 0,27050 0,27760 0,18511 0,090121 0,034151 0,009823
Frecuencia

obtenida en 11 28 29 16 10 5 1
100 tiradas.

La concordancia, como se ve comparando las dos 1ltimas lineas, es
completamente satisfactoria.
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CUADRO COMPARATIVO DE LA PROBABILIDAD Y LA FRECUENCIA
. OBTENIDA EN EL CASO B)

Valor de la probabilidad

Veces () (0,9 %0 0,05 " (13 ﬁiii“.iii.'f‘.,‘ffﬁ,il ::'Irleacs:é'::filc:
0 0,0059 0,236 0
1 0,0312 1,248 0
2 0,0812 3,248 . 3
3 0,1396 5,584 5
4 0,1781 7424 8
5 0,1800 7,200 10
6 0,1500 6,000 6
7 0,1060 4,240 3
8 00,0649 2,596 2
9 0,0349 1,396 2

10 0,0167 0,668 )]
11 0,0072 0,288 1
12 0,0028 0,112 0

0,9986 39,940 40

La concordancia menos completa que en el caso anterior es, sin em-
bargo, satisfactoria. ITa de tenerse presente que en el caso A) se estu-
dian 100 tiradas y en ¢l B) 40 solamente, lo que hacia prever una con-
cordancia menos perfecta, de acuerdo con la teoria general de la pro-
babilidad. :

Como es bien sabido, no hay necesidad de calcular directamente la
probabilidad exacta, por el desarrollo del binomio, si nos valemos de la
férmula de Poisson, de aproximacion suficiente para la vida prictica.
Las tablas de Poisson, publicadas por Biometrika, dan valores muy acep-
tables cuando se trata de series homogradas discretas, en que las obser-
vaciones son, como ahora, numeros siempre enteros.

A continuacién exponemos, para que se juzgue la concordancia en-
tre la teoria y la experiencia, el cuadro correspondiente a la jugada “jue-
go y pares”’. Como consta en el cuadro de la experiencia, esta jugada
se di6 382 veces en la serie de 4.000 tiradas, y catalogadas en 40 series
de 100 experiencias, su resultado es el que figura en el cuadro siguiente,

" en las tres primeras columnas. La columna (4) es la probabilidad apro-
ximada, copiada de las tablas de Poisson para el desarrollo—por su
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férmula—del binomio (0,1 + 0,9)*%°, muy cercano al auténtico, que se-
ria (0,098 + 0,902)'°°, ya que la probabilidad de la jugada es, segiin
hemos deducido, 098041, La columna (5) nos da la frecuencia tedrica
multiplicando la (4) por cuarenta. La concordancia buscada se estudia
por la comparacién de las columnas 2y v (5).

JUEGO Y PARES

(1) (2) (3} {H 3)
Namero de casos Frecuencia 132 Tabla Poisson Frecuencia teérica

3 0 06076 0,30
4 1 4 0189 0,76
5 3 15 0378 1,51
6 2 12 0630 2,52
7 3 21 0901 3,60
8 5 40 1125 4,50
9 7 63 1251 5,00
19 6 60 1251 5,00
" 4 44 1137 4,54
12 3 36 0948 3,80
13 2 26 0729 2,92
14 2 28 0521 2,08
15 0 it 0347 1,38
- 16 1 16 0217 0,87
17 1 17 0128 0,51
18 0 0071 0,29
19 0 ' 0037 0,14

382 0,9936 39,72

-
<=



PROGNOSIS

II.—La Loteria Nacional.

- La Loteria Nacional no es solamente uno de los ingresos mas sa-
neados de nuestra Hacienda ; es también una organizacién estatal de las
mis perfectas. Su contextura y mecanismo lo estin copiando muchas
naciones. Prescindiendo de Ia discusién de orden moral que desde su
origen ha suscitado, todos coincidimos en afirmar que si de repente se
suprimiese, una gran masa de espafioles tendria un verdadero y profun-
" do disgusto. La Loteria es de las cosas que méis fundadamente puede
apellidarse nacional,

Las probabilidades de premioc en los sorteos son ficilmente caleula-
bles. Precisamente todos los calculos de probabilidad y las teorias de la
misma se han deducido desde sus primeros tiempos basindose en el
juego de dados o en la extraccién de bolas de una o varias urnas. La
concordancia entre la teoria y la experiencia, que és precisamente el
objeto de este estudio, la puede hacer ficilmente todo el mundo sin
necesidad de que se presente ninguna estadistica, que siempre pudiera
parecer amafiada. La rapidez con que se suceden los sorteos, uno cada
diez dias, y el registro que gueda de los mismos en publicaciones ofi-
ciales, permite que sea auténticamente una “ley de grandes numeros”
la que se comprueba con la Loteria Nacional.

Los sorteos, aunque tienen andlogas caracteristicas, no son todos idén-
ticos ni lo han sido a través de los tiempos. Por esta razon, en el ejem-
plo que ponemos hemos cogido un nirmero de billetes y de premios que
estd en concordancia con la estructura de la Loteria Nacional, aunque
no coincida en el momento actual con ninguno de los tres tipos de sor-
teo que existen ahora. '

Suponemos un sorteo entre 40.000 nimeros de 1.600 premios. Si to-
mamos como disyuntiva el que se premie un niimero de un millar cual-
quiera, que €5 ¢omo se agrupan en la lista oficial, o el de los 39 millares
restantes, la aleatoria propuesta vendri definida por el desarrollo del

binomio (4—'0—1— %?;) 16__:° ¢ El millar podri ser premiado un nimero de

veces que va de 0 a 1.600. Lo cual podria ser si el nimero premiado se
volviese a introducir en el bombo o urna de los niimeros; pero desde el

5
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momento en que el nimero extraido no vuelve a la urna, sélo podrd ser
premiado el millar de ¢ a 1.000 veces.

En la lista oficial del resuitado de la Loteria se agrupan los pre-
mios por millares. La comparacion entre la teoria y la experiencia se va
a hacer por ¢l nimero de premios que tienen los millares de un sorteo
o los de varios,

CALCULO DE LA PROBABILIDAD.

a) El valor medio del nimero de premios que tiene cada millar es
igual a 40

b) Para medir la dispersidn de la serie tomamos como incremento
de desvio el aumento o dismintcién de un premio en el ntmero de los
premios de cada millar. Asi formariamos la serie natural de los nu-
meros desde O hasta 1.000 como serie de los sucesos que pueden pre-
sentarse © eje natural de los desvios. En vez de referir el origen de los
desvios al valor 0, le referimos al valor 40 y formamos las colurnas (1)
del cnadro de la probabilidad. En la primera, figuran los nimeros 41
al 60, que son los premios que tienen los millares en el intervalo que
consideramos y son los desvios positivos. En la columna (1) de la de-
recha figuran los premios de 39 a 20 y son los desvios negativos. La
pequefiez de la probabilidad para niimeros fuera del grupo 20 al 60, acon-
seja no tomarlos en cuenta. '

¢) El desvic medio cuadratico aplicando la formula del caso en
que la bola extraida se retira de la urna, es

. 40—1{, 1600—1
0}=1600>< 450 (1ﬁmooo_1

)=39 (1 —0,04)=37,44 0= 6,1282

Tomamos como unidad de desvio y la llamamos dispersién a este
valor encontrado y formamos la columna (2), que tiene los valores de 2
para cada'uno de los casos. Asi, por ejemplo, el caso de 45 premios o
su simétrico en desvio el de 35 premios, tendran una dispersion de § di-
vidido por § igual a 0,82, La colwmna {(2), aunque estd toda ella con
signo positivo, lleva el signo positivo para los desvios positivos y el
negativo para fos negativos.

d) La probabilidad que corresponde para cada valor de 2 estd ex-
presada en la columna (3), obtenida segiin la férmula muy aproximada
de La Place. Esta férmula solamente vale para el caso de gue la pro-
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babilidad sea igual a z'— o proximo a ella; es decir, al caso en que p
sea, igual a ¢. Es una funcidon simétrica y, por lo tanto, la columna (3)
vale para los ntimeros de la misma linea de las dos colummnas (1). Los
valores que en ella figuran estin copiados de las tablas con seis deci-
males publicadas por Biometrika y se ha prescindido de las dos uitimas
cifras. La comprgbacion puede hacerse por la suma total de la proba-
bilidad, que debe ser igual al desvio medio cuadratico, ya que le hemos
tomado por unidad. Efectivamente, la suma de 0,40, probabilidad del
caso “‘cuarenta premios”’, mas el doble de la columna (3), da la cifra
de 6,1372.

&3] 2) 6 (p) (3) (4, ()] 6 (n) (1}
fizmies H 34445 %o (2) —Cs %3 (z) CiPa (2 34445 Ieming

41 4046 40,3902 40,3938 —0,0047 40,0011 40,3996 39

42 33 3695 3776 90 9 3875 38
43 49 3423 3537 119 5 3661 37
44 66 3076 3209 135 2 3346 36
45 82 2776 2912 134 —0,0002 3044 35
46 98 . 2341 2468 . 122 5 2585 34
47 1,14 1976 2083 101 6 2178 33
48 30 1634 1714 73 7 1780 32
49 46 1323 1374 44 7 1411 31
50 63 1038 1059 15 6 1068 30
51 79 . 802 805 40,0002 5 798 29
52 96 604 584 23 3 558 28
53 212 455 423 34 2 387 27
54 29 327 290 37 0 253 26
55 45 236 198 38 40,0000 160 25
56 62 161 128 32 1 97 24
57 78 112 84 27 1 58 23
58 95 . 73 51 21 1 31 22
59 340 48 33 . 14 1 20 21
60 25 33 20 12 1 9 20

28035  2,8686 29315



Prueba del reparto de la probabilidad.

0 = 6,1282

T 9z (2) = 2 > (3) 4 0,40 = 6,1372

T total = 6 (p) + 6 (n) 4 0,4001 = 6,1351

La probabilidad corregida se va aproximando a la verdadera, no
habiéndose obtenido la exacta = 6,1282, por no haber empleado en
la correccion mas que tres términos del desarrollo en serie,

¢} Cuando, como en el caso actual, no es aplicable la formula de
La Place, se puede seguir el método de Charlier, que expresa la pro-
babilidad en funcion de la formula generadora de La Place y sus dis-
tintas derivadas, que dan una seriec muy convergente. O sea, que el

L'}
desarrollo de (p 4 q)® == 1 puede expresarse en la forma 3¢ ¢ (2}
para valores i = 0; 1; 2; ..., que queda reducida después de la trans-
formacion de origen y umidad que hemos hecho en g (2)-+ Cye5(2z} 4+ C,

g+ 4+ Cnonz) + .
En la cual ¢, (2); o, (z); ... son las tercera, cuarta, etc., derivadas

de la funcidén normal, cuyos valores se encuentran en tablas de cuatro
cifras dectmales publicadas por ¢l Instituto danés de Actuaries y por
otros editores de Suecia y Alematia. '

Los coeficientes, limitandonos a los tres primeros términos de la se-
rie, son los conocidos ya por el mundo estadistico con los nombres de
disimetria, el que se aplica a la tercera derivada; ¥ exceso el que se
aplica a la cuarta derivada, y resultan ser:

¥ 1
_ 9—-p__40 40 38 _
Q= e = T gein T 14 g V0P8
. 1 1—6pg 086
°‘“+ﬂXT‘m—+O’OOO%

Con ellos y las derivadas de que hemos hablado antes se han for-
mado las columnas (4) y (5). La suma de las columnas (3), (4) y (5),
con los signos que las corresponden, forman las columnas (6), que dan
la probabilidad de los casos que figuran en su linea correspondiente,

Los signos de la columna (4) corresponden a los desvios positivos y
son contrarios a los que corresponden a los desvios negativos. Los sig-
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nos de la columna (5) son validos para los desvios positivos y negativos.
Esto es consecuencia de que las derivadas de orden impar afectan a la
disimetria de la curva de probabilidad, mientras que las derivadas de
orden par s6lo afectan a la probabilidad en todos los casos en su cuantia.
Cuando p es igual a g, los coeficientes de orden impar se anulan y la pro-
babilidad es simétrica.

Las cifras de la columna (6) han de dividirse por 6,1282, que s el
valor de la dispersion, para obtener la cifra en tanto por ciento. Como
comprobacion de la operacién se tiene: que la suma de las dos columy
nas (6), mas 0,4001, que es igual a 6,1351, debia ser igual al valor de la
dispersion.

Asi, pues, la frecuencia tedrica de los millares premiados con 45
premios en la serie de cinco sorteos, seria: 200 X 0,2776 : 6,1282 = 9,
que puede compararse con la frecuencia prictica.

CONCORDANCIA DE LA TEOR{A CON LA PRACTICA.

La concordancia puede establecerse reuniendo los resultados de va-
rios sorteos idénticos en cuanto a billetes y. premios. Si la concordancia
se estudiase para un Unico sorteo, ya que se trata solamente de 40 ex-
periencias en el caso del ejemplo ¢ de un nimero un poco mayor o
menor en el del sorteo elegido, se deben agrupar los casos “nlimero de
premios”, en lugar de considerarlos uno a uno, y asi se puede compa-
rar mejor con ¢l cuadro de la probabilidad. Por ejemplo: la frecuencia
teorica de los premios de 46 a 50 seria la suma de las cinco probabili-
dades de los cinco casos expresados en la columna (6), divididas por la
unidad dispersién y multiplicadas por 40, que es el nimero de las ex-
periencias: 0,312 : 6,1282 X 40 = 542. O sea que una concordancia
perfecta nos daria, en el sorteo, cinco o seis millares con un nimero de
premios desde 46 a 50 (ambos incluidos), los cuales podrian ser, por
ejemplo: cinco casos de 47 premjos y ninguno de 46, 48, 49 y 50; un
caso de 46, otro de 47, ninguno de 48, tres de 49 y uno de 50, etc., etc.

La mejor manera de estudiar someramente la concordancia es agru-
par los casos de tres en tres o de cinco en cinco y hallar la probabili-
dad de cada grupo, que serd la suma de fa de cada componente del
grupo, como hemos dicho en el pirrafo anterior, o agruparlos en mal-
tiplos de unidades dispersién. Asi, si tomamos el grupo 0,5 unidades
dispersion, resultaria en nuestro ejemplo 41, 42, 43; 44, 45, 46; y asi
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sucesivamente de tres en tres. Esta agrupacién en funcion del valor
de 0 “unidad de dispersién” tiene la ventaja de que se pueden utilizar
tablas que contienen la probabilidad ya calculada para submiitiplos de 0§
¥ se hace la concordancia en un golpe de vista.

Naturalmente que lo primero que hay que establecer es cuil es la
media del sorteo y cudl es su desvio cuadratico. Un sorteo de los de
tipo actual es el de 46.000 nameros, con 1.630 premios, para el que re-
sulta la media = 35434 y0 = 5,783. '

El grupo “media dispersidén” es para este caso ““de 32,543 premios
a 38,325”, que tiene una probabilidad total de 0,43, que nos da, en con-
secuencia, una frecuencia tedrica de 0,43 X 46 = 19,78. O sea que ha-
bra 20 millares con premios entre 32 y 38 (ambos inclusive) o entre 33
y 39 (ambos inclusive} en un sorteo Gnico.

El grupe “una dispersion” es desde 29,651 a 41,217, cuya frecuencia
finica es 31.

El grupo ‘““dos dispersiones” es desde 23 a 48 y la frecuencia dnica
de los que quedan fuera de ese grupo, o sea ‘22 premios o menos y 49
premios o mas”, es de dos para un tnico sorteo.

Di1SIMETRIA.

Como es natural, dado que p no es igual a g, las probabilidades para
los desvios simétricos no son iguales. La probabilidad de obtener 39
premios es mayor que la de obtener 41, y asi en todos los desvios ne-
gativos, hasta llegar al desvio 1,75 unidades dispersion. A partir de
aqui, la probabilidad del desvio positive es mayor que la del negativo
simétrico, llegando en las proximidades de 2,5 unidades dispersion a ser
la probabilidad de uno doble de la del otro.

Puede, por tanto, hacerse la sigulente prediccidn:

El nimero total de millares con menos premios de la media serd
mayor que el de los de mas de 40 premios; sobre todo en los grupos cer-
canos a la media.

‘El millar que haya obtenido més premios tendri un exceso de éstos
sobre la media, mayor que la diferencia con la media del que haya ob-
tenido menos premios.

Las desigualdades de los premios por millar en los sorteos, notadas
por todo el mundo y que han producido a veces alarmas en personas
que no tenian obligacién de saber la existencia de la disimetria, prueban
precisamente la perfeccidén del sistema de nuestra Loteria Nacional



' DIAGNOSIS

I.—FEl peso de los toros de lidia.

EL COMPLEJO ALEATORIO.

Es el peso de los toros de lidia después de muertos en el ruedo. La
estadistica se compilé en 1911. Se refiere a 1.000 toros lidiados aquel
afio en las principales plazas de Espafia. Aunque €l niimero total fué ma-
yor, se prescindié de las plazas de menor categoria, que siempre admi-
ten ganado mis pequefio, para no tergiversar 1a estadistica. También se
se prescindid de tres corridas observadas para que el niimero fuese pre-
ctsamente de 1.000, lo cual tiene muchas ventajas de estudio y de tipi-
ficacién, Las corridas fueron catorce de ocho toros y ciento cuarenta
y seis de seis. En alguna de ellas hubo toros enviados al corral por de-
fectuosos, pero que fueron sustituidos por los sobreros respectivos. En
la estadistica estin contados dos ejemplares envizdos al corral después
de los aviscs correspondientes al matador, y que fueron muertos y pe-
sados “‘ex circensi”. .

El peso de los toros se expresa en unidades arroba, apreciandose
por fracciones de 1/,, que es, por tanto, el que pudiéramos llamar ele-
mento diferencial de la estadistica si queremos que el complejo sea fun-
cion continua. Se han agrupado de tres en tres elementos y se ha dado
al grupo el valor del mediano. Asi, cuando se expresa que hubo 96
toros que pesaron 23 arrobas, es el resultado de fos grupos 22 */,, 23,
23 '/, arrobas—peso que fueron precisamente 27, 33 y 36 toros. Los
grupos finales comprenden todos los que pesaron menos o mas de los
valores correspondientes, Para facilidades del calculo, y puesto que los va-
lores-peso estin ya escalados, sustituimos por la denominacion de los
grupos en su orden natural, como se indica aqui:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 (grupos)

<MY, 211/, 221, 23 233/, 241/, 251/, 26 26%/, 274/, 281/, > 281/, arnabas)
14 31 76 96108 120 141 155132 92 28 7 T
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CONSIDERACIONES PREVIAS.

El Actuario, antes de tratar un complejo, debe formarse su opinion
de cbmo debe ser éste, resultado de su experientia, y muchas veces
podra deducirse que la estadistica no estd bien compilada ¢ no es ade-
cuada, Asi, por ejemplo, si se le presenta la “retirada diaria de fondos
del Banco X”, ya puede suponer que habra dias anormales (pago de -
quincenas o de sueldos), lo que producira una protuberancia en la fre-
cuencia y que la estadistica estard influida por el movimiento estacional
de todos los negocios. En el caso actual, podemos afirmar a priori que
la estadistica tenderd a la normal de Gauss, por ser un hecho biologico
libre; pero que no se aproximard a ella, por ser resultado de observa-
ciones heterogéneas que proceden; @) de las distintas castas espafiolas;
b) de la época distinta de la lidia dentro del afio. I.a @) nos indica que
el complejo va a ser hiponormal. Las series de ‘‘gran moda” sblo se
dan en selecciones. La extraccion de bolas de urnas de composicién di-
ferente sabemos que produce achatamiento en las frecuencias. Mate-
miticamente dirfamos que el “exceso” va a ser hiponormal.

La b) podria corregirse con el tratamiento del movimiento historico
de estadistica, nombre ampuloso en este caso, que consistiria en hallar
la expresion del aumento de peso del toro a través del afio, para corre-
gir, aumentando o disminuyendo, el que did en la romana el dia de su
lidia. Es como si dijésemos peso del toro al 1." de julio, por ejemplo,
si ese dia era el que habia correspondido al centroide de la curva. Esta
correccién serfa initil sabiendo que algunos ganaderos daban pienso
especial para ciertas corridas; seria pretender pesar lefia en balanza de
precisidon. Nos habremos de encontrar, pues, con un complejo de disi-
metria negativa, o sea, con mayor desvio por debajo de la media, como
sucede en todas las series de la naturaleza y en las econoémicas de ren-
dimiento decreciente. “El enano se da con mas facilidad que el gigan-
te”, si bien en este caso €l enano no entra en la estadistica, porque lo
retira el piblico al corral, aunque con las desigualdades propias del error
con que juzga la masa de espectadores.

El poligono de frecuencia en cuanto se le dibuja y el calculo de la
disimetria y del exceso nos confirman lo que habiamos sospechado, re-
sultando, finalmente, que el toro de lidia espafiol presenta circunstan-
cias muy tipificadas, como si se tratase de una sola casta. En la época
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actual, que ha conocido tantos cruces de ganaderias, la tipificacién seria
aun mayor ; hecho cuya demostracién puede hacer el que lo desee por la
comparacidén de la estadistica de 1911 con la de 1944,

TraTAMIENTO MTMTICQ.
L4 .

Se ha seguido el de Gram. Este demostrdé que la funcién-probabili-
dad se podia expresar asi: Z¢; ¢ (p)para i = 0, 1, ..., en la cualg
es la derivada de orden i de la funcién de Laplace de la probabilidad
normal, 0 sea la de p = ¢ = 0,50 y C unos coeficientes que se han
llamado, por su orden: media, dispersion, disimetria, exceso; sin que
hayan tenido ain homologacién oficial los quinto y sexto, que yo los
llamaré, ya que los empleo, agudeza y mochez, sin intencién de que se
recoja mi idea, y cuyos nombres, lo mismo que los tercero y cuarto,
indican algo de su sentido, ya que los términos de orden impar corri-
gen las desviaciones disimétricas y los de orden par las desviaciones de
techo en las frecuencias,

Los valores de la probabilidad normal y los de sus derivadas, has-
ta la de sexto orden, correspondientes a los desvios de los diferentes
grupos del complejo, se exponen'en los cuadros que siguen y estin co-
piados de las “tablas para biométricos”.

Para hallar los coeficientes de cada derivada he seguido los tres
métodos mas importantes: el de momentos, el de semi-invariante de
Tihele y el de resolver el sistema de ecuaciones por &) método de Gauss
por minimos cuadrados, comprobando la ventaja enorme de tiempo de
calculo que lleva el segundo sobre los otros.

Los resultados, ¢ sea la frecuencia tedrica, se expresan separada-
mente para los casos de emplear la formula de Laplace; tomar tres tér-
minos del desarrollo de la serie o tomar cinco términos. Asi se puede
apreciar la eficiencia de la teoria de Gram, verdadero padre de la “Es-
tadistica matemdtica”. Un gréifico de resultados hace mis patente lo que
acabo de decir.



Cuadro nim. 1.

(1) (d) [43)] fxd 1d2 tas fds fdr 1ds
0 6 14 — 84 4+ 504 — 3.024 -+ 18.144 —108.864 | .653.184
1 —5 -3 155 775 3.875 19.375 96.875 484.375
2 4 76 304 1.216 4.864 19.456 77.824 311.296
3 —3 96 288 864 2.592 7.776 23 328 69.984
4 2 108 216 432 864 1.728 3.456 6.912
5 1 120 120 120 120 120 120 120
6 o0 141 0 0 0 0 . 0 0
7 4+ 1 155 + 155 + 155 + 155 4 155 + 155 + 155
8 + 2 132 264 528 1.056 2112 4.224 8.448
9 +3 92 276 828 2.484 7.352 22.056 66.168
10 + 4 28 112 448 1.792 7.168 28.672 114.688
i1 1+ 5 7 35 175 875 4.375 21.875 109.375
1.000 — 1167 + 6.045 —15.339 + 87.761 — 310.467 1.824.705
+ 842 + 6.362 + 76.982
— 325 — 8.977 — 233.485
So Sl SS Ss Sé SE SG
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Cuadro nitm., I.

Se forma suponiendo que la media del complejo corresponde al
grupo 6 que tomamos como origen y cuya hipétesis corregiremos luego
para ajustarla exactamente. La columna (d) es la de los desvios de cada
grupo contados desde el origen que acabamos de tomar. La columna (f)
es la de la frecuencia de la experiencia, y las demds columnas nos sir-
ven para hallar los pardmetros del complejo: son sumas-potencias o mo-
mentos cuya férmula general es S, = T¢"-F(p) parar—=20, 1, ... 6. No
olvidemos que nuestra intencién es encontrar la sustitucion de F(q

: 1{2a . . ‘e
por f n+1:z ¢ (p) 4 ¢ siendo a el intervalo de observacién, en este caso %
n— {3

de arroba.—Este valor de ¢{p) demostré Gram que se puede desarrollar
asi o ()=ZcCrq: (p) parai=0; 1; ... n ... La serie es rdpidamente con-

vergente.—Las 9; son las derivadas de orden i de la funcion ¢, (z) =

— V;T e~ ¥ enia quez—{(p—M): 0 o sea los desvios de la variable

sobre la media (M), expresados en unidades dispersién o «desvio me-

dio cuadrdtico (0)».—Los C; son coeficientes que podemos deducir de
— =

= [for A parar=0; ... i..,

la experiencia.—La férmula general es C,

Los pardmetros i se deducen de las observaciones y se llaman semi-
invariantes de Thiele que fué quien los introdujo.—He aqui su célculo:

Cdlculo de las semi-invariantes de Thiele.

Recordemos que

8= A 8,

8p = My 8+ a3

83 =X 8y 2438, + Ay 8y

8y=0A 83+ Bhy8; + Fhg8, + A, 5

85 = Ay 8, + 4hy 85 -+ 6y 8, + 4k, 8, + A5 8

85 = Ay 85+ 5hy 8, + 10A; 8, + 10K, 85 +- 5258, + Ag 5,

De donde deducimos

a) A=s:8=—0325 1}*=0,106625 i*=0,034328 1;*=10,011025
. Ay = (8985 —5,%) 1 8,
b) ! e — 6,045 — ),* = 5,050575; a* — 35,2636 b — 208,7289
s =12,4570 % = 14,5342 o5 = 86,3028
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C)  Ay=(8y 8¢ — 3838, 5,4 25,%) : 5}

—8.8717 ..... my

45834 ..... 3m, m,

_— 0.%9 2m1’
A= —3,152

d) Ay=1(3. 80" —48y8, 87— 33282 123,38, 8 — 68,Y): s

+ 87,761 ..... m,

— 7,858 .. 4m, my

— 109,44 ..... 3ms

+ 7,653 ..... 12m, m,?

— 0086 ..... 6,4
A= — 21,954

e) X :( expresado en funcién de m; siendom; = s, :8, ) =my—5m, m,—
— 10 my my + 20 my my* 4 30 my® m, —60my;m?®-1-24m?

—233,485 ...... kg

+ 142,611 ...... 5m, m,

+ 542,211 ...... :

— 18,852.......

— 556,041 ......

+ 12,358 ...... 60 m, m,?

— 0,073 ...... 24 m,*
= 4 88,720

f) Ag=mg —Bm; m, — 15m4- my + 30 my m,® 4120 my mym; — 120mym,*— 10 my2 4
1+ 360 my my* — 270 my® my® -+ 30 mg? — 124 m,®

+ 1824 ..., my
— 466 ..... 6m 5m,
— 7893 ..... »

+ ..., »
+ 2115 ..... »
— B ..... »
— 792 ..., »
-+ 24 ..., »
— 1020 ... »
- 6584  ..... =+ 30 mg®
o0 ..... 124 m,®
+ 585




.69 ‘ i

Cdlculo de los coeficientes Ci = =y

|r org

. — 5,152
Co=t C;=0 C=0 Cy= ———-——— =40,05605
° ! : T 14534 %< 6 +

21,954 - 88,729
Ci=— 21— =- - T 5,0001
T 35,9836 < 4 0.0261 \C“ . 88,3028 < 120 0,008
c,=L = 0,0041
208,7289 < 720

Cuadro numero 2.

La columna (1) son los grupos de observacién. La (2) son los des-
vios sobre la media exacta, que en el cuadro niimero 1 habiamos su-
puesto provisionalmente que era el grupo 6, y que ya conocemos al

calcular la semi-invariante ;. La columna (3) es el valor de z = %—M

que es el desvio expresado en unidades dispersién, se obtiene di-.
vidiendo los valores de la columna (2) por 0 = 2,4370. Las colum-
nas (4), (5) y (6) se obtienen de las tablas “biométricas” y se exponen
con su signo. Como comprobacion tenemos la suma de la (4), que por
ser la probabilidad total, debe ser igual a la unidad, o sea 0 = 2,4370,
que de hemos tomado por unidad. Las (7) y (8) son las (5) y (6) (fun-
ciones derivadas), multiplicadas por sus respectivos coeficientes, ya en-
contrados. La (9) es la suma de las (4), (7), (8), o sea de los tres pri-
meros términos del desarrollo en serie de ¢ (<) y expresa la probabilidad
para cada grupo. Nos da una comprobacion con su suma que debe ser
igual a la unidad adoptada, puesto que es la probabilidad total. La co-
lumna (10) ““con correccion (CC)Y’ es la frecuencia tedrica de cada caso:
Se obtiene prorrateando 1.000, que es el total observado entre las dis-
‘tintas probabilidades. La columna (12) es la frecuencia teérica si sola-
mente hubiésemos cogido un término de la serie, y por eso se le titula
“SC” sin correccidén. Se obtiene prorrateando 1.000 entre los valores
de probabilidad expresados en la columna (4), primer término de la se-
rie. La columna (11) es la frecuencia practica, o sea la obtenida en la
experiencia. En el grifico se puede ver mejor afin la correccidn y la
experiencia, '



Cuadro ndm. 2.

]

1) . (2 4) (5) {6) 7 (8) 9 ‘ {10) (11) (12)
P e—A z % {2) ty (2) g (Z) Cs v5 Ci e p C C Préctica SC
0 — 5675 2331 4 0265 + 1493 — 0031 4 52 4+ 1 318 13 14 10
1 — 4675 1,920 0,632 + 0828 — 3392 & 29 - 85 746 34 31 25
2 — 3675 1,509 1,295 — 1457 -~ 7042 — 51 -4 176 1420 57 76 53
3 — 2,675 1,098 2,179 — 4,290 — 6,091 — 153 - 152 2178 89 96 89
4  — 1,675 0,687 3451 — 5466 4+ 1247 — 197 — 31 2923° 119 108 130
5 — 0,675 0,277 3,840 — 3,090 + 9793 — 111 — 245 3,484 141 120 157
6 -+ 0325 0433  0,3953 4 01313 4 1,434 + 46 — 286 3707 151 141 162
7+ 1,325 0,544 3433 4 5064 -+ 04976 - 181 — 124 3490 141 155 144
.8 2325, 0,955 2,529 - 5040 — 4985 -+ 180 - 125 2834 115 132 104
9 4 3,325 1,366 1,573 L+ 2,436 — 7387 4+ 87 4 184 1,854 75 92 64
10 4 4,325 1,777 0827 — 0214 — 4932 — 7 4+ 123 943 38 28 34
11+ 5,325 2,188 0,680 - 1,424 — 1020 — 50 4 25 655 27 7 28

92,4357 2,4533 1,000 1,000 997

174
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Cuadro nim. 3.
) 2 3 (4 ) (6) ™ 8
_x_ ] Pa Cs %5 P Co 06 2
0 318 — 6.044 - 54 —13918 — 55 317 13
1 746 — 9977 |+ 89 — 1668 — 06 651 27
.2 1.420 — 4998 4+ 44 4 27.384 4109 1.573 65
3 2178 410539 — 94 441908 167 2451 88
4 2.923 —|—_22.800 —205 4 8.855 + 33 2.753 113
5 3465 4+ 1.520 —136 — 44631 — 178 3.151 129

6 3707 — 7.796 + 69 — 56077 —224 3.552 146
7 3490 —22.69% 4+ 203 — 8677 — 34 3.639 150
8 2.834 — 16200 + 145 -+ 36179 } 144 3.123 128
9 1854 4+ 200 — 0 <+ 36.422 4145 1.999 32
10 943 4 9.600 — 86 -+ 7.532 4 30 887 37
11 653 4 7.806 — 70 —12.238 — 49 536 22

2.4533 ' 2.4352 1.000

Cuadro niumero 3.

Tiene por objeto mostrar los resultados si se toman para el desarro-
llo en serie cinco términos. Las columnas (1) y (2) estin tomadas del
cuadro nimero 2, v las demds han quedado explicadas en sus simila-
res del cuadro nimero 2. La (7) nos da la probabilidad y la compfo-
bacion de los calculos con su suma, y la (8) es la frecuencia tedrica,
cuyo resultado se lleva también al grafico, que resulta sobradamente ex-
presivo. En él se comprueba la teoria de Gram al ver como se acerca
a la curva de frecuencia arbitraria (de la experiencia) la curva de la
probabilidad normal de Laplace con el solo empleo de pardmetros de-
ducidos de la propia experiencia.

OTRD PROCEDIMIENTO.
En el mismo método de desarrollo en serie de la funcion de la pro-

babilidad mediante las derivadas de distinto orden de la funcién de la
probabilidad normal, podemos emplear otro procedimiento para hallar
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los coeficientes de cada uno de los términos de la serie del desarrollo,
en vez del que hemos usado de las “semi-invariantes”. Este procedi-
miento es el clisico de “los minimos cuadrados”. Comenzamos hallando
los dos primeros pardmetros: media y dispersién que nos son indispen-
sables para hallar los valores de 2z y encontrar los de la funcién normal
y sus derivadas de distinto orden para cada valor de z. Notese que
al tomar la media M como origen para los distintos valores de X y al
tomar como unidad el desvio medio ‘cuadratico 0 o ‘‘dispersién”, lo
que hacemos es una transformacion Z = f (x) = a X + b, siendo
a = %—;é: ;BM, de donde z =£—6—M . Con el fin de hacerlo todo
nuevamente formamos el cuadro nimero 4, para hallar los dos prime- -
ros parametros sin necesidad de suponer, como hicimos en’el cuadro
nimero .que la media correspondia al grupe 6, y corregir después.
Este procedimiento de “momentos crudos” nos da para los dos pri-
meros parametros los mismos valores que en el cuadro nimero 1. Para

Cuadro nium. 4.

( @ W@ UEX@ (PX3

1 — 14 14 14 14 PARAMETROS
2 — A 62 124 248 S

3 - 76 228 684 2052 M= sf, —1 =5.675

#— 96 384. 1536 6144

5. 108 540 2700 13500 3 — _gg _ 21: — 50.495 —
. (1] ~'0

6 — 120 720 4320 25920 4555695 — 5.939375

7. 141 987 6909 48363

8 — 155 1240 9920 79360 . Sy, 5XSXS,
9 — 132 1188 10692 96228 S So X 56 X B
10— 92 920 9200 92000 2%;:413.1934—1011.162—}-
11 — 28 308 3388 37268 "

+ 594.817==13.152
12 — 7 84 1008 12096

1000 6675 50495 413193
So 8, S S
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fines de comprobacidn, se ha hallado también el valor de la disimetria
que resulte igual al encontrado en el cuadro nimero 1. Formados los
valores de 2 para cada observacién del complejo, el asunto queda en-
focado en hallar los valores de los coeficientes (5) que satisfagan las
ecuaciones (12) que nos proporciona la experiencia. El método de Gauss,
que es el que seguimos, es, en realidad, breve y comodo. Asignamos a
los coeficientes unos valores arbitrarios gue, para mayor comodidad, son
multiplos de 10, ¥ vamos a buscar las correcciones que en ellos hay que
hacer al encontrar los valores mas plausibles de los mismos.
Sean:

CG=1000 G =20 C=—20 G=—10 Ci=+ 10

Multiplicado cada uno de ellos por las derivadas, del mismo orden que
los subindices, de la funcién normal, que nos dan las tablas, formamos
las “ecuaciones de observacion”. En ellas, para ventaja del célculo, se
han multiplicado todos los términos por 10, La columna A corresponde
a la funcion normal. La B, a la tercera derivada. La C, a la cuarta de-
rivada, etc, etc., ¥ la O a los resultados de la experiencia, o sea a la
frecuencia observada. Las diversas columnas S S; S, ... sirven de
conitraste de las operaciones y se forman asi: S es la suma algebraica
de ABCDEO. S; eslasumade BCD E O, y asi sucesivamente
hasta S,, , suma de E O.

Se forman después las sumas-productos AA, AB ...; BB, BC, ...;
etcétera, etc., y se pasa a formar la ecuacidn normal. En las lineas ti-
tuladas (a), (b), (<), (d} y (&) del cuadro “ecuacién normal” estin copia-
dos los resultados de las diversas sumas-productos que hemos for-
mado y contrastado por las columnas SI. La linea titulada (3) se obtiere
dividiendo las cifras de la linea (a), por 68997313, primer término de esta
linea. La linea titulada (1} la forman los productos de las cifras de la li-
nea (a) por el fdctor (— 0,00039), primer término de la linea (5). La
linea (2) es el producto de las cifras de la linea (a) por €l factor
(— 0,01452), segundo término de la (5), y asi sucesivamente formamos
las lineas (3) vy (4). .

Ahora se resta la linea (1) de la linea (b), la linea (2) de la li-
nea {c) y asi sucesivamente, llevando los resultados a la “primera ecua-
cion reducida”. Esta se le somete a las mismas operaciones que la
ecuacion normal y dan la segunda ecuacion reducida. Asi llegamos a la
cuarta ecuacion reducida y, con ellas, al cdlculo de los factores auxi-

6
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liares V, Vi Vo V5 V¢ que, multiplicados por los coeficientes arbitrarios
elegidos, nos darin los que buscamos o plausibles:

Co=1000 V, = 403,73 C,=20V,==9,2842 C,==(—20) V,=~—2,0288
Cy=(— 10} Vg==—-8,3780 C;—=10 V,=5,1393

Multiplicados los coeficientes por las diversas derivadas, formamos
el cuadro nfimero 3, cuya @ltima columna, que es la suma de las ante-
riores, nos da la frecuencia tedrica, que estd expresada en nlmeros en-
teros en la primera columna. ,

Salta a la vista la gran diferencia de trabajo aritmético que hay
entre uno y otro procedimiento. '



ECUACIONES DE OBSERVACION

A B < D E O
265 + 20 + 0 4+ 60 — 139 — 140
632 + 186 -+ 87 +100 — 18 — 310
1205 — 29 +140 + 50 + 274 — 760
2179 — 85 +121 —105 + 419 — 860
3151 — 109 — 24 —228 4 8 — 1080
3840 -~ 61 — 195 — 15 — 448 — 1200
3055 -+ 26 — 298 4+ T8 — 580 — 1410
3433 -+ 101. — 99 + 296 — 86 — 1550
2520 +100 + 99 4162 -+ 361 — 1320
1575 + 48 147 — 2 -+ 364 — 920
827 — 4 4 98 — 96 -+ 75 — 980
80 — 28 -+ 20 — 78 — 122 — 70 -
124357 4320 692 4676 -+ 1581 — 10000
~-316 —548 —524 — 1369
+ 4 4146 f152 4+ 212

S = suma algebraicade ABCDEOQ
S S

.................

BCDEO
CDEO

€L
38 a3

e S S H N R
&

i |

I
g

- 354 — 279
+ 815— %26
+4- 1759 — 789
42719 — 1150
- 3939 — 1441
-+ 3840 — 1917
+ 4057 — 2198
+ 3760 — 1735
- 3251 — 1320
+ 2152 — 922
1000 — 380
700 — 298
24871
5111 S
SIV e

St

— 190
— 145

— 810
— 1553
— 1917
— 2094
— 1408

— 207

— 278

o osIn

— 219
— 228
— 436
— 648
— 1220
— 1661
— 1892
— 1410
— 97
— 558
— 301

_270'

SIV

— 279
— 526

Sz



AA " AB LAC AD AE
70.225 4+ 7.685 -+ 0 4+ 15800 —  56.835
389.424 -+ 10112 + 42344 -+ 63.200 —  lonaz
1.677.025 —  37.555 -+  181.300 .+  64.750 + 3554.830
4.748.041 — 185.215 -+ - 263.659 — 228.785 -+ 915.00!
9.928.801 - B343.459 —  75.624 -  TI18.428 4 277.288
14.745.600 — 254.240 -— 748,800 — 57600 — 1.712.640
15.626.208 + 102778 —  901.284 -+ 308.334 — 2.215.680
11.785.489 -+ 346.733 —  539.867 + T775.8B58 — 205,238
6.305.841 1 252.500 4+ 260371+ 400:698 4+ 912.969
2.474.320 —+ . 75.504 + 251,231 — 3.146 + 572.572
683.920 — 3308 + 81046 — 71932  + 62025
462.400 — . 18.040 —+ 13.6800 — . 53.040 — - 82.960
68 997.313 + 795.712 -+ 1.063.551 -+ 1.637.740 —+ 5.092.685
— B822.817 - 2.065.575 — 1.140.401 — 4.351.465
— 27.105 — 1.002.024 4-  497.339 — 1.258.780

AO AS
— 37.100 19.875
— 195.920 500.048
— 984.200 1.256.150
—  2.081.840 3.418.851
—  5.405.080 5.665.498
—  4.6808.000 -7.384.320
— 5.575.750 7.348.627
—  5.52L.150 6.95t.825
—  3.338.280 4.8835.490
—  1.447.180 1.903.530
— 251.560 512,740
— 47.600 275.380
— 27.279.6820 39.927.125

Comprobacién aritmética: +- 69.494.852
- 20.567.520

39.927.123 = AS

~J
=}
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BB BC BD BE B O BS
841 4 0 + 1,740 — 40531 — 4060 — 5510
25% —+— 1,012 + 16800 — 256 - 4,980 — 2,288
841 — 40680 — 1450 — 7946 4 22,040 -+ 9,425

7225 — 1028 |+ 892, — 35615 -+ 81,600 4 51,850
11,881 + 2616 1 24852 — 9502 4 MN7,720 1 147477
3721 4 11,895 -+ o5 -+ 27206 - 735200 4 116,937
676 — 5928 -} 2048 — 145680 — 366680 — 54,44
10,201 — 9999 | 22808 — 888 — 156,550 — 142,208
10,000 4 9900 -+ 16,200 - 36,100 — 132,000 — 59,800
2304 4 7,056 — 88 + 17472 — 44,160 — 17,424
6 — 32 4 384 — 300 -+ 1,120 + 828
78 — 50 4 2184 + 3416 + 1,980 + 7,734
48,746 | 52,5559 — 1,546 — 80086 ' — 378390 -+ 334,501
— 51,224 4 81,6854 + 84,14 207,640 - 981,674
+ 1,515 + 80,108 + 3208 — 80,750 4+ 52,607
Comprobacion aritmética: -+ 135,577
— 80,750
+ 52,627 BS'
cc cD ' CE co cs"

0 o 0 0 0
4,489 6,700 — 1,072 — 20,770 — 10,653
19,600 7,000 58,560 — 106,400 — 41,440
14,641 — 12,705 ' 50,689 — 116,160 — 63,525

576 5,472 — 2,112 25,920 29,856
38,025 2,925 86,970 254,000 . 361,820
51,984 — 17,784 - 127,880 321,480 . 483,360
9,801 — 22574 8514 153,450 149,391
9,801 16,038 35,739 — 130680 - -~ 69,102
21.609 — 294 53,508 — 135,240 — 60,417
9,604 — 9,408 7,350 - 27,440 —. 19,804
400 -~ 1,580 — 2,440 — 1,400 — 5,000
180,430 38,135 408,820 754,850 1.024,527
— 64,125 — 5624 . — 538,080 — 270,031

— 25,080 403,196 196,760 754,496

Comprobacion aritmética: 780,486
— 25,990
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Ds™

— 46,860

DD DE ‘DO
3,600 — 8,340 — 8,400 — 15,140
10,000 — 1,600 — 31,000 — 22 600
2,500 -+ 13,700 — 38,000 — 21,800
11,025 — 45,995 -~ 100,800 -+ 87,830
51,084 — 20,064 + 246,240 -+ 278,160
205 + 6,690 + 18,000 + 24,915
8,084 — 43,880 — 108,980 - — 147,576
51,076 — 19,438 — 350,300 — 318,660
26,244 + 58,482 — 213,840 — 129,114
4 — 798 + 1,840 + 1,118
9,216 — 7,200 + 26,880 -4 28,808
6,084 + 9,518 + 5,460 -} 21,080
—+ 178,042 — 145,045 — 751,520 — 652,890
-+ 88,388 -+ 599,220 - 421,977
— 56,855 — 352,300 — 230,913
Comprobacidén aritmética: 408,855
—+ 178,042
— 930,913 = DS'“
EE EO Es1V 00
19,321 19,460 38,751 19,600
256 4,960 5,216 98,100
75,076 — 208,240 — 133,164 577.600
175,561 — 402,240 - — 296,679 921,600
7,744 — 95,040 — 87,296 1.166,400
198,916 535,200 734,118 1.440,000
313,600 789.600 1.103,200 1.988,100
7,596 133,300 140,696 2.402,500
130,321 — 476,520 — 546,19 1.742,400
152,496 —  3534,8%0 — 202,384 846,400
5,625 — 21,000 — 15,375 78,400
. las4 8,540 23,424 40
1.081,196 — 1.537,820 2.045,433 11.284,000
1.491,060 — 1.011,097
— 46,860 1.034,336
Comprobacién aritmética:  1.081,196

1.054,336 — ES™



ECUACION NORMAL
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(a)- 68.987,313 — 27,105 — 1.002,024 -|-497,339 — 1.258,780 — 27.279,620
(n + i+ 39r —  r9¢ + 91 + 10,639
(b) 4+ 48,748 - 1,515 + 80,108 + 3208 — 80,750
(2 +  1ps5e9 — p2r6 + 18295 + 306,200
(c) + 180,450 — 25,990 |+ 403,196 -+ .196,760
@ + 3580 — 9063 — 196,413
(d) L4 178,42 — 56,655 — 52,300
(4) + 22,06 +  gg7.580
(e) +1.081,198 — 46,880
(5) —0,00039 — 0,01452 +0,00720. — 0,01824 —  0,79537
1" ECUACION REDUCIDA
{(a) + 48735 + 24 4+ 80302 L+ 277 — 91,389
() + 7 -k r52z2 - 57— 1,732
(b} -+ 165,881 — 18774 4+ B4901 — 199,340
@ +  z32315 + g6 — 150,583
(€} 4+ 174,462 — 47,592 — 135,887
(3 - -+ 5r - 5:004
) + 58232 — 544,440
@ + 001896 4+ 164772 + 005574 — 18522
2+ ECUACION REDUCIDA
{a) + 165,864 — 20,206 -+ 384,850 — 197,608
i _+ 2483 — 47000 + 24179
(b) .+ 42,147 ~ 52,068 — 534
@ +  Spz.055 — 458503
(c) + 1.058,081 = — 539,546
&) — 0,73236 -+ 233027 — I1.i9:38




5* ECUACION REDUCIDA

4 30,664

(@) — 4,978 — 20,485 .
(n -+ 62¢  + 3,700
b) + 165,126 — 80,843
@ — oJ2550 — 074337
4* ECUACION REDUCIDA v

+ 184,502 — 84,543

CALCULO DE LOS FACTORES AUXILIARES

V,::
. v5=

V‘-:
V3 =

84545
164502
+- 0,74331 — (0,51303 >< (— 0,1255) = 0,85780
+ 1,19138 — (0,8378 < (— 0,12236) — (0,51393) (2,52027) == 0,101449
1,87522 — (10144) (0,01896) — (0,83780) {1,64772) — (0,51393) (0,05574)
=(),48421

=0,51383

Y

Vo = -+ 0,39539 — (0,46421) (— 0,00030) — (0,10144) (0,01452) — (0,85780) {0,00720) ~

— (0,51393) (— 0,01824) = -}- 0,40573

Cuaadro ndm. 5.

(F) 90 % Co Cs X 35 Co X g5 Cy Xy Cs X 95 p
10 10,681 1,386 — 17,153 6 5,064 9,984
.7} 95474 768 — 857 688 8,360 . 34,454
70 52,197 — 1,353 14,075 1,429 4,188 70,536
97 87,828 — 3,985 21,540 1,236 — 8,831 97,788
107 127,000 —5,017 4551 —0,255 — 19,106 107,122
125 154,778 . —2870 —22940 —1,987 — 1,273 125,708
135 159,333 1,219 —928,825 —2321 - 6,533 135,941
156 138,373 4704 — 4,459 —1,010 19,019 156,827
133 101,938 4,682 18,596 1,001 13,575 139,800
85 65,402 2,263 18,720 1,499 — 167 85,717
2 35355 — 198 3,871 1,001 — 8,044 20,985
15 27,408 —1,322 — 6,200 0,207 — 6,541 15,462
1000

1.007,082
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Peso en arrobas d, I gy
20,75 y menos 8000 : 998523 = 003012
21,00 5054 . 990523 = 005082
21,25 6006 T 985489 = 006084
21,50 8904 1 97TB483 = 009090
21,75 11803 ;970579 = 01216t
22— 19156 : 958776 = . 019980
22,95 21221 1 938620 = 022585
22,50 25417+ - 918309 = 025498
22,75 26156 : 894082 = 00225
23,— 28456 ;868826 = 033903
23,25 32652 : 839370 = 038001
23,50 35099  : 806718 - 043508
93,75 37769 2 771619 = 04808
24— 40099 : 733850 = 054642
%425 . 41875 : 893751 = (080360
24,50 42784 : 651878 = 085632
24,75 44629 1 608002 = o713t
25,— T 46748 ;564463 = 08818
25,25 48957 : BITTI5 = 094564
25,50 50048 : 468758 = 106767
25,75 53411 @ 4i8710 = 127561
26,— 50016 : 365200 = 136018
26,25 . 48717 : 315283 = 148175
26,50 44848 : 288566 = 166991
26,75 42359 ;223718 = 189341
o7, — 40042 : 181358 = 205751
21,25 35133 T 140417 = 250205
27,50 26362 105284 = 250389
a7 20532 : 78022 = 260155
28~ 15334 : 58380 = 262613
28,95 11831 : 43056 = 277104
28,50 9131 .. 31125 = 203365
28,75 8600 : 21994 = 391016
29, — 7394 : 13394 = 552058

29,95 y m4s 0,008000 : 0,008000 s = 1,000000
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Los valores de las frecuencias tedricas obtenidos por ambos pro-
cedimientos comprenden en la mayoria de los casos los valores de la
frecuencia obtenida en la experiencia.

RESULTADO FINAL.

En el cuadro ntimero 6 figura el resultado final, no ya por grupos de
tres valores de la variable, como hablamos empezado el tratamiento.
La columna (1), encabezada 4, , es la probabilidad correspondiente al
caso considerado. Como el elemento diferencial de medicién es el /.
de arroba, cuando se dice la probabilidad de obtener en peso 23 arro-
bas, es la probabilidad de que el peso del toro esté comprendido entre
22 /s de arroba y 23 */s de arroba. La columna 1, es la suma de las
dy anteriores. La columna g, es el cociente de las dos anteriores.

Se ha encabezado este cuadro con los simbolos, tan familiares a los
Actuarios, del Seguro de Vida, por ser éste el bisico y primeramente
estudiado de todos los Seguros; con ello queda demostrado que se po-
dria obtener 1a tabla de mortalidad por el tratamiento de un complejo
aleatorio con muchisima mas facilidad y sin pérdida de exactitud que
por las habituales. f6rmulas de Makeham, '
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DIAGNOSIS
II.—La bravura de las vacas bravas.
EL comMPLEJO ALEATORIO. .

Es el imponderable que pudi¢ramos llamar bravura de las vacas de
casta. La estadistica se compilé hace aproximadamente cincuenta afios,
en las tientas anuales de una ganaderia brava castellana para seleccionar
lag madres. La seleccién consistia en probar la vaca mediante la suerte
de varas, aceptando solamente las que tomaban el sexto puyazo. Las va-
ras habian de tomarse arrancindose de lejos, sin mas excitacion que la
del jinete y recargando y sin volver la cara en la suerte. El resultado es
el que-se expresa en el cuadro para el niimero total de 512 vacas, que
fueron las tentadas en varios afios. '

La estadistica, como puede apreciarse, es extraordinariamente disimé-
trica y aguda. Cualquier sistema de computacion dara resultados muy ale-
jados de la realidad. Por esta razdén se ha empleada la transformacion lo-
garitmica de la variable.

TRATAMIENTO MATEMATICO.

Hay muchos complejos aleatorios que estin ligados por una ley lo-
garitmica que ya expresd Fechner existia para causas y efectos. Esta
ley va teniendo cada dia en todas las ciencias mayor universalidad, sobre
todo cuando se dispdne de 1a eleccion de la base de logaritmos, aunque
la serie de logaritmos naturales es la que tiene mayor aplicacion, Ello su-
giere un cambio de la variable x por la variable log x, conservando 1a
misma frecuencia para cada desviacion.

El desarrollo en serie de una curva de frecuencia es

F(g)==Coto (&) —Cy" 11 0, (@ 4 Cat[2 95 (9) — Cy 23 g5 (9) + ...
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En la cual la funcién generadora es la de Laplace, para p = q=0,50
g @) =1:0)y 3w X-e—(p—m)*: 20y lag ¢; sus derivadas de orden;

En la cual m y o son los pardmetros llamados media y dispersién. En
la nueva serie motivada por el cambio de variable, 1a funcién generadora
es a siguiente:

— 2
@ =1:nygnx ewéx(w—n_‘“)

+

En la cual m y n son dos pardmetros ligados por las férmulas que
en cuadro se ponen. Los valores de » se cuentan a partir del 0 mate-
' mético, que se encuentra por las formulas de Jorgensen, pero que en el
caso de nuestro trabajo corresponde al de siete varas, que no se le obliga-
. ba a tomar a ninguna vaca.

[3



Cuadro nam. 1.

L

1)

W 4 (3) 4 ) ) @ (8
' Frecuencia
Varas © Vacas ] [ (39 X (2) log ¢ (6l — m {7):n €, (z) tedrica
- . . ©) XK in
7 —_ 0 — — — — — — —
6 348 1 348 348 0,0000 4+ 0,1450 -+ 0,21 0,3900 269
5 63 2 126 252 0,6932 0,8382 1,24 0,1800 124
4 42 3 126 378 1,0986 1,2436 1,82, 10,0750 52
3 28 4 112 448 1,3863 1,5313 2,25 0,0317 22
2 15 5 75 375 1,6094 1,7544 . 2,58 0,0146 10
1 10 6 60 360 1,7918 1,9368 2,84 0,0071 5
0 6 7 42 294 1,9456 2,0906 3,07  0,0035 3
512 889 2455 ' " 485
Se 5, Sy
Calculo de pardmetros K, =S,® S; : S,? e¥m =58 : §¢b S,s ent =5, S, : §;}2
log S; 3,39005 Log 8¢ S 6,00032 8 log S, 23,59120
3 log S5, 8.12781 2 log S5, 580782 5 log S, 13,54635
3 log S, 8,84670 log en?  0,20150 nt=0,4640 n—=0,88 3 log S; 10,17015 .
log e*m  1,87470 2m = — 0,289

log Ky 2,67116 K,=468,98 K:n=680

m = —(,145
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Cuadro ntmero 1.

La primera columna expresa los distintos valores que puede tomar la
variable, habiendo escogido como 0 matematico el valor 7, que no puede
dar nunca valor alguno de frecuencia. Los desvios sobre ese 0 estin ex-
presados en la columna (3). La columna (2) es la de las frecuencias ob-
servadas y da, 2 su vez, el momento de orden 0. Las (4) y (5) dan los
momentos de orden 1 y 2. La (6) expresa los logaritmos naturales de los
desvios. Las (7) y (8), las operaciones indicadas, y la (9) expresa la fun- |

¢ion normal de 1a probabilidad para el desvio z — 19'2_?“._ ™ o sea para el

desvio expresado en la columna (8).

Debajo del cuadro se expresan las fSrmulas de Jorgensen que ligan
los parametros con los momentos y se pone su cilculo, que ha servido
para formar, luego de conocidos, las columnas (7) y (8). .

La columna (10) da la frecuencia tedrica si tomamos solamente un
término de la serie: es decir, F (x) = Ko yo (z) Comparada con la fre-
cuencia prictica, vemos que, aun a pesar de la transformacién- logarit-
mica, el resultado deja mucho que desear, si bien es mas aproximado que
cualquier sistema de calculo sin esa transformacion, ya que la frecuen-
cia tebrica muestra una curva del género, en agudeza, del fendmeno ob-
servado en la prictica. En byusca de mayor aproximacién vamos a caleu-
<lar-los segundo y tercer términos de la serie y formamos el

Cuadro ntm. 2.

£} (2 &) 4 (5 (6) 7 td]

. - Frecuencia -
z %0 @) %3 () Gz Koo K3 3 Ki 9 febrica

021 03900 4 0240 4 1,07 287,57 —1001 + 67,55 34512
1,24 0,1800 0,333 — 0,71 132,72 —- 13,89 — 44,82 74,00
1,82 00750 — 0,045 —0,45 5530 4 1,88 — 2841 2877
2,25 00317 —0147 —005 2337 4+ 643 — 345 2635
2,58 00146 — 0135 1.010 10,76 -+ 8,50 -+ 631 2557
_|..
+

284 00071 —0102 -- 013 523 417 4+ 827 17,67
3,07 00033 —0070 4+012 258 2,87 + 7,00 12,45

529,94
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A B C ¢! 8 CN 5’
1950 + 480 41070 — 3480 + 20 — 1930 — 2410
900 - 666 — 710 — 630 -+ 226 — 674 — 1340
375 — 80 — 450 — 420 — 585 — 960 — 870
158 — 254 — 5 — 280 — 466 — 624 — 330
] — 270 4 100 — 150 — 47 — 320 — 50
35 — 204 -+4- 130 — 100 — 139 — 174 + 30
18 — 140 -+ 120 -~ 60 — 62 — %0 4 60
-+ 3509 + 1146 +- 1420 — 5120 — 1499
— 998 — 1210 -+ 3967 + 246
+ 248 + 210 — 1253
AA AB AC AO AS
~+ 3.802,500 4 936,000 -+ 2.086,500 — 6.786,000 -+ 39,000
810,000 + 589,400 — 639,000 — 567,000 -+ 203,400
140,625 — 33,750 — 168,750 — 157,500 — 219,375
24,964 — 46,452 — 7,900 — 4,240 — 73,628
5,320 — 19710 + 7,300 — 10,950 — 18,031
1,225 — ' 1,140 + 4,550 — 3,500 — 4,885
3524 — 2,520 + 2,160 — 1,080 - — 1,116
4 784,967 -+ 1.535,400 -+ 2.100,510 — 7.570,270 -+ 242,400
— 109,572 — 815,650 _ — 317,015
-+ 1.425,828 -+ 1.284,880 . — 74,615
BB BC BO BS' cc co cs” -

—+230,400 +515,600 —1.670;400 — 926400 +1.144 800 —3.723,800 —2.578,700
+443,556 —472860 — 419580 — 418,884 504,100 - 447,300 + 951,400

-+ 8100 + 40,500 +
+ 86,436 + 14,700 +
4 72,000 — 27,000 4
+ 41,616 — 26,520 +
+ 18,600 — 16,800 |-

37,800 + 88,400 202,500 + 189,000 4 391,500

82,320 4 183,456 2500 - 14000 + 16,500
40,500 -+ 88400 10000 — 15000 — 5,000
20,400 + . 35496 16900 — 13000 + 3900

8400 + 11,200 14,400 — 7,200 4- 7,200

902,608 4563800 —2089880 — 1375284  1.895300 —3.758800 —2.583,700

—545,180 4 189,420 4 402,952

+ 650,300 +-1.370,500

+ 25,620 —1.900560 — 972,332

—3.108,500 —1.213,200



Cuadro nimero 2.

Las columnas (1) y (2) proceden del cuadro anterior: columnag (8)
y (9). Las colurunas (3) y (4) son las tercera y cuarta derivadas de la
funcion normal y estin copiadas de las tablas para Biometria, Para calcu-
lar los coeficientes de las (2), (3) y (4) empleamos el método de minimos
cuadrados, que parece més rapido en este caso que el cdlculo directo de
ellos, Tenemeos siete ecuaciones con tres incognitas. Asignamos provisio-
nalmente a los coeficientes los siguientes valores: K, = 500, K, = 200,
K, = 100, a fin de dar sencillez a los cilculos, y con €l mismo fin multi-

. plicamos todos por 10, asi como la frecuencia de la practica.

Asi se forma el cuadro general A - B - C - O de ecuaciones de ob-
servacidn, que tiene los productos de los coeficientes provisionales por las
funciones normal o derivadas y el producto de 10 por la frecuencia. For-
mamos las columnas S - S’ - §”, que han de servir de contraste en las
operaciones sucestvas mediante el mecanismo siguiente:

S=A+B+C+0 &=B+C+0 §"=C+0

Formamos luego las sumas productos AA - AB - AO, BB - BO, etc,,
comprobando las 6peraciones mediante las columnas AS, BS!, CS”, y
formatmos las ecuaciones normal y reducidas, que nos dardn los valores
definitives de los coeficientes. El método seguido es el de Gauss. Las
ecuaciones normales (a), (b) y (¢) expresadas en el cuadro “Ecuacién
normal” son los resultados obtenidos de las sumas-productos AA, AB,
AC, AQ, para la (a); BB, BC, BO, para la (b), y asi sucesivamente.
Las cifras de la linea titulada (3) en este cuadro estin formadas divi-
diendo cada una de las cifras de la linea (a) por su primer término, o sea
por 4.784.967. La linea tiinlada (1) contiene los productos de los térmi-
nos de la linea titulada (a) por el factor 0,29798, primer término de la
linea (3). La linea (2) es la de los productos por el factor 0,26852 de la
linea (a). ‘

El cuadro de las “primeras ecuaciones reducidas” (a) y (b} se forma
restando en el cuadro de las ecuaciones normales la linea (1) de la li-
~nea (b), Ia linea (2) de la linea {c). Estas ecuaciones reducidas se tratan
de la misma manera que las normales y conducen a la “segunda ecua-
cion reducida’.

Asi llegamos a la obtencion de los factores auxiliares Vo, V; V,, que
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figuran en el cuadro de calculo, y que multiplicados por los coeficientes
provisionales que hablamos elegido, nos darin los definitivos. Asi, pues,

Ko = 500 X 147475 = 737375
Ko = 200 X (— 020868) = — 41,736
K, = 100 X 0,63133 = 0,63133

Obtenidos los coeficientes, formamos las columnas (5), (6) v (7) del
cuadro niamere 2. La columna (8) es la surha de.las tres columnas ante-
riores y nos da fa frecuencia tedrica. Salta a la vista la mayor aproxima-
cién obtenida con los tres términos de la serie sobre la obtenida con uno
solo. Si tomasemos 5 términos de la serie, la aproximacién seria mayor
atin, sin que haga falta comprobarlo; pues es sabido que la frecuencia
total disminuye y quedaria préxima a la de la experiencia, al mismo
tiempo que bajaria la frecuencia del desvio proximo a 1,25 unidades dis-
persién y la de los desvios proximos a 3 unidades dispersion.

Con ello se comprueba la excelencia del método de transformacion
logaritmica y su notable sencillez en casos como el que hemos estudiado,
de profunda agudeza.

ECUACION NORMAL

-+ 4,784,967 + 1.425,828 +  1.284,860 — 7.570,270 (a)
+ 24,868 + 382862 — 2255780 (1)
+ 902,608 -+ 25,620 — 1.800,560 (b}
+ 345010 — 2032768 (2)
-+ 1.895,300 — 3.108,500 (c)
+  0,20798 + 026852 — 158200 (3)

1.* ECUACION REDUCIDA

+ 417740 — 351242 0 & 355299 (a)
: + 207,134 - 205,629 (r)
-+ 1.550,280 — 1075732 (b)

— 074777 + 0.68076 (2}

2* ECUACION REDUCIDA

+ 1.263,158 — 810,103
810.103
V, = — 0,88076 — (0,65133 > — 0,74777) = — 0,20868
Vo = + 1.58209 — (—0,20868 >< -I- 0,20788) — (0,63133 > 0,26852) = 1,47475

7



APENDICE

En los dos ejemplos de diagnosis que he propuesto se ha pretendido
encontrar una ley generadora del complejo o, lo que es lo mismo, una
expresion analitica que nos dé la probabilidad de presentacién de los dis-
tintos valores que puede alcanzar la aleatoria. Esta ley, aplicable en el
“momento actual”, podra no serlo en el futuro, o no haber sido la misma
en el pasado, ya que las aleatorias tienen vitalidad y se desarrollan y
transforman aun en aquellas que parecen mas inconmovibles. Es bien sa-
bide, por ejemplo, que la estatura de una raza no es inalterable a través
de los siglos. También hay certeza de que las tablas de mortalidad humana
evolucionan profundamente. Los complejos podemos compararlos al siste-
ma solar, que en cada momento fisico tiene posiciones diferentes entre sus
planetas, a la vez que el sol (la media que pudiéramos decir) sigue una
marcha fija al parecer, pero quizi aleatoria también. Y aun hay comple-
jos en que, ademas de la evolucién del valor medio, varia también la fluc-
tuacién de los valores alrededor de la media. He ahi una labor que los
Actuarios legamos a las generaciones venideras. ; Quién puede medir la
importancia que tendri en el futuro una estadistica que hoy compilamos
y a la que por falta de antecedentes no podemos sacar toda.la ensefianza
que en si encierra? Y claro estd que no me refieroc a los ejemplos que he
propuesto, que, como he dicho al principio, no pretenden nada utilitario,
sino que han salido a luz por espafiolisimos y para que en espafiol practi-
quen los que tengan a ello vocacién.

Pero prescindiendo de la labor potencial de la diagnosis y de la actual
de investigacion de causas (que para que sea fructifera ha de hermanar-
se con una aptitud filoséfica), se pueden obtener para la vida practica
resultados muy eficaces.al expresar analiticamente los complejos- aleato-
rios. De la misma manera que la tabla de mortalidad sirve para resolver
todos los casos del Seguro de Vida, también la expresion analitica de la
probabilidad de presentacion de diversos valores de una aleatoria resuel-
ve casos de Segure con ella relacionados, Esta actividad es precisamente
la actividad actuarial, que no se limita al Seguro de Vida; es la labor de
los llamados “matematicos asesores”, que no faltan en las Empresas o
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actividades modernizadas, y de la que doy en visidn panoramica ra-
pidisima, algunos ejemplos en una sistematizacién, quizi arbitraria, que
nme atrevo a presentar, y con la que doy fin al trabajo,

a) Riesgo cierfg,

1. La Red de Compafiias de electricidad de una nacién conoce el
complejo aleatorio de “potencia disponible procedente de saltos de agua
cada afio”, segan el régimen de lluvias. Se conoce la energia contra-
tada por la red con sus clientes y se quiere concertar el Seguro de la
oferta, es decir, que se ha de poder servir toda la fuerza contratada.

Claro es que el Seguro puede ser contratando una indemnizacion o
previendo la red, que en este caso seria auto-aseguradora, la cantidad
de energia que ha de suministrar con hulla negra para satisfacer la
demanda,

2. Una Compaifila de navegacién aérea vuela 30 millones de kilo-
metros al afio y acepta como riesgo cierto (tomando una dispersion del
riesgo de accidente igual a dos veces el desvio medio cuadritico), la
rotura de un total de 12 aviones. Se conoce por estadistica el complejo
aleatorio “rotura del avidn en accidente”, que tiene como valores de la
variable desde el 1 por 100 del valor del avidn hasta el 100 por 100 o pér-
dida total. La Compafifa contrata el Seguro de reparacidn del material
sobre las siguientes bases: Las roturas de més del 95 por 100 no ad-
miten reparacion; las de menos del 5 por 100 son reparables ““in situ”,
¥ se concreta, por tarito, solamente las comprendidas entre el 5 y el 95.
El problema -aqui, como en todos los casos, puede ser: exterior a la
Compafiia si es solamente de indemnizacidn de la Compafila asegura-
dora, en cuyo caso se obtiene la prima .en funcién de la probabilidad y
¢! valor del avidn; o puede ser interior a la Compaiiia si éstd es auto-
aseguradora, en cuyo caso, 10 que mds importa conocer es el niimero de
horas de trabajo o de operarios-dia que necesita la Compafiia para la
reparacion de este material, lo cual determina la plantilla éptima de
personal especialista. '

b) Riesgo incierio.
Es el del Seguro de incendio, de accidente de vuelo, etc., determi-

nados también en los complejos aleatorios correspondientes.
Ejemplos: La rotura por accidente en la red actual de las lineas
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aéreas mundiales es un avién por cada 2 millones de kilémetros, con
una dispersion de 400.000 kilémetros. Se contrata un vuelo de 2.000
kilometros para un avién que vale 2 millones de pesetas.

<) Riesgo defimido.

1. Una fabrica de optica de precisidén tiene la estadistica de su
fabricacién en serie, que contiene siete grupos, que pueden ser ‘‘defec-
tos de centraje”’, “‘defectos de colorido”, “perfectos”, “defectos de ca-
libre”, etc., etc., y la probabilidad de cada uno; de los cuales solamente
uno es ¢l que puede ofrecer a la clientela, desechando los otros seis
por defectos de construccién irremediables; cuyas primeras materias se
recuperan, perdiéndose la mano de obra.

En este caso, el Seguro es el de fabricacion y el auto-seguro deter-
mina cudl es el sobreprecio con que debe cargarse cada ejemplar ter-
minado.

-2. En una Empresa de productos quimicos procedentes de la na-
turaleza cultivada, se conoce el complejo “acidez del arbusto”, que esta
escalonado en quince grupos, que van del valor 20 al 35. Para la fa-
bricacién sblo se emplea los ejemplares del 24 al 31 de acidez, desechan-
dose totalmente los demais.

El auto-seguro consiste en este caso en saber a como ha de pagarse
cada ejemplar de arbusto, ya que su recoleccion €s por millares y se hace
en el campo en su totalidad y sin andlisis previo.

Un caso muy conocido de este Seguro es la determinacidn de los
reclutas que pueden ser ttiles para el servicio X en cada reemplazo, si
se les exige una estatura y un perimetro toracico definidos.

) Riésgos elegidos.

1. El Sindicato Hotelero de un archipiélago de turismo conoce el
completo aleatorio ‘“viajeros-dia que le visitan en cada mes del afio” y
quiere decidir el nimero de habitaciones (oferta) que opone a la demanda,
a fin de que el rendimiento econdmico sea el dptimo. El auto-seguro de
la Empresa es (en este caso) Seguro de maximos beneficios. Ha de pen-
sarse que st todos los hoteles del Sindicato estuvieran llenos siempre,
su rendimiento individnal seria maximo (100 por 100}, pero habria una
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posible corriente turistica que acabaria no visitando el archipiélago por fal-
ta de alojamiento, y de la que no se beneficiaria el Sindicato. La super-
produccién temporal es mas beneficiosa en el conjunto del afio, porque
todos los fendmenos econtmicos de oferta y demanda tienen rendimien-
to en el sentido técnico de la palabra de cociente de demanda por oferta,
que no puede ser constantemente igual a la unidad por la naturaleza
aleatoria del complejo. Cuando la demanda eficiente no puede ser sa-
tisfecha en periodos largos, se disminuye y el rendimiento deja de ser
total, con riesgo inclusive para la Empresa que pudo ser prospera con
rendimientos menores que la unidad.

2. El avién o aviones qgue sirven una linea internacional tiene dia-
riamente una capacidad de carga de V viajeros y M ‘mercancias. El
Estado se ha reservado para el correo y para sus fines la carga M, a
cambio de la subvencién que da a la Empresa.

Se conoce el complejo “utilizacién de la linea por viajeros”, en que
se expresa la probabilidad de llevar X viajeros en cada viaje. El Estado
quiere reservarse la carga M’ > M, de tal modo que tenga el 80 por 100
de probabilidad de que los viajeros nacionales no tengan que tomar el
billete en otra Compafiia extranjera, al encontrarse que no tenian billete
en la nacional por disminucién de los sitios disponibles para viajeros, al
haber aumentado la carga reservada a la mercancia.



