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1.—FEl presente trabajo tiene por objeto dar a conocer una sucesién
propiamente financiera que tiene la ventaja de poder unificar, mediante
su aplicacidn, la exposicion matemdtica de los problemas derivados de
la amortizacién de préstamos y empréstitos, y éstos, a su vez, con los
actuariales (¥), de tal forma que, cualquiera que sea el sistema seguido
para la amortizacién o cualquiera que sea la modalidad del seguro que
se trate, el cdlculo de la anualidad o de la prima pura, respectivamente,
es un caso particular de la sucesion que a continuacién expondremos.

Basta leer los Tratados modernos de la teoria del interés y sus apli-
caciones, para sentir esa necesidad de unificacién, puesto que, para
cada caso de amortizacién es preciso emplear un artificio distinto, me-
diante el cual se eliminan, en el sistema de ecuaciones formado, las in-
cdpgnitas precisas para obtener una férmula inicial, que es base de todos
los cdlculos posteriores.

La primera parte del problema, que es de la que trataremos ahora,

(*) En nuestra conferencia dada en la Asociacién Matemdtica de Actuarios Es-
paiioles en enero de 1935, esta segunda afirmacién no la hicimos, puesto que ia uni-
ficacién actual es consecuentia de trabajos posteriores a esa fecha.
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ha sido, hace tiempo, resuelta por P. F. Arenas Herrero (*), siendo el
motivo de su no aplicacién el hecho de precisarse conocimientos de
Calculo Integral, que son superiores a los adquiridos por nuestros alum-
nos de Matemdtica Financiera, que sélo llegan a los umbrales del mismo.

Como seguidamente tendremos ocasién de apreciar, los recursos
que emplearemos son elementales, permitiéndonos incorporarla a la
ensefianza al resolver con gran sencillez esta cuestién, llamada, no sin
razén, problema fundamental de la Matematica Financiera.

2.-—Definiremos como sucesion financiera aquella cuyos términos
se forman con arreglo a la ley:

¥k +1 =¥k Ak + Bx M

{Ak y Bk son funciones de k), verificindose que el término de
lugar n 1
. Ynd41=c, @)
siendo ¢ una cantidad constante (*¥).

Dando valores en {1) y teniendo en cuenta (2)

y2 =¥t A1 -4 Bt

y3 = y2Az B2

Yi+t =Yk Ak + Bk
yo=¥%¥n—1An—1+Bn—1
¢c=9vYa+1=9¥n An + Bn

Por sustituciones sucesivas del valor de y de cada término en el
anterior, llegamos a la expresion:

- < "ﬁ__Bn o Bn—1 _ Bn-2
Y= Ak Ak+41..An AkxAx+1..An Ak Ak+1 An— Ak Akt An—z
Bk
gl ®

"

(*) Véase Operaciones Financieras.—Publicaciones del Seminario Matematico.—
Madrid,

(**} En realidad, la sucesién definida en el texto es el casc general dela
¥k +1 = yk a-+P (sin prefijar el valor de ¥n +1), donde oy B son constantes.
Esta sucesi6n, que nos permitimos llamar, atendiendo a su formacién, progresiones
aritgeométricas (para @ = | aritmética; para B =10 geométrica) sirve para la obten-
cidn de las férmulas mds sencillas de la Matemitica Financiera (interés simple,
compuesto, anualidades ¢ imposiciones), Lo elemental de su deduccién hace que no
tratemos de estas progresiones no obstante haber sido para nosotros la base para
llegar a la (1). '

Para distinguir « y B, las denominaremos razén acumulativa y aumentativa, res-
pectivamente, : t
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Esta ley de formacién es general, como facilmente puede probarse,
¥, por tanto, la (3) es la expresion que buscamos; pero, para hacerla
mas facil al cdlculo, podemos transformarla, multiplicando y dividiendo

los términos negativos por

k—1
11] Ax= A1.A2. A3 ... Ax—1, en
c k—1 Bn Bn—1 Bn_2 Bx N
Y=, + ElAk n T a—t o2 k
OAE Dax OAx Nak HAk
1 1 1 1

¥, por ultimo, en forma simbdlica:
— Bk

yk=-" +"T Ax 3
= —— K T
IlilAk 1 LS (T X% @
k

1

1
3.—Caso particular notable de la (4), es suponer en {2) que la cons-

tante
c=0, @)

obteniéndose entonces
k—1 n *Bk
k=1 A%
Y ; @

1 kK 1Ay
i

aplicable exclusivamente a los préstamos y empréstitos.
[He aqui c6mo la obtiene P, F. Arenas Herrero:
«Sea F (x) l1a funcion incognita,
R+ FE=F@x+1)

la relacion, lineal y
' F(n + l) = 0, [2]

(1

la ecuacidn de condicion.
La ecuacién [1] puede ponerse como sigue:

AF(x)+ (1 — ¢ (x)F (x) =g (x).

Sean £ € » dos funciones de x arbitrarias por el momento, y haga=

(3]

mos .
Fi{x)=1zy, . (4]

tomando diferencias en [4] y sustituyendo el resuitado en 3], se tiene

yldz+ (1 —¥(®)z] (z+42)Ay =¢(x), {8]
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determinando ahora z de manera que
A.z—l—(l—-!{u(x))z:O, ' [6]_
se deducird el valor de y de [5]

—3 & :
y_s Z+AZ+KI [7]

El problema queda reducido a integrar la ecuacién [6). Para esto,
hagamos

z=eu, 8
siendo # otra funcién de X, tenemos:
Az=eu(edu — 1), {9]
y sustituyendo en [6] resulta
eﬁ'l.l — ‘P (x)'
o bien
Adu=log¢(x),
de donde se deduce
x—1
n=1log K' 11 $(x), (10]
o
y segun [8]
x—1
z=K 11 ¢ (x). f11)
Lo
Al ser ahora
24 Az=1 01 & (x),
i 0
resulta para y en [7]
y==2 *q:r@-f +K;
K' I (x)
“por lo tanto, teniendo en cuenta [2), se obtiene finalmente
x—1 a4
Fo=43 112)

X 04 (x)
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y el problema se reducira a efectuar la integracion que figura emel
tiltimo miembro.»

Para nosotros, el signo X lo consideramos, en este caso, como una
forma abreviada de escribir un desarrollo; aqui, dispuesto para la inte-
gracién; luego ambas formulas coinciden.]

Como nuestro objeto no es una exposicién metodolégica de la dis-
ciplina cuyo estudio efectuamos, sino solamente hacer resaltar la utili-
dad que del empleo de la sucesion antes definida puede ocbtenerse en
el desarrollo de la misma, es por lo que comenzamos con la aplicaciéon
del nuevo algoritmo de iteracién a los empréstitos.

4.—Las notaciones que emplearemos serdn las siguientes:

ak, anualidad correspondiente al afio k-ésimo; », duracién en afios
del empréstito; 7, tanto por uno de interés.

Nk, namero de obligaciones vivas o en circulacidn al comienzo del
afio % (Por consiguiente N, serd el de las emitidas, y siendo » la dura-
cion, Nn 4+ 1 = 0).

Mk =Nk — Nk + 1, nimero de obligaciones amortizadas en el
k-ésimo sorteo. '

C, valor nominal de las obligaciones.

Ck, valor de amortizacion de una obligacidén el afio 4.

5.—Atendiendo al cupén o inlerés nominal de las obligaciones,
haremos la clasificacion en tres grupos:

1.° Obligaciones cuyo interés se satisface por atrasado, o a cupén
vencido. )

2.° Obligaciones cuyo interés se satisface por anticipado, o a cu-
pon adelantado, y

3.2 Obligaciones sin cupén.

A su vez las obligaciones de cada uno de estos grupos pueden
amortizarse por su nominal, o bien por un tanto efective constante o
variable (*} y la renta con que se amortizan puede ser igual o distinta
cada afo.

PRIMER GRUPO

a) Empréstitos normales.—Son aquellos en que las obligaciones se
amortizan por su nominal y mediante renta constante.
La anualidad «, en un afio cualquiera 4, ha de servir a satisfacer

(*) Otras veces se conceden lotes o sumas destinadas a premiar algnnas de las
obligaciones que se amortizan en cada sorteo.
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los intereses de los Nk titulos en circulacién Nk Ci, y al mismo tiem-

po para amortizar los correspondientes a ese sorteo: (Nk -— Nk 4 1) C;
por lo tanto, podemos escribir que sera

a=NkCi+(Nk—Nk+1)C. (5)

De aqui se deduce que

Nk+1=Nk(1+i)—%

y como Nn -|- 1 = 0, sz verifica {1; 27), siendo en este caso
Ak =141, y Bk =E_“ luego segiin (4')
k1 n o oafe o k—g —X
Nk=.'11(l+i)‘-'oT—m:‘c—(l+i} %(H—i) =

(49
1

=afC (14 i)““[(l +i a4+ Y a4k g +i)““]

Rt =

a
< i Ko ="=1h ©

- Como para k=1, N, es el namero de las emitidas, dando en (5)
este valor y despejando «, se tiene:

a=—t M

que coincide con la férmula’ tipo para esta forma de empréstito.

En funcién de (6) y (7), puede obtenerse cualquier dato que se pre-
cise; por ejemplo: I} Nimero de titulos u obligaciones amortizadas en
cada sorteo. :

Sien (6) ponemos k-1 en lugar de %2, y restamos de (6), halla-
mos que

Mk =Nk — Nk+1= % By Y
= Nk — Nk + *‘f[“mlﬂ“”md“T‘ +i

I} Los intereses en un afo £ cualquiera serdn: .
i @ P i _ N,Ci
Nk Ci T?“Fﬁ?ﬁl Ci=gaia

S
™
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&) Sila renta amortizativa fuera variable en progresién aritmética
de razon r y su primer término a, la (5) se escribiria

a4+ {k—1Dr=NkCi+{(Nk—Nk+1)C
y de aqui,
Nk +1=Nk(+i)—[a+ & —Drlic (Nn-p1=0)
Es decir, que el nimero de obligacivnes vivas cada afio forma una

sucesion financiera de razéon acumulativa Ak=1 + i, y aumentati-

vaBk:—a—Lkﬂ”r

c , por consiguiente, segun (4°) serd

[+u< )/ c (:+1‘“
ll(1+|,

Nk = 2(1+-)§ xk[a+(ku1)r](1+n—“

a—r

=T A Irrni T a4 [(la)ﬁ_(]g)kf”]

igualdad esta ultima que se obtiene sin mas que desarrollar el sumato-
rio y aplicar la propiedad distributiva, . :
Finalmente, teniendo en cuenta los valores de (la)7; y (la)g—q; (*)

a - —grii h—k
Nk:[a—l—-:7—|-nr]__!“ék+’,4*——c;—}_—l-l’

dando & # el valor 1 en la expresion anterior; puede despejarse a, y,
en funcién de los dos valores encontrados, buscar la relacién que liga
a los demds elementos que intervienen en esta clase de empréstitos.

¢) De la misma forma, si los términos de la renta amortizativa
forman progresién geométrica de razén ¢, la (5) seria en este caso

aqkﬂ|=NkCi-|-(Nk—Nk—|—l)C

por consiguiente .

Nk +1=Nk(l +i}—ag“/C (Nn+1=0

| ! poa 5
(*) (Ia)n] es el valor actual de una renta temporal variable segtin la serie natural
_ I, —T1 1
de los nmeros enteros, Su valor {Ia}n | = (14 - Janj—n(1+ iy "fi, se deduce

en la teorfa dé rentas: por tanto, puede considerarse inmediato su célculo,
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luego,
k— n —
Nk = (1 ) S20C _
' “Ia i)

fC O+ a4+ g+~ %V a4+ =

Haciendo ahora k= 1, y despejando el primer término de las
anualidades

2=N,Cc .t ti—=a .
1—q " +7"

puede ya resolverse cualquier problema relativo a este caso.

d) Los empréstitos en los cuales las obligaciones se amortizan
por un efectivo C', distinto del nominal, se resuelven mediante el plan-
teo de la ecuacién en el afo 4.

ak == NkCi - (Nk — Nk + 1) C,
que forma la sucesién financiera.

C . ak

ax
Cv
que nos permite resolver fdcilmente los problemas derivados de este
subgrupo. '

¢) Al ohjeto de hacer mds sensible la simplificacion que introduce
en la deduccion de las férmulas la sucesién financiera, vamos a estu-
diar el caso de empréstitos cuyas obligaciones son amortizables por un
efectivo variable cada afio, cuestién que eluden tratar, por su dificul-
tad, la mayoria de los textos dedicados a esta especialidad.

Supuesta la anualidad constante, la ecuacidn el afio k-ésimo serd

en donde la razéon acumulativa es (14 —‘C:,—i) y la aumentativa — lo

-}

a = Nk Ci 4 (Nk - Nk 4 1) Ck; y de aqui Nk 4 1 :Nk(i,—}-%)—a{
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Por tanto, siendo en este caso Ak =1 + g—:‘ y Bk — — % , serd
Nk__[l(1+ )2 2k
k [1(1 -+ Ck)
- a kst Ci Ci Ci\—1
=_=_0Mn b Il —_ *
Ci1(+ ka1(+Ck) ©

ahora, desarrollando el sumatorio y observando que

k— ; -1k Sy —1 Sk Ly —
Ci Ci Ci
. + = — 14 = = U1 + =
(l 1(l Ck) Ck 1( * Ck)

se llega, sustituyendo este valor—y después de simplificar y efectuar el
producto indicado—a la expresion

A i I
que es la que deseamos encontrar.
Haciendo k = 1, y despejando la anualidad

a=N,C _*,i o
A

se puede ya resolver sin dificultad el problema consistente en hallar
los restantes elementos del empréstito (**).

SEGUNDO GRUPO

Prescindiendo del primer cupdn, las obligaciones de este grupo di-
fieren del anterior en que las amortizadas en cada sorteo no perciben
el interés que vence en el momento de su amortizacién. Por consi-

(*) Nétese que se ha dividido y muitiplicado por la constante Ci.

(**) Cada grupo en que hemos considerado clasificado los empréstitos, es sus-
ceptible de una férmula general que comprenda a los demds como caso particular.
Sin embargo, nos parece mis apropiada la exposicién que hemos hecho, pues asf se
obtiene naturalmente para cada forma de amortizacién, la sucesi6n financiera que ha
de resolverla.
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guienie, podemos considerar que se amortizan por un efective C — Ci,
¥ quedan reducidos los empréstitos de este grupo al ya tratado.

Como ejemplo, resolveremos el caso de empréstito normal, es
decir, aquel cuya renta amortizativa es constante, abondndose, como
hemos indicado, los intereses por adelantado.

La ecudcién el afio £ serd:

a = Nk Ci 4 (Nk—Nk 4+ 1) (C—Ci) (8)
y de aqui, )
Nk+1=Nk(1—i) " — :‘: a—i " (Nn+1=0)
por tanto, es una sucesién financiera en donde Ak —={(1—i) 'y Bk =

= {1—i},~t luego, segun (4'), se verifica
C

a(t—i) 1
Nk= T (1— it E;—C——#%(in—i)_(k_” $a—h¥t =
1 k?(l_l)wi X

_ o —(k—1) e k—1 R s no—1 )
—%(1—1)( [(1 b +0 -+ 1) }

. a 1— (1 — l)n—k-l-i

T i
Si damos a £ el valor 1, y despejamos la anualidad

N,Ci
T =
se puede ya, como en los otros casos anteriores, encontrar los restan-
tes elementos del empréstito.

Si la renta no fuera constante, bastaria sustituir el primer miembro
dela (8) pora+4 (k — 1)r 6 =g, si forma progresiéon aritmética o
- geomeétrica, respectivamente, viendo luego la sucesion financiera a que
dan lugar.

Basdndose en lo ya indicado, se puede resolver con facilidad cual-
quier otro caso perteneciente a este grupo.

(") El nimero de pagos serd: » anualidades de valor & cada una al final de
cada afio de duracién del empréstito, y un pago finico, inmediato, equivalente a N,Ci.
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TERCER GRUPO

Las obligaciones de este grupo se amortizan por un efectivo cre-
ciente, ya que no se le abonan intereses a aquéllas.

Como comprendido en este grupo, estudiaremos el caso en que el
valor de amortizacién de las obligaciones coincide con su valor acumu-
lado a interés compuesto.

La ecuacién en el afio £ serd, teniendo en cuenta que en la (5} i=0
¥ que las obligaciones ese afio se amortizardn por C (1 4+ i)¥,

a=(Nk—Nk+1CQ+i*
que da lugar a la sucesion financiera

Nk+1=Nk—%(1+i)—“;

luego, para Ak =1 y Bk = — -é— {1 +iy%; resulta:
Nk = %% 0+) =2 [u i a4+ "+ +i)‘“] =

—2 gt M i) BRI (B o) B (R I

=g+t - € i
_ =« e D A _ .2 =X
F(H—l) : T(l +i) an—_:k_m
que para el valor k =1,
@
Nl = —C' Qn {

¥, despejando la anualidad, queda

N,C
{7 2
@

o =

]

férmula que coincide con Ia (7)

Las expresiones relativas a los préstamos pueden ser obtenidas en
forma andloga a lo tratado. Es decir, estableciendo la ecuacién para un-
. abo % cualquiera, y ver la sucesion financiera a que da lugar,

Lo expuesto creemos es suficiente para dar una idea de las venta-
jas que se obtienen aplicando la sucesién financiera al desarrollo ma-

9
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temdtico de los préstamos y empréstitos, tanto por la unidad que im-
prime & su estudio, como por la sencillez con que son deducidas las
férmulas: fundamentales.

La segunda parte de este trabajo serd destinada a estudiar la apli-
cacion de la mencionada sucesion al célculo de las primas purasy
problemas derivados de las distintas modalidades de seguros, cuestién
mds compieja por intervenir el concepto de probabilidad; pero, que con
ayuda de las (1,2 y 4), puede ser desarrollado de manera similar a
cemo han sido iratados los temas anteriores.



