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1. Son sobradamente conocidas las dificultades que encierra en la
practica la utilizacién de los restos potenciales en la teoria de la divisi-
bilidad, en cuanto el valor absoluto del nimero primo cuyo cardcter se
desea determinar es superior a 13, recurriéndose en la mayoria de los
casos al método experimental por lo engorroso que resulta la aphcacmn
de los criterios que se obtienen por el sistema’ de los restos.

Basada nuestra teoria de resolucién de ecuaciones numéricas en
la descomposicién factorial obtenida de dos numeros deducidos de la
ecuacion dada (*) en general de gran valor absoluto, la facilidad de su
aplicacion depende totalmente del estado actual de la teoria de la” divi-
sibilidad, en la que necesariamente hemos tenido que fijarnos, v al pul-
sar en toda su intensidad sus dificultades, hemos tratado de encontrar
algtin medio para superarlas. Es por ello por lo que exponemos a con-
tinuacién un resumen de las consecuencias que hemos deducido al
tratar de generalizar el método seguido por Kochansky para el name-

{*) Los ntimeros «directos» y <rotadoss,—«Contribucion a la resolucién deecta-
ciones noméricas» —ANALES DEL INSTITUTO DE ACTUARIOS EspaNoLgs, nGm. I
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ro 7 (¥), edificando una teoria que consideramos muy interesante al
objeto que perseguimos ¥ que, en su parte méas elemental, explicamos
en nuestra cdtedra desde hace varios afios como complemento a la
basada en los restos potenciales.

‘ 2. Desde nuestro punto de vista, un grupo de & numeros primos
{P:s Py, -, Dk), Hene cardcter homogéneo de divisibilidad, siempre que
mediante el Gnico resuitado obtenido efectuando con un ntimero cual-
_quief_a N, un conjunto uniforme de operaciones, podamos determinar si
~ dicho niimero es divisible por algun p;, por varios, por todos o por
ninguno de los que componen el grupo.

La gperacidon a efectuar es sumar algebraicamente a tas decenas del
numero Ny (*¥) el resultado de mulfiplicar sus unidades por el «cardc-
ter distintivo» del grupo, observando si el nimero resultante es multi-
plo de uno, de varios, de todos o de ninguno, en cuyo caso podemos
afirmar que el nimero N, es multiplo respectivo de uno, de varios, de
todos o de ninguno de ellos.

En el caso de que el nuevo namero formado N, tenga gran valor
‘absoluto, podemos operar con él en idéntica forma hasta llegar a otro
cuya determinacion nos resulte inmediata.

Denominaremos «capacidad» de un grupoala poten(:la en que figu-
ran dichos numeros. Asi, el grupo (P}, ph) tiene una capacidad £, te-
niendo esta misma su correspondiente cardacter distintive. Si las poten-
cias son las primeras, suprimiremos esta calificacién.

3. Aunque no encuadrados en la regla general dada, constituyen,
sin embargo, caracteres homogéneos de divisibilidad:

a)  El grupo de capacidad = (27, 57), pues basta que las » prime-
ras cifras a contar de la derecha del namero N, sean multiplos de 27,
de 57, o sean ceros, para saber que el niimero sera divisible por 27, por
5" o por los dos yue componen et grupo.

Este caso trivial no lo consideraremos en lo que sigue, dada la fécil
eliminacién de dichos factores, ademds de hacer tmposible su inchusion
la condicién necesaria de que hablaremos seguidamente.

&) El grupo (3, 9), pues la suma de los valores absolutos nos per-

mite determinar inmediatamente siel namero es 3, de 9 ¢ de ninguno.

' (") Sialaizquierda de un ntmero digito colocamos su duplo, e ndmero resul-
: _taﬁte es 7 En efecto, si aquéi es a, el nuevo serd 2.Jua-|-a=2ra= 7 Basada en
+ esta simple propiedad establece Kochansky la divisibilidad por 7, siendo su conclu-
m&u un caso particular de lo que se indica més adelante para el grupo (3, 7).
4**") _Prescindiendo en lo sucesivo de las unidades del mismo.
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4. Para yue un grupo (py, Pa, ..., Px) de néimeros primos tenga ca-
rdcter distintivo, es necesario y suficiente que las unidades del producto
"
de dichos nimeros 'n:p sea 1 6 9, forméndose en el primer caso un ca-

racter distintivo sustractlvo cq ¥y en ¢l segundo aditive c ds obtenidos
por definicién, de la siguiente forma:

k k
np. — 1 np, +1
1! . 11

Ca=—"55 ¥ ©%="Tp
Asi, por gjemplo, el caracter dist’intivd ‘dé] grupo (3, 7), serd

BI—1. - 21—1
=TT T T 0

y el del grupo (9, 113,
. oM +1_89+1_

CaT TR T T T
Otros ejemplos: )
a) Grapo (7,11,13)  cg=— "B = =100
4) Grupo (3, 13) g = ?1;{?%1=4, _

Dado un grupo de nameros que no cumplan la condicién necesaria,
basta introducir en él otro ntiimero primo del menor valor absoluto po-
sible, elegido convenientemente para que pueda apllcairsele la presente
teoria. . .

Si nos interesaran el grupo (7 9) cuyo producto es 63, basta consi-
derar este otro (3, 7, 9) en que ®p = 189, haciendo. formar parte del
grupo al 3, 6 bien aumentando una unidad su capacidad, considerando
(3%, 7%) en que = p = 3.969. '

5. Elalgoritmo definido en 2 tiene la justificacién matemaética que
sigue:

a) Cardcter distintivo sustractivo.

Sea N, el niimero dado cuyas unidades indicaremos por u,. Siendo
el cardcter distintivo del grupo {(pr, Pay - Pr )

k

Tp;, — 1
1Pi

G=="Tg "
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la operacién a efectuar da lugar al nimero (teniendo en cuenta el kecho

de que prescindimos de las unidades de N,): e
k 'y k
N ﬁN_ﬁu_ld_::l p;—1 . N —u, —u1fpi:+“1 _;N1 "'ui"fpi
* 10 10 T 10 10
y de aqui:
k ' '
-N1=10N2+ “1';‘Pif It

Euego si N es p; , también lo tendra que ser En general, 51 N, es

pi, pg, .. lo serd 1gualmente N de dichos numeros. En el caso de que
N, =0, nos indica que N; es miltiplo de todos los del grupo.

Si N, es de gran. valor absoluto, podemos efectuar con él idénticas
operaciones, obteniendo :

k k k

mp; — 1 Ne— g —ugmpyfu, Ne—usnp;
N, — Ne -y 1 e = 1 . 1
3 10 10 : 10 - 10
de donde _ _
. k )
Ny == 10N, - 1y m py (2

pudiéndose aplicar el mismo razonamiento: si Ny es p,, py ... 10 es N,
~ y al serlo N, en virtud de [1] lo es N,. C v
Sustituyendo el valor de N, en [2] y despejando N, tendremos:

. . \ :
b N1:102N3‘4‘(10u2+u1>:tpi e

en donde hemos denominado u, a las unidades de N,.
En general, si esta operacidn se repite k—1 veces; tendrenios:

k
N, =105t N, + (105 2y 4 105 g4 100, + uy) p, 3]
igualdad esta ultima que nos serd muy Util mds adelante. -
&) Cardcter distintivo aditivo.
En este caso, tendremos sucesivamente

K X
‘I‘Pi+1' Ny +u T p

N, uy _
o MT o

N, = >t
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vy de aqui

' k
N1=10N2'_'U1:rpi

Continuando el algoritmo definido
kK . .. k

. . -1
N, = Nz_— us + 1“ P - _‘Nﬂ + “_2_;;,’3
g 10 0 "= 10

vy deSPEJaHdO a N, en el resultado de sustltuu en esta fltima igualdad
el valor de N,, se obtendrd

. S
Ny =108 Ny — (10 u; + u,) I‘Pi .
En general, para el £-simo namero:
k—1 k—2 k—3 ‘ k
Ny=10" N —(@10 "u_ +10 "u ., +..+10u+u) TP, (4]

siendo validos los razonamientos anteriores y muy interesante para

nuestro estudio la igualdad [4] obtenida.
.~ 6. 1.9 Determinar st el niimeto 33.726 es divisible por alguno del

grupo (3, 7, 11). El cardcter distintivo serd:.

BTAL—1 o
Cy=— " 8%
d 10
luego operaremos como sigue:
. 33726 ;
1538 —25<8 .
25(1
23 ‘—25><.:1‘
0

por tanto, podemos afirmar que 33.726 es multiplo de los tres niimeros

que componen el grupo.
2. Hallar por qué ntmeros del grupo (13, 17) es divisible el nu-
mero 2.584

cyg= — 15><1107'—1“__'__'_22
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luego

25804
88

170

por tanto, 2584 es 17, no siéndolo de 13.

3.° Calcular si 7.402.395 tiene por divisores algunos de los que
componen el grupo (3, 7, 11, 13, 17).

Siendo el caracter distintivo

cg = — 5.105, tendremos:

7.402. 39 (5
255 25

7147 1(4
2042 0 , ‘

51051
5105

0

deduciendo por lo anterior que 7.402.395 es multiplo de 3, 7, 11,13 y 17,
4.° Determinar para el mismo grupo (3, 7, 11, 13, 17) si 189.805 es
divisible por algunos de los que lo componen.
Tendremos: '

th o2

(5

1RO -
|

E:
a2

| Lo

.
I
[=2]
Lo
&)

y, como da nimero negativo, nos indica no es divisible por todos los del
grupo. Ficilmente se ve no es 3; pero side 7, luego elimindndolos
del grupo queda este otro (11, 13, 17) cuyo ca == — 243, y aplicdndolo
a 6545, obiendremos: '

+

que es 11 y 17. En resumen, el ntimero 189805 es divisible por el gru-
po (7, 11, 17).
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5.° Para saber si 79365 es divisible por el grupo (3, 13}, como
¢’ g = 4, basta efectuar las operaciones que siguen:

79365

resultando serlo por ambos.

7. Conwene, sin embargo, sistematizar dichos grupos de tal ma-
nera que resulte sencilla y rdpida la 1nvest1gac16n de los d1v1smes por
los primeros nimeros primos.

Proponemos, para nameros inferiores al millén, los siguientes
Erupos:

(3.7,11) con cq=—23 ‘
(13, 17) Cq==-— 22 :
(19,29, » cg=—2>55
(23,37) » cy=—85%y
(31, 41)  » cy=—127

L3

y para superiores al millén, aplicar directamente el gfup’o:
(3, 7, 11,13, 17) con cg=—35.105 -
y la capaci-dad [2] para el grupo (13, .7) |
13%) con cq = —828.

8. Puede ser interesante algunas veces determinar si un mimero N
es divisible por otro #, y exclusivamente por él. ’

Si el nimero = cumple la condicién necesaria, formaremos el gro-
po (n, 1) y e aplica el algoritmo definido. En caso contrario se asocia
con otro del menor valor absoluto que le haga cumplir dicha condicidn.

Casos particulares muy notables lo constituyen: '

a) El grupo (9, 1), en este caso como ¢’q = 1, nos indica que a las
decenas de N habrd que sumarle las unidades, efectuando idéntica ope-
racién para 10s ntimeros que se deban formar sucesivamente, resultan-
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do, por tanto, esta regla andloga a la deducida por los restos poten-

ciales.
Asi, para determinar si 4536 es g, segtin nuestro algoritmo serfa:

453(6
3]

459
9

54
4 -~

9
6). lgual nos ocurre con el grupo (11, 1), ya que siendo' cq == — 1,
debemos a las decenas restar las unidades, ¥ asi sucesivamente, coin- .

cidiendo con la de restos potenciales.
En efecto, suponiendo para fijar ideas que N; == 102 1y - 10 u, 41y,

la aplicacion del algoritmo para 11 seria:

108 10 tg 4 uy — '
N: = ot Ou{(}_l_ — thi‘oua"kuz—ul

Ous—l—uz—“u,!(—)——!l(uo—- 1) 1y — {11y — 11y} ==ty — 11g 1y

Ny =

confirmédndonos lo indicado.
Aplicando el algoritmo para ntimeros gue cumplan la condici6én ne-

cesaria, pueden establecerse criterios de divisibilidad para un solo nu-

mero.
~ Asi, por gjemplo, si se trata del mimero 61 podriamos enunciar el

siguiente-teorema: Un ndmero es divisible por 61 si el resultado de
restar a sus decenas el séxtuplo de las unidades da cero.

Ejemplo: '

Sea el niimero 9089, aphcando el algoritmo

2908(9
54

54
4

8
2
61
6
0 -

indicindonos es 61.
Determinar si 67 es divisor de 162 044, —
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- Como no cumple la condicién necesaria, formaremos el grupo
(3,67) cuyo ¢g — — 20, resultando
1629434
8

indicandonos es 67 el namero 162.944.

9. Cuando el grupo de nimeros primos tiene capacidad, conviene
encontrar una férmula de recurrencia que nos evite el calculo de las
potencias sucesivas.

Esquemdticamente damos a continuaci6n los resultados para obte-
ner dicha formula recurrente, segiin los caracteres distintivos del grupo
inicial de capacidad (1).

Cardcter distintivo aditivo Cardcter distintivo sustractivo
P el ot TPl
a 10 4 10
(@ . mpi—1 @ __ 71
Ca = 10 - %= o
W) _ g FPEL R (1 x—1y _ _ mpk—1—1
€d (=% i0) Ca 10
_ k_
) EH npk - l)k”‘_’ W ___ TP 1
. G =0 10 Ca 10
v de aquk
sk k)
o'l k- (D)t cf . mpk—
C’EikﬁiJ - ﬁpk—1+(_])k Cglk—:l) - ﬂpk—1 —1
de donde
4 R St V) el Sl Y o A ey TPl
CaTTT 0 T oo gk T R ey [
) /() i)
. r{k—1)[ _ Ty ]_ o (k—i!ﬂ_[ .ty ]__
=—¢%q TP = =Cy = ——=|
cfélk—’l] Cék_i)
= ci[dk—i) T‘P"!‘C'Eii) — Cg{—l)“p _ CS‘li)

Ejemplos: 1.° Hallar los caracteres distintivos del grupo 3,7) de ca-
pacidad (2) y (3).
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Bastard, segtin la tltima f6rmula obtenida y siendo =p — 3 X 7= 21.

W 5.7—1 (;
5; 7 y = — lo = — 2. —_
B, 7 d - ey
{52172) " Cd=[—‘2.21—21=~—44- cd::—M‘

()] 3
(3,7, g =—{444<214-8]=—926 c; = — 926.

2.° (Calcular los caracteres distintivos hasta capacidad (3) de! gru-
po (3, 13), con ®p =239 ‘

1€)] : {4}
(5, 15) C'd.:__s%ﬂ:dl C'd:4
() (2)
(3%, 13%) C¢y=—4xB39+4, cy=—152
6] (3
(3%, 15%) C'y=—[—152](39) + 4 'y = 5952

El concepto de capacidad puede dar lugar a teoremas muy infere-
santes, pero que nos apartarian del fin primordial que nos hemos pro-
puesto, dejando, pues, su estudio mds detenido para otra ocasién.

10. la teoria de divisibilidad por restos potenciales se limita a in-
~dicarnos si el namero dado N; es multiplo del namero primo 2 que se
ensaya, pero una vez obtenida esta certeza, los cdleulos efectuados no
sirven para la descomposicién factorial, debiendo, pues, de procederse
a la divisién de N, entre p, para poder continuar la operacion.

Asi, por ejemplo, para saber si un numero es-divisible por 11, tene-
mos que sumar las cifras de lugar par, luego las de lugar impar, restar-
las v si es cero o 11, el niimero dado lo es. Pero los cdlculos efectuados,
una vez conseguido nuestro objeto, en nada nos facilitan la obtencién
del cociente por este ntimero, que tendrd que ser obtenido por la regla
ordinaria. :

Las igtialdades [3] y [4] nos servirdn para salvar esta laguna, permi-
tiéndonos facilitar la descomposicion factorial en gran manera,

Para ello sentaremos, al objeto de abreviar, la siguiente definicion:

11. Daremos el nombre de «numero diegonal» al formado por las
unidades sucesivas despreciadas al aplicar el algoritmo inicial ¥ eoloca-
das sus cifras en el orden inverso a como han sido obtenidas.
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Asi, en ¢l ejemplo 1.° del pérrafo 6, en el que nos proponiamos
averiguar si el ntimero 33.726 ¢ra divisible por el grupo (3,7, 11), al
aplicar el algoritmo inicial siendo ¢y = — 23, se obtuvo

33726
138
3 4

23
92

25(1
23
0

Siendo en este caso el numero diagonal, que representaremos
por NV = 146. '

En el ejemplo 3 es facil ver que dicho numero es N =145, y con el
5.9 resulta ser V-— 7.963.

12. Enunciaremos dos teoremas sobre el ntimero diagonal de im-
portancia capital para nuestra teoria, teniendo.en cuenta si el caracter.
distintivo es sustractivo o aditivo. ‘ .

a) En el primer supuesto:

Obtenido un resto cero, aplicando el algontmo inicial a un nhmero
N, por un grupo {p,, ps ---, px) de ntmeres primos, el ntmero N, serd
igual al producto de dichos ntimeros primos por el ndmerc diagonal
que resulte. _

Asi, en el gjemplo 1.°, que hemos reproducido anteriormente, lega-
bamos 4 la evidencia de que 33726 era multiplo del grupo (3, 7, 11). En

virtud de este teorema, conseguimos, ademas la descomposicién facto-
rial sigpiente:
55,726 = 5> T 3¢ 11 >< 148,

»

que nos permite hallar el cociente y operar ya con' 146, de muy fdcit
obtencion su descomposicion factorial.

Igualmente, en el caso de ser 7,402,395 por el grupo (3,7, 11. 13,17)
en que ¢g = — 5105, al obtener

nos permite. escribir que 7.402.395 = 3 X 7 >} 11 13 3 17 X 145,
&) Enel segundo supuesto {cardcter aditivo) el teorema es el siguiente:
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Obtenido un resto igual al producto de los niimeros que componen
el grupo, el ntumere N, es igual al producto de dichos nimeros primos.
multiplicados por el complemento del nimero diagonal, gque designare-
mos por V.

De acuerdo con lo anterior, en el ejemplo 5.°, cuyo esquema es,
para el grupo (3, 13), [cq = 4]:

652

-]
| ©
Irom
om

[42 B¢ ] -3
0= | Ngp
S [+ en
=)

5

1
8

39=5>=13.

) —

siendo V= 7965, su complemento serd N = 10000 — 7965 — 2.035,
luego :

79365 = 3 < 13 >< 2.035

13, Para el caso de cardcter distintivo sustractivo, la demostracién
parte de la igualdad {3]

k
Ny = 107! Ny -+ [105 2wy + 1025+ = + 10 up - ] wp;

pues haciendo en ella N, — o, se tiene:

.
N, = [105" 2ty g + 10820y + -+ 100, -] =,

y como lo encerrado entre paréntesis es, segln definicién N, tendremos
k
N, == NI‘Pi = NPy Pa- Py !

que corrobora nuesiro aserto.
Para demostrar el teorema expuesto en el apartado 4), basta eh [4]

N, = 1051 N, — (1057 20y =105 Py o+ 100, +u,) wp,
hacer Ny — =p;, con lo cual

N,=10k—t“l?i — (10%? Uk71+mk_3“k-2+"' 410 uy 4 u,) TP =

=mp, [1057 — (10572 g+ 105 gy -+ 101+ u,)]
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¥ ¢omo lo encerrado entre corchetes es el complemento de 2V, tendremos
finalmente, como desedbamos:

Ni=p,, ps-py IV

14. 1.° Descomponer en sus factores primos el nimerc 218.295.
Aplicaremos primeramente el prupo. (3, 7, 11}, cuyo ¢q = — 23,
siendo el esquema: :

- ®
—

95"
5

1

o)

(4

F-L ALY
1 ol Bt

(@

el -
~1 =1

0
0

o o e
por tanto, podemos escribir directamente:

218205 = 5 5 T >< 11 >< 945 =5 5 T < 11 3¢ 5 > 199,

2.9 Hallar si existe capacidad tercera del grupo (3, 7) en el namero
120.393 aprovechando los cdlculos, si es posible, para su descomposi-
cién factorial. ;

Como en este caso es cg = — 926, tendremos:

1 G

6
.59
78
6

6
0
fuego, podemos escribir
120.395 = 3% . 7% 13.

3.° Descomponer en sus factores primos el'numerc 11.486.475.
Por ser superior al millén, aplicaremos directamente el grupo (3, 7,
11,13, 17}, cuyo ¢y = — 5105, obteniendo

1148647(5
5

e

—
—

[= I e}
ool |
| &N
= =R

|

oo
(Y5
(5]

——
oo
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luego en-prihci pio
1T.4B6.475 =3 >< 7 >< 11 =< 15 >< 17 = 225
y como 225 = 32 5% se tiene, finalmente,
11.486.475 =33 >< 52 > 7 >< 11 > 15 =< 17.

15. Es evidente gue lo anterior representa el caso ideal de que el
nimero dado sea maltiplo de todos los que componen el grupo. Sin
embargo, es posible obtener un mayor provecho de las férmulas [3] o
[4], bastando que el namero sea miultiplo de uno solo de los componen-
tes para que pueda ser hallado su cociente.

En efecto, supongamos para fijar ideas que N, sea p1 ¥ de pa €D
este caso de la [3]

k

Ny = 1084 Ny (106 -ty + 1053ty 10Uy - ) wp s,

haciendo Ny = p, . p, . ¢, queda

k
N = 10k—1c. pypy + {10821, -+ 10531y o+ ...+ 100 —udp Pe 1; Pi

v de aqui,
k-1 k
Ny=p,p.[l07 "¢+ Nup, (5]

Si el cardcter distintivo fuera aditivo, en idéntico supuesto legaria-
mo a la expresion ’

. ) X o
N; = P1Ps [lohwi c— N“;P i] L]

Resolvamos, para fijar ideas, unos ejemplos bien simples:
a) Descomponer.en sus factores primos el niimero 931.
Consideraremos el grupo (3, 7), siendo ¢; = — 2, tendremos:

935(1
2

~ W
— i

En este caso tendremos segun [3}:
951 = 7[10® 4 3. 11] =7.135.

&) Descomponer en sus factores primos el nimerc 31395.
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Tomaremos como base el grupo (13, 17), cq = — 22

31396

| -
—
=]

|

{

st CH
5
Q0 0D

w

-,
(=
£

104 es 13, luego, segun [5]
31395 = 13[108.8 - 95 < 17]= 15 > 2415
vy como facilmente se deduce que
2415 =5 483 =35> 5 X 181 = 3 < 5>< T >< 23

tendremos que
31395 =3 <5< 7 >< 153 % 23.

Sea, por ultimo, descomponer en sus factores 953.887.935.
Aplicando el grupo para mayores del millén, tendremos:

Por tanto, en principio
955887835 = 5 >< 7 >< 11 =< 13 >< 17 < 18.685

v teniendo en cuenta que
' 18685 = 5 >< 5.757
y de aqui, siendo 3737 == 37 X 101, resulta en definitiva
B538B795356 =3 >< 5>< T > 11 >< 15 >< 17 > 57 > 101,

que nos permite darnos cuenta de la bondad del procedimiento ex-
puesto. '




