Construccién de tablas de mortalidad

Por D. Miguel Saura del Campo,

Ingeniero Industrial. — Estadistico Facultativo

del Tustituto Nacional de Estadistica. —De la Di-

reccion General de Aduanas.—De la «<Powers-
Samas Accounting Machines».

I.—Probabilidades de muerte.

Sean mis primeras palabras de agradecimiento. Ocupar un puesto,
aunque sea el ultimo, en las tareas anuales del Instituto de Actuarios,
es honor y distincién, que yo, desde luego, no merezco. Oir las frases
de elogio que de mi se han hecho, rebasa, con mucho, lo que de mi,
torpe expresion y de mis modestos conocimientos puede esperarse.
Sea, pues, mi gratitud a todos.

Antes de entrar en el tema, trataré de disculpar el atrevimiento que
he tenido opinando sobre una técnica que, como la de mortalidad, tan
célebres actuarios, estadisticos y demdégrafos formaron.

Por pequefias dudas en los métodos censales de ajuste, comenzd
esta investigacién. De las dudas pasé a lo que yo creo errores, para
llegar més tarde a soluciones propias. Acogido carinosamente mi pri-
mer trabajo, por el Ilmo. Sr. Director general de Estadistica se nombré
una ponencia (*) del Cuerpo Facultativo para su conocimiento. Anima-

{*) La ponencia, presidida por el [lma. St. Director general de Estadfstica, se
constituyd por:
Excmo. Sr. D. Antonio de Miguel Martin.

’ D. Jos€ Irizar Egui.
D. Adolfo Melon Ruiz de Gordejuela.
D. Javier Ruiz Almansa.
D. José S4enz Garcia.
D. José Ros Jimeno.

(Sigue la nola en la pigina siguiente.)
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do tanto por mis colaboradores, como por Jefes v compafieros, me vi
obligado a seguir su estudio.

Los métodos de ajuste me ilevaron a las perecuaciones, siguiendo,
més tarde, por los grificos a las tasas de muerte, funciones de pobla-
cién y mortalidad; para finalizar en las funciones de tasas y funcién de
supervivencia. De esta forma, y sin vo pretenderlo, fui penetrande
poco a poco en la técnica de la mortalidad, y de tal forma que, cuando
quise recapitular, encontré que poco o nada habia quedado sin remo-
ver, de los procedimientos de formacién para tablas nacionales de
mortalidad. A

Por tltimo, debo declarar que mis debilidades de padre bondadoso
no me llevaron hasta el punto de pasarme inadvertido que en una in-
vestigacion como esta, que tanto tiene de original, se habrdn deslizado
errores que mi limitado bagaje de conocimientos no permitié ver, pero
que ustedes, el mds alto tribunal que puede entender sobre tablas de
mortalidad, juzgara.

En el bosquejo de esta conferencia inclui un estudio previo de los
trabajos que acerca de la mortalidad han sido hechos, y también incluia
las orientaciones y puntos de vista distintos, desde los que se ha enfo-
cado el asunto; pero ilevado a cuartillas el guion, desisti de este propo-

"sito para no agotar la paciencia de la Asamblea. Asi, pues, siéndoles
perfectamente conocido cuanto yo pudiera decir a este respecto, comien-
zo el estudio de la mortalidad por su representacion grafica.

REPRESENTACIONES GRAFICAS.— Esquema de Lexis— Ante la compleji-
dad de los elementos que intervienen en el estudio de la mortalidad se
hace precisa una representacion grifica que aclare la marcha del fené-
meno, siendo el llamado esquema de Lexis el que resuelve el problema.

Lexis fundamenta su construccion gréfica en las llamadas Zineas de
vida, que no son mas que las huellas dejadas en un sistema cartesiano
de la continuidad de vida de un conjunto de habitantes. Lo mismo que
el bardgrafo o el termografo marcan la curva de las presiones o de las
temperaturas sobre un papel registrador, asi el esquema de Lexis marca

D. Andrés Cerdidn Moreno.

D. José Marfa Huarte Baztdn.

Dotia Victoria Beatriz Baylos Corroza.
D, Glicerio Bermtidez Romero.

D. Juan Cruz San Roman Ramirez.

D. Manuel Garcfa Alvarez.
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sobre el plano la duracién de todas las vidas que forman un conjunto
de habitantes.

Dos ejes cartesianos son divididos en segmentos iguales entre si, e
iguales en los dos ejes, llamando al eje de abcisas linea de tiempos y al
de ordenadas linea de edades. La linea de tiempos no es mas que la re-
presentacion rectilinea del tiempo, contado a partir de un momento que
se toma como origen de coordenadas, llamado origen de tiempo.

En la linea de tiempos estd el comienzo de todas las lineas de vida,
que empiezan por nacimiento, desarroltdndose éstas segtin ordenadas
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que parten de aguélla y precisamente en los puntos cuya fecha corres-
ponde a la del nacimiento. Asi un individuo cuyo origen de registro o
nacimiento se encuentre en el punto N (fig. 1), ird describiendo la recta
N M en el transcurso del tiempo.

Larecta N M corta sucesivamente a las paralelas por x,2 + 7,2 4 2...,
etcétera, a la.linea de tiempos a medida que las edades del individuo con-
siderado pasen por esos valores. Esta recta-registro concluye por dos
causas, o bien porque el individuo emigre del conjunto en observacion,
linea N E, 0 porque muera, linea N M. Las /ineas de vida pueden también
comenzar fuera de la Jinea de tiempos; caso que ocurre cuando los indi-
viduos que ingresan en el conjunto observado lo hacen en fecha poste-
rior a la de su nacimiento, tales son las lineas de vida IM e I E.
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Hasta este momento sélo hemos considerado una sola /linea de vida;
pero el esquema de Lexis registra todas las que forman un conjunto en
observacién. En la figura se ha representado el caso para la generacion
comprendida en los tiempos (2) — (¢ + 7).

Es condicién constructiva del esquema de Lexis que, tiempos iguales
contados sobre cualquiera de los ejes, 0 una parte sobre la /linea de
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2iempos y otra sobre la linea de vida, se expresen por segmenios tam-
bién iguales. En consecuencia, la linea de vida, que comienza por naci-
miento en el principio del 1910 (fig. 2), tendré treinta afios de edad en
el principio del afio 1940 y se efectuard que:

oa-——ae=og=od==0a-}ad.
Lo mismo ocurrird para cualquier otra /inea de vida, ¢ / en que:

oc+cf=og=od=oé+cd,
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igualdad de la que se deduce que:
cf=cd,

es decir, que cuando el tiempo llega al comienzo del afio 1940, el indi-
viduo que nacié en el primer instante del afio 1930 tiene una linea de
vida ¢ f igual al intervalo ¢ 4.

Limitando el caso a la observacién de un afio, es decir, al conjunto
de nacidos (despreciando la migraciér para mayor sencillez) durante el

Fin febrero /947,
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transcurso del afio 1940, veremos (fig. 3) que las lincas de vida de todos
los nacidos en ese ailo tienen sus extremos en una recta que forma un
angulo de 45° con la linea de tiempos en 1.° de enero de 1941.

A partir de primero del afio 1941 continuamos la observacién. Las
lineas de vida del conjunto observado aumentan segmentos iguales en
periodos de tiempo iguales, es decir, que los extremos de las lineas de
vida se desplazan, seglin rectas que forman dngulos de 45°, con la Jinea
de tiempos, a medida que transcurre la observacién. Estas lineas, en las
que en todo momento reposan los extremos de las /ineas de vida, son
las llamadas isdcronas.

Con los elementos anteriores se expresa los valores que intervienen
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en la mortalidad, y se hace asimilando 'las liweas de vida a lineas de
fuerza y conjunto de habitantes a conjunto de /lineas de vida, siendo
dadas las distintas modalidades que puede tomar aquél por las /ineas
de vida cortadas por las rectas ya descritas.

Existen en un momento dado tantos habitantes de una generacién
cuantas sean las /ineas de vida cortadas por la isdcrona correspondiernite.
De igual forma existen o existieron tantos habitantes, de edad «, pro-
cedentes de una generacion cuantas fueran las /ineas de vida cortadas
por la recta de edad x.

Los muertos son determinados por diferencia entre los conjuntos de
lineas de vida cortadas por las rectas qut limitan las condiciones o fe-
chas en que ocurrieron las defunciones,

Teniendo presente el posterior desarrollo de este tema, se limitar4 el
esquema de Lexis al campo de dos generaciones. anuales y a cuatro eda-
des (fig. 4).

Debsjo de cada linea del esquema es{4 colocado el valor que repre-
sentan las /ineas de vida cortadas por ella, siendo el valor de las defun-
ciones el correspondiente al tridngulo en que estdn colocados.

Empleamos la notacién E5 para los habitantes que cumplen x afios
durante el afio 2; Py para los habitantes que en primero del afio z tienen

x afios; a D} para los que mueren con ¥ anos, durante el afio 2, proce-
dentes de los habitantes que en principio del mismo afio tienen x— z

afios, y 3 DZ para los fallecimientos de edad x ocurridos en el afio z,
procedentes de los habitantes que en primero del mismo afio tienen
x afos. '

Por no alejarme del tema principal a tratar, omitiré las variaciones
introducidas por otros estadisticos en el esquema de Lexis.

Como hemos visto, se fundamenta el esquema de Lexis en las lineas
de vida, expresando los distintos valores que intervienen en la mortali-
dad por conjuntos de lineas de vida cortadas. Acostumbrado, en el cam-
po de lademografia, a la representacién por lineas, dreas o volimenes
de los conjuntos estadisticos, intenté llevar este esgquema a una repre-
sentacién grafica del tipo cldsico, pero el primer inconveniente que se
encuentra (si de un grafico de drea se trata) es el de que las superficies
limitadas por el eje de abcisas, las ordenadas y las isdcronas correspon-
dientes son menores a medida que el grupo de poblacién que se consi-
sideraba es de menor edad. Hecho que no permite establecer una escala
con la realidad, por ser contrario a ella. Este inconveniente pudiera ser
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salvado mediante un cambio de ejes, introduciendo ciertos convenios
en el gréfico. Pero a lo que no encontré solucién fué a que las lineas
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isdcronas (tengan o no la inclinacién de 45°) sean rectas; pues admitir

esto en un grifico de superficies seria tanto como decir que Ja pobla- .
cion se distribuye por edades segun los términos de una progresion

aritmética, supuesto que no creo acepte ningun demdografo.
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Por todo lo anteriormente expuesto, me he permitido sustituir el
esquema de Lexis por el grifico que seguidamente presento, en que,
ademds de venir expresado por dreas, los elementos precisos en los
calculos de unas Tablas de Mortalidad, permite ver facilmente el des-
arrollo y obtencién de las funciones de poblacion, mortalidad, tasas de
muerte, etc.; funciones que como novedad tendré el honor de presentar-
les en la segunda conferencia. »

REPRESENTACION GRAFICA DEL CONFERENCIANTE.—Finalizadas las labo-
res de tabulacién, de una inscripcion censal o de un conjunto de polizas
de vida, podremos formar un gréafico (fig. 5) en que, dividido el eje de
abcisas, que representa edades, en intervalos iguales, se ha construido,
sobre ellos, rectdngulos tales que, el 4rea de cada uno, a la escala adop-
tada, represente el nimero de habitantes o de asegurados de cada edad.
Expresando el intervalo (x) — (¥ - r) edades comprendidas entre = y
x -+ r afos.

Tomemos ahora (fig. 6) uno de estos rectingulos, el P; por ejemplo,
¥ las papeletas o cédulas que les correspondan y clasifiquémoslas en
dos grupos, compuesto el primero por edades de » a x mas seis meses
y el segundo, por edades de z m4s seis meses a # mds un afio. Eleve-
mos sobre cada medio intervalo (ya que se comprenden seis meses) un
rectdngulo, cuyas dreas correspondan a estas subdivisiones, quedando
el rectangulo primitivo, Py, subdividido en dos y cuya drea serd, evi-
dentemente, igual a la suma de los dos nuevos.

Si continuamos haciendo subdivisiones, por trimestres, meses, dias,
etcétera, llegaremos a un grafico (fig. 7) en que el area viene limitada,
no por una recta sino por una guebrada confundible, en el limite, con
una curva. ‘

En esta funeidén en escalera, no es posible eliminar los escalones,

por tratarse de la unidad demogrifica, habitante, muerto, etc., pero
cuya continuidad se admite en Estadistica, y mas en este caso, en que,
pudiendo crecer la variable independiente, #, por incrementos infinita-
mente pequefios por ser tiempo, el momento estitico de estas 4reas es
funcién continua, por serlo los tiempos vividos por los componentes
del conjunto de habitantes, que aquél expresa.

Lo mismo que hemos hecho con una edad, haremos con todas y
entonces, la poblacién, ya no vendrd representada por una serie de
rectdngulos sino por una curva (fig. 8) cuya expresién matemdtica,

e e
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. X4 1
P(x), nos dard, por su f P(x) d x, los habitantes de edad x, lo mismo
X

. que antes nos lo daba el drea de cada rectdngulo.
La integral de P (x), no nos da més que la instantdnea del conjunto,
en un momento dado, fecha del cierre o inscripcién censal, pero la
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poblacién, durante la observacién a que se la somete, sufre variaciones
que son motivadas por fallecer habitantes, por cumplir afios, por emi-
_ grar del conjunto observado y por inmigrar en el mismo, aunque pres-
cindiremos.de la consideracién de estas dos ultimas, dada su escasa
importancia en los calculos de unas Tablas nacionales de Mortalidad.

Las defunciones que se producen en el conjunto (si éste es suficien-
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temente grande) durante un mes, afectardn a todas las edades, produ-
ciéndose un descenso en la curva que limita las dreas, P () (fig. 9)
obteniéndose la P, (x), que tendrd la forma que sea y de la cual no

FiG. 7

vamos a ocuparnos por ahora. Lo mismo que ocurre al final del primer
mes, ocurrird en los siguientes, llegando, por tltimo, al final del afio a
la P,4(x). Ddndonos el drea comprendida entre las ordenadas x y » - s
y las dos curvas P (x) y Py, (x) las defunciones ocurridas durante un
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~ afio, en el: conjunto de habitantes, que en principio de observacién
tienen edades comprendidas entre x y x -+ 7 afos.

Simultdnea con esta variacion, es el cumplimiento de afos de los
individuos. Una cuarta parte del intervalo (x) — (x 4 7) pasa {fig. 10)
a la edad » + 7, durante el primer trimestre, otra cuarta parte en el
segundo, hasta que todo el conjunto pasa a la edad « -+ 7 al final del
ano de observacidn.

. Las dos variaciones, descritas, son simultaneas y actuan de modo
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P

igual sobre cada punto R de la curva P (x), a como lo harian los dos
vectores T,, T,, obligando el T, a descender la curva (deformacién
aparte) a causa de la mortalidad y el vector T, a desplazarse horizon-
talmente, por cumplir edades superiores a la inicial. En la misma figura
puede verse que, del 4rea limitada por las ordenadas que pasan por
x4+ 3/, yx 4 1, lacurva P (x) y el eje de abcisas, una parte pasa viva

ala edad ¥ + 7, la fE (x) d x y otra parte muere antes de pasar a esta

edad, la f D (x) d x, debido esto a los.dos movimientos de la curva, re-

flejo del fenémeno real.
A la figura 11 han sido llevadas todas las variaciones que experi-
_menta un conjunto de habitantes de varias edades en dos afios y su
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. construccion es la siguiente: En principio del afio 2 y en vista de los re-
sultados de un censo, calculamos la curva P%(x) (ya veremos como en
la segunda conferencia), que nos da, por las superficies que ella limita,
en unidén de las ordenadas y de la linea edades-tiempo, los habitantes
que de cada edad existen en la nacién. Al cabo de un afio esta curva
habré descendido y ocupard una posicién PZ+! (x), descenso que es
motivado por la disminucién de superficies, debida a las muertes ocu-
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rridas duiante ese afio y que a todas las edades afecta. Del mismo modo
habrén sufrido un desplazamiento de una unidad todas las ordenadas,
ya que las superficies o bien los habitantes que representan habrin
aumentado en un afio su edad. '

El 4rea P; de la superficie limitada por la curva Pz (x), las ordena-
das que pasan por x y'x + 7 en principio del afio ¢ y el eje de edades-
tiempo, viene a-quedar reducida, a primeros del afio z+ 1, al 4rea
PZ%}, limitada ahora por la curva P?+!(x)y las mismas ordenadas

que han tomado los valores x -} 7 y x 4 2. La diferencia entre las dreas
Piy pfi} es a causa de las defunciones habidas durante el afio 2 en el

I eonjunto de-habitantes Pz, - -
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A partir del tiempo inicial 2, observemos el fenémeno en un tiempo
A 2.1.a curva P2 (x) sufrird un descenso elemental que la transforma en
- ztAz -
la P(x) y las ordenadas se desplazan A z. Durante el tiempo elemen-
tal A z mueren los habitantes expresados por el drea de SN O Q, que se
descompone en las dadas por el 4rea de S N R Q que mueren con x — 2
afos y la dada por el 4drea de N O R que mueren con x — r aios, ya
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que cumplieron dicha edad cuando se produjo la muerte. En los sucesi-
vos tiempos elementales, las fajas elementales S N R Q disminuyen en
valor, al paso-que aumentan las correspondientes a N O R. Asi el fené-
meno varia desde morir todos con ¥ — 2 afnos en el primer instante del
ano 2, hasta morir todos eon x — r al final de dicho ano, siendo la
linea N M la que marca la divisoria entre los muertos con esas edades,
procedentes todos del conjunto de habitantes Pz _».

Volviendo al conjunto Py, veremos que durante el afo z mueren
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D% con la edad ¥y « Di.‘_l con la edad » 4 7. En consecuencia, los
que cumplen la edad x | r durante el aho 2, se mueran o no después
de cumplirlos, son los Ex4 .

Para mayor claridad han sido rayados algunos valores, viniendo
designados éstos por la notacién ya usada en el esguema de Lexis.

Por la poca influencia que en los cdlculos tiene el movimiento mi-
gratorio, no 1o hemos considerado anteriormente, pero el grafico per-
mite su representacion. Sobre la linea edades-tiempo (fig. 12) se llevan
las curvas (E M) de emigracién. Al final del primer mes los que han
emigrado de la nacién son clasificados por edad y construida la curva
[E M]f (x), que nos da por su J' (E M)j (x) d x, los que de cada edad han
emigrado. Al final del segundo mes esta curva se habra desplazado a
[E M]3 (x) y al final del afio a la [E M]j2 (x). '

Lo mismo que en el caso general, las ordenadas sufren un despla-
zamiento de una unidad al cabo del afio z.

Los habitantes que habrd que restar a los Pii} serdn los dados por
la suma: ‘
e[EM]s + 3[EM]Z

y los que se restaran de E;  seran los «[EM];.

Lo mismo, salvo ser incrementos, podemos decir de los valores d.e
las funciones [IN]Z de inmigracion.

En el grifico general (fig. 11) se han llevado las dos curvas, de emi-
gracién e inmigracidn, a la parte inferior de la linea edades-tiempo, res-
tandose las dos dreas para asi obtener en una sola superficie los valores
totales de P{ y E;.

COLECTIVOS DE HABITANTES ¥ COLECTIVOS DE MUERTOS.—Es indudable
que la mortalidad puede ser estudiada por el nimero absoluto de los
sucesos ocurridos de esta clase. Asi podremos ver qué cifras maximas
alcanza en el transcurso de los afnos, o bien si se trata de un periodo ‘
prefijado de tiempo, cual es la edad en la que mds defunciones se pro-
cucen o en la que menos, y aun se puede llegar a la ley que rige la
mortalidad-por tiempos o por edades. Pero lo que no podemos hacer,
sin recurrir a.otros hechos, es comparar los valores que la mortalidad
toma en varias localidades, en varias épocas, en varias edades, etc., ya
que para ello serd preciso trabajar con valores que relacionen las defun-
ciones ocurridas con las poblaciones en que se produjeron. Estas re-
laciones han sido fijadas siguiendo criterios distintos, por 1o que es pre-
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ciso considerar conjuntos o colectivos de habitantes v de muertos dife-
rentes.
Los colectivos de poblacién méds importantes son:

L D . 0

y entre los de muertos 1o son los:
aDf 4+ 3D:TY | 3DZ4aDi,, , aDZ-4 3D

Recordemos (fig. 11) que Py es la poblacién que tiene x afios en
principio del ano z. PiT'esla pobiacion que tiene x afos en princi-
pio del afio z 4 7. EZ son los habitantes que teniendo » — r afios de
edad en principio del afio z, cumplen x afios durante el mismo.

En las defunciones a D son los que mueren con x afos durante el
ano z,-de los que en principio de dicho ano tienen x — 7 anos. 'iSD,Z(*'1
los que fallecen con x aflos durante el afio z -}- 7, de los que en princi-
pio del afio z + 7 tienen x anos, siendo la suma aDZ + 3DZT! los fa-
llecimientos ocurridos durante los anos z y 2 + r con la edad x proce-
dentes de los EZ. Los 3 Df son los fallecidos durante el afo 2 con la
edad #, y aD§+1 son los fallecidos durante el ano £ con Ja edad » -} 7,
procedentes ambos de los Pg. Por tltimo, los a Dy , 3Dg, ya definidos
cuya suma no procede de ningan colectivo real.

TAsas DE MORTALIDAD.—La mayor o menor «repeticion» del suceso,
muerte, en cada colectivo de habitantes, caracteriza la mortalidad del
mismo. Estudiados los habitantes por colectivos de edad, su mortalidad
vendrd definida, no sélo por la importancia de la «repeticién» del suce-
s0, sino también por la importancia que tenga el colectivo de habitan-
tes que se estudia.

Las debidas relaciones entre los colectivos de muertos y los colecti-
vos de habitantes reciben el nombre de tasas de muerte.

Tanto en libros nacionales como en libros extranjeros, he visto usa-
do, indistintamente, los términos tase de mortalidad y probabilidad de
muerte, a los que habremos de afadir el estadistico de& frecuencia rela-
tiva. Unido esto a que figuras de tan relevante prestigio como FrEcHET,
De Mises, CanTerLi, DE Finerti, TORNIER, entre otros, encuentran posi-
bilidades de discusién sobre el concepto de probabilidad, me plantea-
ron un problema, que yo, modesto operador del azar, no me creo apto
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para resolver. Sin embargo, al tratar de formar unas 7ublas nacionales
de Mortalidad, tenia necesariamente que decidirme por una fasa que me
sirviera de base en el calculo de las mismas. Siendo la distincién de los
tres términos, fasa de mortalidad, probabilidad de muerte y frecuencia ve-
lativa, 1o que me permitié la eleccién. ‘

Como norma de seleccién consideré el hecho de que no siempre la
frecuencia relativa es o tiende a ser una probabilidad. Aceptando como
tasas de mortalidad aquellas relaciones que, a mds de ser frecuencias
relativas, fueran o tendieran a ser prodabilidades de muerte.

La razén por la que adopte este criterio' es la de que, debiendo to-
mar en el campo actuarial la tasa de mortalidad un cardcter de frecuencia
relativa, por otro lado, por depender de un suceso, muerte, de azar,
debia tender a una probabilidad. :

Es indudable que para aceptar como probabilidad una expr esién, se
debe fijar antes las condiciones del suceso y en vista de ellas deﬁnn la
probabilidad del mismo. Bien conocidas son las paradojas que el Cdlenlo
de Probabilidades presenta, como la de BERTRAND, en las probabilidades
geométricas, consecuencia de una incompieta definicién del problema.
Algo de esto, creo, ha debido pasar en la aceptacién, como prodabilida-
des de muerte, del gran ntimero de férmulas que ‘se han utilizado o se
han propuesto para el cdlculo de tasas de mortalidad.

Todo ello ha contribuido a que el estudiante, én sus primeras lec-
turas sobre probabilidades de muerte, y ante el gran mamero de férmulas
que pretenden serlo, se desoriente y dude de la utilidad y de la ciencia
de un Cdlculo de Probabilidades, que permite tan vanadas soluciones
para un problema que él cree dnico.

En vez:de establecer una relacién y definitla como predaebilidad de
muerte, he analizado el problema no sélo en su-marcha real, sino he
descendido en el cdlculo de la probabilidad a las probadilidades wunita-
rias, como ultimo elemento separable del conjunto probabilidad. Ello
me ha permitido ver que el Célculo de Probabilidides no es de una uti-
lidad muy discutible en este problema de azar, sino que hasta la fecha
se habian considerado como probadilidades de¢ muerte, relaciones que,
ni aun como frecuencias relativas, podian ser aceptadas:

Los tres tipos fundamentales de tasas de mortalidad, son:

aDZ 4 3D2tH?
AEZ

Tipo 1=



%

‘ Z
Tipo 11— 2%+ * Dt

X

NTVZ z
Tipo Il = M
X
siendo ya dada la significacién de los elementos que en ella intervienen.

TRES COLECTIVOS DE POBLACION Y TRES COLECTIVOS DE MUERT0S,— VOY 2
separarme del camino seguido hasta ahora en la exposicién para em-
prender otro que nos llevard facilmente a la seleccién de tasas de
muerte.

Comenzaré por presentar tres colectivos tedricos de poblacién con
sus correspondientes de muertos, producidos éstos en los primeros
durante un periodo de observacion.

Los colectivos son:

Colectrvo 1.°—Lo constituye una poblacion de P habitantes (fig. 13)
que durante la observacion sélo sufre las bajas producidas por muerte.
Pasa, por tanto, el colectivo por los estados P, P—1, P —2, .. P—D.
Es decir, comenzando por P habitantes, termina por P — D, si D es el
nimero de muertes registradas en su seno durante el periodo de obser-
vacién.

Notaremos que aqui los valores del colectivo poblaciéon no vienen
expresados en el grafico por dreas, sino por ordenadas, indicindonos
los intervalos en la abcisa, que durante el tiempo correspondiente a
ellos el colectivo de poblacion se ha mantenido constantemente igual a
PP—1P—-2 .. P—D.

Colectivo 2,°—FEstd formado por una poblacion de P habitantes, que
durante el periodo de observacion sufre bajas por defuncién, pero cu-
biertas inmediatamente que se producen por otros habitantes que en-
tran a formar parte del colectivo. El colectivo, por tanto, comienza por
P habitantes y termina también con P, siendo D el ntimero de fallecidos
durante el tiempo de observacion.

Por medio de horizontales se ha establecido la separacién entre los
habitantes que han entrado en el colectivo para suplir las bajas produ-
cidas en el mismo y los que quedan de los que formaron el colectivo
inicial. ’ .

Colectivo 3.°—FEste comienza con un valor cero y luego ingresan
individuos en él; a médida que transcurre el periodo de observacién y
cuando llega a su mitad en que toma el valor P, empiezan a salir habi-
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tantes del colectivo hasta que, al final, habiendo salido todos, toma el
valor cero. A m4ds de estas variaciones se producen D defunciones du-
rante la observacion.

Los valores de P, asi como los de D que figuran en estos colectivos
tedricos, se suponen ser iguales en los tres y el periodo de observacion
el mismo. En estas condiciones nos hacemos la pregunta: ;La relacién:

D

p

expresa la probabilidad de muerte en los tres colectivos, es su frecuen-
cia relativa o no expresa nada?

La forma de variar los tres colectivos teéricos de poblacién es la
misma, en lineas generales, que la de los conjuntos de expuestos al
riesgo de morir que sirven de base para establecer las tasas-tipo de
mortalidad.

En la tasa de muerte segunda varia el conjunto de habitantes ex-
puestos al riesgo de morir, lo mismo que lo hace el primer colectivo

teérico "de poblacion, salvo que P y D toman los valores Py y & Dg 4
a Df 11, admitiéndose como probabilidad de muerte a:

D
P
0 Sea en este caso
8Ds + aDii4
|24

La tercera tasa de muerte varia su conjunto de habitantes, lo mismo
que lo hace el segundo colectivo tedrico de poblacién, tomando los
P y D los valores Pf y 3DZ + a Dz, admitiéndose como probabilidad de

muerte la misma
D

P
que aqui toma el valor
' 3D% - o« DZ
P

Por ultimo, en la tasa primera varia su colectivo de habitantes, lo
mismo que el tercero de los tedricos de poblacidn, siendo Ef y aDs -+




o7

3DZ 7! los valores que toma Py D en este caso. Se admite, como en
las anteriores, que su probabilidad de muerte es la misma
‘D
P
correspondiente a . L
aDZ4- 3D F!
S
para esta tasa. '

COLECTIVOS REALES DE POBLACION. —Los colectlvos teéricos solo per-
miten un primer examen comparativo d_e‘las tres tasas-tipo de mortali-
dad, pero no un anadlisis del fenémeno por diferir en pequeiios detalles
de la realidad del mismo. Profundizando én, la investigacién, vamos a
estudiar las variaciones reales que experimentan los colectivos de po-
blacion, expuestos al riesgo de morir, en: cada tasa-tipo de mortalidad.

Comenzaré por la tasa segunda. En mi grafico, y ‘mejor aun en la
figura 14, se aprecia la variacién del colectwo P de poblacion, que esta
tasa considera como expuesto al riesgo de momr ‘Sometidos a la obser-
vacion, los habitantes Px, que tienen edadgs w_mpren-dldas entre x y
x 4 r aflos, en principio del afio £, disminuyen. en nimero durante él
por las muertes que en ellos se producen. El 4rea de ABFH = PZ va _
decreciendo por fajas elementales hasta llegar, al final del afio, al drea
de CGFH = P;1]. El 4rea de AB GC nos da la diferencia P; —
P,+ 1, s decir, el nimero de muertes ocurridas en el transcurso del afio
zen el colectivo inicial PZ. Este 4rea se descompone en las dosACB =

3DZy BGC=aDj i, representacién, la primera, de los muertos con
edad x y de los muertos con edadx 4 7, la segunda Proceden las dos
del colectivo Pg.

Esto mismo puede verse (fig. 15) en el fragmento del esquema de
Lexis. Las lineas de vida cortan simultdneamente a la linea PZy cuyo
niimero nos da el de habitantes en principio del afio 2. Continuando su
movimiento gscendente, algunas terminan dentro del trizngulo 3D%, las
que nos dan los fallecides con la edad ». De una manera sucesiva cor-
tan las lineas de vida a la recta Ex i, empezando por la izquierda, pa-
sando los habitantes que representan a la edad » 4 7. Dentro del tridn-
gulo « Di_l_i terminan algunas lineas de vida, cuyo namero es el de fa-
llecidos a la edad » + 7. Por dltimo, y simultdneamente llegan a la

7
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irdo el conjunto de lineas de vida que la cortan el nime-
nies.que en principio del afio £ 4 7 quedan de los que ini-

H
Z

FI1G. 14

Tanto en’un grifico como en otro las Unicas variaciones en cantidad
que se aprecian son las de muerte y éstas en forma sucesiva.

El colectivo tedrico primero de poblacién tiene una pequena dife-
rencia con el real (fig. 16), y es la de haber supuesto en aquél que los
muertos se producian a intervalos constantes de tiempo, no siendo asi
“én larealidad. _ . - -
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A la tasa de mortalidad tercera habremos .de oponerla que tanto en

aD? 13 D?
P;

mi grafico (fig. 17) como en el esquema de Lexis (fig. 18) puede verse,
que si bien los 3 DZ muertes proceden de los P? habitantes, no ocurre
10 mismo con las a DZ, que proceden de los Py _. Como quiera que Px

T
T

i

N ek N
LY LY R
. % E'S I &

”m 77, (T 7y My 7 -3 ges Mty /77:{

e =.z7-r —)

l& P7-2

. F1G. 16
y P;—4 son dos colectivos de poblacién, de edades consecutivas no liga-
das por ninguna relacién a los muertos de uno de ellos, no nos es licito
(sin otras razones) aceptar como tasa la llamada tasa tercera de mor-

talidad.
Se puede deducir la tasa tercera después de establecer la hipétesis

Py =P,

y las dos frecuencias relativas
a D% 5 DX
Pi_,—pP. ' P
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darén, por su suma, la tasa tercera de mortalidad. Aunque lo licito de
esta transformacién es muy discutible, la consideraremos como vilida.

N

A

K

i L

K> 7Z

B¢ Fz
7 X

™~ z+/
77z ' x)
Wt / |
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s mesas

PRy
— - - - o ” >

s b2

A

¥
N

Fi1G. 17

Los Pi_, habitantes vendran disminuidos, a principio del afio s - 7
en los muertos producidos en ellos, por lo cual

Prt <P
y como consecuencia de la hipétesis admitida
it <P
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Los dos miembros de estsa. desigualdad expresan los habitantes, que
de la misma edad z, existen en la Nacién, en dos afios consecutivos z
y 2+ 7 y segun ella son en mayor ptmero los de un afio que los del
ano siguiente. Hecho contrario a la realidad demogréfica, que establece
el incremento anual de poblacién: En -consecuencia la hipdtesis de
igualdad de poblacién no es posible -admitirla.

Aun es posible otra deduccién de-la férmula, fundada en la manera
de variar su colectivo basico de pohlamén Este colectivo viene dado
por el conjunto de habitantes que. ttqnen x;anos y suletas sus variacio-
nes a los necesarios cambios, parla_,Qt;g do el afio 2 no figuren, en
el colectivo, mas que habitantes de » Comienza el colectivo por

los P%. Salen después habitantes, tax
x -+ 7 afios. Los fallecidos serdn, si
ponerse de otros el colectivo. A medid

Yfa}lecer como por cumplir
n la edad x por no com-
ue“salen habitantes entran

otros que procedentes de Pz_; cump 7 gs_ji,;;g\aﬁos. Ahora hace-
mos la hipétesis, de que los que entran sofi‘es igugl numero a los que
salen, por tanto, la poblacién del colecti bésico permanece constan-
temente igual, en numero, a P2 de dond derdn los muertos a DZ
asi como los 3 Dy y la relacién entre muer 05 ¥ hlaclon dara la tasa
tercera. Pero la hipétesis de que la poblacléﬂd afios, sujeta al riesgo
de morir, permanece constante, es falsa. Veam; yg; 49) las variaciones
¥ P==P. Al final del
. segunda, después
tima. Por cumplir

reales del colectivo bésico. Comienza éste
tiempo # i, se produce la primera muette
del intervalo m, m, y asi sucesivamente hasta-
afios, salen los marcados en el dibujo por las let .. Los que entran,
por cumplir los x afos, son en tal ntimero, que :8616 cubren las
bajas producidas por C y D sino que orlgmammanmehto continuado,
del colectivo bésico de poblacidén. Aumentq ' desrgnado en el
dibujo por las A. De esta forma, el co]ectlvu que 1 mpezc con P} habi-
tantes no se mantiene constante, en nﬁmero, durante el afio z. Esta
manera de variar el colectivo es. la real que presenta el fenomeno de-
mografico del incremento anual de la poblac mo -

Al ser falsos los supuestos admitidos para eXphcar la tasa tercera de
mortalidad, pensé que ella carece de tal cardcter y que como consecuen-
cia de lo expuesto ni aun como frecuerncia relativa puede aceptarse.

Voy, por ultimo, a estudiar, en la tasa prunera de mortalidad, las
variaciones reales de su colectivo bdsico.

En mi gréfico (fig. 20) tenemos representado el colectivo Ex por el
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drea de ABFH y engendrado por la variacién que experimenta el
P;_ ; durante el afio 2, a medida que fajas elementales como la NB FM
pasan a la edad x. Empieza, por tanto, el colectivo por cero y pasan Ex

habitantes a la edad z durante el afio z. Mueren en el mismo afio a D%
y quedan al final del afio 2

Ef —aDI=P: "'

Durante e] segundo aio de observacion z 4 7 no pueden pasar mis
habitantes al colectivo Ex por haberlo efectuado todos los P; _; durante
el primer aflo z. Comienzan a salir habitantes del colectivo bdsice por
cumplir los ¥ -+ r afios, haciéndolo por fajas elementales como la
RGF M, que se restan del drea de A GF H o valor de P21, Mueren

durante este segundo afio, con la edad x,los 3 D:'H, dados por el drea
de A GC. El colectivo varia, por tanto, desde cero al valor mdximo
pztt, que se da a finales del afio z, decteciendo hasta llegar otra vez a
cero al final del abo ¢ 4 7.

En el esquema de Lexis (fig. 21) las lineas de vida cortan, simultd-
neamente, 4 la recta P _; y sucesivamente a la Ef, empezando a cum-
plir afios, los habitantes que representan, a partir de la izquierda hasta

que al final del afio  todas las lineas de vida han cortado a la EZ y se

pz+t

encuentran, sus extremos, en la recta . Hasta esta recta solo lle-

gan una parte de las lineas de vida que cortaron a Eg. Siendo las que
taltan, « D5, muertos con x afios durante el afio z. A partir de la posi-’
cién P;'H , de los extremos de las lineas de vida comienzan éstas a cor-

tar sucesivamente a la linea E;ii, cumpliendo x <+ 7 afos los habi-
tantes que representan. Como quiera que no todas las lineas de vida
que pasaron por P21 llegan a cortar a EX ], las que faltan, 3D: 7,
nos dan los fallecidos, en el segundo ano de observacién, con la edad ».

El colectivo real de poblacién (fig. 22) comienza por cero, punto ,
aumenta por ingresar habitantes hasta el punto m; en que se produce
la primera muerte. Del mismo modo se registran los sucesivos cambios,
‘hasta que al llegar al final del afio # el colectivo toma el valor:

E;—:Di—_—‘ P)ZK+1

- disminuyendo, a partir de aqui, hasta llegar de nuevo al valor cero.
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Debo hacer notar que debia figurar en el dibujo el caso de descender,
en una unidad, las ordenadas siguientes a la que registra una muerte

L e _ 2+/
Z+/ , Z#/

D/
L /Z.Zﬂ

L] \= .
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{puntos ) en la parte ascendente del colectivo, caso que se presenta,
cuando no ingresa un habitante inmediatamente que se produce una
muerte. En figuras posteriores se incluira este caso.
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De este previo andlisis deducimos que la tasa segunda de mortali-
dad relaciona un colectivo de habitantes con todos los muertos produ-
cidos en su seno durante un periodo de observacién, por lo que la
acepto como frecuencia relativa, a resultas de poderla considerar tam-
bién como probabilidad de muerte.

La tasa de mortalidad tercera, ni por la falta de conexidén entre los
colectivos de poblacién y de muertos que relaciona, ni por la falsedad
de las hipétesis sustentadas para explicarla, podemos incluirla entre las
frecuencias relativas.

Por ultimo, la tasa de mortalidad primera relaciona los habltantes
que cumplen los # afios con los muertos. que de ellos se producen, a
esa edad, en un periodo de tiempo. Tierie, por tanto, cardcter de fre-
cuencia relativa,

PROBABILIDADES DE MUERTE.—Vamos a pasar al célculo de la probabi-
lidad que de morir tienen los habitantes en los colectwos reales de po-
blacién, ‘

Calcularemos, en primer lugar, la probabﬂxdad de muerte que co-
rresponde al colectivo real de poblacidn de la tasa segunda de mortali-
dad. Las variaciones de su colectivo (fig. 16) ya han sido descritas.

Cada uno de los habitantes que forman el colectivo de poblacién
puede morir o sobrevivir al término del afio de observacion. Si sélo
estudiamos la probabilidad de morir, descartemos la de ser supervivien-
te al final del afio, que podra ser complementaria de la de morir (existen
casos en la mortalidad que asi no ocurre). Un habitante del colectivo es.
considerado al azar y calculada la probabilidad que tiene de morir du-
rante un aflo, sabiendo que se producen D muertes. Esta probabilidad
serd la misma.que tienen todos los habitantes en prmclplo del afio de
observacion. »

El habitante considerado puede ser el fallecidg_—'cuando ocurre la
primera muerte, la segunda... o la ultima. Estard, por tanto, expuesto al
riesgo de morir D veces.

La probabilidad que de morir tiene cuando ocurre la primera muer-

te, es:
1

p

La de morir en segundo lugar lleva irﬁplicita la de no haber muerto
en primero '
P—1

P
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afectada de la probabilidad libre de morir en segundo lugar

L

P—1

[después de la primera muerte el colectivo sélo se compone de P — 1
habitantes]. ‘ '
La probabilidad de morir en segundo lugar sera
P—1 1 1

P " P—-1 P

De igual forma la probabilidad de morir en tercer lugar se formard
por las probabilidades libres de sobrevivir en la primera y segunda
- muerte y la de morir en la tercera, o sea :
P—1 P—2 1

P P—1 P2

_ 1
I

Las probabilidades de morir en cuar,to,lquinto.v.., ultimo lugar serdn
todas, como las tres primeras, iguales a -

St
P

Son sucesos incomipatibles el fallecer el habitante en cada una de
las D muertes registradas. Todos los habitantes estdan desde el principio
de la observacién expuestos al riesgo de morir en todas las muertes
ocurridas. .

Como el suceso, muerte del habitante, puede producirse por D cau-
sas diferentes e incompatibles, su probabilidad serd la suma de las pro-
babilidades que resultan al actuar cada causa:

o

1 1 1
_IT_;__P_.—{-?—{— ........ e

en la que poniendo los valores que P y D foman en este caso, tendre-
mos como probabilidad de muerte en el colectivo bdsico de la tasa
segunda
L+ 4
P; Py P

_3Dg++aDiyy
- P

Ao

M N
]
M N
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Ya vimos que esta férmula era frecuencia relativa y ahora la. volve-
mos a encontrar como probabilidad de muerte, por lo que la admitimos
como tasa de mortalidad y nos da la pro&a&zlzdad que de morty en un
ano tienen los habitantes P;. . ‘

Aceptada esta tasa en el campo actuarial y en el -demogrifico como
probabilidad de muerte, s6lo he pretendido al calcularla reafirmar tal
cardcter poniendo de manifiesto la propiedad aditiva que tiene.

Confirman también el cardcter de probabilidad algunos resultados a
que cbnducen determinados valores del colectivo de muertos. Cuando
D toma el valor cero, ninguna muerte se produce en el colectivo,
luego el suceso morir el habitante entra en lo «imposible», hecho que
pone de maniflesto la tasa al dar a D el valor cero. También cuando D
se hace igual & P mueren todqs fos hab1tantes del colectwo luego tene-
mos la «certeza» de produclrse e 50, es decir, morir el habitante,
sea cual fuere el considérat sima conclusién llegamos al hacer
D = Pen la tasa. ‘ : oo . '

Pudiera” pensarse que los sunia s*'”qi’:é' nos dan la probabilidad
del suceso no debieran’ ser- probab’hdades‘ 1gadas, smo probabilidades

> libres; entonces la probablhdad vendn

P+P 2+6?ﬂ_;'

en la que comparando cada uno de sus sumandos con los
1 '.- D
va+ Foed=F o
vemos son mayores que éstos y en 1gual numew. p_or tanto la proba--

bilidad sef4 mayor que
D

P

ddndose entonces el caso de que, al establecer &l supuesto -de -morir
todos sus habitantes, la probabilidad seria mayor que la unidad, es de--
cir, superior a la «certeza», consecuencia absurda debida a lo erréneo
de admitir- probabilidades libres en vez de ligadas.

Por ltimo, si hubiera sido calculade la probabilidad del suceso por
una probabilidad simple, ésta nos daria la misma que la ya obtenida.
La analogia de resultados también expresa aqui analogia en los fend-
menos. Hecha abstraccién de los intervales de tiempo, no consignando
de él, més que la condicién de producirse en un afio los muertos re-
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gistrados, lo mismo da estudiar las muertes una a una que en bloque.
Esto no es mas que el clasico ejemplo de las bolas en las pruebas re-
petidas, salvo que aqui no se repone bola después de sacada.

El estudio de la probabilidad de muerte reviste méds importancia
que en la anterior tasa, en la tasa primera de mortalidad, ya que de ella
se deriva la férmula

que ha servido de base para el calculo-de Ja mayoria de las Tablas
nacionales de Mortalidad. ‘

Es puesto de manifiesto en los libros que de la tasa primera tratan,
el inconveniente que presenta su cilculo al exigir la observacién de
dos afios de muertos. A la mayor dificuitad de cdlculo se une el que
trabajando sobre dos afios de observacidn, se aplica después a periodos
de un aio. Este inconveniente puede, en parte, ser salvado, suponiendo
que las defunciones que se registran a la edad x, en un afio, son la

mitad de las producidas en los dos afios en el colectivo P%Z_, con las
edades # — 7, ¥ y ¥ 4 r afios.

No voy a calcular la probabilidad de muerte en el colectivo bésico
de habitantes, sélo le compararé con otro cuya probabilidadde muerte
nos es ya conocida. Con lo que creo bastard para ver no puede admi-
tirse como probabilidad de muerte, la tasa primera de mortalidad.

El colectivo buscado ha de ser tal, que variando como lo hace el

colectivo bdsico de la tasa segunda, su probabilidad de muerte sea
dada por la misma formula que expresa la tasa primera.

El colectivo representado por lineas punteadas de la figura 23, re-
suelve el problema. Por lineas gruesas viene dado el colectivo bdsico
de la tasa primera, en el que he dibujado los casos de descender una
unidad en la parte ascendente, caso que ya indiqué podia ocurrir.

Comienza. el colectivo de comparacién por EX habitantes. Decrece
este numero, unidad a unidad, por las muertes que se supone ocurren
en los mismos intervalos de tiempo en que asi sucede en el colectivo
bésico de la tasa primera. Llega al final del afio & habiéndose produ-
cido D% muertes (las mismas que en el colectivo bésico y en los mis-
mos tiempos) quedando en aquél.

E: — @ D% = pztt?
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habitantes. Contintia decreciendo hasta llegar al final del afio £ 4 z que,
como han fallecido 8 D:‘H habitantes mds (los mismos y en los mismos
tiempos que en el colectivo bdsico), quedaran:

Ef —aDf —3D; T =EIT]

Los dos colectivos, el bdsico y el de comparacién, sélo tienen un
punto de contacto que se presenta a flnal del afio z y con un valor
P! siendo en cualquier otro momento mayor el nimero de habitantes
que registra el colectivo de comparacién que el basico.

En la obtencién de la probabilidad de muerte de la tasa segunda
hemos visto que siempre que un colectivo varia, como el bdsico de ella,
su probabilidad de muerte viene dada por la relacion entre los habitan-
tes iniciales y los muertos ocurridos en ellos durante el periodo de ob-
servacion, Asi la probabilidad de muerte del colectivo de compara-
cidn es:

aDy 4+ 3D;"!
B2

es decir, la misma que se supone ser probabilidad de muerte en el co-
lectivo de lineas continuas de la figura 23, o sea la tasa primera de
mortalidad.

Ante la igualdad del numero de muertos ocurridos en los dos colec-

tivos en los mismos periodos de tiempo y variando de manera tan dife-

rente ambos, que siempre el de comparacion tiene mas habitantes que
el basico, ¢se puede admitir que la misma férmula exprese la probabili-
lidad de muerte en los dos?

La simple inspeccién de la figura 23 bastaria para ver que no es asi.
No obstante, iniciaré el cédlculo de las probabilidades elementales del
colectivo basico de la tasa primera.

Al llegar el colectivo basico al punto 7, (fig. 24) sucede la primera
muerte v se encuentran en el C, habitantes. La probabilidad de muerte
de los habitantes en este perio de tiempo, m m,, es:

En el punto m; ocurre la segunda muerte, y aqui hemos de consi-
derar dos grupos de habitantes: unos los C,, que estaban cuando ocu-
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rrid b primera muerte, y otro los C;, que han entrado en el periodo de

ﬁﬁiﬂpo transcurrido entre la primera y segunda muerte », m, . Las dos

-probabilidades que de morir tienen los habitantes de los grupos C, y
% en la segunda muerte son:

- Las probabilidades de muerte en cualquier suceso del colectivo de
omparacion es

1 Ei—1 1  Ex—1 Ef—2 1
Ey E: E;—1 Ex Er—1 Ef—2

y como

C1<Ci+cz<“'-' < E;

tendremos
11 1
Pcl—c> ‘E—)z(—-Pn
C,—1 1 . EZ—1 1 1 2
P2 =t . > = . = — —P?
% C, C,FC; z EZ—1 EZ
1 1 2

. Pl b

Que nos dice que todas las probabilidades que de morir tienen los
habitantes de los distintos grupos del colectivo bésico de la tasa prime-
ra sdn, en todo momento, mayores que las que tienen los habitantes
del colectivo de comparacién, y como la probabilidad de muerte de
éste es: .

a Dy 3 D3t

~ la que se trata de encontrar serd mayor que ella, es decir, no podri. ser
'l misma. '
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Haremos notar que en ningin momento del afio de .observacién el
colectivo bdsico de la tasa primera tiene EZ habitantes.

Si lo que se pretendia con la'tasa primera era calcular la probabili-
dad que de morir, a los x aftos de edad, durante un aso, tienen los habi-
tantes de esa edad, més fécilmente la obtendriamos por el céleulo de la
probabilidad de muerte del colectivé - real dé habitantes (fig. 19) de la

 tasa tercera de mortalidad, en éuyo cdlculo no entro por varias razones:
una,. por ser esta probabilidad de mds utilidad demogrifica que actua-
rial; otra, la misma por la que he evitado el cédlculo de la probabilidad
de muerte en el colectivo bésico de la tasa primeré, y es por la que
tanto para un caso como para otro preéiso‘presentar las probabilidades
unitarias y sus ¢lementales, que me obligarian a una ampliacién en estas
conferencias, removiendo conceptos y férmulas tan fundamentales en
el Cdlculo de Probabilidades como la de las pruebas repetidas en el es-
quema de Bernoulli,

Como resultado del andlisis hecho he deducldo que la gnica tasa de
mortalidad que satisface las dos condiciones de ser frecuencia relativa y '
probabilidad de muerte, es la tasa de mortalidad tipo segundo y, por tanto
la aceptada para el calculo de las Tt ablas nacionales-de Mortalidad.

TASA DE MORTALIDAD EMPLEADA. —Al tratar de mi representacién gra-
fica, indigué que se expondria un método en la segunda conferencia
que permitiria obtener la funcién de poblacién y mortalidad y, por con-
siguiente, la-integral de la misma entre intervalos’ daria. el nimero de
habitantes y de muertos de que consta cada colectivo de edad.

En esas condiciones la tasa de mortalidad-segunda

< _ 3D§+°‘D:+1'/_ _
Ps :

tomard un caricter funcional.

Recordemos la hipdtesis admitida en la teoua de la mortahdad y
comprobada por la experiencia de que:

3Dy =12D; y aDf 1 =3D7

¥ que el ntimero fotal de defunciones registradas en el movimiento de-
mogréfico durante el afio z, con x afios, es:

Dy =3Ds + 4Dy =2.3D;
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y con » 4 r afios es

D:+1=1D§+1 +3Di+1 =2 .vxDi+1

- Calculadas las funciones de poblacién y de mortalidad, los términos
que entran en la tasa segunda toman los valores

. + 1
3D = 1, D% =1, ﬁ)(x)dx
X

z ” x 4 2
@Dxpt="hDxpr1=" [Dxdx

X +1
Pi=fP(x)dx
x

y la tasa segunda de mortalidad tomna la forma

$4+1 x 42 x+2
i, [DWaxty, foax  [Dlax
- i = %+
fl’:"tt)dx QfP(::)dx
X x

siendo Ty, (x) la funcidn de tasas de mortalidad y cuyo cardcter funcio=
nal puede ponerse de manifiesto, dando un incremento a la edad '

= Tm (X)

x+dx42 .
D(x)dx

CE 2T N
. (x+Ax)+1_-Tm(x+A)
2fP(x)dx
(x+4x)

De la extraordinaria simplicidad de cdlculo'a que el uso de esta tasa
conduce en la construccion de 7ablas nacionales de Mortalidad, me ocu-
paré mafnana, si ustedes tienen la paciencia de soportarme.
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—Tablas de mortalidad.k

En la conferencia de hoy vamos a pasar a un campo mds operativo:
al de la técnica de formacién de tablas'de mortalidad.

Aunque esta investigaci6n es orientada findamentalmente a la cons-
truccion de tablas nacionales, todo cuante en ella se trata es también
comun a las tablas de experiencia restﬂngtda ‘o de Compaiifas de Se-
guros, salvo, claro esta, la parte de enrores de mscrtpcxon de que éstas
carecen. P

Dos colectivos distintos pueden ser mados como base para la
formacién de unas tablas: Uno el naﬁmnﬂ,‘dado por un censo, en
donde se incluyen todas las clases sociales; 3 ‘ntro, el de Compaiiias de
Seguros, de limites mds restrmgldcs. moes de suponer, los resulta-
dos difieren. ' -

Sin embargo, las tablas nactonaiesrdﬁel mart‘ahdad ‘tienen un mterés
en el campo actuarial. Los Seguro$ de’ Vida stnL.~prev10 reconocimiento
médico y el Seguro total sélo en ellas deben basarsz 'y, pot otro lado,
los colectivos de edades bajas son pequedios en las experiencias actua- -
riales, siéndo, por tanto, preciso conocer cémo se comportan en las
tablas nacionales para servir de guia, al menos en esta parte dela
tabla de las Compaiias de Seguros.

ERRORES CENSALES DE INSCRIPCION.—Uno de los puntos de estudio
mas interesante en las tablas nacionales de mortalidad, es el relativo a .
errores censales de inscripcién del dato edad.

Variadas son las causas a que éstos obedecen: unas veces por igno-
rancia del inscripto, por femenina coqueteria y vanidad de anciano
otras, y, las més, por ser facilitados o declarados los datos por perso-
nas ajenas al habitante. Como consecuencia de esto, los estados des
clasificacion por edades que salen de tabulacién no pueden aceptarse
como Utiles para trabajos de laboratorio.

Es un hecho comprobado que cuando se desconoce la edad de una
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persona y sélo se tiene una idea aproximada de ella, se declaran siem-
pre edades con determinada terminacién, huyendo de otras terminadas
en distinta cifra.

Lo mismo ocurre cuando voluntariamente se aumenta (aungue
parezea raro se da el caso aun dentro del elemento femenino) o dismi-
nuye la edad. ’

En estadistica demogréfica, la aglomeracnon de habitantes en las
edades terminadas en cero o cinco, es un hecho con el que siempre se
ha de contar, Pero si esta influencia—error de edad—se ha de estudiar
en su totalidad, no menos se ha de estimar la disminucién en el ntme- -
ro de habitantes que las edades terminadas ensiete y tres presentan.
Esto no es més que una tendencia de simpatia por parte del habitante
a las terminaciones cero o cinco, a la vez que una tendencia contraria
a las terminaciones tres y siete. No sélo son afectadas de tendencia las
terminaciones cero, cinco, tres y siete de la edad, sino que todas lo son
en mayor o menor cuantia.

Llevados a un gréfico (fig. 25) los valores, tal y como salen de tabu-
lacién, se aprecia una serie de. maximos o «picos» en las edades de
terminacién cero o cinco, al mismo tiempo que unos minimos, © de-
presiones, en las terminaciones impares, destacandose las terminacio-
nes cero y cinco en los maximos y el siete en los minimos. He llevado
al grafice sdlo las edades 23 a 51 afios, pero lo mismo ocurre, aungue
més acentuado, en las edades sucesivas, y, en menor cuantia, en las
edades de menos de 20 afios.

El gréfico permite ver ‘la mayor o menor simpatia que siente el
habitante por esta o aquella terminacién de edad, pero no sirve para
apreciar este-fendmeno en su totalidad. Para conseguir esto se han su-
mado los habitantes de todas las edades de la misma terminacién
registradas en el censo y obtenido su promedio.. Al mismo tiempo se
han calculado las primeras diferencias finitas (diferencia entre prome-
dios de dos terminaciones consecutivas), las cuales nos dan la mayor
o menor oscilacién de una a otra terminacién,

Estas cifras pueden verse en el cuadro L.
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clasificados por la cifra en que termina la edad declarada

N Gmero promedio de habitantes varones registrados en los Censos de varias Naclones,

(CUADRO 1)
ESPANA FRANCIA ITALIA INGLATERRA l
Promedio A Pm'medlo A Promedio 1 A Promedio i A
99.152 210.654 217.494 i 176.774 t
+ 2975 : — 5396 — 7821 | 4 400
102.127 205258 | , 209.873 { 17774 | ,
+ 4880 + 1952 — 2083 o+ a8 J
107.107 207.210 207.590 ‘ . 177492 |
— 8979 — 18450 ~ 3731 | _ e
98.128 188.760 905950 - | r2te |
\ [ — 7208 — 6.170 | — 21551 | ~ 4958
90.925 182,590 182.408 | 172254 |
+ 7775 — 5333 | — 2325 |+ 1.368
08.608 | 177,257 : 180.085 | 173.622 |
| — 18051 — 865 — 361 — 517
80,647 f 176502 | 179722 | 167.445
+ 42948 | — 2969 ‘ I 6.496 — 461
125,505 175425 | 186218 166.984
Sl — 49307 | 1 6492 — 5921 — 12946
749288 | | 1m0t 180207 | - 154.038 g
+ 13580 — 1354 — 45861 ‘ i
87.878 178.561 175.736 154.195

121
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Tambiéii han sido llevados al mismo cuadro los resultados censales
de otras naciones, y de la misma manera calculados promedios y dife-
rencias finitas. Para la rdpida percepcién se ha construido (fig. 26) un
grafico en el que constan estos resultados. Se aprecia en él, que si
bien Espafa tiene una poblacién censal mitad que las otras naciones,
su terminacion cero presenta una primera diferencia finita de extraor-
dinaria importancia frente a la de las demds. He representado también
el fenémeno en otros paises para poner de manifiesto gue, en mayor o
menor cuantia, en todos ellos se produce.

Trabajando con cifras absolutas no se pueden percibir cuantitativa-
mente las diferencias apuntadas, por lo que han sido registradas en el
cuadro 1l las primeras diferencias finitas, méximas y relativas en tanto
por mil. ‘

Diferencias maximas, de habitantes varones, entre
edades de terminacién consecutiva. (Promedios.)

(CUADRO II)

A

NACION ‘
mdxima en %4,
Espatia. L 42948 44,619
— 49,307 51,226
Ffancia. -+ 6492 3,453
— 18.450 - 9814
Italia. -+ 6.496. 3,378
; — 21.551 11,206
‘ Inglaterra . 1 1.368 0,806
r — 12,946 7,628

La extraordinaria importancia de las cifras relativas de Espaiia fren-
te a las de otras naciones, ya sugiere, sin apelar a otras razones, la nece-
sidad de un estudio mds minucioso que el efectuado en otros paises

- para la realizacion de nuestros trabajos de laboratorio.
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AJUSTE DE CIFRAS CENSALES.—Tal como se presentan los resultados
de un censo de poblacién, después de la tabulacién, no permiten su
trabajo en operaciones de laboratorio.

Es necesario, por tanto, someterlos a un tratamiento matematico
que, fundado en determinados supuestos, haga que estos resultados, a
todas luces erréneos, se transformen en- otros con mads cardcter de ve-
racidad. ,

También se persigue, simultdnea o sucesivamente, transformar la
linea quebrada que une los extremos de las ordenadas representativas
del numero de habitantes de cada edad-en otra que sea curva y presen-

te la mayor «suavidad» posible.

Aun queda otra finalidad, también conseguida en esta investigacion,
y esta es la de encontrar la ley o funcién por la que se rige la distribu-
cion de habitantes por su edad.

Los procedimientos que el estadistico dispone para resolver estas
cuestiones son los de interpolacién, perecuacién y gradacidon o ajuste
mecénico. Estudiados conjuntamente en algunos tratados de Estadistica,
me voy a permitir una separacién de los mismos, aclarando el objeto
‘por ellos perseguido, al mismo tiempo que se distinguen los casos o
fenémenos en que pueden ser utilizados.

Tratado este tema en mi libro, en preparacion, «Metodos de Andli-
sis Estadisticos, traslado algunos pérrafos que referentes a esta cues-
tién en €l expongo y que de una manera directa han de intervenir en
el posterior desarrollo de esta conferencia. ‘

«En todo trabajo estadistico pueden distinguirse cuatro fases:

1.° Planteo, 2.° Observacién, 3.° Tabulacién y 4.° Andlisis.»

«No obstante la 1mportanc1a aislada de cada una de las cuatro fases
en que descomponemos todo trabajo estadistico, la tltima de ellas, o
andlisis, es la de mayor valor, ya que, en definitiva, es la que, a modo
de compendio o resumen de todas las anteriores, nos ofrece las leyes
que rigen el hecho considerado.»

Valiéndonos de un ejemplo, diremos que la fase de andlisis es a la
Estadistica lo que el levantamiento de un plano es a la labor del topé-
grafo. Efectuado el trabajo de campo, en el que, por medio de los co-
rrespondientes aparatos topograficos, se ha «observado» una parcela
determinada de terreno y calculada la sitvacién de los diversos puntos—
que en ningun caso podrdn ser todos los de la parcela—, se sitian
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éstos sobre el papel. A primera vista nada puede ser deducido por un
observador de esta serie de puntos trazados, al parecer, de una manera
arbitraria, pero si por medio de lineas unimos los de igual cota, los que
forman parte de un curso de agua, de una carrelera, etc., aquellos pri-
_mitivos puntos sin ilacién habran cobrado para nosotros un claro sig-
nificado,. que nos permitird darnos exacta cuenta del relieve y caracte-
risticas de la parcela estudiada.»

«Analogamente, en una estadistica ya tabulada, el investigador se
enfrenta con una serie de valores sin conexién alguna. Mediante la
aplicacidon de los procedimientos que la Matematica nos facilita, pode-
mos obtener las leyes a las que el hecho observado obedece.»

. «Del estudio del cuadro o cuadros numéricos que resumen las
observaciones de un hecho, el investigador debe deducir, como previa
labor estadistica, de qué modo el suceso se produce segin cambia la
cuantia de la variable considerada.»

«La simple inspeccién de los resultadds poco ha de decnr]e sélo
-podra observar los valores mayores y los menores 'y si éstos siguen
una serie creciente, decreciente u oscilante; pero lo que él busca en
fealidad, es decir, como varia el fen6meno o, mejor, qué ley sigue
el mismo, no puede serle sugerida por la simple inspeccién de los esta-
dos resumen.» '

«Unas veces con fines divulgadores y otras como previa especula-’
mén, se llevan las magnitudes del cuadro numérico estudiado a un
grafico en el que, tomando por abcisas los valores de la variable inde-
pendiente, se sittan en las ordenadas los correspondientes de la su-
puesta funcién. Este grafico nos facilita solamente una serie de puntos
desperdigados en el papel milimetrado, y no permite siquiera adquirir
el concepto mas elemental de la investigacién: el de c6mo en el fené-
meno ohservado se pasa de un valor al siguiente. Es costumbre muy
extendida unir estos puntos por rectas y suponer que el .suceso varia,
de un valor al consecutivo, en la forma reflejada por la recta que une
dos puntos proximos. Aunque este procedimiento persigue una finali-
dad mds vulgarizadora que cientifica, constituye en realidad el primer
paso en la interpolacion.»

_«Conociendo sélo cuantias aisladas de un hecho, para poder cono-
cer la ley que rige al mismo, precisamos determinar todes los valores
" existentes entre dos consecutivos de la investigacivn; y esto sélo es posible
. “eonseguirlo por medio de una linea recta o curva que pasando por los
valores conocidos procedentes de la observacién, nos dé los interme-
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dios. Claro estd que por estos dos puntos pasan infinitas curvas, y, por
tanto, obtendremos infinitas soluciones del problema. Este no es otra
cosa que el de la mterpolaczon »

«Cuando se precisa conocer un. valor mtermedm en una serie de
puntos, se hace pasar por los adyacentes, o bien por todos, una curva,
y de su interseccion con la ordenada gue pasa por el valor correspon-
diente de la variable se obtiene. el punto deseado. Ahora bien; buscar
una curva que pase por los valores observados equivale (exceptuando
claro esta el método grafico) a encontrar la expresién matemitica de la
que cumple estas condiciones, y- ésta, que compendia todos los valores
que el fendmeno puede tomay. entre los limites registrados, es la prime-
ra ley que el investigador estadlstmo ha- de obtener en el estudio de un
fendmeno.» : sk

«Si tenemos = puntos de observamon y los unimos por medio de
rectas (fig. 27) habremos de Servimo. pata studio total del fenome-
no de » — 7 lineas, es decir, tendremos R S leyes distintas del mismo,

de la forma L

y=d+

«Supongamos ahora que en lugar de usatrectas empledramos paré-
bolas de segundo grado, que tendnamos qa ‘hacer. pasar, como es 16gi-

¢o, por tres puntos consecutivos; en este qﬁ
tes de la forma ’

o r_-n—1 .
hgbng %_Ieyes diferen-

=ao+a,x—!—s"

«Del mismo modo, si tueran parabolas de fercer- grado las adoptadas,
se redutiria el numero de leyes a - de la forma ‘

Y=8o+ﬂlx+'agx3+a§x_3

«Por tiltimo, si trabajdramos con ‘parébolas‘ de grado n— 1, el nt-
mero total de par abolas usadas seré , es decn, una de la forma

y=ay-ta xtaxd+...... -|—an—1 xn—1

«Esta es la que resuelve, en principio, eI problema de manera més
satisfactoria, pues a la cualidad de ser una sola ley, une la de venir in-
fluida no sélo por los dos valores adyacentes, sino por todos, heche
digno de tenerse en cuenta.» - ' \
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«Con el fin de dejar bien sentados los conceptos, anadiremos que a
la operacién de fijar esta curva se [a distingue con el nombre de inter-
polacidn, y la funcién asi .obtenida se denomina Yuncidn interpolatriz,
pudiendo ser ésta diferente de la parabélica.»

«Haremos notar que al determinar la curva pasando por las cuantias
de observacién, implicitamente aceptamos que se pueden calculary tener
significado todos los valores mtermedzos y, ademds, que utilizando una
funcién continua para obtener la ley del fenomeno éste debe ser tam-
bién funcion continua de la variable que del mismo se considera. Circuns-
tancias necesarias que ha de cumplir el hecho en observacién para que
la énterpolacion le pueda ser aplicada:» -~ =

«Hemos visto que la curva producxda por la supuesta ley del fené-
meno ha de pasar por los valores observados; luego serd igualmente
condicién necesaria que estos valores sean puntos de la misma, es decir,
que se trabaje con valores exactos, abandonarido los métodos de interpo-
lacidn cuando los del hecho observado sean el resultado de medidas u
observaciones imprecisas o erréneas, tanfe"‘pdr los ‘medios en que se
observa como por los aparatos usados en la observacién, ya que, en
caso contrario, el resultado obtenido cemio- eonsecuencm de nuestros
trabajos seria erréneo, por serlo los datos bﬁsmos ut:hzados para nues-
tra labor.» SR SR .

«El estadistico, ya en posesién de la curva QS expresmn ‘matems-
tica, puede determinar los valores mdximos. e mimmos -del hecho, los
crecimientos, la velocidad del incremento, las variaciones de esta velo-
cidad, etc., y, en general, cuantos valores ei matemétlco obtiene -del
estudio analitico de una curva.» I

«Si conocida la ley de un suceso en un permdo de observacién tra-
tamos de conocer la importancia que el mismo toma, antes o después
del intervalo estudiado, habremos de dar vatares inferiores o superiores,
. en la variable independiente, a los limites del hecho que primeramente
se estudid y calcular los que tomaria la funcién con arreg]o a la ley des-
cubierta; operacién ésta conocida con el nombre de eztrapolacion. Es
preciso advertir la poca consistencia que ofrecen los resultados obteni-
dos por laextrapolacion, debiendo ser utilizados éstos solamente a titulo
indiciario.»

«Como consecuencia de todo lo anterior podemos, pues, decir que,
en Estadistica, se conoce con el nombre de interpolacion una serie de

métodos que, determinando todos los valores intermedios de un fené-
meno de ley continua en, un periodo de observaciones exactas, nos pro-
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porciona la ley a que obedece el mismo y permite su estudio mate-
mético.»

«No siempre es posible opera1 en Estadistica con valo; es exactos la
mayor parte de las veces los resultados obtenidos vienen influidos por
errores de observacién o por causas accidentales cuyas influencias han
de eliminarse en la.investigacién.» ‘

«Bien conocidos son los errores de observacién producidos por los
aparatos de medida que, en mas o menos, afectan a las mismas, exten-
diendo, por consiguiente, su campo a cuantas observaciones se prac-
tican por medio de aparatos. No menos errores engendran las imper-
fecciones fisicas de los sentidos, cuya influencia se hace sentir en los
resultados. Ambas causas dan origen a que una serie de observacio-
nes en que intervengan aparatos o apreciaciones sensitivas del opera-
dor no pueda considerarse como una serie exacta.»

«Otras series exactas han de considerarse como erréneas a los
efectos de obtener su ley. Tal es el caso del crecimiento de la pobta-
cién cuando los afios de observacién vengan influidos por una guerra
o una epidemia; los indices de precios, cuando una causa accidental
pudiera afectar a su cuantia; la produccién de una fabrica, cuando una
averia origine un paro momentaneo, etc.»

«Otra serie de- observaciones, que también hemos de considerar
como errénea, es la obtenida en un medio inadecuado, tal es la obser-
vacion de la mortalidad en un pequefio puebld, en el cual, por la poca
importancia numérica de los casos registrados, el fallecimiento de un
individuo, de una edad o de otra, puede influir considerablemente en la
ley que se obtenga.»

«En estos casos, la ley que mejor exprésa el fenémeno, no es la
originada por la curva que pasa por los # puntos observados, como
ocurria en la interpolacién, sino otra distinta que, situada entre los
mismos, satisface a ciertas condiciones. Esta curva, que estd compren-
dida entre los valores erréneos (fig. 28), «centrada» entre los mismos,
tiende a corregir las medidas u observaciones realizadas con- exceso,
.éompenséndol‘as con las verificadas en defecto. Al conjunto de métodos
empleados para obtener la ley de un fendmeno con datos erréneos
pero de ley continua, se Hlama perecuacion, y la curva que la satisface
se llama perecuatriz.»

<A veces, en los trabajos estadisticos, no es preciso conocer la ley
que sigue un fenémeno, sino si éste tiene una «tendencia» a crecer o a
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decrecer y determinar la velocidad de este aumento o disminucién; en
este caso basta perecuar una recta, cuyo coeficiente angular mide esta
velocidad. A esta pereccuatriz se llama linea de tendencia y puede apli-
carse a fendmenos de ley continua con observaciones tanto erréneas
como exactas.» '

«Perecuacion es la serie de métodos empleados para determinar la
ley que rige un fenémeno de ley continua, cuyos datos de observacién
se suponen errdneos o inexactos o, también, para obtener la tendencia
que presenta el mismo, cuando sus datos sean o no exactos; estable-
ciendo ciertas condiciones o hipétesis a que se han de someter los
mismos.» '

B A EE4ccuans mmearanssrass et o Eseaaso “est st aenans LR N S N R IR

cee bV v iatas s r o tasama Beem s a o T Mreartacas st medaaanaasnan any DR IR

«Lo mismo en la #nterpolacion que en la perecuacion era condicién
precisa que el fendmeno en estudio fuera de ley continua, pero, a veces,
es necesario trabajar con series discretas, obligando esta circunstancia
al investigador a tener que operar con hechos de los que sé6lo se pueden
determinar valores que no forman parte de ninguna ley.»

«Bastan unas leves consideraciones para darse perfecta cuenta de
‘esta clase de valores. Si, por ejemplo, en un censo de la poblacién se
estudia la distribucién de los habitantes por su edad, expresada en afios
cumplidos, los resultados forman una serie discreta, ya que los inter-
valos, comprendidos entre cada dos edades consecutivas, carecen de
significado y aun de sentido. Hemos de observar ademds, en este c2so,
que las cuantias primitivas sobre las que vamos a operar son erréneas,
debido a que, como consecuencia de un fenémeno psicolégico, el de-
clarante muestra, en gran numero de casos, una marcada sitnpatia sobre
las denominadas cifras redondas; circunstancia que origina el acrecen-
tamiento de éstas a expensas de las restantes. Ahora bien, si las edades
consecutivas son agrupadas juiciosamente y se someten a un reparto
logico (fig. 29), los resultados obtenidos—que no pueden asegurarse
sean los verdaderos—presentan un cardcter de mayor realidad que los
primitivos y son, por ello, de mayor -utilidad para ser empleados en
posteriores trabajos de investigacion, -ya que el error psicoldgico, que
en un principio fué cometido por el declarante, ha sido subsanado, en
su mayor parte, por el investigador.»

«El problema de cémo seria posible operar o discurrir sobre las
cuantias primitivas de una serie discreta, afectadas de un error inicial,

— — ~podemos resolverle-mediante el uso de la gradacion, que no es més que
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el conjunto de métodos empleados para sustituir unos valores de ob-
servacion, erréneos y discontinuos, por otros, también discontinuos,
pero que se aceptan como mds plausibles.»

«Existe una clase de series estadisticas, las acumulativas, a las que -
no es posible aplicar directamente los métodos de interpolacién, aunque
sus datos sean exactos y expresados por numero suficiente para poder-
los considerar como formando parte de una ley. En estas series, las
cifras de observaciéon vienen dadas por la suma de los hechos o va-
lores que toma el fenémeno, a través de un periodo de tiempo.»

«De esta clase son las series de nacimientos, defunciones, etc.,
cuando viengn expresadas por el total de hechos ocurrides en pe-
riodos de afios, meses, etc. También lo son las de produccién, con-
sumo, comercio, etc., cuando, como las anteriores, vienen dadas por
afios, trimestres o meses.» '

«Es costumbre muy extendida considerar estos valores como for-
mando parte de una curva y operar con eilos como tales; obteniendo
una ley, una funcidn interpolada o una linea de tendencia, completa-
mente falsa.»

«Aclararemos esto con la exposicién de un caso: Sea la serie de las
defunciones ocurridas en varios afios, clasificadas por el afio en que
ocurrieron; supongamos que los valores acumulados, por afo, han
sido llevados a un grafico por medio de ordenadas distanciadas a inter-
valos iguales y, por ultimo, interpolada la curva (fig. 30)

y=F®)

que, por tratarse de una serie de valores estimados como exactos,
pasara por los extremos de aquellas ordenadas.s

«Siendo la funcién interpolada continua entre los limites de obser-
vacién, cualquier valor que se dé a la variable independiente—aqui,
tiempo—produciréd en la funcion el correspondiente al que tome el fe-
némeno—ntimero de muertos—. Asi, si F (x,) son las defunciones ocu-
rridas durante el afio 1940, z, — v, el intervalo adoptado para repre-
sentar un afio—1941—, y F (x,) las defunciones registradas desde
primeros a fines del afio 1941, un valor intermedio tal como m », si-
tuado en el punto medio del intervalo.x, - »; representard las defun-
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tiones ocurridas durante los seis primeros meses del afio 1941. En casos
como el de la figura, en que por ser

F () > F(xy)
la funcidn es decreciente, resultard que

m n > F(x))

es decir; que las defunciones ocurridas en los seis primeros. meses del

T

/ZZ/ N )

Fi16. 30

afno 1941 son en mayor niimero que las ocurridas en todo el mismo
ano. Resaltara mds el anterior absurdo si se determinan valores de la
funcién por meses, cuya suma serd, en mucho, superior a F (x,).»

«A todo esto, inmediatamente se argumentara que no es licito pen-
sar que los valores intermedios de la funcién, entre ¥, y #,, puedan
expresar estados intermedios del fendmeno, y esto es lo que unica-
mente se queria poner de relieve, pues si la funcién carece de signifi-
cado en la mayor parte de sus puntos, no existe tal funcién, quedando
reducida la pretendida interpolacién a una mera gradacién en la que,
por no tener significado mds que en las ordenadas que pasan por.
%y, %1, Se ha obtenido, como final de los célculos, los mismos valo-
les—datos de observacidn—que ya se conocian.»
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«Se acostumbra también a tratar estas series situando el valor de
observacion durante un periodo x, - x,, en el punto medio 7 de dicho
intervalo, e interpolar después. Este proceder adolece del mismo incon-
veniente que el anterior, pues siguen careciendo de significado los
valores intermedios de la funcién. Cabe, en esta forma de presentar el
fenémeno, considerar que estas ordenadas centrales » » son las alturas
(fig. 31) de los rectdngulos que, construidos sobre los intervalos, repre-

e
M & /
Y4 7t b/
% y.J
7 /7L
r &
z x, o oz n Z;

FIG. 31

sentan los valores del fenémeno cuando el intervalo es la unidad, y
considerar la eurva interpolada como limite de dreas equivalentes a las

de observacién. En casos como el presentado en el intervalo x, — #,,

el drea E H m que se resta del 4rea de observacién para obtener la

interpolada, se acepta como compensando a la gue se suma: mK1I; -
pero esto, aunque muy discutible en este caso, es completamente inad-

misible en los otros intervalos en que las dreas ACm +mDB y la

BFm 4 m GE no tienen compensacién dentro de cada intervalo, por

lo que no es posible aceptar esta ultima interpretacién en la represen-

tacién de las series acumulativas.» '

«Los mismos razonamientos pueden ser empleados en el caso de la
perecuacién, de uso mas extendido, especialmente, en lineas de ten-
dencia.» '

~ «Si bien estas series, ya ajustadas, pudieran ser objeto de correc-
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ciones posteriores, como éstas no formarian ley, sino sélo serian incre-
mentos calculados en funcién de valores préximos, entrariase de lleno
en la gradacion.» o=

«Sin embargo, los hechos demogrﬁﬁcos no carecen de ley en funcién
del tiempo; lo que ocurre es queantenormente no fueron correctamente
expresados.» \ - -

«Dos representaciones pueden ser itilizadas: Una, la acumulada
(figura 32), en que las sucesivas .ordéfi das.;son suma de los hechos
ocurridos desde un origen de obsew" n hasta la fecha indicada por
- la abcisa. Aqui cualquier valor mtermedlo__#lene un claro y distinto sig-
nificado. Otra forma es por éreas.. Se. detarmma la curva y = F (x) de
tal manera (fig. 33), que'la 1ntegr& 1tes dados por los extremos
del intervalo, equivalga al valor ¢ 6n entre los mismos limi-
tes. La integral de limites mterm : fe los - de observacién, da
también valores 1ntermedqos.de_} si. como usando limites
fuera de lo observado dard vélose '

«Tanto una como otra represen!
polacién que la perecuacién.»

Los métodos usados en-el 'a
exclusivamente de gradacion, v
cdleulo, desde el de Finlaison,, q\u"

cuarenta y tres. En consecuencxa, no
afios por el pnmelo ni antes de los: vemti

diferencia de que la linea que une los extremos de las 1"denadas repre-
sentativas de'los habitantes es continua, aunq e carece de srgmﬁcado
entre ordenadas.
E! método de Cantelli, con cardcter. funcmnal' pl’esenta grandes
dificultades de cdlculo, pues de emplearse ctases ‘qumfluenales es pre-
ciso resolver un sistema de 20 ecuaciones con® ;sararmatros de 40 o mas
cifras. : -
Unicamente Gini logra una perecuatnz vxab}e vahéndose de trazos
de pardbola que comprenden cinco edades, precxsando por tanto, de 17
funciones distintas para el ajuste de edades comprendidas entre 10 y
95 aiios. :
ERRORES QUE LOS METODOS CLASICOS DE AJUSTE INTRODUCEN EN SU APLI-

®
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CACION A LA DEMOGRAFiA ESPAROLA.—En la publicacién que con el titulo
La Demografia Espasiola hizo el Laboratorio de la Direccién General
de Estadistica, puede verse, en la pdgina 54, un estado de los varones
ajustados por varios métodos, estado que reproducimos en el cuadro II1.

Las cifras consignadas en este cuadro presentan anomalias consis-
tentes en que algunas edades, después de ajustadas, tienen mayor nu-
mero de habitantes que otras que les preceden.” Aunque esto puede ser
posible, no es muy légico que, siendo la poblacién de una nacién
decreciente desde cero afios de edad al limite humano de vida, se pre-
sente asi después de ajustada. Las cifras a que me he referido son las
subrayadas en el cuadro IIl. La duda que se me presenté al estudiar
esta serie, entre lo licito o no de aceptar este ajuste, fué-la causa de

" toda la investigacion que ante ustedes expongo.

En la misma publicacién, y en la pagina 57, puede verse un estadillo
en el gue se suman las desviaciones por grupos de edad, y que he
reproducido en el cuadro IV. En é] se aprecia que, a partir del grupo
28-37 afios, las desviaciones totales son negativas, al paso que en los
grupos anteriores, son positivas. Esto parece, como si *los métodos de
ajuste trasladaran una parte de los habitantes de mas de 37 afios a los
de menos de esa edad. '

Dandose los valores que creo andmalos en las proximidades de las
edades terminadas en cero o cinco, llevé los valores ajustados a un
grafico (fig. 34) en el que se aprecia claramente una ondulacion en la
linea que pasa por los extremos de la pobiacién ajustada. Ondulacién
que presenta sus mdximos cerca de los ceros y minimos en las proxi-
midades de lgs cincos, y que, aunque el grafico sélo comprende las
edades 33 a 52 afos, lo mismo se produce en las sucesivas. A esta
ondulacién es debida la irregularidad de cifras que hicimos notar.

Recordando el cuadro II pensé que esta ondulacién fuera debida a
la gran oscilacién que entre edades préximas al cero o cinco presenta
el Censo espaiol y, aiin mds, a la diferencia entre cifras correspondien-
tes a ceros y cincos consecutivos que también presenta el mismo.

Antes de pasar adelante, voy a tratar del ajuste de una recta en los
valores de observacion; recta que, tanto por si, como por los segmentos
que ella determina, ha de gozar un papel importante en el sucesivo
desarrollo de esta conferencia.

RecTa AjusTADA.—Para el cdlculo de la recta indicada supongamos
(fig. 35) que el segmento 3 - 3, representa el promedio de habitantes de
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edad terminada en 3; desde 3 a 93 afios y, lo mismo, los demds y cuya
expresion es:

UI; =10 [Us+ Ui+ U + ..o + Uss)
U =136 [Us 4 Uy + Usg + oo+ Uy

......................................

Siendo Uy, U, ... Uy, los valores de observacion.
El segmento 5 — 5’ es determinado por la condicién de ser igual a

L
|
~

iy 2 UL
x=13
Todas las rectas que pasan por el punto 5, gozan de la propiedad
de que limitan sobre las ordenadas que pasan por 3, 4, 5, 6, 7; seg-

mentos cuya suma es siempre igual a

El punto 10’ es fijado por anéldga condicién; la de ser el segmento
10—10’ igual a

x =12

P

1/5 hN Ux
x=28

v, por tanto, los segmentos que cualquier recta que pase por 10’ deter-
mina en las ordenadas trazadas por- 8, 9, 10, 11, 12 forman una suma
siempre igual a
X=212 Ul;
X =28

La recta CD, pasando por los puntos 5' y 10°, determina unos
segmentos sobre las ordenadas comprendidas entre las elevadas por 3
y 12, cuya suma es siempre




Resumen de los resultados obtenidos ajustando, por diversos métodos, la poblacién

por edades de 9 a 91 afios dada por el Censo de 1920

Varones

(CUADRO i)

Edad

10
11
12

13 .

14
15
16
17
18
19
20
21
22

25
26
27
28
29
30
31
32
33

Valares WITTSTEIN WOOLHOUSE HIGHAM KARUP
observados : :
u, u, u,—u, u, u,—u, u, u,—u, u, u,—u,
_ — R A S I

226583 2349012 | L 8329 236144 |+ 956! 236 831 - 10248 236 623 -+ 10049
249 530 234259 ) — 15271 23648 | — 1304 235 651 — 13879 235 594 — 13936
217 970 231488 |+ 13518 232698 + 14728 233 580 + 15610 233493 -+ 15523
242827 228 657 — 13870 231 2% — 1153 230 353 —- 12474 230401 — 12420
218 645 224501 | A 5856 225 693 + 7048 226433 + 7783 226 380 + 7735
227 820 220 769 ‘ . — 7051 222233 -- 5387 221613 -~ 6207 221 636 — 6181
213 355 214615 1 |- 1260 215407 ' 4+ 2052 216213 + 2858 216 024 + 2669
206 236 20032 | + '28% 211003 | 4 4767 209742 + 3506 209 621 + 3385
204631 202 204 | — 2427 200731 - 3900 202724 — 1907 202 538 - 2003
210 206 195 811 — 14305 195 702 -- 14504 195 085 — 15121 195 162 -~ 15044
168 507 187 917 ’ + 19410 187 238 | + 18731 187 788 + 19281 187 884 ~4- 19377
193978 182 253 — 11724 181739 ; — 12239 180973 2~ 13005 181 365 — 12613
158 350 176374 | 4 18024 174 295 1 150645 175512 4 17162 175716 + 17366
179818 172236 | -- 758 171997 — 7821 170888 | — 8930 171070 — 8748
164 256 ° 167809 | 4+ 35583 166 388 + 2132 167 323 -+ 3067 167 218 - 2962
164 946 164954 | 3 164 566 — - 380 163 882 — 1064 163 841 - . 1108
169196 | 160506 - 8690 160 063 — 9133 160 666 — 8530 160 472 — 8724
154 012 157939 - 3027 158 215 T4+ 4203 157 214 + 3202 157 315 + 3303
147 769 154 006 w6237 152 679 4+ 4910 154 223 + 6454 154232 —+ 6463
157 611 151 211 — 6400 152 677 — 4034 151088 | — 6523 151-191 — 6420
121 549 147 536 + 25987 147 320 - -+ 25771 148 260 ] + 26711 148 142 + 26593
191 452 145 689 — 45763 145 548 — 45904 145 061 — 46391 144 996 — 46 456
115 527 140 787 + 25260 140871 + 25344 141 617 + 26090 141 180 L 25653
144 175 137731 — 6444 139033 — 5142 137 134 — 7041 136948 — 7227
128955 133 341 + 4386 130 424 S+ 1469 132631 + 3676 132 576 + 3621
123843 [ 129909 4 6066 129427 + 128207 4- 4364 128 574 4 4731
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Poblacién masculina de los grupos de edad que se mencionan, dada por la observacién
.y por los métodos que se indican

(CUADRO 1V)

WITTSTEIN WOOILHOUSE HIGHAM KARUP
GRUPOS DE EDAD | Toblacién Diferencia | ' Diferencia Diferencia o . Difercncia
observada Poblacién entre Ja pobla.| FPoblacién cntre la pobla.|  Poblacién entre Ja pobla.| Poblacién | entre la pobla-
calculada | cién caleulada| calculada | cién caleulada| calculada | cién calenlada] cateulada; | <i6n calculads
y observada y observada y observada - Lo \}y. observada
De 0 a 17 afios.. r 2000 837 — 6760 | zo116o1 01"213313 § + 4716
—18az —.J" 1 o878 | 1mgzss’ 7425 | 4+ 3237
B2y — - if 107000 1 1357567 | -+ 6694
— B2 4 — 1159293 | 086
- 48 a 57 — 926717 — 1275
— 58 a 67 — 675 544 — 5819
— 68 a7 — 308 328 — 1030
_ 78 a8 — 74 472 — 84
—8a9 — 4 2 479 — 393
De 9 a 91 afios. .. 8233640 + 4632 | 823232 43317 | 8233520 4452 | e233308 | - 4300
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Ocurre lo mismo con la recta EF, en la segunda parte de la figura.
La recta C D limita sobre la ordenada que pasa por el punto central
7,5 un valor igual a

siendo propiedad de! punto M. determinar cualquier recta que por- él
pase, segmentos en las ordenadas comprendidas entre 3 y 12, cuya
suma es siempre

Lo mismo ocurre con las rectas que pasan por el punto M’ y la
suma invariable es aqui
x =122
T Uy
x=13 ~
Si, por ultimo, unimos M con M’ tendremos la recta A B que, man-
teniendo la constancia de suma en los.dos grupos de diez ordenadas
que comprende, lo verifica, por tanto, con todos los de observacién. -
Como MN vale

x=22 P*
Y- T Ug
x=3 =

y el coeficiente angular de la recta M M’ es

x=12 X =122
qm[ s UP- % UP]

x=23 x =13

la ecuacion de la misma, sera

x=12, x =12 x =22 :
y="n X UE — Y| 2 UI; - = UI:] (x—175)
x=3 x=13

Onpuraciéy pe AJuste.—Continuando la marcha seguida en la inves-
tigacion, nos encontramos ante la creencia de que los métodos de
gradacion producen, en el censo espanol, una ondulacién en la linea
que une los extremos de las ordenadas representativas de las edades
ajustadas. Para poner de manifiesto esta ondulacién he trabajado, no
sobre cifras aisladas, sino sobre promedios de todo el censo, agrupando
previamente las edades por su terminacién, y refiriendo los valores

10



146

_ajustados de estos promedios a la recta que anteriormente calculamos,
y que por tener una inclinacién promedia entre todas las que presentan
cada dos grupos de diez edades consecutivas, descarta el enmascara-
miento de la ondulacién producida por el sucesivo descenso del valor
en las ordenadas representativas de edades sucesivas.

En vez de sumar valores ya ajustados y obtener luego promedios,
he preferido ajustar valores de observacién, después de referirlos a la
recta a que ya hicimos alusién.

En la figura 35 se ve que todo valor promedio de observacion

U1;=Ys‘|‘€s
U =yite

............

ng = V3 1 20

Siendo yg, ¥, ... Y32 las ordenadas de la recta ajustada y &, €, ... &g
las diferencias entre los dos valores: el ajustado de la recta y el prome-
dio de observacion.

Aplicando la férmula de ajuste mecdnico del método de Wittstein a
estos valores, tendremos:

vE=o02-Uf+o0,16(UE_, +UF, ) +0,12 (U};_2 + UL+
0,08 (Uy_5 + U%,3) + 0,04 (Uf_s+ U3y
o también:
VE=02 [y +&]+016 [0y o)+ apr Feca) [+
0I2[(¥x—s+er o)+ (Fxpo T exyo)] +0.08 [(9x_s+e )+ Py s +ecps)] +
004 [ (V2 s+t )+ Oy s +2rpg)]
en que, agrupando las ordenadas de la recta ajustada
VE=029,+0,16 (1 + ¥xi1) +0.12(9, 5+ ¥y 2+
0,08 (Y53t ¥z 1) + 0,04 (934 + Y5 +0.2. 5.+
0,16 (6,1 + 2 1) +0,12(8x_g+65 2) +008(ex 5+, 5+
0,04€; 4ty y)
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Para toda ordenada y, limitada por la recta A B, se verifica:
29 =V 4t Vg = Vo2 F Vag2 =953+ Yepa= Vet T ¥xj4

con lo que, finalmente, se tendrd .
Vi=y, +028, +0,18(, y+eepy)+
0,14 (s 5+ 9x+2) +0,08(&__; +Ex+3) +0,04 (e, 4 +5x+4)

formula que nos da los excesos VE— ¥« sobre la recta ajustada AB de
las cifras censales promedias ajustadas por el método de Wittstein.

De andloga forma se han obtenido los excesos sobre la recta AB
de las cifras censales promedias, ajustadas por los métodos de Wool-
house y Karup. (Cuadro V.)

Llevados los valores asi obtenidos a un grifico (fig. 36), se aprecia
claramente la ondulacién; presentando sus maximos en los ceros y sus
minimos en los cincos y que, por haber trabajado con cifras promedias,
a todo el censo afecta.

Para comprobar si se presenta ondulacién al ajustar la poblacién
censal espafiola por los métodos de King y Gini, he utilizado un méto-
do auxiliar que mantiene, aproximadamente, la constancia de suma por
grupos quinquenales de edad -que, tanto la primera fase del método de
King como el método de Gini establecen. Este método, designado por
el nimero 3 de gradacién, consiste en hacer pasar pardbolas de segun-
do grado por cada tres puntos consecutivos: 5’, 10" y 15" de la figu-
ra 35, y da como cifra ajustada los valores representados por los seg-
mentos que estas pardbolas determinan en las ordenadas de las tres
clases quinquenales que comprenden. Ajustado asi el censo, se ha lle-
vado a un grifico (fig. 40), en el que se ve la ondulacién que, lo mismo
que los anteriores métodos de gradacién, presentan los basados en
mantener la constancia de valor por clases quinquenales de edad.

ENSAYOS PARA AJUSTAR LA POBLACION Y LA MORTALIDAD POR NUEVOS
METODOS DE GRADACION.—La ondulacion en el ajuste se produce con un
semiperiodo de cinco edades; luego si hacemos pasar parabolas por
edades que se diferencien no en cinco afios, sino en diez, habremos
encerrado dentro del intervalo los nodos correspondientes a una onda
completa y, por tanto, no podrd producirse ondulaciéon en el ajuste ni,
como consecuencia, unas edades ya ajustadas tendrdn mds habitantes
que las que les preceden.

.. Varios fueron los métodos que empleé, y cuya creacién fué hecha

B T I S
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con 4nimo de corregir los errores que presentaba la aplicacion de los.
métodos extranjéros. A mi4s del ya empleado para comprobar 1a ondu-
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Fi1G. 36.

lacién de ajuste en las clases quinquenales, citaré algunos con los que
obtuvimos mejores resultados.

Uno de ellos consiste en hacer pasar pardbolas de grado diez (snendo
reciso introdueir unas modificaciones en la férmula de interpolacion
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de Newton para su ficil aplicacién) por los extremos de las 01denadas
representativas de edades, que se diferencian en diez afios.
Estas diez parabolas, son:

1." parabola pasa por las edades 0, 10, 20, 30 ....... 100
250 » » » » » 1,11, 21,31 ....... 101
3.0 > s »  » » 2,12,22,32....... 102
10" » » ¥ > » 9,19,29,39 ..... -. 109

Es representado esquemdticamente este método por la figura 37.
Después se obtiene la pardbola media de las diez indicadas. Con
este método se puede ajustar desde la edad 9 hasta 1a 100.

T

1/

IINENENEN]

I

Q 12 3 &5 67 8 30U BELBIAE YL H T B
ETPTES
F1G. 37.

El método no presenta ondulacién; a mds de mantener la influencia
que pudieran tener las diferencias finitas, que los métodos extranjeros
desprecian. Siendo la pardbola de grado diez no quedan, prdcticamente,
puntos después del 109, por el que pueda pasar la curva.

“Otro método fué el de hacer grupos de diez en diez edades y, en
cada uno, se ajusta una recta (fig. 38); cumpliendo la condicién de que,
a mis de mantener una suma de cifras ajustadas igual a la de obser-
- vacién, sea, también, constante la suma en los dos grupos de cinco
edades componentes.
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Después se unen por parabolas de grado diez los valores resultantes
del primer ajustamiento de igual terminacion y, por tltimo, se obtiene
la pardbola promedia.

Presenta este método cierta simplicidad de célculo, pues las orde-
nadas del primer ajustamiento en los puntos centrales de cada grupo

de cinco edades, vale 1/, de la suma y el coeficiente angular se calcula
rdpidamente, asi como el valor central del grupo de diez edades.

De mas sencillo calculo que el anterior, fué una modificacién del
mismo. Obsérvese que la pardbola que pasa por los puntos M es sen-
siblemente equidistante de cada dos de las diez que se han utilizado,
luego si se hiciera pasar una parabola de grado diez por estos puntos
centrales, nos encontrariamos con. una curva cuyos valores no son
promedios de las otras diez, sino equidistantes o equinormales. Los
puntos M .son de facil cdleulo, pues son !/, de la suma de cada grupo

de observacidn, y la determinacién de la pardbola de grado diez que-

pasa por los once puntos, es de gran sencillez, debida a la forma para-
bélica que dimos a la férmula de Newton.

Una modificacidn de este ultimo método nos produjo el de mds
facil cdlculo de cuantos métodos de gradacion empleamos. Esta modi-

e s
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ficacién consiste en unir cada tres puntos M consecutivos por parabo-
las de segundo grado.

Los resultados de este método han sido llevados al grafico (fig. 40)
y designado por el nimero 6 de gradacion.

Citaré, por ultimo, otro método; basado en la bisectriz de los pares
de rectas que unen terminaciones iguales (fig. 39).

4
7 5

g /7 2 3 4 S5 & 7 8 9 KN L2 MO/ I7 /89
YoV v/ /v

Fi6. 39.

o,

1

Calculadas las dos rectas que mantienen la constancia en dos
grupos de diez edades, se- obtiene el valor que limita la bisectriz de
cada par de rectas A C, BD en las ordenadas centrales de cada grupo
de diez; ddndonos los puntos Py 3. De andloga forma los otros cinca
punfos. Después, sobre cada ordenada central, se calcula el promedio
de los diez valores (cinco de las rectas anteriores y cinco de las poste-
riores) que las bisectrices determinan y, por tltimo, por estos puntos
promedios se hace pasar una parabola de grado diez.

Este método, que elimina mejor que los otros los errores ya citados,
" es de calculo tan laborioso que lo hace, a nuestro parecer, inaceptable.

Cualquiera de los métodos de gradacién extranjeros es también
vilido para el ajuste de la poblacién espanola, con sélo introducir la
variacion del intervalo; pasando de cinco a diez edades. Pero en estas
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condiciones, a mas de aumentar el trabajo de cdlculo, limita extraordi-
nariamente el nimero de edades susceptibles de ser ajustadas.

M£10DO DE PERECUACION DEL CONFERENCIANTE.—Los métodos de gra-
dacién empleados en el ajuste de la poblacién sélo dan valores dis-
continuos, consistiendo su finalidad, como en toda gradacién, en sus-
tituir unos valores de observacion por ofros calculados que se aceptan
como mas reales que los primeros pero sin formar parte de ley o curva
alguna.

Habiendo estimado las ventajas de las funciones en el cdlculo de
tasas, se orientd la investigacién a la obtencién de aquéllas, y, por
tanto, fueron abandonados los métodos de gradacion, recurriendo a los
de perecuacién.

Aplicados los métodos corrientes de perecuacion a la serie de obser-
vacién expresada por ordenadas, representativas de cada edad, sus
resultados, en cuanto a discontinuidad, son los mismos que los de
gradacion, por lo que, en realidad, sélo dos métodos de los conocidos
en la perecuacion son posible emplear: uno e! de Cantelli y otro el de
Gini. El de Cantelli, ya indiqué la dificultad de solucionar el sistema de
ecuaciones que emplea, y el de Gini me obligaba a variar el intervalo
de cinco a diez edades, produciendo con ello una limitacién—Io mismo
gue en los de gradacién—en el numero de edades susceptibles de ser
ajustadas; por otro lado, no resuelve, mis que en parte, el problema,
ya que este método no obtiene una furcidn sino trozos de funciones
que, después de introducida la variacién del intervalo, comprenden solo
diez edades.

Por todo lo.anterior trabajé en la formaciéon de un método que re-
solviera practicamente el problema. Las dificultades que en primer
lugar se presentaban eran las de que usando parametros que tienen
veinte cifras enteras, y que, debido a la precisién necesaria en los
trabajos para obtener tasas con seis cifras exactas, es necesario usar
veinticinco decimales, empleando en total ntuneros de cuarenta y cinco
ordenes. Si a la dificultad de trabajo en maquina se une la de resolver
por los procedimientos usuales un sistema de ecuaciones, con tales pa-
rametros el problema practicamente era insoluble.

Como quiera que la funcién parabdlica es la méds usada en ajustes
de poblacién, fué también aceptada para la solucién del problema;
influyendo en nuestra decision, no sélo la costumbre sino también la
extraordinaria flexibilidad de esta clase de funciones que la hace adap-
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table a cualquier serie. Cualidad digna de tenerse en cuenta para la
curva de mortalidad por sus varios méaximos y minimos.
Como resultante de todo lo anterior, el sistema a resolver es
i=xy+h—1

Xy+h
1 =fo (x)dx
o

1-xu+2h-—1 %o+2h
gy = f P{x)d«x
1~x.,+h Kt+h

i=Xgh041)h—1  fxb-(4-1Dh
2oy = f Pydx
1—xr{-nh Xe+nh
En que zx, es la abcisa del origen de observaciéon, % es el intervalo
de perecuacién o niimero de cuantias de observacién que se consideran
agrupadas en cada ecuacién, y u; son los valores de observaci6n.

Si la funcién perecuatriz usada es:
P(x)=ay+a x+asx*+ - +ay, "

el sistema anterior queda transformado en:

y=x,4-h—1 R nht S+h
b u, = l aox+ x“f’ X”"r‘ + nhI:H +
i=x, %o
i=Xy+2h -1 a, ann nh+l Tot2h
—_ —31 x2 3 —_
1:3:&?1 s =jaxt + 0t TR Teth
i==xg N n41)h~1 3h nhed | = F(Hb
— 2 3 X
TR i agx —I— x + 23 - ah31 £otnb
Hagamos

8y ﬂh

ag=g'y, =g =a'y - =a’
0 0 1 2 = 1o g ] nh+1 nh

con lo que el sistema tomara la forma

t=Xo+h—1

Uy =& [(%o--1)—xo]-F s (3o -h)s— 23]+ 8"y, [ )PP —xy"0H]

i=1xq

i=xg}2h—1
X?L+ =a'o[(xo -2 —(xo )] 'y [(#o+-20)P—(xgH0)T] -
48 (g 20" 2 — (x4 Ry PH]

Ascevrens R LR R R N T L R I S wr R e P IS I S S R e AP S
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1:.: (-+)h—1
,bx?; u; =a'[(%g+(n+4-1Yh) — (xo+nh)] +a [(%~4(n-+1)h)2— (o4 nh)?)4---

+a'sn [(xo+(n+1)h)"h+1 _(xu_l_“h)nh-{-—i]

Restemos de cada ecuacién de este sistema la que le precede, con
cuyos resultados formaremos un nuevo sistema y, recordando que

i=Xg+2h—1 i=x,+h—1 i=xo+h—1
y — X 9y =4 X u;
i=x+h i=x, i=x,
i=xp+(n+41)h—1 i—x44nh—1 1—x,+nh—1
2 ouy— % u, =A u;
i=x4+nh i=xg+(n—1)h 1__xo+(nf1

(2o +h)—xe=A=xg ,, (g h)E —x2==Ax,2 ... (%o + h)ynb+1 — xnh+1 = Ax,nb-H

(%04 2) — (%o~ W)= B ey~ 1) , (¥o+2h)2—(xg+ 1)t =A(XoF-h)? .. (xo+ 2h) b —
— (%o h) P+t =A (x4} hynoH1

(%g+(n+1)h)—(xe+nh)=A(xe+nh) ,, (xg+(n+1)h)? — (x;+-nh)i=
=A(%o+nh)? ... (xg-Hn-+1) h) nh+1 — (% 4+ nh) ah+1 = A(x,+nh) oh-+
€l sistema habrd quedado reducido a -

i=X;4-h—1
a ) z ui = a’p[A(xp+h)— Axg] +a’s [A(xp+h)® — Ang¥]+ -

+ a'ob [8(xp-Hhy b+t — At

i==x442h—1
g :,’;h ui =&’ [A(xo+2h) — A (xp-h)] 48"y [A (x+-2h)* — A(xo+1)F] 4 -
+ a'nh [A(xgF-2h) b+ — A(xy+h)nb+]

i=xp+nh—1
Ai=xn—%-'n—i)h = &’ [A(xg+nh) —A(xe+(n—1)h)] 42", [A(xe+nh)* —

— A(Ro+Mm—1)h)2] +- - - a'nh [A{xo+nh)nh+d — A(xg+-(n— 1)h)nh-+1]
Segun la propiedad que tienen las progresiones aritméticas de ser

nulas las diferencias finitas de orden n 4-1 de-la serie de potencias
n*sima de sus términos, serdn cero las

A(xg-+h) — Axg =122, ,, A (%g+-2h) — A (%o }-h) = A2 (x, +-h) ...
A%+ nh) — A (% +(n — 1)h) = A* (%o 4 (n — 1) h)
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con lo que el sistema se reducird en una ecuacién por la resta efectua-
da, y en un término, su segundo miembro, por ser nulas las diferencias
finitas que multiplican al valor a determinar a’,. Queda, pues, el siste-
ma en la fase

i=gofh—t
A Y up=al Atxt-al, ATxgd o o 8%nn Alagohl
1=X;,
i=x,42h—1
S i =, A (xg ) 2’y 820kg B - - - a'ah A2k B

i=x,+h

T =, (0 — D) 2 8 (g — Y

+-a’nn A% (%54 (n —1)h) oh+1

M)
i=xy-+(n—1)h

Restando nuevamente de cada ecuacion la que le precede y siendo
nulas las

B3 (xo4-h)F — 83yt = A g2 ,, A% (x+ 212 — A%(xy bt =
= 03 (toF 0, o+ 8% (g F-(n— 1))® — A (g F-(n —2) M)t = 48 (xp+(n— 2"

obtendremos el siguiente sistema, que tiene otra ecuacién menos y otro
término menos ’

i=x%,+h -1
A? X ui=a’y A% - a’y Al xgt - a'nn A xgnb 1

i=xg

i=x44+th—1
88 T =, 8 P 0 g e 88 (g )
i==x,

i=xg+(n—1:h—4

g =8 Gyt (2R e’y e —2)) -
=X T {0 —4: R
+ a’nn 4% (2p+(n —2)h) nh+1

Continuado el proceso de restar en cada nuevo sistema de cada
ecuacién la que le precede y anuldndose las diferencias finitas que afec-
tan al primer término de cada ecuacion, llegaremos, por uliimo, a la
ecuacion

Anh

1=xa-l—h—1
L. ui=a’nhAnhtt xhtt
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y de cuya igualdad obtendremos
, 1 i=xg4-h -1
8nh = W . n .i:Sxo
Este valor, sustituido en la primera ecuacién del penultimo sistema,

i=Xq+h~1

Anh-1 3 gy =a’gh~1 Auh x,0h 4 g’yp Anh ynhd
i==X,
dara
1 i=xy+h—1 Anh xonh-]-i
amh—1=—__— . Anh—{ 3 ui —a’oh ————
Anh x,nh t=xg Anh xonh

y sucesivamente tendremos todos los pardmetros
a'nh—2, a'nh—-3, ---85,a’,,a’,,a

En el sistema, tal como ha sido resuelto, sélo es preciso conocer las
sucesivas diferencias finitas del grupo de perecuacion

i=xoFh—1

2 ui
i=x,

ya que, tanto las diferencias finitas del intervalo de perecuacién como

sus cocientes, son numeros independientes de la serie de observacién y

cuyos valores, para los intervalos de uso méds corriente y para grados

de la funcién mds empleados, serdn dados en las 7ablas Espariolas de

Movrtalidad.

Aplicado mi método de perecuacién a un ejemplo de serie de pobla-
cidn, permitird ver la sencillez de trabajo del mismo.

Por tratarse de un ejemplo, fijemos como limites de la serie las eda-
des 7 y 26 afios. Limites entre los que se da el minimo de las tasas de
muerte.  °

El intervalo de perecuacién que emplearemos es h = 5 y, por em-
pezar la serie en 7 afios, serd x, =7 y el sistema primario de ecua-
ciones
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y las que nos dan los coeficientes son

ds 1 i=I1
ay=—= <A Y oui
4 At xpt i=7
, __ B ! g . Y
A= —( = « A2 Y « 83
3 A3 xg3 i=7 A8 w8
a’ a, ll A =1t u a2 xua A x4t -
= = me—— a® I - L[]
! 2 ARyt i=7 A2 %2 A x 3
1 =i A xg? A %y , A xpt ,
89g=8 = — * Uiy — —— ¢ — . 3 - agj
Axy =7 A xy A xy AR,

La serie de los factores de transformacion, o relaciones entre dife~
rencias finitas de potencias del intervalo, toma para una aproximacion
de 15 cifras decimales los valores

1
Braz:f3=66-6661666-667>< 1015

W=fg=l-555-555-555'555x‘0_15
o .
A3 x4
A y = f3t =30
L o f,=2x10-2
Tt~ 0=
2, 8 .
s
2
%"*x'o—s= l"'_l75
1 = -t
Axn—-fg=2>(10
A xq2
iy, = =5
3
AA::: =foa=25
0
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Veameos los cdlculos a realizar para perecuar la pardbola de tercer

grado

P (%) = ay+ a; x - ag x¥'+ ag &3

en la serie de poblacion.
En primer lugar, hemos de obtener de la serie de observacién las

i=11
<
P

i=7
i=16
i==]
i=2

=17
i

bt

ui=1-178.025

2 ui=1.112-519
1

21 ui =938.740

—28
Y ui=854.958
—22

y, seguidamente, el cuadro de las diferentes finitas de esta serie

” Tuj AXu;i AtY¥ui A3Yu;
1.176-025 .
— 63.506
1-112-519 — 110.273
— 173.779 180270
938 - 740 69 .987
— 103.782
834958
y, finalmente, los coeficientes :
=1
2 ui < ;= 180.270><66 . 666 , 666 . 667 >< 1015 T cveeedeceranaies
=7
@' = 12,018
i=t1
127 ui X fy= —110.273><1 . 333 .335-333.335- < 10—15 = ............. N
—a'y < fyt = — 12,018 < 50 RN

a’y = — 507,570 - 666 - 666 - 666 . 667
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i=11
A X u; < =-—83-508<2x 102 ’ T i

i=7
— &’y > f,3 = 507,570 - 666 - 666 - 866 « 667 > 15 e
— &%y X f,f = — 12,018 % 175 e,
a's = 4.924029

i=11 '

i=E ui > fo=1.176.025 >< 2 >< 10— = ieiiraness aaran
—a'y <f?=—4.240,20 < 5 = i iiaees s
— &'y < {8 = 507,570 - 666 - 666 - 666 - 667 < 25 = ereiiirrerrienas
— a'y>< fol = — 12,018 X 125 et

| a's = 295 . 190,566 - 666 - 666 - 666 - 667

Siendo

f: P (x) dx = 225 . 190,566 . 666 - 666 - 666 - 667 x - 4 - 240,20 x* —
507,570 - 666 - 666 - 866 - 667 x* -+ 12,018 x4

y la funcién perecuada
P (x) = 925 - 190,566 - 666 - 666 - 666 - 667 - 8 - 480,58 x — 1. 522,712 x2 - 48 072 x*

En este ejemplo, y para mayor sencillez en los cilculos, se ha efec-
tuado un cambio de origen en el segundo miembro equivalente a siete
unidades, con lo que, haciendo x = 0 tanto en la perecuatriz coma en
las integrales, se obtendrdn los valores correspondientes a 7 afios; entre
ellos el ;ajustado.

FUNCIONES DE POBLACION, MORTALIDAD Y BE TASAS DE MUERTE.—Calcula-
da la perecuatriz

P(x)=apf a x+agxt-F - +4-anh xoh

esta es la funcion de poblacidrn y su

‘jj:l-Pi(x)dx:

expresa el valor ajustado del nimero de habitantes de edad compren-
dida entre ¥ y x 4 r afos, y también, como es 16gico, el numero de
_ habitantes comprendidos entre dos limites cualquiera de edad, mayor o
. 'menor que un ano.

x+1

X

a'o x + a'l x2 _|_ a'g x4 + - + a’'nh xub+1




161

Volviendo al ejemplo anteriormente resuelto la
%1 -
f P (x) dx
X

resuelve el ajuste de la poblacién y nos da el numero de habitantes de
cada edad, entre los 7 y los 26 anos.

De igual forma, y por el mismo procedimiento, se pueden ajustar
las defunciones ocurridas durante un afo, de las edades comprendidas
entre 7 y 26 afos, con datos de observacion sacados del resumen anual
del Movimiento Natural de la Poblacion.

La perecuatriz correspondiente a mortalidad o funcicn de mortalidad
toma el siguiente valor en el ejemplo en curso:

‘D (x)=1.575,116. 666 . 666 - 666 - 667 — 358,810 x +- 45,322 x* — 1,452 x?

y lo mismo que en la funcion de poblacidn la
x-}-1 ’
D (x) dx

nos expresa los muertos ocu_rridos durante un ano, ajustados entre las
edades 7 vy 26 afios.

Las funciones de poblacién y mortalidad no juegan aqui més papel
que el de auxiliar para la obtencién de otra funcidn: la de tasas de muerte
y también para la funcidn de tasas de supervivencia.

Recordemos que, como final de la conferencia de ayer, acepté como
expresion para la tasa de muerte la férmula

x+-2 ’
: 8 [TDooax

Tm (X) = =
f +li° (x)dx

Siendo parabdlicas y del mismo grado las perecuatrices
| D@ vy  P®

sus integrales entre los limites x, x -~ 2z para mortalidad y =, » 4 7 para
poblacion son también funciones parabdlicas y del mismo grado que
aquéllas. El cociente, por tanto, es también una parabdlica y su grado
vendra definido por la aproximacién con que se quieran obtener los
resultados, pudiendo, en consecuencia, ser igual, mayor o menor que
el de las perecuatrices empleadas.

11
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La continuacién del ejemplo ya indicado aclarard lo anterior. Si en

x+2

X

+2 ’
1/24/‘1 D (%) d x = 13| b’y x4 b’y x24 Db’y x3 - b’y x¢
X .
ponemos limites y ordenamos, tendremos

x 42 . .
l/ef;{ D(x)dx=[b"y+2b’;+4b';+-8b’s] 4-[2D"; +-6b’,+16b"s }x+(3b'y+
12b’s] x2+4b’gx8

o sea, en el,éjemplo después de sustituir parametros
Crx42
s D (x)dx = 1-273,232 — 273,974 x -} 40,966 x* — 1,452 »3
X

Para el denominador de Ya funcion de tasas de muerte se obtiene del
mismo modo

x+1

x

41
fx P(x)dx = l‘a’ox—;—a', x2ta'gxda’y Kt
que, después de poner limites y ordenar, queda
'x-+1 R ,
fx P(x)dx=(a'y+a’,+a'y{-a's]+ (22", - 32’y +4a'y] x - [ 38’; +Ba’s] x4-4a"y ¥
y que, en el ejemplo, toma el valor
+
fx P (x) dx = 228 . 935,304 + 7 - 005,94 x — 1 - 450,604 x* |- 48,072 x°
X

y, COmo consecuencia,

1-275,232 — 273,974 x - 40,966 x® — 1,452 x°
228 . 935,304 -+ 7 - 005,94 x — 1 - 450,604 x® - 48,072 3

Tm (x) =

Si esta divisién de polinomios la efectuamos en el mismo orden en
que estdn escritos, el nimero de términos del cociente serd, en gene-
ral, ilimitado, y el grado del mismo crecerd a medida que aquel nimero
lo haga.- El resto, en cada divisién parcial, nos marcard el error come-
tido, de no seguir la divisién, y la precisidn fijada al cociente nos dird
cuél ha de ser el término en que podemos detener la divisién.

Cualquiera que sea el niimero de términos que obtengamos en el
cociente, lo cierto es que

T (x) = My + M, x + My x2 + - -+ Mo x0
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Jfuncidn de tasas de muerte que nos da la probabilidad de morir entre las
edades » v » -+ r durante un afio, de los habitantes que, en principio
de observacion, tienen x afos.

" Siztomaelvalor x +Ax la

Tm (x+Ax)=M9+M,(x+Ax)+Mg(x+Ax)2+---+Mn (x4 Axm

expresa la probabilidad que de morir con edades x4+ Ax a x+Ax-}+7r
durante un aifio tienen los habitantes que en principio de observacién
hubieran cumplido # + A x afios. Cualquiera que sea el punto esco-
gido de la curva de tasas de muerte, siempre nos dara la funcién Tn (X)
la probabilidad que de morir en el plazo de un afio tienen los habitan-
tes que, en principio de observacién, habian cumplido la edad indicada
por la abcisa.

La complementaria de T,, (x) nos da la funcidn de tasas de supervi-
vencia

Ts()=1—Tn (x) = So-{—Sleng* -+ 4 Sp 20 =
1—M,— M, x —M; 2 —Mgad — - — My xn

siendo el unico tipo de tasa de muerte en que son complementarias las tasas
de mucerte y supervivencia.

En las funciones de tasas de muerte y de supervivencia asi obteni-
das, no sélo se evitan errores de calculo, sino también el obtener una
curva deformada a fuerza de manipulaciones. La principal ventaja de
mi método de perecuacion es la de poder llegar a la funcidn de tasas con
un solo ajuste y sin necesidad de obtener mngzm valor ajustado de pobla-
 cidn o mortalidad.

La figura 41 representa las funciones de poblacién, mortalidad vy
de tasas de muerte del ejemplo resuelto.

Los valores del grifico, aun siendo parte de una parédbola, vienen
unidos por rectas, evitando con ello falsas ideas motivadas por hablh-
dades de dibujante.

Aun cuandg. lo fundamental ha sido expuesto, me veo obligado a
no tratar bastantes puntos de las Zablas de Mortalidad, entre los que
destacan los grupos censales de edad de error compensado, los coefi-
cientes de simpatia en las terminaciones de edad, la precision en los
calculos, funciones de supervivencia, tasas instantdneas, etc., pero que
en unién de la ampliacién de todo lo expuesto, serdn dados a conocer
en las Tablas Espariolas de Mortalidad.
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Antes de terminar he de expresar mi gratitud a cuantos estadisticos
con sus consejos v palabras de aliento han contribuido a lograr las
Tablas Espanolas de Mortalidad. A mis jefes y compaiieros, siempre
animandome a continvar mis trabajos, y al catedrdtico de Estadistica
matemdtica D. Olegario Ferndndez Baios, a quien debo, no sélo mis
conocimientos, sino también el interés que supo despertar en mi por
estos problemas de la investigacién, les corresponde no pequeiia parte
de lo que de 1til tenga lo expuesto, y, por tltimo, al Catedrético D. An-
tonio Lasheras-Sanz, ilustre Presidente del Instituto de Actuarios Espa-
fioles, debo la invitacién a ocupar esta tribuna, lo que ha posibilitado
el dar a conocer este trabajo a la Asamblea, que con tanta benevolencia
escuchd mis palabras y de la que guardaré un imperecedero recuerdo.



