Estudio relativo al ajuste de tablas de super-
vivencia general, y de vilidos e invilidos
especialmente (¥

Por D. Antonio Lasheras-Sanz,
Actuario —Abogado. - Intendente Mercantil.--Catedritico.

Cuando hay necesidad de enlazar, o combinar, mejor dicho, las ta-
blas de supervivéncia y mortalidad generales con las de sobrevivencia
y mortalidad de vidlidos e invélidos, se presenta el no pequefio incon-
veniente de que, hasta hoy, unas.y otras son de origenes diversos,
constituyendo un obsticulo para la precision matematica que requiere
la organizacién técnica actuarial de la entidad que haya de servirse de
ellas, siendo evidente que la idealidad consiste en la existencia de una
tabla de sobrevivencia general de la que se desprendan las de vilidos
e invélidos. De ellas, hoy no se puede disponer de otras que de las de
la Oficina Imperial de Estadistica Alemana, que ademés de datar del
afic 1882, ni estan basadas sobre un numero suficientemente grande
de cabezas, ni la relacién existente entre ellas estd basada en el razo-
namiento matematico de ajuste armonico y simultdneo que se precisa.
£l resultado de mis estudios sobre esta finalidad es lo que hoy presento
a la consideracion de la Asamblea. .

Para llegar a los resultados que me proponia, por ser necesarios,
me ha sido preciso introducir una ligera modificacién en los elemen-
tos, no en el método, a la teoria explanada por M. Quiquet en el capi-
talo II de su tesis Representation algebrigue des tables de survie, que

{1} Aportacién presentada al Congreso Internacional de Ciencias de Coimbra
(Portugal) del afio 1925, sesidn del- 17 de junio, y sometido nuevamente a conoci-
miento especifico de los Actuarios espafioles con ajgunas ligeras modificaciones.
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trata de la interpolacién de las mismas e investigacién de la ley que
siguen los datos observados, modificacién de la que me ocupo en el
capitulol.

~ En el I, trato el problema planteado por M. Poterin du Motel en su
Theorie des Assurances sur la vie, demostrendo que la serie que debe
gjustarse es la de tantos de mortalidad y no la de niimeros de sobrevi-
vientes, y basdndome en un razonamiento del Sr. Broggi, expuesto en
su Matematica attuariale, doy la correspondiente solucion en el capitu-
lo III, solucién que va armonizada con la teoria de M. Quiquet, ya rec-
tificada en el sentido expuesto. -

‘Una vez solucionado el problema de M. Poterin du Motel en forma
tan absolutamente general, paso a dar en el capitulo [V la norma y
razonamientos para la descomposicién de la tabla general de supetvi-
vencia en tablas de vdlidos e invdlidos y, por tanto, para su construc-
cién y ajuste en la cotrespondencia armoénica que deseaba, haciendo
resaltar los puntos fundamentales en que se establece la correspondien-
te relacion que debe existir. :

Y, finalmente, en el capitulo V estudio la variaciéon de la tabla
linica de supervivencia de invdlidos, obteniendo una ley que nos per-
mite ajustar dicha tabla sin dejar de considerar los nuevos ingresos a
cada edad, pero 'sin ser funcién explicita de las edades de entrada, no
teniendo que considerar otras edades que aquellas correspondientes a
los respectivos numeros totales de sobrevivientes.

[

Ligera y necesaria rectificacion de la teoria de M. Quiquet
para la interpolacion de las tablas -

De ordinario, el ajuste de los datos observados se efectia determi-
nando a priori la ley con arreglo a la cual se desea efectuarlo, descui-
dando en absoluto los dictados de la interesantisima teoria explanada
treinta anos ha por el sabio Actuario francés M. Quiquet, que supo legar
en plena flor de su vida un frato-de su estudio cuya importancia y uti-
lidad no son apreciadas, desgraciadamente, en toda su intensidad.

Por la esencialidad de la misma, es la ley de Makeham la que goza
de supremacia, imponiéndola a priori para el ajuste de las tablas, por
ser la que recoge las dos modalidades generales de acaecer la muerte:
el azar v la vejez.
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Mas el hecho de la diversidad de criterios emitidos por los varios
hombres de la ciencia del Seguro que se han ocupado de este asunto;
unos en el sentido de que las diferencias segundas de log 1, son nulas;
otros,,de que son constantes; de que varian en progresioén geométrica;
otros, etc., hace que meditando sobre las teorias de M. Quiquet, llegue-
mos a la conclusion de que el medio de apreciar la influencia que las
circunstancias de sexo, clima, profesian, etc., gjercen sobre la mortali-
dad humana, estd en la eleccién de la ley de mortalidad (como se me
comprobé al estudiar la mortalidad femenina como punto de partida
para mi lesis sobre La probabilidad de morir dejande vinda), y que, por
tal motivo, ésta no debe fijarse a priors, sino que debe ddrnosla el
propio cdlculo, pues la obtenida en esta forma serd la que mas se adap-
te a la tabla que se desea interpolar.

En el capitulo 1T de la parte primera de su tesis, dice el citado Ac-
tuario: «La funcidén y = X &%¥ ¢, {x) se ha obtenido por mediacién del
tanto instantdneo de mortalidad #., es decir, en sintesis, por notacio-
nes diferencjales. Una tabla de sobrevivencia no da semejante tanto, ni
incluso el medio de determinarlo; pues no permite calcular rigurosa-
mente tantos de mortalidad sino para periodos finitos, los que marcan
los intervalos de las edades que sivven de argumento.»

No obstante, en lugar de partir de A%logly, como &l hace en vista
de la afirmacién anterior, podemos considerar que siendo

=g i) - f-1)

va a sernes posible tomar como expresién inicial, por ser .
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Enlazando ahora los valores ¥x, Vx4t .. por la relacion lineal de
coeficientes constantes y provisionalmente arbitrarios

B vx 4 By ¥x41 4 - —f— Bu yx+u ==

%

cuya integracion sigue siendo andloga a la de la ecuacién diferencial,
lineal y homogénea de orden #, de coeficientes constantes y sin segun-
do miembro, basada en la ecuacidén caracteristica

Bo-+Byg+Bygt+ - +Bugu =0

¥ tomando valores de » para valores sucesivos de x, obtendremos el
sistema

Bsyx —+ B, ¥z + -+ Bu Yid-u =0
ng yx+1 + B,yx+2 + -+ Ba yxtut1 = 0

’- Boystu + Byyxtupt + - +Buystzn =0
en el que podremos considerar By, B; ... By como incégnitas, dindonos

lugar, para obtener valores distintos de cezo, & un determinante, andlo-
go al de Wronski, pues es condicién precisa v suficiente que

Yz YX+1 s ¥z
W‘ Vs+1 yx42 ceo ¥xpu4t
|

Y=tu ¥xtutt .. ¥x42u |

Nos encontramos ya en el mismo punto de partida que toma M. Qui-
quet para el estudio de cada uno de los casos particulares que consi-
dera y, por tanto, para obtener los resultados que él obtiene, se segui-
rin sus mismos razonamientos, pero sustituyendo las ssumaciones»
por las «integraciones», puesto que hemos pasado de cantidades repre-
sentadas por diferencias finitas a expresiones diferenciales.

Se ve, pues, que sin 1nconven1ente alguno podemos tomar como
punto 1n|clal la expresion

yr=p's = L'l g, (x),
para lo que solo hay que proceder de antemano al cdlculo de los valo-
. Tes Bz, que ya hemos expuesto, en funcién de dy o }; que son los

directamente observados, y no como preceniza M. Quiquet, abandonar



71 .

esta expresioén, que es la que en el capitulo primero de su tesis le sirve
para obtener las diferentes leyes de los diversos drdenes para sustituirla
por su andloga '

z, = A?log Ix == Te'i™ g; (x)

en funcién de las diferencias finitas,
La importancia de esta modificacién no estd en ella misma, sino en
la posterior aplicacién que mds adelante se desarrolla.

11
Problema planteado por M. Poterin du Mofel.

Salvada la dificultad que presentaba la teoria de M. Quiquet, de la
que nos hemos ocupado en el capitulo anterior, nos encontramos con
el inconveniente, para el desatrollo de que son objeto los capitulos si-
guientes, del problema planteado por M. Poterin du Motel sobre el ele-
mento que, entre los nimeros de sobrevivientes o los tanios de mor-
talidad, es preferible realizar la graduacion o ajuste, v que como he de
permitirme una, siquiera sea insignificante, modificacion, sustituyendo,
dada la indcle de la demostracidn, las diferencias finitas por elementos
diferenciales, se repite a continuacion:

Parece natural—dice—actuar directamente sobre el elemento obser-
vado sobre el tanto de mortalidad proporcionado por la estadistica,
pues a primera vista se aprecia también el valor relative, con respecto
a este elemento, de la correccién que se hace experimentar. No obstante
en ocasiones se ha operado en forma distinta, llevando el ajuste sobre
el ndmero de sobrevivientes, pareciendo util hacer resaitar el inconve-
niente de este método.

Supongamos que mediante los tantos de mortalidad observados, y
sin imprimirles ninguna correccidn, se ha calculado una tabla de sobre-
vivencia. Sean Ix y li14 los numeros de sobrevivientes asi obtenidos
para dos edades consecutivas. PPara ajustarlas vamos a efectuar en
estas cantidades correcciones que por su valor con respecto a 1z, sobre
tode en las edades medias de la tabla de sobrevivencia, podremos re-
presentar por 3y y 3y, designando ¥ la diferenciacién para distin-
guirla de]l namero de fallecidos 4. El tanto de mortalidad observado no
diferivd en nada del proporcionado por la tabla bruta de sobrevivencia,
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puesto gque por su mediacion se ha calculado, siendo

dx

lx

Qr = y dx:[x—'fx-H.

El tanto resultante de la tabla ajustada seré.-; pat"a 3dx = By — ¥yt

ho_dx 43 .
Ox =, =0

v entonces

lx_ adx — d: ﬁlx
= m

3q:=3—

X
Como dg, en relacién a Iy, es muy pequefio, podemos despreciar

el producto dy . 3l;, puesto que el tanto de mortalidad es siempre un
nimero pequefio, y por ello el crecimiento que se imprime a este tanto
es.sencillamente
dgx =3 dx _ Blx — Szt "
Ix Iz
cantidad que viene a ser del mismo orden que el elemento observado
gx, pudiendo llegar incluso a sobrepasar su valor.

«Yemaos, pues, que ajustado el nimero de sobrevivientes—sigue ch—
ciendo el autor—, no se da uno suficientemente cuenta de lo gue se
hace, exponiéndose a una desviacidn falsa sobre algunos tantos brutos
que pueden tener una gran probabilidad si resultan de observaciones
numerosas, y que si se opera de esta forma, sera preciso comprobar los
resultados gbtenidos por la comparacién de los tantos de mortalidad
deducidos de la tabla de sobrevivencia ajustada con los directamente
proporcionados por la observacién; mas entonces, no es mas simple
comenzar por efectuar la compensacion sobre estos dltimos y calcular
seguidamente los numercs de vivos de la «tabla de sobrevivencias
ajustada mediante la tabla directamente ajustada de tantos de morta-
lidad?»



111

Resolucién del 'problcma de M..Poterin du Motel mediante la
- adaptacion de la teorfa rectificada de M. Quiquet. '

La interrogante con que terminamos el capitulo precedente puede
ser satisfactoriamente contestada, en forma tal, que ademas nos permi-
ta valernos de la teoria de M. Quiquet para obtener por medio del
cdlculo mismo la ley de sobrevivencia que mds se adapte a la tabla que
se desea ajustar. Pero antes de pasar a desarrollar la correspondiente
demostracién de esto, permitasenos tratar,.ligeramente siquiera, una
cuestidon previa.

Las dos fuentes de origen que pueden tener las tablas de sobrevi-
vencia son los ficheros de las Compaiflias de Seguros y los Censos de
poblacitn. Por los primeros cobtenemos directamente los valores d. v
lg, los segundos, son los de y 1x+—f; los que nos proporcionan. Unos y

otros quedan ligados por las relaciones

1
b (e )

o= S e o2ME 2z
X lx.}__i.., Qx*"2+mx Px—g_*_-mx
2

Una vez conocida la serie de tantos brutos gx, en virtud de la re-
lacién '

Tatt

Iz

l—gx= px == »
ha sido costumbre aplicar una ley de ajuste elegida a prioré, pudiendo
citar, como ejemplo netamente espafiol, el caso de la tabla ajustada
analiticamente por los Sres. D. Mateo y D. José Puyol Lalaguna, pre-
sentada por D. Manuel Perales a la Conferencia de Seguros sociales
celebrada en Madrid en octubre de 1917. _

Estos sefiores, siguiendo las normas trazadas por otros Actuarios
extranjeros, comenzaron por elegir @ griori, como ley de sobrevivencia,
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la de Makeham, y luego establecieron la relacién

41 kestt .gcx-ﬁ-i

e e =S

pr=1—qqx =

de donde _
i_bg px = Idg L (ct — 1} log ¢;

aplicando para la determinacién de las constantes ei método de King
y Hardy. _ '

Aqui lo prudente habria sido que una vez hallados los valores de
Pz ==1 — qx Se hubieran tomado sus logaritmos ¥ despues las diferen-
cias pr:meras de estos logaritmos, y como

A log px = A{log k-t —~log 1x) = A?log Ix,

haber aplicado a este resultado la teoria de M. Quiquet en la forma
directamente por él dada, basada en la expresion ya expuesta anterior-
mente:

Zg:ﬁs 10g 1x=2erlx '.!Ji (X)x

con lo cual habriamos obtenido la ley que la serie observada misma nos
hubiere aconsejado.

Pero una vez rectificada la repetida teoria de M. Quiquet en el sen-
tido indicado en el primer capitulo, serd preferible hacer uso de ella en
esta forma, porque ademds la solucién que asi obtengamos para el pro-
blema de M. Poterin du Motel tiene carécter completamente general,
como veremos mas adelante,

Para tal fin partiremos de la relacién

-

px - Ox=—"8lodlx,
de donde

.log1x=—f,'zx <A,

teniendo, por otra parte, que

. 1
log lx11 —log Ix =[ log lx'_] = L+ Bx=logd px,
. X X
¥, por tanto,
x+4
fpx « 8x
b x Tl
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Resultard, pues, que tendremos

. o
qg=1!—pzx=1-¢e !-1x+7-

.g 1 [y 1
. Poxd—- wrt -

e S S - Sl A e

1 1

s t ot 1 LENTE 1

R R T

1 3

<on lo cual se comete un error < T L 1, que es perfectamente des-
x :

preciable, y asi el segundo miembro, mediante error tan insignificante,
se convierte en la suma de los términos de una progresién geométrica

. : . 1 .
decreciente, cuya razon es — Y Hx+,,;, gque {iene por suma

2;12;%
[ ——— q ,
2+P‘x+—;— £

lo que nos pone en evidente manifiesto que, sin ercor sensxb]e, puede
tomarse

Lo dx
Prp o= ‘x{%m =m,

-

e Z Mx
a que también = _————— como sabemos.
ya q Iz = 2 tme’ on em

Volviendo ahora a la teoria de M. Quiquet, -como la expresion

Y= e g () =py

tiene que subsistir, y subsxste, para cualquter valor de #, podremos
escribir

1
T (x4 i .
yx-{-«-;—:Eel( 2)'\?i(x+_{)=9"x+

m'._. vof =

(pxtay} e I

1o que nos permitiré establecer la relacién

B, Yx+-%~+ B, yx+1+,£,+...+B“ yx+n+—;— =0
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¥ seguir va la norma trazada con la rectificacion efectuada en el primer
capitulo, con lo cual obtendremos la forma explicita que deba corres-
ponder a PL,+_

Esta expresion podrd ser cualquiera de las por M. Qu1quet estudia-
das, y suponiendo gue, como resultado del ensayo, haydmos obtenido
la ley de Makeham, tendiemos

“”f'? =A 4Bty

con lo que no se comete ningun error, puesto due también aqui esta
" relacion, para ser cierta, tiene que subsistir para todos: los valores de
x, dado el razonamiento analitico en que se fundamenta.

Efectuado el ajuste de la serie de valores uﬂ.;;, o también obteni-

“dos los valores de A, B v C, y sabiendo que

B

A=—Iogs y lé‘ﬁ:—logg,

podremos calcular _
log px — log s +¢X (¢ — 1} log &.

Hemos hallado, pues, fos constantes del ajuste por medio de los
tantos de mortalidad, como se deseaba.

E]

) Iy

-Descomposicion de la tabla general de sobrevivencia, en tablas
de vidlidos e invalidos: construccién y ajuste en correspondencia
. armdénica,

Donde mas se pone de manifiesto la ventaja del segundo razona-
miento expuesto en el capitulo anterior es en el caso de que se desee
construir y ajustar una tabla de sobrevivencia general, en correspon-
dencia arménica con sus integrantes de sobrevivencia de vdlidos e in-
vilidos. .

A este efecto, los datos que nos suministre una observacidn apro-
piada serdan los nimeros de sobrevivientes en general, que se descom-
pondrdn en sobrevivientes en estado de validez e invalidez

lxtn= ]x—|—n + ix—l—n
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¥ seguir ya la norma trazada con la rectificacion efectuada en el primer
capitulo, con lo cual obtendremos la forma explicita que deba corres-
pondera Ptx_,,___

Esta expresion podra ser cualquiera de las por M. Quiquet estudia-
das, y suponiendo que, como resultado del ensayo, hayamos obtenidoe
la ley de Makehain, tendremos

. o
g L= A+ Bo g

con lo que no se comete ningln error, puesto que también aqui esta
" relacién, para ser cierta, tiene que subsistir para todos los valores de
%, dado ¢l razonamiento analifico en gue se fundamenta.

Efectuado €l ajuste de la serie de valores zxx;__;_, o también obteni-

"dos los valores de A, B y C, v sabiendo que

A=-—logs ¥ logc — log g,

podremos calcular
log px = log s 4% (c — 1) log &.

Hemos hallado, pues, los constantes del ajuste por medio de los
tantos de mortalidad, como se deseaba.

IV

Descomposicion de ia tabla general de sobrevivencia, en tablas
de validos ¢ invalidos: construccion y ajuste en correspondencia
: . arménica.

Donde mds se pone de manifiesto la ventaja del segundo razona-
miento expuesio en el capitulo anterior es en el caso de que se -desee
construir y ajustar una tabla de sobrevivencia general, en correspon-
dencia arménica con sus integrantes de sobrevivencia de vdlidos e in-
vélidos.

A este efecto, los datos que nos suministre una observacidén apro-
piada serdn los nimeros de sobrevivientes en general, que se descom-
pondrdn en sobrevivientes en estado de validez e invalidez

lsn = ]i_]_n + lx+n
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4 cadaredad; ¢l-ntmero de fallecimientos habidos en general -y de-los
en estado de validez e invalidez en particular, v el niimero de 'los gue
anualmente quedan invilidos a cada edad. -

Construida y ajustada la tabla general de sobrevivencia en la forma
que ya conocemos, y suponiendo; a modé de ejemplo, para poder con-
cretar en nuesiro caso que sigue la ley - de ‘Makeham, para el estudio
particular de las respectivas leyes:de vdlidos e invalidos, tendremos
andlogamente

| 1 an e au 1 ag A
Ty (e — e ()

stendo / el ntimero de invélidos, y

an o d
m = e
X AA
1o
X 2
de donde
: an i
aa 4.79. I d"la. Q_mxb_géi_
s & _ L ( I )
‘,pﬂa ‘X—H_‘ L2 s i 2 X,+ x_ » lx‘i“—n
x “aa aa B T ) = ;;,T—ﬁ;__
[ ,IX:H_}’_%* & (dx + lx) 24m + = -
E . | 1
X —
¥ como
- aa an
-+ - =
P, 4, e, 1,

stendo &, el tanto annal de invalidacion, se tiene
= L
2m 9.t
X +_2 da
1 1

— 1 .- .
. aa x 2 ]x
g CTTTTZTTL T m
2+m — 1.
b
LT
by

La analogia que debe existir entre la relacién que liga los valores

Gx ¥ mx de ia tabla generaly las ¢y m'f de la de vdlidos, compro-

12
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bada para las tablas de las 17 Compafilas inglesas y de Zimmermanmn,

que dan
a5 == 0.00862,

wa _
Qg = (,00766,

m35==0,m83§_
3% _ 6 a0
m = 0,00769

Usg = 0,01572, Mgy = 0,01584

an__ an__
dgy = 0.01524. Moy = 0,01536,

nos permite establecer, sin error apreciable,
aa
2
X
g = =
b 2 . mﬂ.ﬂ.
X

¥, por tanto, también aqui tendremos

- 9 gi?
aa 779}
x

A A
g_gqn 't

b

m

o que nos permite aplicar ya el método de Quiquet para la determina-
cién de la ley que sigue la mortalidad de validos, pero en la forma

rectificada, pues aqui no puede partirse de A? log 1", porque no séio
" puede dejarse de pertenecer al grupo de vilidos por muerte, sino tam-

bién por invalidacion,
Hay necesarifamente que partir de la funcidn

oixa b 1 -
g mserte Do )-(ot

Por otra parte, fenemos también fa suma

prtai=1

1

2

de las probabilidades anuales de vivir, valido o invdlido, y morir, en
igual forma, y el tanto instantdnec de eliminacion del grupo de vali-

o

dos—por muerie ¢ invalidacién—que serd, como sabemos:

R S L LU,
x

=TI =

x

By = —

—
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de donde
a_._ & a
logp, wlog ix+1 log 1xa:kf < ox=—px+_}
¥ también aqui, como hemos visto paray, 4 y "x—r—’

2{q&+s) _
A= F epad
ST (F ) e

siendo V,+¥ el tanto instantdneo, intensidad o fuerza de invalidacion.
Asi conocidos
a 1 a—a 1
My +5 y .’*X_f_.é..
se tendra
R
Obtenido el valor p2 + y ¥a estamos en condiciones de aplicar la

teoria de M. Quiquet, nuevamente partiendo de la expresion

’

MRS SPY PR NI RN

Supongamos que de los ensayos realizados, y a fin de poder tomar
como ejemplo el criterio de Weber, hemos obtenide como consecuen-
- cia que la_ mortalidad de vilidos sigue la ley de Makeham,

p22 =g -L be* »
v la de eliminacién, la
P e

correspondiente a la ley de Lazarus.
Resulta, pues, que

b= Pt — 2 = (2 —a) 4 (8 — B) T ",

la invalidacién sigue la ley de Heym-Weber semejante a la de Ma-
keham.
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Determmados los valores de las constantes, y valiéndonos de las

_ '-seues orlgmales p. y pd + ; tendremos

log l:;=—— J{ (a—i—ﬁc"—}—rr‘) LBx

=IogR-—a'x——g—cx—~er

. log c tog r
de donde
l“ Rm* n¢ u'”
-siendo v
—a=logm ——i-=togn v MV—T—=10gu
! logd ¢ log r

- S6lo nos falta ahora concretar el punto de hermanacién de la tabla
general de sobrevivencia con la de en estado de validez, para lo cual, a
modo de ejemplo de como debe establecerse, partiremos de las hipéte-
sis de que la tabla general sigue la ley de Makeham, y la de vidlidos la
de Lazarus; de forma que tendremos ' '

px — A < Bex
pr=a e+ re"

- Y ahora, si para la tabla general la exposicion a la muerte, en cuan-
to a la vejez respecta, crece progresivamente por debilitacién gradual
de nuestros 6rganos, también en el estado de validez sucederd lo mis-
mo, porque aun en tal estado, por ley de vida, existe la debilitacion
gradual de nuestros 6rganos, sin que se requiera llegar al estado de
invalidez propiamente dicha, con lo que la intensidad de mortalidad

referente a la vejez, como para la tabla general, crecerd proporcional-.
mente al tiempo y a su propio valor, a cada intervalo infinitamente

pequefio de tiempo, y tendremos:
SM® =logc’ . M™® . 8x.
Comparando esta expresién con su andloga para la tabla general

BMx_zlogC . Mz 3x,
sucede que |

PMM =

p.9
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por ser dos mﬁmtamente pequefios de primer orden, y al ser los dos
primeros miembros de las dos anteriores igualdades también iguales,
asimismo tendré.n que serlo los segundos. Ahora bien: para que al con-
siderar a1sladamente las cantidades finitas

"log c_’ . M;@‘*' ¥ loge . M,
éstas fueran iguales, tenduan que ser los factores logaritmicos desigua-

les, porque M, y M” son distintos, ya que la intensi dad de mortalidad

nunca puede ser 1gual para la tabla general que para la de vélidos y,
por tal mativo, aun cuando se consideren iguales los coeficientes de
proporcionalidad respectivos, los productos.de que forman parte siem-

pre estardn en relacién a los factores M; y Mas, stendo, por tanto, po-

X

sible sin error apreciable establecer-
'l:og ¢ =logc.

Con esto conseguimos que una vez hallado para la tabla general de
sobrevivencia el valor de ¢, de la ecuacién

px = A —}-ch.'_;

ueda aplicarse al de ¢’ en la expresién de p#, con lo cual serd
P P Y oy 3
p =a B’ yr,

qué’danda solo por calcular Jas constantes 'a‘ Byyy»
Una comprobacién sera si a los valores l‘m aphcamos el método lla-

mado de King ¥ Hardy a modo de verificacién de constantes, con lo
que llegaremos a tener

L = ={ct — 1)8 (rt - 1)3

AT Jog |l = ] Iog n + — L log u
x c - .
w2t —1 — .x+t t 18 bt (pt — 138
A X ]Dg I‘Ecla = ,c_<_c___,_)~ Iogn + L___(_—__.l_ ]Og u
xf ; c — 1 r— 1~
x4-31—1 — x4-2t (ot — 1)8 : bt~ 108
A2 2 jog ¥ =S—-—(~————). logn+—f—£—mé- log u,
<+2t ’ =1 r— 1

sistema que depende de las cantidades ¢, #, » ¥ »; mas como Lazarus,
al dar directamente su ley, decia gue <«considerando, por ejemplo, la’
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mortalidad como debida a tres causas, en la que la primera actte con-
forme la ley de Gampertz, corregida por la segunda en la forma indi-
cada por Makeham, y la tercera de la misma forma que la primera, pero
de distinto valor y direccién» {aun cuando esta tercera, al ser, en nues-
tro caso, ley de eliminacién y no de mortalidad, pueda no variar en ese
valor v, direccién), no habrd error al suponer la parte de ia ley de Lédza-
rus semejante a la de Gampertz coincidentes, cuando menos en ¢l coefi-
ciente de proporcionalidad log ¢, Con esta razdn, sustituyendo en el
anterior sistema el valor de ¢ por el hallado para la iabla general de
sobrevivencia, nos quedaré un sistema de tres ecuaciones con tres incog-
nitas, que por sustitucién resolveremos a satisfaceion, de modo que
tendremos

gft—1 py et )8
Az % log]ia:ah‘r%_r_l)_]ogg
x+2t—1 x+t (r1 — 1}3
At % logl = a—l—rllogu
2t x
x+3t—1 = x+2t 1y
ATS log M= ot a+_ﬂi__‘llogu
ot x
gue nos conduce a la ecuacién
x+2t—1 I x4-t—1 aa
,Aa T logi —c' AT I log laagr“
art ® x *
{ =}3t—1 a8 x+t—1 aa
—1aTs log ™ — AT log s
: x4-2t x x x

43t = -1 o
hj(mx T logl” —c?ar T log l“)ct +
x+2t x x x

-t @ -1 =
(A!’ ' log lza —ctar +E log I:a) c2‘i= ]

de 2.° grado en r!, y cuya resolucidén nos satisfard el problema.

Lo que acabamos de efectuar nos permite determinar y demostrar la
certeza del establecimiento matematico del punto de relacién que debe
existir para conseguir esa necesaria correspondencia armonica que hay
que mantener, en bien de la exactitud de las bases actuariales, entre
la tabla general de sobrevivencia y la de sobrevivencia de vdlidos y,
por ende, de la de invélidos, pues si la poblacién, o, mejor dicho, el
namero de sobrevivientes de cada edad estd compuesta de vilidos e
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invalidos, tendremos que

----------------

pudiendo suceder que a la edad inicial .sea

h=1" oloque es lo mismo I} =0.

En cuanio a la constante £, de la que nada hemos dicho directa-
mente, transcribiremos frases de Mr. King, referidas a nuestro caso par-
ficular:

«5i en la expresion

de donde se deduce que X.#.#x es el radio de amplitud de la tabla de

eliminacidn. En la expresidn de l‘f las constantes » y # figuran con
un exponente funcién de =, pero fa constante £ figura simplemente
como coeficiente. De aqui se deduce que la constante £ no tiene mas
importancia que fijar la amplitud de la tabla. Si deseamos los valores
de I5" aproximados a Ios de una tabla determinada, tendremos gue ob-
tener el valor de X con relacién a ella; pero commo en la practica Gnica-

mente tienen importancia los vaiores relativos de Iia podemos dar a &
el valor que nos plazca.» R

Esto nos da base necesaria para que el valor de & de la ley de Ma-
keham y el & de la de Ldzarus, referentes a tablas que hayan de guar-
dar la correspondencia arménica de que hemos tratado, sean

(k =R}=K




184

y por tal motive, tengamos a la edad inicial, para la que I, =0,
I =" =Ks* ¢"'= Km*n®" 0"

que es el punto final que afirma y cierra herméticamente esa correspon-
dencia que se precisa.
También se puede establecer la igualdad o equivalencia

log ¢' =logc

caleulando el valor de logc por el siguiente método debido a G. Fe
Hardy para la ley de Ldzarus.
En él haremos:

A= A*X+€4. logd Iza —c* (C—l)s logn +r* <—t-:——]'—3 Tog u
=M+}N |
B=Asx+}: logl ot (glogn 4 = (r — log u
—=Mo+N¢
C§A9th§;:1|og | =t 7(2_ ) fog -1 >3t Ur =12 g u
=My N

D=M¢p N
De aqui resuita que

AD —BC BD — C3
TAC — BT =¢+¢=8 vy ——AC_Bg=¢p.¢=P

por lo que
v _S+=V8—4P
i 2
—4¢A A¢—-B
M= N= &7 =2
4 7 ¢

Pueden resuitar para ¢ y ¥ valores imaginarios, pero, entonces,
basta transformar su expresion en funcidn de las lineas trigonométricas
" segdn el método expuesto para ello por Mr. Buchanan,
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'V"
Ley de variacion de las tablas gencerales de invalidos.

Una forma de poder calcular 1os niimeros

T &5 3
‘x 1 ]X+1 1ty IJ:—{-t

de sobrevivientes en estado de invalidez, procedentes de los sobrevi-
vientes validos a una edad inicial, consistente en hallar la diferencia

enire los elementos de dos series perfecta v armdnicamente ajustadas

. a8
Lepe=Teri— g

par 1o que la serie resultante, que estard ajustada indirectamente, serd.
funcién de 1a ley general de sobrevivencia, de la de en estado de vali-
dez y de la de invalidacion. Necesariamente tiene que existir una ley
particular gue nos confirme el ajuste indirecto, no obstante ser ésia una
serie sometida a otras causas de variacidn gque la mortalidad, como es
el constante ingreso a cada edad de nuevos ntimeros de invalidos pro-
cedentes de la serie de sobrevivientes validos.. '

Al efecto de obtener la ley de variacion correspondiente de la re-
lacidn '

!I = ‘X + ‘X

se nos desprende

u aa X X -9
=1, —1, = Ks*¢g“ —Km*n" v,

donde va a prestarnos un gran servicio el método de Gauss para la -
obtencién de los logaritmos de sumas o diferencias.
Si

a

log (a —b) =log b+ fog (& — 1) = fog b + (p=s1 (log a — log 1),
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tendremos
Ioglf: log K +-xiogm - c=logn +rxlog u

+ [ t(log K+ xlogs-Fcxlog g log K —x’
log m -~ ¢= log n — r* log u)

- =log K+ xlogm-+cxlogn+r= logu -+ [p—1)
(x log % - ¢c* logd % +r=xlog u) .
de donde

i XX \ X x = g1
o (1]
= Kax fe* 3%,

como se queria demostrar. De nuevo tenemos la ley de Ldzarus.
También en esta ley se aprecia la dependencia interna con la de la
tabla general de sobrevivencia en el valor de ¢ v en el de £,



