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PLANTEO DEL PROBLEMA 

El pro'blema del chlculo del tanto de interk en las rentas 
ciertas es un problema al parecer totalmente resuelto deside 
hace mucho tiempo. 

Anali tica,mente, tratándose de una ecuación numérica de 
grado n, qued6 comprendido dentro de los distintos procedi- 
mientos de resolución de este tipo de ecuaciones. 

Tkcnieamente: habi6ndose construido tablas especi'ales que 

dan los valores de a - ; a: ; S- ; S-' ; vn ; con ellas y 
='l nl nl BI  

las, fórmulas dme interp~~lación, la técnica dejó supemdo el 
problemal. 

Sin embargo, no dejan de  aparecer en revistas y publica- 
ciones articulos exponiendo procedimientos particulares que 
tienden por distintos caminos hallar ese dato cuando es in- 
cógnito, contradiciendo aparentemente las anteriores afirma- 
cion es. 

L 

- 1  
La explicación a este hecho puede residir en que, si bien 

F 

b; 

en su forma analitiea el problema se resuelve irr&rochable- 

g- - mente, su realización numhrica concreta es sumamente labo- 
R , ~  riosa, de  ahí que se lnvesltiguen otros procedimientos más 
gs< 
M prácticos y expeditivos 'que, adaptándose a las singularidades 

de la ecuación, reduzcan en todo lo posible las operaciones 
a realizar. 

Del mismo modo, para que los resultados que necesita la 
técnica sean correctos, es preciso que el intervalo de valores 
del tanto de inte~és con que han. sido calculadas las tablas 
sea suficientemente reducido, pues de otra manera la inter- 
pol ación, aun considerando diferencias segundas, no logra 

S la aproximación apetecida. 
Como en tiempos ya pasados. las tablas financieras eran 

escaslas e incompletas, se comprende que primaran histórica- 
mente las consideraciones hechas al hablar de la solución 



Dicha influencia histórica ha dado lugar a que se adquiera 
el conocimiento de f6nnulas particulares muy difundidas y 
de concepción ingeniosa muchas de ellas. 

Hablar de estas cuestiones y no citar la conocida y clhsica 
f ómula. de Baily (l774l844), seria un olvido imperdonable. 

Ekta fórmula, que reconoce como antecedentes las de Ed- 
mundo Halley (1661742) y de Tomas Simpson (1710-17611, 
no obstante su valor histórico e ingeniosa concepcion, tiene, 
en la actualidad, un valor muy relativo, pese a la corrección 
de Leni$, por necesitar tablas de logaritmos. 

Aunque la ecuací6n trinomia fundamental a que da lugar 
Ia investigación del tanto de interes 

fue estudiad,a por Gauss y caritelli, el hecho de precisar para 
la obtención por tanteo de un primer valor aproximado, ta- 
blas t~gonométricas y de: logaritmos, alejaron dichos métodos 
de su utilización pdctica, pero no aslí de su exposición teó- 
rica, :ppr el caráckr formativo y de aplicación de tmremas 
de  Anális$s que le integran. 

.De ahí en a,del,ante han sido nu.merosísimas las fórmulas 
y métodos dque han ido apareeiemdo y que se recogen en obras 
tan crrnocidas como las de : S,uZton, Todhunter, Carboni, San- 
tacr-, Sibirani, Lowey, Barriol, etc. (en esta última, el m& 
todo de Achard, utilizando tablas de M. Murai). 

Por iguales fechas a las que estamos haciendo referencia, 
se perfeccionan los métodos basados en aproximaciones su- 
cesivas, métodos reiterativos para grandes valores del tiem- 
po n, y los que coJiJidermdo un primer valor aproximado 
dado por. las tablas financieras, tienden a corregirlos : pri- 
mera f6mula de' Baily, o regla de Newton. 
h. épocas recientes, indicaremas los muy interesa,ntes tra- 

bajos de lBa,mal Sauto, y entre ellos, el titulado: "Sobre ,d 
problema d e  la tma d.el interés en las rentas ciertas" (*), que 
considera la  utilizaci6n de la máquina d,e calcular a la rem= 
lución de la ecuación por medio de los lugaritmos de Gaws,; 
el de J. E. Kerrioh, "A Method of Determining the Rate of 

(') Reuista de Ciencias Económicas, febrero 1936. 



Interes,t Involveld a Given Transaction" ('); el de Lascurain, 
"Procedimiento pea-ra el cálculo de la tasa de interés en un 
tipo de renta cierta" (") y, por último, el monumental tra- 
b,ajo de G. Vanlaer,: "M&ho,des et tables pour la ealcul avec 
15 chiffres du taux d'interkt d9une annuité certain" (* * *), que 
perfeccionando el m.étodo de Achard le lleva, mediante el 
auxilio de tablas especialmente calcula das, a la mencionada 
aproximación, de inmenso valor teórico, pero desproporciob 
nado desde el punto de vista práctico por la natura'l densidad 
de operaciones a realizar. 

Por nuastra palrte, no hemos estado ausentes a esta can- 
tribucien y a partir d,el año 1941 hemos publicado algunos 
trabajos que ha,cemos aparecer en el capítulo V del presente . 

estudio (*'*'). 
Resnimiendo lo expuesto, vernos que la ap¡icaci6n para el 

calculo dmel tanto &e 'interés en las rentas ciertas de 10,s pro- 
cedimientos directos del Análisis, asi como, los que consigue 
la técnica., resiilt an penosos po,r el cúmulo de operaciones , a 
realizar, impropios de la agilidad en los cá.lculos que la prác- 
tica reclama. Los res tanit es méto8d.os ideados para salvar esta 
dificultad, hasta ahora, precisan disponer en el momento 
oportuno de tablas especialmente hechas, o 'bien de tab,las 
financieras o logaritmicas y algunas veces trigonométricas, 
con lo que el conjunto de operaciones aritmeticas a realizar 
se mitiga, pero no se res,uelve, llevándonos a la coaclusión 
de que el ideal prktico no ha sido aún 1o:grqdo. 

Muy recientemente nos ha publicado la revista Gaceta 
Matemática (1 serie, tomo XV, números 1 y 2, 1963) un tra- 
bajo titulado: "Inversión de series y sus aplicaciones" que 
puede aplicarse satisf actorkmente a resolver el prolblema 

( * )  Jou.rnal of Institute of Actuaries, 1939. 
(*  ') Anales del Instituto Actuarial Argentino, 1952. (Este método 

sigue las directrices de los primitivos de HAUEY y de SIMPSON, me- 
jorándolos.) 

('") Boulletin trimestriel de I'Institut des Actuaries Francais, 
1954. 
' ( * * * * )  Fueron publicados en Revista de la Universidad de Oviedo, 

Anales del Instituto de Actuarios Españoles, Revista Gaceta Matemdti- 
ca y Publicaciones del Seminario de M~temciticas Financieras, de la 
Escuela Superior de Comercio de Madrid. 



propuesto, con la ventaja de que mecaniza totalmente las 
operaciones a verificar. 

El sugestivo resultado conseguido nos mueve a redactar 
&e trabajo que  tiende ademáU a dar una i,dea de,l estado 
actual en que se encuentran estas investigaciones. 

En la teoría de funoiones complejas se demuestra que 
dada una serie dle radio no nulo 

puede ser encontrado o,tro desarrollo de la forma 

Los coeficientes c,  = O, c, = 1, c, = - &, c, = 2a2 - a,, 
etcétera, se calculan swtituyendo [S] en [1], e identificando 
los coeficientes de las sucesivas potencias d e  y. 

€m lo anterior, el problema queda teóricamente res.uelto; 
pero en Ia práctica, cuando conocido y se deslea hallar x, el 
desarrollo 121 resulta lento y dificil de obtener por no existir 
un proceso mecánico para hallar los tia Este será, pues, el 
objeto del presente trabajo y su aplicacien inme,dia.ta al pro- 
blema del &-lculo del tanto de interés en las rentas ciertas, 
ya que todos los métodos existentes en la actualidad no in- 
tentan siquiera iniciair este camino, vistas las d,ificultades que 
e,l mismo encierra. 

Antes de entrar de lleno en el teorema fundamental, he- 
mos d,e estudiar algthas propiedades de un determinante 
especial en que se apoya aquél facilitando los cálculos pos- 
teriores. 



2. DETERMINANTE INVEBSOR Y COLUMNA-VECTOR : DEFINICIONES 
Y PROPIEDADES. 

Dada la serie [l], se denominará "determinante inversor", 
Nk), de los k primepos coeficientes al que presenta la forma : 

1 
I a2 
1 a, 

y columna- 1 a, 
vector 1 . . . . . . 

que comprende del segundo coeficiente al de lugar k + l. 
En todo lo que sigue se supone y > 0. 

El determinante Al&) goza de las siguientes propiedades: 

1." Todos los términos del polinomio deferminante son po- 
sitivos. 

En efecto, como todos los términos negativos ocupan el 
lugar (i, i + 1), son de clase impar y desarr~~llando el deter- 
minante de orden k' y los sucesivos por los dementos de la 
Última columna, que da lugar a otros determinantes d~e forma 
idéntica, se evidencia lo indicado. 

2." E2 número de elementos no nulos de A(k) es 2'"-'. 

Si ,desarrollarnos como antes por la última columna a A&), 
se &tienen dos determinantes de forma similar y siendo 
N [A,&) ] = 2N [ A(k - 1) 3 resultará N [A&) j = 2k-', ya que 
el desarrollo de AmCk - 1) admite idéntica descompoa!iciÓn, 
y a,& sucesivamente hasta N [A(2)] = 2, 



3.a Si sustifuimos en A(k)  su primera coZurnna por la vec- 
for, se obtiene un determinante que es igual a los adjun- 
tos de A(k) multiplicado cada uno por el siguiente coefi- 
ciente respec f ivo. 

Si denominamo:~ V(k) al determinan te rsultado de rea- 
lizar dicha operaci6n, se tendrá : 

Desarrollando A&) y V(k) por los elementos de la pri- 
mera columna 

se evidencia lo afirmado. . 

4." Existe la relación de recurrencia A(k + 1 )  = A&) + 
+ v w y .  

Basta para ello escribir el determinante inversor de orden 
k + 1 y desarrollarlo por la primera fila. 

5." Existe la relación At ,  = A(k - t )  yt-l. 

Dicha relación, fácil de evidenciar, permite d,esarrollar un " 

determinante inversor de orden k, en funcíiin de todos los de 
orden inferiomr9 con 10 que se obtiene: 

A@) = A(k - i)+a&k - 2)y+a,A(k - 3)y2.+ ... + akyk-' 



Dada una serie de radio no nulo 

y = x + a2x2 + sax3 + a4x4 + ... + akxk + . .. 
se pueden multiplicar ambos miembros sucesivamente por 
o& (i = 1, 2, 3, .,., k), siendo a, indeterminadas y sumar los 
resultados, con lo que se obtiene: 





,Por ser el desarrollo de y convergente y el proceso verti- 
cal limitado, será también convergente la suma creada en [7], 
ya que cada sumando es el resultado de haber multiplicado 
y por cantidades constantes, aunque de momento indeterrni- 
nadas, y p~tencias sucesivas d,e x. 

Si ahora hacernos cumplir a las indeterminadas cti la eon- 
dicibn de (que: los coeficientes de  las, potencias, verticales del 
primer miembro, a partir de x2, igualen a sus respectivos del 
segundo y a,demás que el coeficiente de xk+l sea nulo, ten- 
dremos 

Sustituyendo en [ y ]  las condiciones 181 que se imponen, 
queda la primera con k términos nulos, pudiéndose escriibir: 

y + ya,x = x + B k + z ~ k + 2  + % + 3 ~ k f  + ... 

De la expresibn anterior despejando s y designando pos 
a:@ la primera indeterminada al objeto de &alar el nhpero 
de coeficientes que intervienen, quedla 

siendo 

lo que nos permifte enunciar el siguiente teorema: 



"Dado-wu serie potencial convergente cuya suma sea co- 
nocida, pwde ser realizada una inversión parcial y determi- 
nurse e,t'v&r de la variable mediante la expresión 

con ermr igual al de potencias de dicha variable del orden 
k + 2 y sucesivas, conseguidu la anulación de k términos 
consecutivos en su desurrollb original." 

4. Cálculo de la indeterminada. 

Bn aquellos casm prácticos en que el valor de E ~ + ~ ~  se 
considere despreciable a la aproximacion pedida, o se con- 
trole en forma indirecta, el valor de x viene dado por el solo 
cidculo de la indeterminada o?), que seguidamente realiza- 
remos. 

Habida cuenta que [8]  constituye un sistema determinado 
. de orden k, se puede aplicar la regla de Cramer, dándonos 

para d valor de ay), un cociente cuyo numerador resulta 
ser -V(k), y el denominador el determinante inversor A&) ; 
por tanto, podemos escribir : 

5. Cálculo 

Cuando 

del valor principal de la variable. 

solamente se consideran en las cálculos el valor 
obteni,do en [9], sin evaluar EB+P, le daremos el nombre de 
"valor principal" y lo designaremos por x@J, indicando el ex- 
ponente ~irrilbó~lilico el número de hdeterminadas elegidas. 

Sustituyendo el valor [lo] en [9], se tiene como valor 
principal 



teniendo en cuenta la propiedad 4.a del determinante in- 
versor. 

.#Consecuencia de lo anterior es el siguiente teorema: 
"El valor principal de la variable, en cada caso, es igual 

ul de la función multiplicado por el cociente de dos deter- 
minantes inversores consecutivos." 

6. Sobre Icr aproximación. 

Si realizamos el cociente en :lli, se obtiene: 

en donde los coeficientes c,, cm3, c,, ... c k f  I, coinciden con los 
expresa,dos en [2 ]  al definir la inversiiin total, 

El error, expresado en [9'j en función potencia.1 de la va- 
'riable, puede ahora ser establecido por la diferencia 

dependiente ahora exclusivamente de la funcih y. 
El cálculo por [9] o bien por [13] del error, dependerá 

exdusivamente~ de la comodidad del ca4culador, debiendo 
hacerse resaltar que., tanto en uno como en otro caso, y salvo 
el caso de funciones cuya inversa sea conocida, su determi- 
nacibn resulta mas laboriosa a medida que el valor de k 
a,urn,enta. 

La [13] indmica daramente que el método establecido por 
nolsotras para )a inversión parcial conducirá a una mayor 
aproximación en general, que si calcwlárarnos dirxctamente 
los k + 1 coeficientes de [2] siempre que c ~ + ~  y Ekft sean del 
mismo signo g !Fk+tI < 2 Jckf t l  

7. Normas para el cálculo. 

Un ejemplo señalará con más elocuencia el proceso que, 
a nuestro entender, debe seguirse en el cálculo de .la varia- 



ble a fin de aprovechar al maximo la mecanización que in- 
troduce el procedimiento anteriormente expuesto. 

Sea la t w ~ e  

x2 xS xk - y==,&-- l=  X + T f  + -  +k! +... [141 
3! 

Según [ l f j ,  tendremos j 

i 

siendo ahora 

1 -Y o O o o 
1/2! 1 -v O o O 
1/3! 1/2! 1 O O O 

... L . .  ... .-.. ... ... ... m . .  ... ... ... ..a ... r . .  v . .  ... ... ... ... ... 
1 - ) ! - 3  - 4 )  1 -y O 
1 - ! - 2  1 - 3  1/2! 1 -y 
1 /k! 1 -  1 l / & - Z ) !  1/3! 1/2! 1 

y el- error 'cometido 

S,ripong~os deseamos resolver la ecuación ex = 1,64872 
(x = 0,s). En este caso 

y = ex - 1 = 0,64872 

Calculando las sucesivas A, para luego aplicar [lu : 



Limitándonos a 10s anteriores vabres, obtenemos : 

S: 
x' Si se deseara continuar el dlculo, no es preciso. hallar 

directamente A j )  ; basta aplicar, por conocerse A(2), A(3) y 

f &4), la fórmula de recunencia hallada en [6]. 
3 



III 

APLICACIONES A LA i'NLATEZMATICA FIXANCIERA 

De la igua1,dad fundamental 

, . , . . ,' & '  " .  
- ,:- 

e se lleg,a, desarrollarido el 'binornio, simplificando y haciendo . 
.., . 

. -. - 
.'* .. la unidad el coeficiente de i, a la expresión 

que presenta la forma [l] y, por tanto, 

dependiendo la aproximación que se consiga del valor que 
asignemos a k en los cálculos. 

Si en lugar de limitarnos a obtener los valores aritméticos 
de los determinantes inversores que aparecen, seguimos su 
desarrollo allggebraico, la j16] es punto de partida de infini- 
tas fórmulas que se aproximan cada vez más al valor incóg- 
nito. Sin embargo, como aumentar k en una unidad repre- 
senta el calculo exacto de un término más de la serie inversa, 
colmo puede comprobarse por la fórmula [12], y éstos decre- 
cen rápidamente, un valor para k igual a 3 ó 4, permite 
superar la aproximación que la técnica exige en este pro- 
Mema en la rnayoria de los casos. 

Siguiendo, como decíamos antes, un proceso algebraicri, 
galculamos los sucesivos determinantes inversores 



Sustituyendo ahora estos valores en [16], se tiene sucesi- 
vamente : 



Como aplicación de las fórmulas anteriores, resolveremos 
el siguiente problema : 

Se desea calcular 61 tipo de interés que sirvió para eva- 
luar la renta a, = 1&599am. 

I 
Teniendo en cuenta el valor de A daldo anteriormente 

Sustituyendo primero los valores algebraicos y luego ve- 
rificando rlas ope~aciones obtenemos : 



2. ESTUDIO DE LA VARIACI~N DE;L*TANTD DE INTERES AL VARIAR 

LA RENTA. 

A fin de fijar ideas, haremos en lo que sigue una modiñ- 
cacion en Ias notaciones de las rentas con e1 objeto de poner 
de manifiesto, el tanto .de interh. Desde este punto de vista, 
representaremos la expresión a- por a&). 

l i  
'Dado el valor actual h(x),  x incógnito, y conocido el ,de 

otra renta al tanto i, a,(i), podemos hacer x = i + h, y aplicar 
el desarrollo de Taylor, obteniendo 

Siendo dificiles de obtener las derivadas sucesiv,as d d  va- 
lor actual de las rentas, conviene estudiar la posibilidad de 
conseguir una fórmula general. Para ello, si escribimos 

y aplicamos al producto i-"1 + i)-", la regla de Leibnitz 
para la derivada de u,n orden cualquiera, se tiene : 

En particular, 



En general con los' dos valores anteriormente calculados 
sustituirlos en [16] se obtiene una excelente aproximación. 
3. MEJORA DE APROXIMACI~N EN VALORES CONSEGUIDOS. 

La [le'] permite este objetivo, puesto que haciendo el 
coeficiente de h la unidad, se transforma en esta forma 

que permite proceder a la inversión parcial, e n  este caso re- 
sultando suficiente considerar a k = 1 por la complicaci6n 
dle chlculos que ,origina. 

METODOS CLAS:KOS EN LA INVESiSZGACION 
DEL TANTO DE IJS'l33RES EW LASI KEINTAS 

CTrnTAS 

1. RESOLUCI~N DE LA ECUACIÓN TRINOMIA. 

a) Método de Gcruss (2777-1855). 

Partiendo de la ecuacibn trinomia 

zn+l - (1 + a)zn + a = O 

se tiene, ;dividiendo por zn+l : 

y .haciendo 

- A,, = log U - (n + 1) log z 
B, = log (1 + a) - Iog z 

dond,e A y B son los números que se encuentran en las ta- 
Has de logaritrnos de sumas y diferencias de Gauss, Blrerni- 
ker, Müller o Wittstein, resulta: 



Y 

log z = log (1 + a) - Bi 

'La ecuación [l] se escribe también 

y haciendo 

.A, = (n + 1) log z - log a 
& = log (1 + a) - log ar + n log z 

se tiene 
l 

CL 
n & - (n + 1) Ba = log 

(1 + a)"+" ' ~31 

Las ecuaciones [ 2 ]  y [3], que se resuelven fácilmente em- 
pleando la interpolacibn lineal, permiten determinar el tanto, 
en menos 'de una miléslima. 

b) Método de Gauss-Cantelli. 

Dividiendo ambos nie.mbros dae la [l] de la p@na an- 
terior por (1 + a)zn, nos queda 

y como para z positivo ,debe verificarse simultáneamente 



?- - : - y donde el ángulo rp, en virtud de [ 5 ] ,  se determina por la 
J ,l ' condición 

Tomando logaritmos en 161, s.e tiene 

de la que, con ayuda de las tablas 'de logaritmos y trigono- 
métricas, se obtiene v, mediante tanteos. 

D e  la segunda igualdad de [5] se tiene 

que nos permite hallar i, al ser i = z - l. 
(Como puede observarse, este procedimiento necwita la 

utilizacibn de las tablas de logaritmos y trigonométricas, 
adlemás de proceder por tanteos iniciales.) 

1 

La ecuaciiin fundamental 

puede ser escrita de l a  forma 



e indicando io un valor próximo a i, podemos calcular suce- 
sivamente 

il = f(i,,) 
i2 = ' f (il) 

-1 
verificándose i = lím i, 

................. C n 4  a, 

i. = fci-1) J 

En efecto, aplicando el teolrema de la media al segundo 
miembro de la siguiente igualdad, se tiene 

Como la derivada primera de f(i), respecto a i, es. 

resulta positiva e inferior a la unidad para todo i positivo ('1. 
Por tanto, podemos hacer que f'(i) < k < l. Luego 

+ - i < i.-, - ilk l I 
y aplicando reiterada,mente esta desigualdad, obtenemos 

En definitiva, por ser k < 1, 

Xm lin - il = O O sea Iím i, = i 
neo nob 

El valor inicial puede ser obtenido por cmalquier método, 
pero en general como sólo tiene aplicación este procedimien- 

(*) Basta observar que a- = v + vS + ... + vn > nvnfl, luego 



ta pare w ~ ~ 1 ~ ~ p a ~ d e s  de n, se emplea en la práctica un 
valor ya relativamente próximo cuando n es elevado: 

Fórmula de Bcrzlg. 

Conocido el desarrolla en serie de la renta: 

d matemático inglés Baily se debe la idea de elevar ambos 
miembros de [7] al reciproco del coeficiente de i, es decir, 

I a -2/n + 1, abt,eniendo : 

que tiene la particularidad de carecer del té,rmino en i3. 
Pres,cin,diendo del Ultimo termino escrito en [8 j , queda 

una ecua,ción de segundo grado en i que Baily resuelve por 
aproximaciones sucesivas, llegando a la expregión 

que se considera como valor de la raíz de la ecuaci6n. 
Se puede ,demostrar qu.e i, es un valor aproxima,do por 

exceso al valor de i. Nosotros propusimos corregir el valor 



encontrado mediante el cuarta tkrmino de [8], con lo cual 
se obtiene otro 

- que cumple la limitacibn de todo punto importante 

i, < i < i, 

que permite d.amos cuenta de 1 a aproximación conseguida. 

Comentario al método de Vanluer. 

E1 mérito que se atribuye a la fórmula de Baily es el de 
haber conseguido anular un término en un desarrollo en 
serie, en este caso el tkmnino en i3. Modernamente, Vanlaer 
h,a mdemostrado que los desarrollos logarítmicos producen 
una mejor aproxi.maciÓa, sdbre todo si se considera en ellos , 

el' tanto continuo de interb, equivalente al anual i. En efecto, 
obtiene en este su,puesto el desarrollo similar al [7], sienldo 

ahora e'- 1 = i 6 =L(1 + i)]: [ 

Como piede observarse, la [9] carece del termino en 63 
y de todos los impares, 'xcepto el primero, pudikndose pro- 
ceder directamente a un plmteo idéntico a la .fhrmula de 
Baily sin n,eeesidad de artificio algebraico alguno. Aquí re- 
gula el Algebra lo que constituyó la idea feliz de Baily y que 
propagan todos los libros dedicados a esta especialidad. 
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X.,':."RESOLOCIÓN YECÁNICA DE LA ECUACIÓN TRINOMl.4 A QUE DA 

: ';.LUC~AR EL C ~ C U L O  DEL TANTO DE INTERES EN LAS RENTAS 
.j . 

' - 'CXERTAS. 

'Se trata de resolver con respecto a i, la ecuación 

en la cual, haciendo 1 + i = z, se obtiene: 

azn+l - (1 + a)zn + 1 = O E l ]  
ecuaciOn trimmia que presenta dos variaciones, luego, po'r 
la regla de signos, tendrá dos raices positivas o ninguna. 
Pero [l] se s,atisface para z = 1; po'r tanto,, existirá una s.e- 
gunda raiz positiva, que es la objeto de nuestro estudio, por 
ser extrafia a la naturaleza del problema la primera, que 
suministra para i el valor cero. 

A nuestro 'objeto, si dividimos [l] por a y hacemos 

de donde 

tendremos 

xnfl - xn + an/(l, + = O 

, que podemos poner en la forma 

X" - p - t - 1  + P = Q  (p = acn/(l + 

La ecuaci6n trinornia [3] presenta la forma de diferencia 
da dos potencias consecutivas, sugiriéndonos la id,ea de re- 
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aolver la misma mediante una tabla de valores previamente 
calculados, siempre que los que pueda alcanzar x en la p r b  
tica tengan un límite muy estrecho de oscilación. 

Partiendo de [l], ob~ervarnos que la ecuación [3] tiene 
las dos soluciones positivas - s e  

2- 

siendo la primera extraÍía por dar para i el valor cero. 
Corno entre xl y x, se encuentra una raíz de la derivada 

de [3], que resulta ser n/n + 1, tendremos que 

y como en los casos pricticos n 3 20, se comprueba la limi- 
tación : 

0,95 < x < 1 

lo que nos permite, a partir de dicho limite inferior, oons- 
truir una tabla de diferencias de potencias consecutivas que 
facilitan la reso~lución de la ecuación. 

Una vez obtenido el valor de x, el de i se2 calcula de la 
rdac ih  

{El Instituto de G~lculo del Consejo de Inve&gaciones 
Cientificas realizó el dlculo de una ta'bla variando x desde . - 
0,960 a 0,999, de milésima en milésima y n de 1 a M). 

.* 

. P  

".l' 

Las siguientes consideraciones nos llevaron a la deduc- 
c * 
2q - Ley 

ción de este procedimiento. C.. 

Si en la ecuacih fundamental 

1-(13- i)-n - a = i 



demmolllamos el binoinio y- se simplifican y dividen ambd>s 
miembros po,r n, queda 

en donde el segundo miembro es una serie alternada que 
converge tanto más rápidamente cuanto menores sean los 
valores de n y de i (*). 

La [3] puede ser pueda en esta otra forma: 

Si en lugar de qxn, i) encontramos una funcibn aproxima- 
da &lo dependiente de a y de n, que podamos escribir 

se tiene,, sustituyendo este valor en [3], 

en donde podemos despejar fáci1,mente i , como ecuación de 
primer grado, 

n-a i ,  = 
nlb + 1)/2 /@(a u), 

(7 La relación 
+ 

i, siendo por tanto 



A este objeto, si elevamos ambos miembros de [2]  a la 
2(n + 2)/3(n $ 1). podemos escribir, desarrollando 

el segundo miembro: 

que coincide en sus tres primeros términos co.n el valor de 
' cp(n, i) en [3]. 

Sustituyendo el anterior valor en [3], se tiene como pri- 
mera aproximación, según [3], 

n - a  
1.l = - - 

n(n + 1)/2 

expresión que puede ser fácilmente calculable por logaritrnos 
y de ahí el nombre dado al método. 

Partiendo de la igualdad b&&a de los métodos basados 
en e1 desarrollo en serie: 



se deduce: 

dándonos u, un valor de i, por defecto. 
Si la [ l ]  se eleva a la potencia -1, tendremos: 

que puede ponerse en la forma: 

suministrándonos ahora a, un valor por exceso. 

Si multiplicamos la [2] por (u + 3)i/4 y el resultado se 
lo sumamos; la [4] se multiplica por i/2 e igualmente se le 
suma, tendremos respectivamente: 

n + 3  
u1 + 4 u, i = 

n-1 
= i -  iz + (u- l)(n +a)@ + 3) i, + ... 

12 240 

. [5 1 
u 3 + - 1 =  

2 

D S - 2  iz- = i +  o b - l)(n - 2)(n -t 2) i4 + ... 
360 

Las dos expresionw que componen [5] carecen de la po- 
tencia en iS. 



Muftiplicmdo ahora la segunda expresión por (n - 1)/ 
/2(n + 2), se igualan loe~ coeficientes de las pote,ncias segun- 
das de i, y al sumar este resultado c0.n la primera igualdad 
de E53 se a-nulan, quedándonos 

Luego, con error menor que potencias cuartas de i, p e  
demos es8cribir, despejhndola en la ecuación [6] : 

a 
Por último, si tenernos en cuenta que' a,/& = - se 

n 
tiene sustituyendo este valor en [7] despuks de dividir por 
a, numerador y denominador: 

que es la fórmula deseada. 
[Con el presente método se pueden conseguir, para las du- 

raciones nolmales y tantos de interés actuales, de tres a cua- 
tro cifras decimales exactas.) 

La fórmula 181, como cualquiera de las obtenidas por los 
métodos anteriores, es aplicable al cálculo del tanto en las 
rentas prepagakles y para los valores finales, puesto que en 
el prime2 caso 

luego basta considerar el método para a- = "7 - 
En cuanto al segundo, algebraicamente vemos se verifica 
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por tanto se sustituirh en las fórmulas n por -n, y aT 

4. LA FÓRMULA DE BAILY COMO CASO PARTICULAR DE UNA MAS 
GENERAL. 

Elevando ambos miemlbros de la igualdad [I] 

a la potencia 8/n + 1, siendo 0 una indeterminada, se llega 
a la expresión: 

y dando a los valores que anulen el término en i3, lo que obli- 
ga a resoher la ecuación de segundo grado 

encontrarnos como rakes 8, = -2 Paily) y otra 8, = 
= +n + 3), resultando en este último caso 

k,= i +. n+2 p -  
6 

que puede aplicarsele idéntico procedimiento de resolución. 



Como los valores que se obtienen de las fórmulas de 
Baily y la [ll], son ambas por exceso, no nos sirven para 
acotar el tanto verdadero, pareciéndonos más interesante y 
iitil a nuestro objeto considerarlas conjuntamente que por 
separado. 

En efecto, la comparación de ambos desarrollos 
2 - 

nos sugiere la imdea de aprovecharlos para aludir al planteo 
de la ecuacibn de segundo grado. 

Basta para ello multiplicar la primera iguald.a,d de [la] 
por 2(n + 2)/n - 1, para obtener por suma y con error 
rnenojr que potencias cuartas de i, un valor por defecto 

que promediado con el de (Baily, permite una mejor aproxi- 
mación. 




