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Sistematizacién de operaciones actuariales
mediante la teoria de la medida en algebras

de Boole

Por Rararr. VELASCO LARA

1. INTRODUCCION

n este trabajo. obtenemos sistematicamente, por un método mas
geuneral que el clasico. las tormulas de las operaciones actuariales sobre
o3 sucesos asegurables compuestos, deduciendo las {ormulas corres-
pondientes a ellos en funclon de las de unos sucesos hasicos, Ahora

bien, con el objeto de simplificar la exposicidn y evitar la casuistica
de la téenica del seguro, nos referiremos, en las aplicaciones. a las ope:
raciones actuariales sobre grupos de vidas. tomando como sucesos ba-
sicos los grupos de primera especie, es decir, grupos que desaparecen,
como tales, al primer fallecimiento. Por otra parte, la generalidad del
método que se expondri permite aplicarlo a otras cuestiones, entre
ellas. a ciertos problemas del Calculo de Probabilidades. a los cuales

haremos referencia en el capitulo V.

Las cuestiones actuariales indicadas tienen gran relacion con el
Calculo de Probabilidades y asi como éste se desarrolla en Jos tratados
modernos, utilizando la Teoria de Conjuntos, el Algebra de Boole y la
Teoria de Ja Medida. es inmediato que dichas cuestiones actuariales
pueden ser tratadas empleando estas teorias matematicas; lo cual per-
mite deducir las féormulas de los casos particulares, de expresiones
generales, en Ingar de utilizar el método inductivo, tradicionalmente
empleado en Jos tratados clisicos.
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No es de extranar gue estas ideas sobre la sistematizacion de los
problemas que nos interesaban cristalizasen a raiz de dos cursos des-
arrollados por el proiesor Sales. en la Facultad de Ciencias de la
Universidad de Barcelona, uno sobre Algebras de Boole v otro sobre
Teoria de la Medida. Una vez iniciado este trabajo, he contado cons-
tantemente con el eficaz aliento y excelentes sugerencias del profesor
Sales, al que expreso mi mas sincero agradecimiento, También he de
agradecer cordialmente a los profesores Teixidor y Busquets sus va-
liosos consejos y su generosa ayuda.

[.1. BisrLiocraria

Al final de este trabajo se da una sucinta nota bibliogrifica de las
obras especificamente relacionadas con las cuestiones tratadas. Las re-
ferencias se haran, en Jo sucesivo, con el nimero de la ohra entre
paréntesis.

En las citas de las cuestiones actuariales, hacemos constante refe-
rencia a la obra del profesor Lasheras (26). por ser el tratado mas
completo publicado en espanol. Aungue el estudio sobre las probabili-
dades y operaciones actuariales sobre grupos de personas figuran en
la mayoria de los tratados sobre Matematicas del Seguro. debemos
destacar el de King (25). cuya exposicion ha ido conservarndose casi
integra en los fratados posteriores. También debe hacerse mencidn
especial del trabajo del profesor Urech (32), que recopila v amplia
los métodos utilizados para el calculo de las probabilidades sobre m
vidas. siguiendo métodos clasicos,

Creemos interesante recordar que sobre las operaciones actuariales
de los sucesos que hemos considerado como basicos. fueron establecidas
formulas muy generales, entre otros autores, por Steffensen (31), Gal-
brun (21) v Saxer (28).

También es de destacar, en el aspecto actuarial. la monografia de
Dubourdieu (20). cuyos primeros capitulos desarrollan los principios
del Calculo de Probabilidades, mediante la teoria de conjuntos. La
obra sefiala la tendencia actual a edificar la teoria de las probabilidades
sobre la de las funciones aditivas de conjunto, especificamente sobre
las teorfas de la medida v de la integracién. En dicha monografia. el
hecho de que un individuo de edad actual » muera a una edad deter-
minada se considera como un ‘“‘caricter de ohservacion” relativo a la
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“experiencia”’ E(x). Estos términos son andlogos a los que en este
trabajo se designan como “sucesos’’ y “espacio muestral”, De acuerdo
con su titulo, la monografia a que nos estamos refiriendo, dedicada al
estudio de los principios fundamentales del Calculo de Probabilidades
v a la Teoria del Seguro de Enfermedad, no trata del estudio de los
grupos de vidas, que ¢s uno de Jos objetivos del presente trabajo.

Respecto al estudio de las probabilidades sobre m sucesos de-
pendientes o indepeudientes. debe se¢falarse que fueron estudiados con
gran generalidad, entre otros, por Jordan, Bonferroni y Broderick ¥
en rspecial en la magnifica monografia de Frechet (13), que amplia
y generaliza los trabajos de los autores anteriores. Ademas, en esta
monografia se da una referencia muy completa de los estudios reali-
zados sobre dicha materia. También son notables: el libro de Feller (129,
que sin estudiar €l problema general, demuestra algunos casos particu-
lares por el método original de la inclusién y exclusion, v la obra de
Loeve (16), que utiliza Jos indicadores [4 de los conjuntos 4.

Por altimo, en relacion con los tratados sobre Algebra de Boole v
Ja Teoria de 1a Medida y sus aplicaciones al Calculo de Probabilidades,
hemos procurado concretarnes a aquellos que estin mis relacionados
con los temas tratados, vy que nos han servido de fuente de informacion,

|.2. REFERENCIAS

Las referencias a este trabajo se haran por el indicativo del parrafo,
el cual se designa por un numero formado por dos grupos de cifras:
el primero indica ¢l capitulo y el segundo grupo el parrafo. Cuando
en un mismo parrafo sea necesario sefialar varias [ormulas su notacién
se efectuard agregando al indicativo del parrafo un tercer grupo de
cifras que servird para caracterizar la férmula. Los grupos de cifras
estaran separadas por un punto.
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2. ANTECEDENTES

[in este trabajo. comou ya se ha indicado, s¢ (rata de generalizar,
por via abstracta, algunas cuestiones actuariales, basandonos en el Al-
gebra de Boole y en la Teoria de la Medida, Ahora bien, dado que la
terminologia y notacion empleadas en estas teorias difieren, algunas
veces, de unos autores a otros, con el fn de facilitar la lectura del
trabajo. vamos a dar. en este capitulo. un breve resumen de las mismas,
limitdndonos a enunciar las defniciones v propiedades que han de
utilizarse,

2.1. RyricuLos

211, Definicion—Dado un conjunto de elementos v. v, 2, ..., se
dice que posee estructura de RETICUT.O si, para sus elementos, estin
definidas las relaciones binarias C = v las operaciones M y U carac-
terizadas por los siguientes axiomas:

A.l. Ley reflexiva:
L ¢

A2, Ley anti-simétrica (definicion de =)

(xCy, vEx)ex=y
A3. Ley transitiva:

xCy, yCz)=>xCz
A4, Definicion de N, cota inferior mixima (c. 1, m.):

xCy, xCzyexC(yNz

A5, Definicion de U, cota superior minima (c. s. m.):

xCz yCz)s (xVy Cz

Luego, un reticulo es un sisterna de elementos parcialmente orde-
nados (Postulados: A4,, A, y Az, en el cual. dos elementos cualesquiera
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tienen un extremo inferior (c. i. m.), segiin 4, y un extremo superior
(c. s. m.), segin A,

NoTa~—Cuando no haya lugar a dudas. la operacion N la indicare-
mos por un punto y también suprimiendo el signo representativo entre
los elementos afectados.

2.12. Propredades de los reticulos—Partiendo de los axiomas an-
teriores, se deducen las siguientes propiedades:

a) La relaciéon = es una relacion de equivalencia.

by Las operaciones M y U poseen, respecto a la relaciéon =, las
siguientes leyes: Idempotente, conmutativa, uniforme, asociativa, de
la conformidad, de la absorcion y semi-distributiva.

¢) No se verifica, en general, la ley de simplificacidn.

2.2, RETICULOS DISTRIBUTIVOS

221, Definicién.--Un reticulo es distributive si. ademas de los

cinco axiomas de 2.11. satisface e} siguiente:
A6, Xﬂ(yUz)C (xﬂy)U(__xﬁz)_

2.22. Propiedades de los reticulos distributivos.—1V.eyes distrihuti-
vas de Ja relacién =:

XN (U7 =xNy) U N2
xUynzy=(xVUy)N(xVUz

2.3, RETICULOS COMPLEMENTADOS

231, Definicion—Un reticulo complementado esta definido por las
siguientes propiedades:

a) Es un sistema con estructura de reticulo, o sea, que satisface
a los axiomas 4, al As.
b) Ademas, cumple los siguientes axiomas:

A.7. Definicién de Q: Existe un elemento Q tal que, cualquier ele-
mento del reticulo, verifica:

x CQ



2.323.

2.324.
2.325.

2.326.

2387

28 de un reticulo complementado.

xNx*=¢ : xUxt=aq

Existe elemento unidad respecto a N y elemento neutro
respecto a U:

xNao=x ; xU¢=x
El elemento neutro ¢ y el elemento unidad Q verifican:

xN¢p=9¢ ;, xUQ=20
xCy=x0y¥=¢=xUy =20
Ley de la involucion :

(x¢) = x
Ley uniforme:
X =y < Xt =y

Leyes del dualismo o de Morgan:

(xOy}e=xUy | (xUy) =xeNye

2.33. Generalizacion de los leyes anteriores.—Las leyes commuta-
tiva, asociativa, distributiva y de Morgan se generalizan inmediata-
mente a un namero finito cualquiera de elementos.

2.34. Lo operacién diferencia simétrica A —Definicion: La dife-
rencia simétrica se define por el siguiente axioma:

A0 x Ay = (xNy9) U (xcNy)

Nota—Esta operacion equivale al “o bien’ ldgico, en el algebra

de clases,

Propiedades.—De la definicién y los teoremas anteriores, se dedu-
cen las siguientes propiedades:
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2.341. Ley conmutativa:

xAy=yAx
2.342. Ley asociativa :

xA(yAz)=(xAy Az
2.343. Ley distributiva de N respecto a A:
xN(yAzy=(xNy) AxnNz
2344, Existencia de elemento neutro:
xA¢p=¢Ax=x
2.345. Existencia de elemento opuesto:
xAx=¢

2346, x A Q = x.

15

2.35. Defimicion de la operacion “—" (Diferencia):
xCy=y—x=xAy=x°Ny
2.351. Propiedades:
(xAyy=xNy)U Ny
2352, x®* Ayt = x Ay
2.353. Relacion entre las cuatro operaciones binarias definidas:

xAy=xUy) —(xNy)

2.36. Elementos disjuntos-—Dada una familia C de elementos, se
dice que los elementos de esa familia son dos a dos disjuntos o mu-
tuamente disjuntos, si dos cualesquiera de ellos, distintos, verifican:

X]. XjE‘C=>XiﬁXJ-:¢

2.37. La operactén suma.—En el caso de elementos disjuntos, v
solamente en este caso, la reunién de ellos se llama también suma
y se representa por el signo 4.
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24. ALGEBRAS Y G - ALGEBRAS DE BOOLE

2.41. Algebra de Boole—Se llama 4lgebra de Boolc a un reticulo
distributivo y complementado.

2.42. o - dlgebra de Boole.—Una ¢ - 4lgebra de Boole, o dlge-
bra de Borel, es una clase o familia de elementos contenuendo a ¢ y a Q
y estable para las operaciones de complementacion, interseccion y
reunion numerables; o sea, un algebra de Borel es un dlgebra de
Boole o - aditiva,

2.5. MEDIDAS O VALORACIONES

2.51. Defimicion—Se llama funcién medida @(x), o simplemente
medida | sobre una 6 - algebra, B, a una aplicacién de B en R™,

tal que es:
1. Aditiva:
oo oo
X,EB:,pYXI:ZuXi
i=1 i=1

2. ple) = 0.

Propiedades:

. La medida jt es simplemente aditiva:

uZX1:ZuXi

=1 =1
2. Mondtona:

[X. YEB, XCV]=pX<pyY

3, Sub-aditiva:
Nora—Se puede dar una definicion menos restrictiva de medida,

pero la elegida se adapta mejor a las aplicaciones al Calculo Ac-

tuarial.
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2.52. Espacio de probabilidad —Una medida se llama normalizada
¢ de probabilidad cuando 10(Q) = | y estas medidas suelen representar-
se por P por tanto:

P@) =1

Los espacios medibles respecto a una medida normalizada se llaman
espacios de probabilidad.

2.6. ALGUNOS CONCEPTOS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

Las propiedades de las algebras de Boole se aplican inmediatamente
a la teoria de conjuntos cuando se consideran como elementos de Q los
stibconjuntos o partes X; de 9, pertenecientes a una familia {X¢}ies que
tiene a / por conjunto de indices.

Al conjunto 9, llamado también conjunto unidad y conjunto uni-
versal, lo designaremos, en general, por el espacio Q y a los subcon-
juntos o partes de Q se les llamara, también, conjuntos del espacio €.

Las relaciones y operaciones de los reticulos se pueden definir para
los conjuntos como se indica a continvacion

2.61. Inclusion.—Se dice que el conjunto X es un subconjunto
o parte de V. o bien, que X estd incluido en ¥ y se representa por
X C V, si todos los elementos de X pertenecen a Y :

XY e (Vo EX = w€Y)

2.62.  Reunién de una familia de conjuntos, {X}ier. de Q es el con-
junto de los elementos w0 € Q que pertenecen por lo menos a uno de
los conjuntos X, de la familia. Esta reunién se representa por U X

=T

2.63.. Interseccion de una familia de conjuntos, {Xi}ier, de Q es el
conjunto de los elementos @ € Q que pertenecen a todos los conjuntos
de la familia {X(}scr. La interseccion se representa por N Xy,

=33

2.64.  Intersecciones y reumiomes singulares—De las definiciones

dadas resulta:

UK = B 1o atnkbareadl
iep 1P
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2.65. Complemento de un conjunto X de Q respecto a Q es el
conjunto de los elementos de Q que no pertenecen a X, El complemen-
tario de X se representa por C‘Q X. o bien, X¢.

2.651—Complemento de una reunidn v de una imterseccion.—Para
toda familia de conjuntos de Q, se tiene la siguiente generalizacion de
las leyes de Morgan:

(UX)=0Xe » (NX)e=UXge
iel iel iel lel
2.66. Conjuntos disjuntos dos a dos.—Dada una familia {X}ies
de conjuntos, se dice quie los conjuntos de esta familia son dos a dos

disjuntos si dos cualesquiera de ellos distintos no tiene ningtin elemento
comun, 0 sea:

Vi€l Vi€l i#j]l=>XNX,=2¢
En particular A4 y B son disjuntos si: 4 N B = ¢.

2.67. Swma de conjuntos—Dada una familia de conjuntos dos a
dos disjuntos, y solamente en este caso, la reunion dc estos conjuntos

se llama su swua y se representa por: Z X4
tex

2.68. Particiones.—Se llama particion finita, P(Q), de un conjun-
to Q, a una familia finita no vacia, {Xi}ies de conjuntos de Q, dos a dos

disjuntos, tal gue:
Q= Z X,

iel

2.7. ALGEBRA BOOLEANA DE SUCESOS

En el Cileulo de Probabilidades, se llaman sucesos a los resultados
de una “observaciéon” o experimento aleatorio. A cualquier resultado
indescomponible en otros mas simples de los considerados, se le llama
suceso elemental y se representa por un, y sélo un, punto muestral.
El conjunto de todos los puntos muestrales sera llamado espacio mues-
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tral o suceso seguro @ y los sucesos relacionados con un experimento
dado (idealizado) pueden ser descritos en términos de puntos mues-
trales.

Se puede establecer la siguiente correspondencia entre los conjun-
tos y los sucesos:

TEORIA DE CONJUNTOS SUCESO0S
Espacio Q. Suceso seguro,
Conjunto vacio. Suceso imposible,
Conjunto complementario. Suceso contrario,
Punto de Q. Suceso elemental.
Subconjunto o parte de Q. Suceso.
Conjuntos disjuntos. Sucesos incompatibles,
Algebra de Conjuntos, ALGEBRA DE SUCESOS.

En forma anéloga, se establece la correspondencia entre las rela-
ciones y operaciones de los conjuntos y las de los sucesos.

Eu lo sucesivo, utilizaremos indistintamente las expresiones con-
juntos y sucesos de un Algebra booleana

3. ALGEBRA BOOLEANA DE m GENERADORES: B,

3.1. DEeFINICION

Dados m elementos X1, X,, ..., Xa, tales que X; £ X, se llama
ALGEBRA BOOLEANA de orden m y la representaremos por Ba,
a la engendrada o construida con dichos elementos y los ¢ y 2. me-
diante las operaciones de complementacion, interseccién y reunidon fi-
nitas.

Si se sustituye cualquier X; de By, por su complementario, el dlge-
bra que se obtiene es la misma B
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3.11. Notacion—Con el fin de evitar repeticiones, vamos a indi-
car la notacion general que se utilizard en los capitulos siguientes,
aungue en cada caso concreto se especifique la correspondiente al mismo.

Para simplificar la escritura, se designa por N, al conjunto de los
enteros: |, 2, ..., m. Una combinacion cualquiera de orden » de los
elementos anteriores se expresara por {t, &, ..., %}, 0 bien, por [,.

Los elementos 4,44, (0 < # < m —r), también se representaran
por j; y al conjunto de los m — r elementos de N : {Irpy, trys. -on) tm}=
= {j,, 72, ., jm—r}t se designara por Jm_,.

El conjunto de las combinaciones de orden » de los elementos de
Nn se representara por /7 y cuando se haga referencia simultinea-
mente a las combinaciones de orden & de los m -— r clementos de N,
gue no pertenecen a I, se designard por /¥ __ al conjunto de estas
combinaciones,

La notacién anterior simplifica Ja escritura de algunas férmulas y
evita bastantes explicaciones de nomenclatura. Simbdlicamente se pue-
de resumir como sigue:

N = {x’x =N, 1< x s-mki= b & endn)
i € N = {is o, ., i) = LEI

(Gt = irst E Ny 0 < t < m — 1) = {irge Tetz, ooy bkl =
= (s o o 1) = I €T

Entre los conjuntos anteriores existen las siguientes relaciones:
Irnjk:¢' ’ TE+JKCNm ) Ir+]m_,:Nm

Cuando no haya lugar a dudas, se suprimiran los subindices de
las I y de las J, en cuyvo caso habra que especificar:

1€l ; JE -, siendo INJ=¢ : I+ ] CNn

3.2. (GBENERADORES

Los elementos Xi. X3 ..., X» se llaman también generadores de

Boole del algebra B,,.
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3.3, FUNCIONES O EXPRESIONES BOOLEANAS: f.h.

Son las expresiones pertenecientes al algebra Bj.

3.4, AToMos

Dada un algebra B, se llaman itomos booleanos, o simplemente
atomos de orden 7, a las intersecciones de 7 de los generadores X;;.,
X, ..., Xy de By con la interseccion de los complementarios de los
m — v restantes.

También se pueden definir los dtomos o -polinomios minimos boolea-
nos, segun Birkolf y Mac Lane (2) de m generadores X,. X5, .... X,

como la interseccion de estas letras en la que Ia letra de lugar ¢ es X
o bien X°.

3.4(. Expresién de los dtomos—T.a expresién de un dtomo Q de
orden » de B,, sera:

Q1 =0Qu iy o, =X, NX,N X, NXE  NLLNXe
e

‘n

en la que:
0<r<sm

Con la notacion dada en 3.11, la expresiéon de un atomo de orden »
del ilgebra By serad:

Q. = Qv = Xy N Xy
IeIrm iel JeJ

siendo
IA Jimmee!y I+ J = Nuoviy EEHE

En el caso de un atomo determinado se pondra, como subindice
de Q, la combinacion correspondiente. Asi, en un algebra B;, el atomo
X, X¢ Xy X¢ X¢ se representara por Q) Cuando no haya lugar
a dudas, se suprimira el superindice.

3.42. Casos particulares—En particular, para r = 0 y r = m,
se tiene:



26

Qo = X X6y ... Xy = N Xe =N X¢ = (Y Xy)e

i=1 1Ny i€Np,

le..m:X1 X, o Xy =N Xy =N X,

=T 1N
3.43. Propiedades.—Son inmediatas las siguientes propiedades:
. El nimero de itomos distintos de orden » de un algebra By, es
( my) y el nimero total de atomos de B es 2%,

2. Dos atomos distintos son disjuntos.

3.5. MONOMIOS BOOLEANOS

Llamaremos monomio booleano, o simplemente monomio. de orden
7, (0 <7 < m) de un algebra B, a toda interseccion de r generadores
distintos elegidos entre los Xy, X, ..., Xm de Bp.

3.5]. Expresion de los monomios—JL.a expresién general de un
monomio booleano de orden r sera:

r
Rrr = Ril o A, — N th

=1
O bien, con la notacion dada en 3.17J:

R =NX, ; LET,

lelr

3.52. Casos particulares—De la definicién, v recordando lo indi-

4

cado en 2.64, resultan para » = o y » — m los siguientes valores:

Ro =NXy=20a s Ry w=NX = le...m

ie¢ {eNp
3.53. Nimero de monomios—También es inmediato que: El na-
v m .
mero de monomios de orden ¥ de B, es ( ) y el total de monomios
Y

distintos de B, es 2™
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3.6. FORMA CANONICA DE LAS FUNCIONES BOOLEANAS

3.61. Defimicion—La {orma candnica, o forma normal disyuntiva,
de una funcién booleana de # generadores es la expresion de la mis-
ma por medio de una suma de atomos.

3.62. Expresion de una §.b. en forma canénica—Para expresar una
funcion booleana en su forma candnica, basta con aplicar las reglas
o leyes de un algebra booleana, resumidas en el capitulo II.

Sistemadticamente se logra mediante el siguiente proceso —-Birhkoff
y Mac Lane (3)—:

I. Se suprimen los complementos de las expresiones encerradas
dentro de los paréntesis, aplicando las leyes de Morgan.

2. Se eliminan las reuniones dentro de los paréntesis, utilizando
las leyes distributivas.

3. Se reducen los elementos y términos repetidos, en virtud de
las leyes idempotentes.

4. Los términos resultantes se completan con todos los generado-
res. Asi, en el término T se puede introducir el elemento X3, si no lo
tiene, como sigue:

T=TXe+ TXS

3.63. Expresion general—Como todos Jos dtomos de By, son dis-
juntos dos a dos, se puede escribir toda funcién booleana en su forma
candnica de la siguiente forma:

L0

F = 2 ay Q)

i=1

donde las o; son jguales a uno o a cero y Q(l), Q(2), ..., Q(2™) son
todos los dtomos de B,

3.64. Propiedades—Para las funciones booleanas se verifican las
siguientes propiedades:

I. Hay una, y sélo una, manera de representar una funciéon boo-
leana dada en su forma candnica.
2. Existen 2™ funciones booleanas distintas en un dlgebra Bu.



3.7. LAS FAMILIAS DE FUNCIONES BOOLEANAS H,

Entre las funciones booleanas de un algebra B, hay algunas de
gran aplicacion, tanto en el Cilculo de Probabilidades como en la Ma-
tematica Actuarial. Entre ellas, citaremos las siguientes:

3.71. Suma de todos los dtomos de orden r: FI =~ —Su expre-
sion es:

Ho, =) Q=Y0Xnxe
iel jes
lel'm tel’m

siendo:
IN]=¢ ; [ 4+J =N
En particular:
H[m. T = Qs ; H[m’ ] = Q1. 8..m
Para las expresiones hooleanas, H[m’ ,1» S€ verifica:
r =t = H[m_

"l N I‘I(m‘ q = ¢

3.72. Suma de todos los dtomos de orden superior a v — | : Hem o).
La expresion [ m, »» serd igual a la suma:

[_-[(m. r — 2 Z QI

3
t=r lel

Y por 3.71, serd también:

o
Han e = z }I[m. t]

t=r

En particular

mn
H(m‘ o) — Z H{'m. t] o= 1) ; H(m.m) _— H[m\ m] = le,._m
t=0



29

y para r = 1|:

m

Hooo = Y Y o =UX

t
t=1 1el y
Es inmediata la siguiente propiedad:

H('m, r) N JH(m. B — I—-[(m,k) i k = max. (l', t)
=y
373, Swmaw de todos los dtomos de orden no superior a t: Fl{m, r).
Por un razonamiento analogo al utilizado para H(m, 1), la expresion

de H(ry—z‘,‘)r) sera

r
-
Huw oy = Z H{mA t]
t=o

y en parficular, parar = oy y = m

L 1
-’:I(m,o) = H == Qo y Hm my = 8

(m. o}

3.74. Relaciones para v — o y r — m.—Resumiendo las expresio-

nes anteriores para los casos particulares r — o0 y v = m, se tiene:
—
H[m,a] = Hm, o = Qu
m
E ——— T
I'I[n)‘ m] = lI(m. o) — Rlzr—-m — Qle. m — T Xi

—
Hm oo = Hm o = Ro = Q

3.8, APLICACION AL ALGEBRA DE CONJUNTOS DE UN ESPACIO Q

Cuando se trata de un algebra de conjuntos el significado de las
funciones H es el siguiente:

3.8l. La suma de todos los dtomos de orden r», H|m, r], es el
conjunto de los elementos de © que pertenccen cxactamente a v de los
conjuntos de {Xi}iew,,.
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3.82. ILa suma de todos los atomos de orden superior a v — I,
H(m, r), es el conjunto de los elementos de Q que pertenecen al menos
a 7 de los conjuntos de {X;}iev, .

3.83. La suma de todos los dtomos de orden no superior a 7,

e
H{(m, 7), es el conjunto de los elementos de @ que pertenecen a lo sumo
a r de los conjuntos de {X }en,,

4. MEDIDA DE LAS FUNCIONES BOOLEANAS

El objeto de este capitulo es calcular la medida 1 de las expresio-
nes hooleanas de un Algebra de Boole, en funcién de las medidas de
SuS Momnomios.

Ahora bien, como toda funcién booleana de B, se puede expresar
como suma de atomos de B, (3.63) bastara con obtener la expresiéon
de la medida de los atomos en funcion de la medida de los monomios.

Una vez resuelta la cuestion anterior, y como aplicacion de la
misma, se obtendran las expresiones de las medidas de las funciones
de 3.7, de las que haremos uso frecuente en las aplicaciones al Calculo
Actuarial,

4.1. La EXPRESION: SH(im, k)

Para simplificar las expresiones y dar mayor uniformidad a las
formulas que se van a obtener, representaremos por Sp(m, &) la suma
de las medidas ¢ de todos los monomios de orden £ del dlgebra Bp.

Esta expresidon coincide, cuando la medida §t es 1a probabilidad, con
la Sy utilizada en el Célculo de Probabilidades y, cuando se refiere a
probabilidades o rentas sobre grupos de vidas, ton la Z. de los tra-
tados de Teoria Matematica del Seguro.



De acuerdo con la definicidn:

=
Sm k=Y pR =Y pnx AL
A ter
Ielkm Iel m
En particular, para £ = 0, B = | y & = m, se tiene:
S (m 0) = p R, =pQ o412
S,0m 1) = Y 1 X, 413
t=1
S,m, m) = P Ry o =p N X .. 4.1.4
$E€N,

Estas expresiones se obtienen de 4.1.4, teniendo en cuenta 2.64.
o bien de la definicion 4.1, recordando que sélo hay un monomio de
orden 0: R, = Q, y otro de orden m: Ry; » = N X;.
1eNy
Nora—Cuando no haya lugar a dudas, se suprimira, en general,
el subindice p de la S,

42 Vaor pe A S (n— 1, k)

Vamos a obtener una relacion entre la suma de las medidas de los
monomios de orden k(e < B < n) de las dlgebras By—; y B

Sean X, X, ..., Xuo1 vy Xu, Xo, .., Xy, Xa los generadores
de las algebras consideradas By_; y Ba.

Empezaremos por probar la siguiente relacion

Y ounxix, + pNX = Y p0X
iel iel —--]d( iel
rer®”} 1e1y_, Lel,

siendo: 0 < £k < =. En efecto, el numero de sumandos de ambos
miembros es el mismo. por ser:

2+ () = ()
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Ademas, el primer sumatorio es la suma de las medidas de la
interseccion de X, con los monomios de orden & - |1 del dlgebra B,_,
y el segundo sumatorio es la suma de las medidas de los monomios de
orden % de un dlgebra B,_; luego, la suma de ambos sumatorios es
la suma de las medidas de los monomios de orden & del algebra B,, que
es, precisamente, la expresion del segundo miembro.

Utilizando el simbolo S introducido en 4.1, resulta:

z B0 XX 4 S,(0— L) = S k)
i€
k—1

e, 1

y por tanto:

A Su(n — L k)= S‘Lm, k) — 5 (0 — 1, k) = v QIX, Xa
o

k—1
Iexnfl

.42

n

43 MEDIDA DE LA REUNION U- X, DE LOS GENERADORES

i=1

Vamos a probar que

n
X € By pUX=Y (S, m k) .43
iz=1

k=1

o bien, teniendo en cuenta el significado de S :

pUXo= Y ) 0 X

k=1 k

1€l
Procederemos por induccién :
Para m — | se convierte en una identidad, y para m = 2 resulta:

X: € By XQEPJE%}L(_thJKz):HX)'FI—LXe*T»L(Xlxz)
En efecto:

X: U X, = X 4+ Xe Xy ” (% U Xy) = Xy + (X5 X0
Xe = X0 Xo + XXy 7 p Xy = p(Xy) + (X Xo)

1
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Por tanto:
RX: U Xp) = p X+ p X — X Xy)
=S5,21)—S,2 2 L4300
Suponiendo que 4.3 se verifica para m = n — I, o sea:
LU X = 2 (—1pF=* S, (0 — 1, k) . 432
iz} e
_= )2 N X 433
Y, ) v %
k=1 IEI‘,(,Hl

entonces, por 4.3.1 y 4.3.2, se tiene:

n—1
w U Xy = |_L(U X; U X,)
i= i—=1

o—1 n—1
—p Xp +FpUX —pUXy X,
i=1 i=1

n—1

o—1
pU X = p Xo+ Y (DFS0— LK) — 1 U XX
i=1
k=1

n—1L

n—1
= p X, +S(—1, l)*—}—E(—l)“—lS(n — k) —p U XX,
k=2 =1
= S(n, 1) + 2 (135 — |, k) — p U XXy ... 4.34
o i=1
Aplicando 4.3.3 al dltimo término:
12 U XX, = 2 (=1t p N X Xy
=1 iel
h—1 ]
lelpq
nw—2
- 2 (— 1)1 2 L OX, X, 4 (=1t 2 w N X, Xa
1e1 el
h=1 b n—1
len,_, lely )



siendo:

=t Y R0 X Xe = (1P s A K= (1) S(a )

Ieln—l

resulta, después de hacer £ = 4 4 |

n—1 o m — o ‘
pUX X = (1 S n)—]—Z( 1 Z B0 XX,

k=2 lEIg:i

y por 4.2:

pUXXa = (—I) S(a, 0) + Z (—1)E [S(n, k) — S — 1, )]
— (—1)3S(n, n)+ Z (—1)¥S(n, k)— 2 (—1)S(n — 1, k)
= Z (—1) S(n, k) — Z (—1* Stn — 1, k)

k=2 k=2
o también:
BUX X, =— N (1)t Sa k) — Y (D S — 1, B)
= k—2 k=2

Sustituyendo esta expresion en 4.3.4:

n—1 n

%LEIXi = S(n, H+ Z (—1)*1S(n— 1, k)+ Z (—1)x=1S(n, k) —

— i (—D)¥=1 S(n— 1, k)

k=2

= S 1) + Z (—1)x—1 S(n, k)
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Por consiguiente:

pO X =Y (I 5@ k) .43

k=1

Obsérvese que la f6rmula 4.3 generaliza la de Poincaré, ya que
coincide con ella cuando se trata de un Algebra de sucesos y la medida
es una probabilidad; asi como también generaliza la formula aniloga
referente a un Algebra de conjuntos y una medida definida sobre ella.

44, MEDIDA DE LOS ATOMOS DE LOS MONOMIOS EN EL ALGEBRA BOO-
LEANA, Bm

La expresion de un atomo de orden » de B es (3.41):

Q=NXNX » INJ=¢ 7 I+]Na
IGI:n i€l i€y

Si, para simplificar la escritura, se pone

Q=0 7 X=nNX ... 441
IElfn i€l
resulta ;
Q =X nNXys ...442
jer
en la que los X; son los generadores X;,Jrl ; Xi,.+2 ;oo Xy, del dlge-

bra Bp_..

El conjunto X de 4.4.2, se puede descomponer en dos elementos dis-
juntos, como sigue:

X =XNXe 4 X(N X
jel te1
y sustituyendo en el 2.° miembro, el primer término por Q(4.4.2) y apli-

cando al segundo término, sucesivamente la ley de Morgan, 2.327 y la
distributiva (2.22), resulta:

X=Q0+XUX;=0Q+4+ UXX,
ieJ ied
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Por tanto:
pX =pQ+pUXKX,
jer

o bien:
pQ=pX —pUXKX,
jel

y aplicando a este Gltimo término la formula 4.3, resulta:

m—r

= X — — ] X N X 44
RO =1 ;< ) Zu( N x) 3
- Jelym.r

en la que: N X; son monomios de orden % del dlgebra B,_, de los
ied

generadores X ; Xy .5 ..

de orden %k de los subindices:

, Xo,, y JE __ son las combinaciones
{jl; jz: ey jm—r} = {ir+1, ir+2; cry lm}

Si para uniformar la expresion 4.4.3 se hace:

b X = Z 2(X N X,) 444
jet
JeJ(r)nfr
resulta :

m-—r

e 1)k N X.
xe Z( ) mEQX)
- Jedym—r

Y teniendo en cuenta 4.4.1, se obtiene finalmente ;

B ererél = Z (—DF 2 1e( 1_2 XijQJXj) ... 44
k=0

k
eIy ¢

que es la expresion de la medida de un itomo de orden ¥ como suma
de medidas de monomios,

441. Casos particulares: v = o y r == m~—Con los convenios
introducidos en el apartado anterior y en 2.64, se comprueba que los
resultados que se obtienen por medio de la férmula anterior, 4.4. para
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los casos de ¥ == o y » = m coinciden con los que se obtendrian
directamente teniendo en cuenta 3.42, 4.1 y 4.3; lo cual justifica la
introduccion de dichos convenios. En efecto:
Para r = o se tiene:
m

Z (—1* S(m, k) = p@) — p U X; ... 4411
i=1

k=o

Qo=

Yy para v — .

B Qum=p0 Xy = Sm m o 4412

4.5. MEDIDA DE LA SUMA DE TODOS LOS ATOMOS DE ORDEN #r DE UN

ALGBBRA Bn

H ZZQIZ N Xinxj
iel

[m, r] 1e1

et lel,

y por ser disjuntos los dtomos QIEI, se tiene:
m

B El[m,r] = ¢ Z Qr
[l‘

lel,,
= Z B Ox
- .
1€l
Aplicando a esta expresiéon la térmula 4.4, resulta:

=Y Y Y B0 X0 N Xy

r k—o k
Ielm JeJDl—-l‘

o .
= —1)k NX, NX) ..451

LED Y N mMOX 0%

k= Ier:n JeIi_,
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Pero la expresion:
Y ) w0 xnxy
iel ieJ
TEt,, €Ty,

puede simplificarse considerando que los elementos que entran en cada
término N X; N X; son » + %, distintos entre si; luego seran térmi-
nos de:

[Ny

n X,
i€l
rer,

Por otra parte, el niimero de términos de aquella expresion es:
(7)) (") =) (CE)
r k - T ) r+k
Luego, por simetria de los subindices, cada término estard repetido
r+k
( —lr_ ) veces y por tanto:

Y Yowoxnxy=("T) ¥ uox

r r
Iel, jext . Il

y sustituyendo esta expresién en 4.5.1, se tiene:

pHy =m2r (—D (rj,_k) y' N X

iel

k=0 IGI;,

o bien, utilizando la notacién de las S :
m--r « )

g H[m, o Z (—E ( r—l— ) §,(m, r + k) ...452

k—o

que también se puede expresar como sigue:

R m k
g H[m, e ZZﬁl)T‘_? (1‘ )751@1,})7 T 453 0 o~

k=r
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451. Casos particulares: r = 0, r = | ¥ r = m.—Anilogamente
a lo indicado 4.41 se pueden obtener, bien de la férmula anterior, o
bien directamente, los siguientes valores:

Parar = 0O

B H[m. ol T Z (._.l)k Sn(m’ k) = Q“

k—o

que coincide, naturalmente, con 4.41.1.

Parar = m

P Hp =0 0Xi=p0uon

o sea, el valor obtenido en 4.41.2.

Parar = 1

pH, = ) D kS, (m k)

k—1

46. MEDIDA DE LA EXPRESION H(m, r)

El valor de la expresién H(m, r), definida en 3.72, es:

m
Han = Z Hiw, g
t=r

y por ser disjuntos los H . segin 3.71, se tiene:

m

R Hu . = Z B Hp, g

t—r

Aplicando a esta expresion la formula 4.5.2, resulta:

t=r x—t '
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e = i i (1) Sm, k) - (—1)~ (li )

t—=r k=t

ca

ndo €l orden los sumatorios:

| @Hmr) - mz (—D* S, k) Y (1) (]i)

t—r

resulta :

wH, = Z (—1)e—r (t:: ) S(m, k) ... 46.1
k=r

o bien:

B H :mi (—Iy (r+i“' ) St 1) 462

461, Casos particulares: t = 0, r = | y 1 = m.—Teniendo en
cuenta los valores obtenidos en 3.74, resulta:

Para 7 = 0:

K H(m’g) =40

Para r = m:

p H =p 0 X

(m, ) i—1

Para r = |, de 3.72 y 4.3, se tiene:

m

_ o L — _[\k—1
B Hp, =80 X =Y (1 Sm. 19

k=1
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4.7. MEDIDA DE LA EXPRESION H(rfr)

El valor de la expresion de H (m—,)r), en funcion de los atomos de

By, es (3.73):
ﬁ(ﬁ) = z H[m, t]

t=o
La medida o de H (1;,) 7) se puede deducir de 4.5.1. También se

puede obtener de 4.61, ya que H (m_,’r) es el complemento de H(m,

r+ 1)

Utilizando el segundo método, se tiene:

Q_ZHLmt]_ZH[mt]+ZH[mt]

t=o t=—=r41

Por ser disjuntos los términos del {ltimo miembro:

u(ﬂ):qu[mt]JruZHma

t—r+1
= HD, +# He o
Luego:
pHD, =n0—gHeg oy,
y aplicando el valor obtenido en 4.62:

m—r—1

pHE, =po— Y 0 (TTF) st

k==a
4.71. Casos particulares: r = O y r = m.—De los valores obte-
nidos en 3.74, se tiene: :
ot HLT:D) =k H[m,o] =t Q”
g H—> =10

(m, m)
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4.8. RELACIONES ENTRE LAS MEDIDAS DE LAS FUNCIONEs H, PARA LOS
CASOS PARTICULARES

Resumiendo las férmulas dadas en 4.41, 4.51, 4.6] y 4.71, se tiene:

p‘ H(,:o) — I‘l’ ,H[m, o] = P’ Qo = 2 (—‘l)k S(m. k)

k—=o
P‘a H(m, my — P H[m, m] — ¥ QH...m = Ru...m = p 191 Xy
PH, = H,, =pR =pa

BHL, =pUX =Y (—F Simk)
= r—1

m

B H, o, = Y (1% kSmk)

k=1

5. APLICACION AL CALCULO DE PROBABILIDADES

Las férmulas obtenidas en el capitulo anterior generalizan las que
se emplean en las Algebras de sucesos con medida una probabilidad.

En general, cuando se trata de calcular la probabilidad de una fun-
cién booleana de un Algebra de sucesos bastard, cotno ya se ha indicado,
con expresar dicha funcién en su forma candnica (3.6) y aplicar la
férmula que da la medida de los dtomos en funcién de los monomios
(4.4) referida a la medida P, Las féormulas que se obtienen, a titulo de
ejemplo, en este capitulo suelen figurar, en general, en los tratados
de Célculo de Probabilidades. 1.a monografia de Frechet (13) recoge
los trabajos mas destacados sobre esta cuestién. Su método difiere,
sin embargo, del que se sigue en este trabajo.
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5.1. PROBABILIDADES DE LAS FUNCIONES H .

5.11. Probabilided de que, de m sucesos dados X,, X,, ..., Xm, s€
verifique al menos uno~—La probabilidad pedida serda la del suceso

m
H(m, 1) — U X
=

=1

y aplicando la férmula 4.3, se obtiene la formula de Poincaré:

Py = P(U X)) = ) (—1}* S@n, K)
i—=1 p—1
en la que, segan 4.11:
S(m, k) = Sp(m, k) = PNX

Ieky,

5.12. Probabilided de que, de m sucesos dados {Xiliex, ocurran
exactamente » de ellos~—De 3.71 y 4.5.2, se tiene:

m~—r
r4+ k-
Py = PH, )= D ("TF) s r + k)
k—o
Esta f6rmula y la anterior, P, son obtenidas por Feller (12} me-
diante el método de inclusién y exclusion.
5.13. Probabilidad de gque, de m sucesos dados {Xihen, ocurran
al menos 7 de ellos.—De 3.72 y 4.6.] resulta:
m \
k—1
P, = P(Hamn) = y (1 () Sm 1

k—=r

52. CASD EN QUE LOS SUCESOS SON INDEPENDIENTES

5.21. Esquemea de Poisson.—En el caso de que los m sucesos da-
dos {Xiher, sean independientes —esquema de Poisson— se tiene:

k

k
PNX, = HPXit
t—1

t—1
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y en las formulas anteriores, los sumatorios S(m, &) seran de la forma:

S(m, k) = 2 P(N X)) = Z H P X,

k i€l
Ie Iy Iely,

522, Esquema de Bernoulti—Un caso particular interesante ocu-
rre en el esquema de Poisson cuando los sucesos X; tienen igual proba-
bilidad —esquema de Bernoulli—. En este caso, se verifica:

=(%)

S [[rx=Yr=(3)»

I:{u i€l

PXi=p= S(m k) =
Ie

La probabilidad de que en el esquema de Bernouili se verifiquen
en una prueba, exactamente r sucesos, sera (5.2):
m-—r

r+ky
PE, =) b (T ) s rtk)

k.

=Y (V) () e
~Ser () () e
= (M) T ()

y por tanto
m
PR, = ( . \ pr (I —p)=r
v si se hace, ¢ = | — p, resulta:
m
PR, = ( i ) prgn T
En particular, patra r = 0 y r = m

P®  —ge 7. P®  — pnm

{m. 0] [m, m]



45

6. TEORIA ACTUARIAL DE LOS GRUPOS DE m VIDAS

El método clasico seguido en la teoria sobre grupos de vidas, es
obtener las expresiones de las probabilidades y de las operaciones ac-
tuariales sobre los grupos que se extinguen al primer fallecimiento
o disolucion del grupo y luego. por diversos procedimientos, deducir
las féormulas correspondientes a otros sucesos en funcion de aquéllas.

Dichos procedimientos se sistematizan utilizando las estructuras de
Boole, reticulos y dlgebras, y ciertas medidas sobre los elementos de
estas estructuras., como vamos a mostrar a continuacion.

6.1. ESTRUCTURA BOOLEANA DE LOS SUCESOS ASEGURABLES

En general, la clase de sucesos ligada a cada contrato de seguro
y el suceso cierto , forman un algebra de Boole y puede convenirse,
para mayor generalidad, que dichos sucesos pertenecen a una c-algebra.

Si a cada uno de los sucesos pertenecientes a By, le asociamos una
medida {t, tendremos definido un espacio tnedida (Q, By, §t), analogo
al desarrollado en los capitulos anteriores y en el cual la medida de
los sucesos compuestos (funciones booleanas) pueden obtenerse como
suma de las medidas de los sucesos basicos (monomios booleanos),

6.11. Las operaciones actuariales como medidas de los sucesos de
un dlgebra—Para lograr lo indicade en el parraio anterior, hay que
convenir, de acuerdo con la técnica del seguro, que dichas operaciones
actuariales son funciones de conjunto (sucesos), aditivas y no negativas.
O sea, que si &(Z) representa una operacion actuarial sobre un suceso
7 € B,, se verifica:

I. VZE€Bn = a(Z) > 0.

7, € B, — a( Z zi) = Z ®(Zy).

iEN ieN

[

3. a(p) = 0.
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Las propiedades anteriores, pueden resumirse diciendo que las ope-
raciones actuariales y en particular las probabilidades son medidas o
sobre la clase aditiva B,, de sucesos de un experimento aleatorio o es-
pacio actuarial O, Estas caracteristicas definen el espacio medida ac-
tuarial: (Q, B, &), ya indicade.

Una vez establecido el espacio actuarial y conocidos los valores de
las operaciones actuariales de los sucesos basicos, bastard aplicar las
reglas deducidas en el capitulo IV para obtener el valor correspondien-
te, a cualquier otro suceso del dlgebra considerada.

Nota sobre los sucesos hasicos:

La definicién de los sucesos basicos dependera de las caracteristicas
de los riesgos asegurados. Asi, en el caso de las operaciones sobre
grupos de w vidas, se suelen tomar como basicos aquellos en que los
grupos de % vidas, 0 < kB < m, desaparecen, como tales, al primer
fallecimiento, o sea, a la disolucidn del grupo., También se podrian
tomar en este caso, como sucesos bisicos, los sucesos correspondientes
a los grupos de £ vidas que desaparecen al dltimo fallecimiento, es
decir, a la extincidn del grupo. Esto altimo equivaldria, utilizando el
lenguaje booleano, a expresar las funciones de Boole en su forma -
disyuntiva, en vez de la conjuntiva aplicada en los capitulos anteriores.

6.12. Restriccion del estudio a los grupos de m vidas.—El método
indicado puede aplicarse, con gran generalidad, a los diversos riesgos
asegurables, Ahora bien, con el objeto de simplificar su exposicién
y evitar la casuistica de la técnica del seguro, vamos a aplicarlo a la
teoria de los grupos de m vidas, ya que, como se dijo en la introduc-
cién, sblo se pretende en este trabajo indicar un método que puede
sistematizar algunos de los problemas del Calculo Actuarial.

Concretandonos a la teoria de los grupos de # vidas, puede esta-
blecerse que el grupo deja de existir o desaparece, como tal, por di-
versas causas; enfermedad de algunos de sus componentes, por cam-
bios de su estado civil, por la muerte de una o varias de las personas
que los integran, etc, Ahora bien, para poder aplicar el cileulo actuarial
a dicho grupo, es necesario determinar, e priori, de forma precisa, las
condiciones o causas que definen la desaparicién del grupo de tal manera
que, en cualquier momento el grupo existe o bien ha desaparecido an-

- - - - - - - __ _teriormente, sin que existan _contradicciones m émbig-ﬁcdades en la

definicion dada. - B
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En nuestro estudio vamos a considerar anicamente los grupos en
los cuales una persona deja de pertenecer al mismo por su fallecimiento,
prescindiendo de otras causas o modalidades y limitandonos, por ahora,
al estudio de los casos de supervivencia simple. Para el estudio de los
problemas de supervivencia compuesta, es necesario introducir, ademds
del conocimiento de las operaciones al primer fallecimiento, monomios
booleanos, el de otras expresiones, tales como aquéllas en que una
persona determinada muere la primera, y esta cuestion modifica, en
parte, la sistemdtica del estudio que estamos desarrollando.

Con el fin de evitar repeticiones, sélo se estudiara, en los capitulos
siguientes, las probabilidades y las rentas sobre grupos de vidas,

Para los capitales diferidos y las esperanzas de vida, basta con
sustituir las medidas P y o por las E y e para obtener las {6rmulas
correspondientes, anilogas en un todo a las que se obtendran para las
probabilidades y las rentas,

Respecto a los seguros, como éstos pueden ser expresados, en gene-
ral, en funcién de las rentas, basta el estudio de las mismas para dedu-
cir las diversas expresiones de los seguros sobre un grupo de m vidas.
Sin embargo, también pueden ser estudiadas las operaciones de los
seguros independientemente de las rentas, en cuyo caso habra que de-
finir la estructura originada por los sucesos que intervienen en aquellas
operaciones. Ahora bien, en los seguros sobre grupos carecen de sig-
nificado algunas de las funciones de! algebra B,,, definidas en los capi-
tulos anteriores, debiéndose adoptar, para dichos seguros, la estructura
de un reticulo distributivo de m generadores.

Las caracteristicas anteriores hacen que la sistematica de su desarro-
llo difiera de la aplicable a las 4lgebras booleanas, por lo que prescin-
diremos de su exposicién en este trabajo. No obstante, como iniciacién
a su estudio, se indicard en el ultimo capitulo la aplicacion de un
reticulo de tres generadores a los seguros sobre un grupo de tres vidas.

6.2. ESTRUCTURA BOOLEANA DE LOS RIESGOS SOBRE LOS GRUPOS DE M
VIDAS

Consideremos un grupo de m personas cuyas edades actuales son
X1 Xs,.... X y que sélo dejan de pertenecer al mismo por su falle-
cimiento. '
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6.21. Espacio actuarial: (X,, X,, ..., Xu).—L0s sucesos que ori-
ginan variaciones en el grupo considerado son los subconjuntos del
espacio muestral: 0(X,, X,, ..., Xu).

Para simplificar, se designard simplemente por @ el espacio mutes-
tral y por xy a la persona de edad actual x;.

6.22. Significado actwarial de los sucesos de ©.—Respecto al gru-
po de m personas se pueden definir los siguientes sucesos:

El suceso X; de que la persona () de edad actual #; alcance la
edad x44: 0 sea, que viva ¢ afios mds.

k
El suceso N X% consistente en que las personas X; Xy, ..., X;h_

v=1
vivan todas ellas ¢ afios mas,
Que al menos una de las personas xy, xy,. ..., ¥5 viva después de

4
transcurrido el tiempo ¢ sera el suceso U X :
y=1

El suceso X ¢, opuesto de X, serd que #; fallezca antes de cumplir
la edad x4

Por X; A X; se representard el suceso de que viva a3 “o bien” x;
t afios mas, excluyendo el que vivan ambas; lo que también se expresa
diciendo que de las dos personas viva exactomente una de ellas al final
del tiempo ¢,

6.3. ALGEBRA BOOLEANA ACTUARIAL : A

Los sucesos y operaciones definidos en 6.2 originan un algebra de
sucesos de m generadores (3.1) gque Hamaremos Algebra Actuarial y se
representara por Ay,

Funciones booleanas de Au—Por un proceso analogo al indicado
en el capitulo III, se pueden definir, sobre esta algebra A,,, las funciones
booleanas engendradas por X1, Xs, ..., Xpm.

El significado actuarial de las expresiones utilizadas con mds fre-
cuencia, definidas en dicho capitulo IIT, son:

631. Monomios de orden k—Es el suceso de que vivan simul-

taneamente dentro de ¢ afios, las personas iy, %y, ..., ¥y,
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Los monomios se corresponden con los sucesos de primera especie
o basicos; grupos que se extinguen al primer fallecimiento,

6.32. Atomos—Un itomo de orden » de Ay, (3.41):

r m
Qi = N X;, N X4,
y=1 y=r+1
representa el suceso de que, transcurrido el tiempo ¢, vivan las perso-

r X4 , Xt

nas %y, %i, ..., %5,y hayan fallecido -

41 LR A

6.33. Las familias de funciones, H, de Am~—TFl significado actua-

rial de las funciones H, es:

6.331. La suma de todos los atomos de orden r:

Hf'n r] - Z QI = 2 N Xi n ch
o iel ieJ
ety Ier,

Esta expresién representa el suceso de que dentro de ¢t aflos vivan
exactamente v de las personas xy, %, ..., ¥m, O S€a, que vivan 7 y sola-
mente 7.

6.332. La suma de todos los dtomos de orden superior a v — 1

m
li(m, n Z H[m. r]
k=>=r

expresidn que representa el suceso de que, transcurridos ¢ afios, vivan
al menos v de las personas consideradas xi, a2, ..., ¥m.

6.333. La suma de todos los atomos de orden igual o inferior a r:

.
R S‘
H (m, r) y H[m, k]
k—o
o sea, el suceso de que al caho del tiempo # vivan a lo sumo # de las
personas consideradas.

6.34. Otras funciones de An. Su forma cendmce—A cualquier
otro suceso perteneciente al algebra A, como resultado de aplicar un
nimero finito de veces las operaciones definidas a los sucesos X; o0 a

4
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sus complementarios, le corresponde una funcién booleana determinada,
y con éstas pueden ser obtenidas de forma sistematica y exhaustiva
(3.63) a partir de los atomos de A, resulta inmediata la obtenciéon de
todos los sucesos del dlgebra A, y su expresién candnica (3.602).

A titulo de ejemplo, en el capitulo X, se desarrollard con todo de-
talle el dlgebra A,.

6.4, ALGEBRA ACTUARIAL REDUCIDA: A%

En ciertas aplicaciones se presenta el caso de que el espacio Q

m
coincide con la reunién U X; de los generadores X;. En este caso
i—=1

a la subilgebra que resulta le llamaremos dlgebra reducida A* de m
generadores.

6.41. Propiedades. — Son inmediatas las siguientes propiedades
de Ag,:
1 H(m. o] — (m, o) — (iU:1Xi)L = QO - 96
m
2 H(m- 0 — H(m, w, H(m, 1) R, = IL_Ji Xy = Q
3. H[m’ m] I’I(m. oy = i(':\l X;.
4 Hpy = Hy

5. El nimero de dtomos (3.43) es 2 — 1.

6. Tl total de funciones booleanas distintas (3.64) es 2%"-1.

7. PROBABILIDADES SOBRE GRUPOS DE VIDAS

Si a los sucesos definidos en el dlgebra A, (6.22) les aplicamos la
medida P, definida como la probabilidad de que se verifiquen aquellos
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sucesos, se podrd, por medio de las f6rmulas obtenidas en €l capitulo IV,
deducir la probzbilidad de los sucesos de A, en funcién de las proba-
bilidades de los monomios de dicha 4lgebra, o sea, en términos actua-
riales, se podrd calcular la probabilidad de cualquier suceso relativo
a un grupo de m vidas, en funcién de las probabilidades correspondien-
tes a grupos que se extinguen al primer fallecimiento.

Como aplicacién, vamos a obtener las férmulas correspondientes a
los sucesos mds utilizados en la técnica del Seguro. Ahora bien, siendo
inmediata la obtencidn de dichas férmulas a partir de las dadas en el
capitulo IV, nos limitaremos a dar la referencia de aquéllas de las que
se deducen.

En el capitulo X, al estudiar el dlgebra A,, se establecerdn de for-
ma sistematica y exhaustiva las probabilidades correspondientes a las
22* — 16 funciones booleanas de 4,. El método utilizado alli es ge-
neral, no presentindose otra dificultad para valores superiores de m
que el elevado nimero de funciones booleanas que se obtienen.

7.1, l.A EXPRESION Zj

En la Matemidtica del Seguro se suele representar por Z la suma
de las probabilidades de todos los monomios de orden k2 de Am, o sea,
el simbolo Z; coincide con el S, (m, k) definido en 4.1, cuando la me-
dida g es la probabilidad de los grupos de vidas que desaparecen al
primer fallecimiento. Luego:

Ze = Se(m, k) = E Px; x . ¥
1 2
lety

1 = {il, ig, vy ik}

Iz

En particular para B = 0, 2 = 1 y 2 = m, se tiene:

Z, = P =1

m

Zl == Z tPX[

i=1

ey Tm

Zm =PnNn Xi = Px,, x-
i=1
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7.2. PROBABILIDADES DE LOS SUCESOS BASICOS

Se tomaran como sucesos basicos los monomios, 6.31, de A, Su
expresién y notacién actuarial es la siguiente:

Probabilidad de que dado un grupo de & personas x;, Xi, ..., %,
vivan todas ellas transcurrido el tiempo i.

Fl valor de esta expresién es, segun 6.22:

K
Po, o x = POO Xy)
1 e &

y=1

7.3. PROBABILIDAD DE LOS ATOMOS

Su expresién actuarial es:
Probabilidad de que, de wm personas dadas, de edades actuales

Xy, X3, ..., Xm, vivan r determinadas de elas al cabo del tiempo ¢t y
hayan fallecido las m — r restantes.

Si, &1, ¥ ..., &m son las wm personas del grupo considerado,
Xiyy Xy, .., i las que vivirdn y 4y, . X, las fallecidas,

en el intervalo del tiempo # —siendo éstas x; las m — 7 personas dis-
tintas de las x;—, entonces, la probabilidad pedida sera (4.4):

thi X g x; " /thj x; x; —_ P QI -
1’ 'Z, e Y 1° 2 T m—r IEI m
m--—r
= — 1)k - ) - )
2 =D "p"ll, T U T R
E=a i1€J
{]}k m—r

{i} = {n Jo - i

7.4. PROBABILIDAD DE QUE, DE # PERSONAS, VIVAN ‘‘EXACTAMENTE" 7
[r}
AL FINAL DEL TIEMFO ¢: {p—0—F—F—
N

2’7" Tm

Se trata de calcular la probabilidad de que se verifique el suceso
H, ., definido en 6.331, Aplicando la férmula obtenida en 4.51 y uti-
lizando la notacidn actuarial:
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[m, r] )

3o (1)

k=o

. = P(H
1

I

Esta probabilidad se suele expresar simholicamente en los tratados
de Calculo Actuarial de la siguiente forma:
[r1 zr

tpx x ., X -

i (I + 27+

-

7.5. PROBABILIDAD DE QUE, DE # PERSONAS CONSIDERADAS, VIVAN
T

““AL MENOS” 7 AL FINAL DEL TIEMPO f: {pm——

Koy Ay ey X
17 T Tm

Se trata de calcular la probabilidad de que se verifique el suceso
H(m, r) definido en 6.332. Su valor se obtiene de 4.61:

m

. k—1
P T P(Hm, n) = Z (—1)s-r ( re—1 ) Zx
k—r
o también
T . T k— 1
tP—\—T = Z (—])k ( + k ) Zr+k
1 2 m

k=o
térmula que suele expresarse en la forma simbolica siguiente:

r Z!'
tP X, X, .0 X = (f L Z}z-
1

7.6, PROBABILIDAD DE QUE DE # PERSONAS VIVAN AL CABO DEL TIEM-
PO f “A LO suMO” ¥

El valor de esta probabilidad se obtiene aplicando la férmula 4.7
al suceso definido en 6.333:

m—r—1
- T r + k r+1
e N e T

k—o
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7.7. (CASOS PARTICULARES: r = 0, v = |l y» = m

7.71. Notacién actuarial —El significado y notacién actuarial de
las probabilidades correspondientes a * = 0, » = 1l y r = m son:
Probabilidad de que al cabo del tiempo ¢:
a) Vivan todas, o sea, no se haya disuelto el grupo:
[m]
tpxl, Xpo o X = ‘pxl, Xy oo X

b) Viva por lo menos una, o sea, no se haya extinguido el grupo:

1

t =
pxl, Xy oo X tpxl, Xy e X

Las probabilidades complementarias o comirarias de las dos ante-
riores, son: :

2’} Haya fallecido por lo menos una, o sea, que se haya disuelto
el grupo:

p— —_— = | —
thl, Xy s X thl, Xgo oo X pxl, Xps s X

b’y Hayan fallecido todas, es decir, que se haya extinguido el

grupo:

"qxl,x,...,x P Sx ty X

ves X “en
p) m 1* T2 727 Tm

7.72. Valores y relaciones-—De las formulas anteriores y de las
establecidas en 4.8, resultan los siguientes valores y relaciones:

im] m
P Xp Xps e X tpi:’ DTREE tpr Xy Xy
m
— ~ __1\k-1
1:px,x,...,x _2( l) Zx
1’72 m
k=1

m
[o] —o .
= T = = 2 (—DE Zy
td XXy X pxl, Xy X Px s Xy ea X

k—o
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= ] —
q X Xpa s X P X, X, X
4] —
tP—— = ip =1
Xl, ,Lﬁ, NN Xm Xl. xz, vaen xm

[1] o
P X = Z (—DF 2 k Zy
1 m
k—1

8. RENTAS SOBRE UN GRUPO DE m VIDAS

La estructura booleana aplicable al estudio de las rentas sobre un
grupo de m vidas serd el algebra reducida A¥* definida en 6.4; ya
que, en las rentas vitalicias sobre grupos de vidas, la operacién finaliza,
a lo sumo, con el altimo fallecimiento del grupo.

Si se define en el algebra A* la operacidn actuarial llamada renia
vitalicia como una medida, a, de los sucesos de dicha Algebra, segiin se
indicé en 6.11, el cilculo de las rentas de los sucesos de A?fn_, en fun-
cion de las rentas pagaderas hasta el primer fallecimiento, es una sim-
ple e inmediata aplicacion de las {formulas dadas en el capitulo IV.
No obstante, con el fin de poner de manifiesto la conexién entre la
nomenclatura actuarial y la booleana, vamos a dar la expresién de
algunas de las clases de rentas mas utilizadas en la técnica del seguro.

Ademids, como aplicacién de lo expuesto en 3.6, sobre el método
de expresar un suceso cualquiera en su forma candnica, se obtendran
las expresiones de algunos sucesos especiales referidos al caso de un
grupo de tres vidas. Por dltimo, en el capitulo VII, se hard un estu-
dio completo del dlgebra A4,, deduciendo las expresiones de fodas las
rentas sobre dos vidas.

Las férmulas que se obtendran son aplicables, en general, a los dis-
tintos tipos de rentas, hien en sus modalidades por la época del pago:
temporales, continuas, prepagables y postpagables, o bien, respecto a
caracteristicas especiales, como: invalidez, viudedad, etc. Para simpli-
ficar el desarrollo, nos referiremos a rentas en general.
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8.1.. 'NOMENCLATURA ACTUARIAL Y BOOLEANA DE LAS RENTAS

eI algebra A* se pueden definir las siguientes rentas, como
de sucesos de dicha algebra.

Renta pagadera a ung persona Xs mientras vwo:
Xi c A:\ = O; — a(Xi)

- 8.12. Renta pagadera al grupo formado por las vidas %, ... Xi,
- hasta que se produzca el primer fallectmiento —disolucion del grupo—:

k
X,v € A¥x — ax;,  x = a{ O Xir)
r=1

L 1 1
8.13. Renta pagadera al grupo Xs,, Xi,, ..., Xi, hasta el dltimo fa-
Hecimiento, es decir, hasta lo extincion del grupo:

k
Xiv (3 LA: = arﬁ = a( U le
4T r=1 r
8.14. Renta de supervivencia pagadere a x; o partir del falleci-
miento de X;:

Xi: Xj S A:‘:l = (Dx = E(Xic XJ)

i/

y segiin 4.4, resulta:

8.2. (GENERALIZACION A LOS GRUPO3 DE VIDAS FORMANDO ‘‘STATUS’

En ciertos casos, el calculo de las expresiones de las rentas se sim-
plifica notablemente, considerando algunos de los grupos formando
“status”’, o sea, en términos booleanos, sucesos de Ax.

Sélo pondremos ahora algunos ejemplos de aplicacién de este mé-
todo, dejando indicado el suceso sohre el cual se ha de calcular la renta.
En el parrafo 9.4, después de obtener algunas de las férmulas mas
usadas de rentas sobre un grupo de tres vidas por el método general,
se volveran a deducir, en 9.5, algunas de ellas, utilizando ciertos “sta-
tus” y se comprobara que, en general, este método facilita bastante la
obtenciéon de las formulas requeridas.
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8.21. Ejemplos de rentas sobre dos subgrupos—Vamos a dar la
expresion de algunas rentas sobre los dos grupos: G(X;, X,. ..., X,)
y el GZ(Xr-l- 1 Xr-l—z; Xm)

8.211. Renta pagadera hasta la disolucién del primer grupo que se

disuelva:
a‘ X X !X X X =
T2 U Ny T e Te42° 77 T
A sn ()5 =elf] %) o
Xy X.s e X
1 2 m
i~=1 j=r+41

8.212. Renta pagadera hasta la disolucion del segundo grupo que
se disuelva: '

R — () %0 ) )
xl. Xygp ooy X1 xr+1, xr+2, s X

j=r+41

8.Z13. Renta pagadera hasta que se produzca el primerc de los
dos sucesos siguientes: disolucidn de G;, o extincién de G,:

m

r
ax,x,“..x X LX_ L, X :w[ﬂ X 0 ( UXJ)]
1 2 T r+ 1 r-+2 m
i=1 1

N , X X X
1 2 T r=-1 m
m
U U 1”72 "7 T
ji=r+1 i—1

8.22. Rentas de supervivencia sobre subconjuntos, “status™, de
A* —Las rentas de supervivencia, 814, sobre “status” son:

8221. Renta pagadera desde la disolucién del grupo G, hasta la
disolucion de G.:

(A=) N x) =N x _aﬂxi

i=1 j=r+1 j=rt1
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8.222. R. p. desde la disolucidn de (; hasta la extincién de G, -

ax s ey x/x sy X =
1 T+1 77 "m
i=1 j=—r+1 1 i=1 J=r+41

8223, Renta pagadera desde la extincién del grupo G, hasta la
disolucién de G,:

W/Xl‘ﬂfl! T Xm =
:a[(iL:Jl X)-_Ql ]_aﬂlx wa[UX1 le ]

8.224. R. p. desde la extincion de G, hasta la extincién de Gs:

%5 X /x x =
[ 4 r+1" 77 Tm

[
(U nUx) == U o Unnlx]
i— J=r+1 j=r+41 i—1 J=r+1

8.3. RENTAs DE LOS ATOMOS

Si se considera el dtomo de orden » definido en 6.32:

e =5 %= 50 (U )
m y—1 v—=1 v=1

el significado actuarial de una renta aplicada a este atomo sera:
Renta pagadera desde la extincién del grupo G, hasta la disolucion
del grupo Gi.
El valor de esta renta serad:
m—r
a(QIEI ) = w(ﬂ X, n Xiv)
y=1

v teniendo en cuenta la notacién dada en 8.223:

a(Qrerly) = o5

- we X X, - X
Irt+1 im/ 1 i
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La expresion de esta renta en funcién de rentas al primer falleci-
miento sera segin 4.4:

m—r

a(QIEI';) = 2 (—1)* Z “(ﬂ X ﬂ ‘Xi)

k=0 k i€x €J
Tel w1 ]

en la cual, como ya se indicd en 3.11:
INJ=¢ » 1+4+JCNu
Ejemplo:
= o(X, X X¢X$XS) = a(QF)) 7 Jo={2;4:5}

X X X X, )
2 ¥ % /%1%

O X% /x. x — va(xlxamxj)~2w(X1X,ﬂX,)
2745 178 YA jel . jex
Te3, sert
ied 1e¥
sen, 1€}

— a(X: Xy) — [a(Xl X; Xp) + a(Xs Xs X4 +

+ a(X: X, Xo) |
4 [a(X1 X X; Xo) 4 a(X Xs Xy Xs) +

—'— CI)(X] Xs X4 Xs)] -_ a-(X1 X:{ Xg Xl Xﬁ)

O = a — (a + a ) — ¢ +
X 3 X X 3 b, X, X X X
x2 14 ls X] ‘3 X1Y3 112){3 ‘{1X3 5 1 213 4

H 0 F gy — O
b, X X X XXX
XX Xg®s ! X %%y X X% % s

8.4. RENTAS DE LOS SUCESUS DE LAS FAMILIAS H,

8.41. Renta pagadera a un grupo de vides mientras vivan “‘exac-
tamente” 1 de ellus.—Aplicando l1a férmula de 4.5 al suceso definido
en 6.331, resulta:
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.. = J(H[m, r])
pl—T

::Zc—w(rfk)smmm

8.42. Renta sobre un grupo de m widas pagadera mieniras vivan
“al menos” 1 cualesquiere de ellas—De la formula 4.6 v la defini-
cién 6.332:

m—r
r r+4+ k-1 .
e = ) = Y D (T Sum s 0
o2 m
k—o0
8.43. Renta sobre un grupo de m wvidas, pagadera mientras vivan
“a lo sumo” r cualesquiera de ellas—De la formula 4.7 y la defini-
cién 6.333, se tiene:

o ——— = oH )
¥ty (w0
© r+k
=o@ — Y b (") Satm v+ kD
k—0
m m—r—1 k
=l Jx =Y e (FT ) sutmrr k4
i=1 k—o
8.44. Casos particulares: r = 0, r=1 yr = m—De 48 y 64
se deducen inmediatamente las signientes férmulas para » = 0, » = 1|
vyr = m:
aH o =aH 3 =aQ=a) =0
a H[m,m] =g H(m, my — & n Xy = a'xl, LIS S
. i—
m
eH o =e¢H 3 =¢ Ro=a(0) =0 U X; = a:—‘—-—‘—xl, -
1=1
m
a H(m,I) = ¢ U Xi = X xe,_--tx_m

i=1
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m
— —_ \k—1
e Hyy = Hy g = Z (—D*7* k So(m, k)
k=1
8.45. Relacion entre las rentas de los casos particulores—Resu-
miendo las férmulas anteriores y escribiéndolas con la notacion actua-
rial se tiene:

-0 iol
= a- = 0
X X gsensX H X ppeesX
[m] m
[ — - = a
Ko es X Xy e X Xps Ry wons X
« —>il 1
a — a— _— & = aT—;— -
Xl, ,Xm X, ,xm X, ,xm v
m
= Y (=D Sum, k)
k=1
m
-1 {1]
a = — —_1)E—1
= Y Dk Sem )
1 m 1 o
k—1

8.5. RENTAS SOBRE SUCESOS CUALESQUIERA DE Ax

Una vez mas hemos de repetir que el calculo de una renta de un
suceso cualquiera de A* no ofrece ninguna dificultad, una vez calcula-
das las rentas de los dtomos en funcidén de las rentas sobre grupos al
primer fallecimiento, Basta con expresar el suceso en su forma candnica
conjuntiva 3.63 y aplicar a esta expresion la medida «, esto es, la
renta.

Formalmente, si el suceso dado es F, se tendra:

FeA — F:ZaiQ(i)
i—=—1

' oF) = a 2 o« OG)

i=1
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_en las gque -

o = {0 » n=2"—1 y Q@) = tomos de A*

- ',"A‘_dgmés, como los diferentes sucesos de 4* , cuyo namero es 22m— 1
se pueden obtener sistematicamente a partir de los atomos, también se
podra deducir, por el mismo método. la expresién de todas las rentas
sebre un grupo de w vidas.

Como aplicacién de lo estudiado en este capitulo, vamos a dar en

el que sigue ejemplos de rentas sobre un grupo de tres vidas.

9. APLICACION A LAS RENTAS SOBRE UN GRUPO DE
TRES VIDAS

De acuerdo con lo indicado en 8.5, la obtencién de todas las rentas
sobre los sucesos de A¥ es inmediata.

Como aplicacidn, vamos a deducir en 9.4 el valor de algunas de las
rentas mas utilizadas en la técnica del seguro.

Para simplificar la exposicion, se suprimird el enunciado del su-
ceso determinante de las rentas, representado éstas mediante su nota-
ciébn internacional y la identificacion de ésta a la forma booleana. A
continuacion se expresara el suceso en forma candnica, aplicando las
reglas dadas en el capitulo II.

Se representaran, en lo que sigue, por X, ¥V, Z los tres generadores
de A* por ser esta notacion mas usada en la técnica actuarial.

Iniciaremos el desarrollo calculando el valor de rentas sobre dos
de las tres vidas dadas. En este caso, su calculo seria mas facil consi-
derando estas dos vidas como las variables del algebra 4%, tal como
se hard en el capitulo X ; no obstante, se ha creido conveniente —para
no alterar la sistematica del método utilizado— expresar los sucesos
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de dicha algebra A¥ en funcién de los atomos de A‘:, es decir, como
sucesos de esta A% y, por tanto, calcular el valor de aquellas rentas
sobre dos vidas como suma de las rentas de los dtomos de A*. Natu-
ralmente, los resultados coinciden con los que luego se obtendran de
una forma mas répida al estudiar el algebra A*,

Por dltimo, se dardn ejemplos de la obtencién de rentas cuando
algunas de las vidas se sustituye por un grupo de ellas o “status”.

9.]1. REPRESENTACION GRAFICA DE LOS SUCESOS DE A%

Los sucesos de A* pueden ser representados graficamente por me-
dio de los diagramas de Veen (fig. 1), v también considerando en Ila
recta real los diferentes casos en que pueden sucederse los fallecimien-
tos de las tres vidas #, ¥, 2. En general, resulta més comoda la primera
representacion ; ahora bien, que nosotros sepamos, no ha sido utilizada
en el Calculo Actuarial.

Muchas veces resulta muy intuitiva la representacién grifica y con
el fin de comprobar esta aseveracién. se aplicard en 9.5 a los ejemplos
sobre el calculo simplificado de algunas rentas,

s 4 N 4 7 ,
0 XYz X XEYZ o XEwEZL o
. t R ~ < N
o xvz X XSYER oz xtvac
— 4 3 , 7 :
0 xYz voOXYSZ X Xy 2z
) A 3 . s s
0 Ayz ¥y xvyer oz b L
4 2 . © ;
0 »Yz. Z  xvzs x  X¢¥Ze
1 . 2 , s ;
) ¥z z  Xwzt y WYeZE 2



9.2. RENTAS DE LOS ATOMOS DE A%

De la f6rmula 8.3 para m = 3

3—r r k
pOhii =Y Y ([) X [) %)
k=0 {j1 jk}E«Tl;__r t=—1 v=1

se deducen inmediatamente las siguientes:

V.l—a(XYZ) = txyn
V2—a(XYZ) = o(XY) — o(XYZ) = oxy — Oy
VI3—a(XYZ) = aXZ) — a(XYZ) = tyy — Oxya
V4—a(XYZ) = o(YZ) — a(XYZ) = @y — 0xya
Vi5—a(XYZ) = a(X) — aXY) — o(XZ) 4 o(XYZ) =
= Ox — Oxy — @xg + Oxzs
V.6—a(XeYZ) = oY) - a(XY) — a(YZ) + a(XYZ) =
= @y — Oxy — Oy + fxy2
V.7.—a(XYZ) = a(Z) — a(XZ) — a(YZ) + a(XYZ) =

= Oy — Qx5 — Qyg + Tyyy

9.3. RENTAS DE LAS FUNCIONEs H

De las formulas dadas en 8.4, se deducen las siguientes expre-
siones:

[1}

=53, 1) —2SG3,2) -+ 383, 3)

¥y 2

= oy + ay + 0z — 2(0sy + xa + Gya) + 3 xye

2]
= S3, 2) — 3 53, 3)

vz

— Qxy -+ Gxz + Gyz — 3 Qxyz

o+ = SG, 1) — 83, 2) + SG. 3)

=a + & + a — (a‘XY + s+ ayz> + ey
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a— = S(3,2) — 2 53, 3)

:axy+axz+ayz—zaxyn

Para los valores r = 0, r = | y r = 3, de 845, se tiene:
-0 Lo}
= a4— =0
Xyz XYz
3 fa}
Xyz =4 vz Ocys
0 —3 1
. = = o = aq
XV Xy 2z XV 2z Xyz
—1 [1]

7 — 857 = & + @ -+ 4 — 20y + Oxa + @) — 30xp

04. EJEMPLOS DE RENTAS DE SUCESOS DE Ay

Como se indicd al principio de este capitulo, vamos a dar la ex-
presion de las rentas mds tipicas de la téenica actuarial, utilizando el
método general, ya indicado repetidas veces en este trabajo. La siste-
matica seguida se resume con los siguientes apartados:

a) Tdentificaciédn de la notacidén actuarial v la booleana.

h) Expresion del suceso en su forma canonica.

¢) Valor de la renta como suma de rentas de atomos.

d) Sustitucién de Tas rentas de los dtomas por su valor en funcién
de los monomios.

Con lo indicado anteriormente, creemos innecesario hacer aclaracio-
nes particulares en los diferentes ejemplos que se van a dar, salvo la
indicacién, en algiin caso, de la referencia de la propiedad del capitu-
lo IT que se utiliza.

EjEMPLOS

E. 1. 6y, = a(XY)
XY = XYZ + XYZ¢
ayy = A(XYZ) ++ (XYZ°)
SO By = Gxy



E. 2.

E 3

o = X VU Y)
X UY = XYZ + XYZ¢ + XYeZ + XeYZ +
+ XYeZe + Xe¥Ze 4 XYoL
— = oXYZ) + a(XYZ) + o(XY°Z) + a(XYZ) -+
+ a(XY°Ze) + a(XYZ¢) + a(XeYL)
oo O = Ox + o — &y
Oy, = o(XY)
XeY = Xe¢YZ + X¢YZ¢
gy = o(XYZ) + a(XYZe)
Ox,y — By — Oxy
11
a— = X AY)
X AY = XY¢ U XY
= XYZ 4+ XYZ¢ + XYZ +
4 XeYZe
11
O— = W(XYZ) + o(XYeZS) + o(XYZ) + a(XeYZe)
[
* a,-xy——:.—..a,x—]—a,MZ(ny
(11
tyg = AX(Y A Z)]
) X(Y A 7) = X(YZe U Ye7)
— XYZ¢ + XY°7Z
1] ‘
5 = o(XYZ 4+ a(XY°Z)
. [1]
o ax:yz = Qxy —l" Oxy — zaxyz
g — = ¢[X(Y U YA
X(Y U Z) = X(YZ U YZ¢ U Y7
— XYZ 4+ XVYZ¢ + XYV7
0 o = aXYZ) + a(XYZ%) + &(XY°Z)

S G O B O
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o— = o(X U YZ)
X U YZ = XYZ 4 XYZ¢ + XYZ +
+ XYeze + X°YZ '
o—— = o(XYZ) + a(XYZc) + a(XYZ) 4+ a(XYcL) +

X :yz
4 o(XYZ)
a’—r—\‘:a‘x’t_ayz — Oxyy
X tyz
S = a[X U (Y A Z)]

XU (Y AZ =XUTYZ U YZ
= XYZ -} XYZ¢ +
+ XYZ + XYeZe +
+ X¢YZ + X°eYeZ

ax:(yz) 1 ‘:a’x+ay+a1“axy_axz“—zay,+ Zaxy,
i1

aXV:/. = H(X U Y U Z)
) XUYUZ=XYZ 4+ XVYZ L XYZ +
4+ XeYZ 4+ XVeZe | XeYZe |
+ XcYez

%ﬁ:a’iq'_ay+az—'(ax-v+a.ﬂ+a’XZ)+axyz
o — (Z[X U (\7 U Z)]

Xt vz

— X UYUZ =E 9

G— = &—

X : vz Xyz
[i
OG0 = «X A YZ)

X A YZ = X(YZ)* U XeYZ
= X(Ye U Z¢y U XeYZ
= XVeZ + XY°Z¢ + XYZ¢ +

1 XeYZ
[1]
Oy = Ot 0y — 205

XA(YAZ):XA&YAZ
= XYZ 4 XYeZ¢ +
1 XeyZe 4 Xevez
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f1]
b G§~ (3'13[ ] = & + &y + a4z — Z(ﬂ'xy ”r“ Uxy Jﬁ 3«1/.5) + 4axyz
1

{1]
E 13, e—— = ¢[X A (Y U Z)]
x:yz
XANUZ) =X(Y U Zr U XY UZ
= XY¢Z¢e U XY U X¢Z
= XY¢Zc 4 XeYZ | XeYZe |
—+ XeYeZ
[1]
Qe == Oy o+ 8y - Uy — 20yy — 20xp — Gyg | 20yy,
X :yz
- [17 [1]

E 4 o o =a[(X AY)N (X A2
(X AY) (N A7) = (XYe U XeY)
(XZe U XeZ)
— XYeZ¢ + XeVZ
[1] [1]

B'\T"\j = Oy — Oy — Oxp + Oy

E 15 Gom = a[XAYZ)]
XYYZ) = XYZ
Ay sy == yg —= Qxyy
E. 16 ayae = a[(YZ)°X]
(YZ)X = (Yo U 29X
XYe U XZ¢
XYeZ 4 XYeZe | XY7Ze

{l

I

Qyyjx — Oy — Qxyz

E 17. a/— = a[X(Y U Z)]
XC(Y U Z) = Xc¢Y U XeZ
— X°YZ -+ XeYZe L Xevez

ax?+ay+az_axy‘a§z—ayz+anz

E. 18 a—/

¥z X

= af(Y V Z)°X]
(Y U Z)X = XYeZe
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.. a)T/x = Ux ~— OQxy — Ux: -+ Axys
~ 2 il] -
JL. 19. dx/—yT— = GLXC(Y A Z)]

XY A Z) = X(YZe U YeZ)
= XeYZ¢ + KeYeZ

(3]
@ [ = O F Ay — Oxy — Oxg — 20y 4 204,
11}
EO200 a—/ = o[(Y A Z)°X]
(Y & Z)X = X(YZ U Yeze)
= XYZ 4 XVYeZe
£1]
a."Z //x = O — Oxy — Ox + za'xyz
E 21 o/ =l (Y U Z)¢(X U 2)]

(Y U ZpX U Z) = YLA(X U Z)
= XYZ¢ = E, 18
bt = 7 |
E. 22, ogp, = o[XZ U X¢Y]
' XZ U X¢Y = XYZ 4 XVY¢Z -+ XeYZ +
+ XeVZe

:ay"_a'n—'a’xy

X7 :X/¥

0.5, APLICACION DE LOS “STATUS” A LA OBTENCION DE ALGUNAS REN-
TAS DE A,

Como aplicaciéon de lo que se indico en 8.2, vamos a deducir la
expresion de algunas de las rentas ohtenidas en los parrafos anteriores,
considerando algunos grupos formando un “status” y aplicando a ellos
las formulas E. 1L E. 2, E. 3 v E. 4 como si cada uno de estos grapos
fuese una vida.

También utilizaremos los ejemplos que siguen para dar su repre-
sentacion mediante los diagramas de Venn y los esquemas lineales. En
estas graficas, la parte rayada del diagrama de Venn y la linea con-
tinua de los esquemas representan el subconjunto sobre el que se aplica
la renta v para comprobar el resultado, se ha sefialado con un punto
los valores positivos de las rentas, de los que se han encerrado con un
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circulo pequefio para los valores negativos; con lo ctual, los puntos
libres de circulito representan el conjunto sobre el cual se aplica la
renta dada.

E. 5. Renta pagadera mientras viva + v uno solo de los otros dos.

1l '
g = el X(Y A Z)]
= ¢|XY A XZ] ... Por E. 4
111
(Zx LYz == axy 'l_ Oxq — Za'xyz
(11 )
Esta renra equivale a la siguiente: a— = a[XY A XZ]
IR T T @ ........ ' .......... R | R
4] * Yy 2
) .
...‘ ................ p———t—— - - - apeea
o i x z

2 o v z x

1. 6. Renta pagadera iientras viva z 'y’ al menos uno (uno
solo o bien los dos) de los otros dos.

a, .5 = of[X(Y J Zy]
= a(XY U XZ) ... Por E. 2.

T = a’xy + Oxy; — afxyz

X iYyzZ

"'l——‘@"_——i .......... 4 - enmman meshaoax
2] x Y A

e ® - L hd Jore ammaanan Jone-e
i T
o v x ra
i @ - hd { I

oo 1 IR L R
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E. 7. Renta pagadera mientras viva + “o” hasta la disolucion del
grupo formado por 3z,

e—" = a(x UYZ .. Por E 2.

X Yz

..a’-—-j\—:a-x—“"uyz_axyz

X ¥z
PO — e R A I PP
[+ x v z
X
wa - | 4 S—
+ : gt ity
o Y x z
Ah-# + T TR
o z z *

E. 1l. Renta pagadera mientras vive x “o bien” z e y conjun-
tamente, '

Esta renta es la complementaria de la pagable mientras viven las
tres o una sola de ¢ e ¥ :

[1]
t— = (X A X<Z) ... Por E. 4,

X :yz - ’ -
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E. 15, Renta pagadera a partir de la muerte de x y nventras
vivan conjuntamente 2 e y

Ay vz = a[Xc(YZ)] ... Por E, 3,
UYZ) — o(XYZ)

I

Oz yz2 — OBy — Qxyz

E. 10. Renta pagadera a partir del fallecimiento de x v mientras
vive solamente una de las otras dos.

(1]
o /—— = a[X(Y A Z)]
= a(X°Y A XZ) ... Por E. 4.
= a(XY) + (XZ) — 2a(XYZ)

[11]
.o ax/;— = t; + @, — Uxy — Oy — 28y, — 20y

® '
P ———i- ey
0 x Y z
{ ..Q.. ade s 9 safe e
o Y x z
Y ...®... TR PR Py,
[s] 2 ~ P4

G 606 -
3 PR | -+ frm——— - -
o x Y Z
L ee e - |
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10. APLICACION AL ESTUDIO DEL ALGEBRA ACTUA-
RIAL A,

En los capitulos anteriores, se ha indicado el método para cbtener
ias expresiones de las probabilidades y de las rentas sobre grupos de m
personas. Como ejemplo de aplicacién de esta sistemitica, vamos a
desarrollar ampliamente, aun exponiéndonos a ciertas repeticiones, el
sstudio del dlgebra actuarial A,.

Como se ha sefialado ya. la tunica dificuitad que se presenta para
las algebras de orden superior procede de que el ndmero de fun-
ciones booleanas crece muy rapidamente al aumentar m. Asi, para
m = 3, el nfimero de dichas funciones es 22* = 256 y para m = 4
es 22 = 63536.

El método que se seguira consiste en dar sucesivamente :

a) El significado actuarial de los generadores, dtomos, monomios

funciones booleanas.

v demas
b) La expresién de Ias funciones H, en funcién de los itomos.
¢) Las operaciones M, U, A, /, como sumas de atomos,
dy  Probabilidades de los atomos en funcion de las de los mono-

mios.

e) Probabilidades de los sucesos de A,.
f) Probabilidades de las funciones Id.
g) Estudio y representacion de los sucesos de A%

h) Rentas sobre un grupo de dos personas.

10.1. SIGNIFICADO ACTUARIAL DE LAS FUNCIONES BOOLEANAS DE A,

10.11.  Los generadores de A,—El significado actuarial de los ge-
— neradores est — — - L - - - - - =T
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X, = Suceso de que la persona (x,) alcance la edad 4, 4 &
X; = El mismo suceso sobre 1.

X¢ = Que #, fallezca antes de alcanzar la edad x, -+ ¢

X¢ = El anterior referido a x,.

10,12, Atomos de A,—El ndmero de itomos es 22 == 4 y su sig-
nificado actuarial es:

Qo = X¢ N X¢ = Que ambas personas hayan fallecido antes de

transcurrir el tiempo t.
Qi1 = X, N X¢ = Que X; alcance la edad #, + ¢ y X, fallezca

antes de cumplir la edad x, -+ ¢

Q. = XN X, = Que X, viva a la edad x, + ¢ty X, haya
fallecido antes de transcurrir el tiempo £
Qi = X, N X, = Que ambas vivan ¢t afios mds.

10.13.  Monomios—I os monomios coinciden con expresiones ya
definidas, siendo innecesario repetir su significado. El numero de ellos
es 2° — 4 y la expresion de dichos monomios es:

R, =X, i R, = X, ;Rlzzglzlexz ;Ro:Q

-10.14.  Las juncionés booleanas de 4, —El significado actuarial de
las restantes funciones booleanas se indicara al expresar el suceso so-
bre el cual daremos sus probabilidades en el apartado correspondiente,
con lo cual se evitaran repeticiones,

10.15. Expresion de las 1.b. de A, —La expresién de las 2°* = 16
funciones booleanas de A,, en funcidén de los atomos, es:

F, = Qy : = X)X,
F, = s = X,X¢
Fy = Q, = X,
F, = Q = X¢X¢
Fs == Qu + O = XX, 4 XX,
Fo = Oun + = X.X, + XX,

Fr — 012 + Qn —_ XJXs + Xfxg
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Fo = Qi + Qe = XaX§ 4 XX,
Fo = Q1 +Q, = X X¢ 4 XeXe
Fo = Qs + O = XX, + XeX¢
Fu = Qu+ Qi+ Q. = XuX, + XuX¢ + XX,
Fio = Qu + Qi+ Qo = XuX; + XuX¢ 4 XeX¢
Fio = Qu + Qp + Qs = XiX, + XeX, + XeX¢
Fie = Qi 4 Qo + Qo = XaX¢ 4 XX, + XeX¢

Fls = le “\’“ Q]. + Qz + Qn = .)&1)8’.2 + X]_.‘(\{: —i" XEXQ + Xixg

Fie = ¢

i0.16. Expresién de las funciones H, en funcién de los dtomos:

[o}

Ha
H

Hc»

)

10.17.

= Qo

=%+ Q + Qun

= Qs

= Q,

= Qo+ Q1+ 0

= Q4+ 0+ Qs+ Qus

= XX, + X.X¢

= XX, + XeX¢

= XX, + XeX,

= XyX¢ 4 XeX¢
= X,X,

= Fy
= Ty
= F,

;:Qa+Qz+Q2+Qu:F15

= Fu
=F
= F,
= Fu
= Fus

Las operaciones N, U, A y / en funcion de los dtomos.

= Fs
= Fuo
= F.
oo
= F,

1l
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(XaXa)® = X,X¢ 4 XX, 4 XoX¢ = Fy,
X; U X, = XoXs + XaX& 4 XX, = Fy
(Xq U Xp)¢ = XeX¢ = F,
X, A Xy = XoX¢ 4 XeX, = F,
(X1 A Xp)t = XiXp 4 XeX¢ = F;
Xy /X, = XX, = F,
(X/Xg)¢ = XuX, + XiX¢ - xoxe = Fy
X,/X, = X X¢ = F,
(Xo/Xa) = XiXp + XX, + XeX¢ = Fy
0 = X,X, + X;X¢ XX, + XX& = Fy

Q¢ = ¢ = Fi

10.2. PROBABILIDADES DE LOS ATOMOS EN FUNCION DE LAS PROBABILI-
DADES DE LOS MONOMIOS

De 8.3 se deducen las siguientes f6rmulas para las probabilidades de
los atomos:

P(Qi) = P(XaXy) = Pryx,

P{Qi) = PXuXy = P(Xy) — PXaXy) = px, — Pxy,
P(Qs) == P(X¢X,) = P(X?) — P(XiX3) = s, — Pxpx,
P(Q,) = P(XX%) = P(@) — (X)) — P(Xy) + P(XiXy) =

= 1— Px;, — tPx, T Pxyx, T tq—,;;

)

10.3. PROBABILIDADES DE LO5 SUCESOS DEFINIDOS POR LAS FUNCIONES
BOOLEANAS DE A,

A continuacién daremos la expresidn de dichas probabilidades: pero
-antes haremos unas aclaraciones de tipo general:
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a) Cuando el suceso sea uno de los monomios, se dard directamen-
te su probabilidad, pues no es necesario deducirla de los dtomos,

bH) En primer término se indicard la notacion actuarial,

¢) Se han ordenado de forma que las de lugar par son las proba-
bilidades del suceso “contrario” al definido en el impar inmediatamente
anterior. Por tanto, la probabilidad de aquéllas serd el complemento
a uno de sus anteriores; no obstante, se obtienen tamhién directamente
de los atomos.

Tnsistimos que también aqui se pueden simplificar y suprimir algu-
nos de los detalles que se ponen; sin embargo, se han indicado con el
fin de dar las diversas formas de enunciar €l mismo suceso y sus rela-
ciones con las funciones F; v con los atomos.

v

Probabilidad de que al final del tiempo ¢:
EA Viva Xl: Fs — Xl
tPxy — P (X1)
2, Haya fallecido X;: Fy, = X¢
@, = PXS = P(XOX, + XeX9)
= P(Qy) + P(Qo)
tdx, — I — th1
3. \‘Tiva Xg: Fs pum XZ
Py, =— P(X‘é’)
4. Haya fallecido X,;: Fy = X¢
Anidlogamente a la 2:
tdx, — | — tPx,

Vivan las dos: F, = XX,

A

Este suceso equivale a que vivan por lo menos dos.

[2] 2
Pry P = PR

6. Al menos haya fallecido una: X¢ U X¢, o sea, que a lo sumo

viva una; P,

-1
S = P = PP U XY =P(Q0) 4 POy PQ0)
12
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10.

11.

12.

WUxx, = I — tPx;x,

Viva al menos una: Fy, = X, U X,

1
tp—;;x; = tp—x—lg = P(Xy VY X;) = P(Qw) + P(Qy) + P(Qz)
= tpxl T tPx, ‘F tPx;x,

Hayan fallecido las dos: F, = X®X¢

zq?Q = th[TOirz— = tp% = P(X¢X¢) = P(Q,)
=1— tPx; — tPx, + tPxix,
Viva eactamente una: Fy, = X, A X,
[1]
tpﬁ = P(X, A X,) = P(Ql) + P‘(Q2)

— Py, ‘i' tp’x2 —_ ztp‘xlxz
Vivan las dos "o bien” hayan fallecido ambas: F:
Fr = X, X, 4 X¢X¢

L1]
I — = P(XaXy) + PXXE) = P(Qae) + P(Qo)
12

= 1= Px, — P, T 2ePrix,

Viva Xy y haya fallecido X,: F, = X;X¢
tPx; * silx, = Prprxy = PGXS) = P(Qy)
= tPx; — Pxyxy, — stlxyx, — stUx

Viva X3 “0” haya [allecido X;: Fyy = X¢ U X,

[ — e, n, = P(X¢ U Xy) = P(Que) + P(Q:) + P(Qo)
= 1 — px, + tPxix,

Viva X, y haya fallecido X,: F; = XX,
Analogamente a la 11, camhiando los subindices:

Pz, * tdx; — tPxy/xs — tPx, = tPxyx,
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14. Viva X; “o” haya fallecido X,: Fyz = Xy U X§
Cambiando los subindices de 12:
I — Py = | — tPx, + tPxyx,
15. Vivan a lo sumo dos, o por lo menos 0, o sea, el suceso cierto:
Fys = 0
) -2
PO = o5 = oig =
16. Cualquier caso que dé el suceso vacio: Fis = ¢

P($) = 0

10.4. PROBABILIDADES DE LAs FUNCIONES I
@€

Las probabilidades de las funciones H, deducidas de las formu-
las 7.4 a 7.7, son;
L0] ,
P = P H‘{u] = P2 — S(2, 1) + S(2, 2) =
12

=1— Px; — tPx, + tPryx,

t[)—‘*xlxz = P j_‘{“] — 5(2, ) — ZS(Z, 2) = Py, + tPx, — 2tpx,x
[2) ) i .
tPTR_ =P 171[2] = 5(2, 2) = tPx,x,
172
0

P~ — P H, = S2 0 =1

tp:*)\* = P H1 == S(Z, 1) _— S(Z 2) == tpx\ + tpx2 —_— thx112

12
2
P T P Hy, = 5(2, 2) = tPayx,
12
—0
tf X%, =P H":\ =P H;’_o]
-1
P = P H{‘;\ = S(2,00) — S22, 2 =1 — Pyyx,
172
-2

P = P HG = P@) =1
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10.5. IISTupio DEL ALGEBRA “REDUCIDA” AX

De acuerdo con la definicién y propiedades dadas en 6.4, se tieue
para A¥:

2

Q:UXi:XiU}Q P Q== ¢

i—=1

Las relaciones entre las funciones Iy y sus expresiones como summa
de atomos, su forma simplificada y, en su caso, la funciéon Hj qus las
representan, son:

l*‘1 - 1?7 = le == X1X2 = H

[2]
', =V, = O = X, X¢
Fy = Fypy = O = XX,
F, = Fu=Q = ¢ = H,
Fs = Fpp = Qu + O = X,X, 4+ X;X¢ = X,
Fi = Fs = On + Q: = X.X, + XX, = X,
Fo = Fuu= Qi + Q = XiX¢ + XX, = Hy,

Fiu = Fis = Qu + Q1 + Q. = XuX, + X1X§ + X{X, = Hw
Entre las expresiones anteriores, existen las siguientes relaciones:

F, + F =T, ? Fi 4+ Fy = Fus

P, + Fy = Fg » Fy 4+ Fs = Fy
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REPRESENTACION DEL ALGEBRA A%

Nz X,uX,

X2 Q»"'Qq W X AXzs Q,+4,

X,z Qz,‘f'a.; » x.ux,za.-aa,«a;,

Qp= $= Fu

10.6. RENTAS UNITARIAS SOBRE UN GRUPO DE DOS PERSONAS

Seglin se acaba de ver, en el ilgebra A* el niumero de sucesos
distintos es ocho. siendo. por tanto, igual nimero, el total de rentas
que se pueden definir sobre un grupo de dos personas, exceptuando
las de supervivencia compuesta,

Aunque en el caso de un grupo de dos personas. la obtencion de
las férmulas es muy simple, se seguird el método general aplicable a
un grupo de s personas. En primer lugar se dari la expresion de las
rentas pagaderas al primer [allecimiento (imonomios). luego, la de los
atomos en funcion de las anteriores y, finalmente, las restantes dedu-
cidas de las correspondientes a los atomos.

1. Renta pagadera mientras viva X; = ax,.
Renta pagadera mientras viva X, == ax,.

o
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3. Renta pagadera mientras vivan X, y X; = g x,.
Osyx, = (X X3) = a{Qra)
4. Renta pagadera a X, a partir de la muerte de X, = @, /x,.
g, x, = (XX = a(Qq) = a(X,y) — a(X1X,)
= — Oyyx,
5. Renta pagadera a X, a partir de la muerte de Xi = ag, /x,.

Andiloga a la anterior, cambiando los subindices:

Qg /x, — Qx, — Oxyx,

0. Renta pagadera mientras viva al menos una — @
172
s Xy U X;) = a(Qus) + a(Qi) + o(Qs)
= Oy, Ox, — Qxx,
-~ . 3 [1]
/. Renta pagadera mientras viva exactamente una de ellas = a—
172

113
&

= X; A Xp) = a(Qy) + a(Qy)

1%

— ax, -+ Qx, — Uxyx,

{0}
8. Renta pagadera después de la muerte de ambas: a——
172

rel

b= = &(Q) = a(¢) = 0

X5 XZ

También se podrian haber reducido. de las férmulas dadas en 8.4,
las rentas de los sucesos de la forma H,,

[1. NOTA SOBRE ILOS SEGUROS APLICADOS A UN GRU-

PO DE m VIDAS

En el parraio 6.12, se indicd que-los seguros pueden ser expresados
en funcién de las rentas y también, que podria obtenerse la expresion
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de fos seguros de los diferentes sucesos de un reticulo distributivo, en
funcion de los seguros al primer fallecimiento.

Sobre esta cuestion. s6lo vamos a dar las definiciones de los tipos
de seguros mas sencillos; estudiando después, someramente, e] caso de
un grupo formado por fres personas. ‘

[1.1. ReticurLo acTuarIaL: Ry,

En el espacio muestral Q(X;. Xs, ..., X;») dado en 6.2, se pueden
definir la relacidn C v las operaciones N y U como sigue:
1) TFl suceso de que X; no fallezca antes que X; se indicara por:

X; € X;

2) Dadas dos vidas de @, X; y X, el suceso representativo del
primer fallecimiento sera: X; N X,

3) El suceso que representa el tltimo fallecimiento serd:
Xi U Xj

Es inmediato que el sistema R,, engendrade por X,, Xa. ..., X
satisface a los axiomas A, al A, del capitulo Il. v, por tanto. es un
reticulo distributivo.

11.2. SEGUROS SOBRE Ry,

A los elementos del reticulo R,, se les puede aplicar una valora-
cibn A, que representa el valor de un seguro imitario sobre dichos
elementos.

Utilizando la notacidn actuarial. se pueden delinir los siguientes
tipos de seguros: '

Seguro unitario pagadero al lallecimiento de Xi:
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Seguro unitario pagadero al primer fallecimiento de un grupo de m
vidas:

¥

A — / ﬂ ’.)
xl, xz, xm &( Xl

i=1

Seguro unitario pagadero al s — » - | fallecimiento de un grupo

de vidas de 0.
Ary—— = A | | ’|x)
RER, y
Igl

r i€l
o

Seguro pagadero al altimo fallecimienta

m

Ax x x = A(U X‘)
78 T

=1

11.3. APLICACION A 10s SEGUROS SOBRE UN GRUPO DE TRES PERSONAS

11.31.  Reticulo ectuariol de tres geweradores—El reticulo distribn-
ivo Ry engendrado por los tres generadores X;. X;, X; consta de los

elementos siguientes :

p: = X; U X, Pz = X.(X; U X3)
g = X3 U X, pu = X (X U Xy)
. 0, — X3 U X, pis = Xi(X, U X
(7 XiX: pw = X U XX, 216 = XX, U XXy U XX

s = XX pu = X, U X)X Gz
pe = XoXs p1, = X3 U XX, f1s

XXX,
XU X, U X,

fl

11.32. Expresion de los sequros unitarios.-—-Los diferentes tipos de
seguros en el caso de un grupo formado nor las tres personas Xy, X,
vy X, son:

a) Seguro pagadero al fallecimiento de una persona determinada
(3 casos)

A, = AX) ” i=123 & i€l

1
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b) Seguro pagadero al primer fallecimiento de dos de ellas (3
£asos)

A, =AKXX) * (G peED
Vi

¢y Seguro pagadero al primer fallecimiento (! caso)

Ax X x = A(X1X2X3}
123

d) Seguro pagadero al segundo fallecimiento de dos de ellas (3
£aso0s)

A

=AU X)) = A A AL T GDETR

e) Seguro pagadero al fallecimiento de una determinada ‘0" al
primer iallecimiento de los dos restantes (3 casos)

A
x

~ = A(X1 U XXy = Ax1 + A‘xzx - AXX

X3 X
1 23

3 123

i Seguro pagadero al fallecimiento de X, si éste ocurre antes de
le extincién del grupo formado por las otras dos y, en caso contrarie,
a la extincidn de este grupo (3 casos)

A e = A[x‘(xg U Xa)] = A(XX, U X,X)

X X X
177273
Axlxz Axx,la Axlxzxa

También se podria haber enunciado este segdro asi: Seguro paga-
dero a X, si fallece la primera y. en cass contrario, al segundo fallect-
miento.

g) Seguro pagadero al segundo fallecimiento de las tres personas
(1 caso)

2

A’A&x x—x—' — A(X1X2 U X1X3 U XgXa)
= Axx, + Ay Axpxy — 2‘!'&!1"2‘3

123

hy  Seguro pagadero al tercer iallecimiento (1 caso)

A = A(X: U X, U X)
- A}' + ‘Ax + Ax T (Ax x
1 2 3 .

123
+ A ALY F
12 13 23
+ Ax X X
12 3
Como puede observarse, el niimerg de casos de seguros considerados
son los 18 correspondientes a los elementos del reticulo actuarial.
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