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Sistema tízación de operaciones actuariales 

mediante la teoría de la medida en álgebras 
de Bode 

Por RAFAEL VELASCO LARA 

TCn este trabajo. oliteneinos sisteniáticamentc, lJUL 1111 IIIcLVLl<I Il&s 
ceiieral que e\ clasico. las Cormukis de las operaciones actuari-nlei; sri'twe 
\os sucesos asegurahks compuestos, deduciei\cki \as lknndaa corres- 
pondientes a e\\os en Funcibn de \as c\e unos sucesox tiks~cos. Ahora 
k m ,  con e. objeto de s\nipii'\frcat \.A cxpos\ci¿m y evitas \a casuktica 
de \a técnica de\ seguro, nos ref.erircn-ios. en \as a?Vt.nciontbs. ;i \as o p e  
raciones acruariaks sobre grupos de vidas. ton~~iit\r ,  crmo s\ireso::, há- 
sicos los grupos (le primera especie, es clccir. grripw rluc. desaparecen, 
conio tales, al primer fallecimiento. Por otra parte. la ptieralidad del 
método que se expondrá permite aplicarlo a otras ctiestioi~es. entre 
ellas. a ciertos problemas del Cálculo de Prol)ahilirla(les. a los ciiales 
haremos referencia en el capitulo V. 

Zas cuest,ioiies actuariales indicadas tienen gran relación con e1 
Cálculo de Prohabilidades y así como éste se desarrolla en los tratados 
modernos, utilizarido la Teoría de Conjuntos. el Algebra (le Hoole y la 
Teoría de la hlIedida. es inti-iediato que dichas cuestiones nctirariales 
pueden ser tratatlas enlpleanclo estas trot-jas matemáticas; lo cual per- 
mite rlediicir las fGrmulas de los casos particidares. de expresiones 
~enerales, en Jcigar de iitiIizar el método inductivo. tradiiinrinlirienk 
etriplcntlo m los trñt:irln:: clásicos. 



prohleri-ias que tios interc 
arrnllados por el proles 
liriiversirlarl de Barcelon 
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laiitriiiciite con el (>ticaz 

Salrs. al qtw espreso mi 
a p i ~ l ~ c e i  cordialmeiite a 
liosos cowejijos j- su qe1-i~ 

-21 final de est? :ralla 
ohras específicamente re!; 
Fei-encias se I-iarán. en l( 
paréntesis. 

- .  . . 

ación de los 
cursos des- 

:iicjas de la 
otro solwe 

l a  vez Iniciaao este rramlo, ne contado cons- 
aliento y excelentes sugerencias del profcsoi- 
más sincero agradecimiento. También he de 
los profesores Teixidor y Busquets sus vn- 

!rosa ayuda. 

jo se (la tina sucinta nota Iijldiogri'tiica dc las 
icionadas con las cuestiones tratadas. Las re- 
3 siicesivo. con el nítmero de la i,i?ra entre 

J * n  las citas de !as cuestiones actuarjales, hacemos constante refe- 
rencia a la obra del profewr Lasheras (36). por ser el tratado más 
cninpletn p[ihlicatlo en espaiinl. Aztnque el estudio sobre las prohahili- 
dades y operaciones ñcttiariales sobre grupos de personas figuran en 
la maynría de I ns  tratados sol re  Matemáticas del Seguro. debemos 
destacar el de K i i ~ g  ( 2 5 ) .  cuya exposicióil ha ido conservándose =si 
integra en Ir:% trat;~rlos liosteriores. También dehe hacerse mención 

es1 Grech (32), que recopila v an-iplía 
10' .Iculo de las prokibiliclades sobre m 
vi( 

Lreeinw inrcrisaiirc rrcorciar que sobre las operaciniies ac.tuarinles 
de los sucesos qiir lieii~os considerado como básicos. fueron establecidas 
F8rn.iielas rnliy gciieralcs. mt re  otros autores. por Steffensen (31). Gal- 
hrtin [71) y S n r r  (B?. 

Tarnhiéii es rlr destacar. en el aspecto actuarial. la monografía de 
pítulos desarrollan los principios 
ante la teoria de  conjuntos. La 
rar  la teoría de  las proba.bilidades 
t cnnj~into' específicamente sobre 

tas teorias (ir ia iiti(ii(i:i y cie in ~ntegrnción. Eii dicha monografía. el 
hecho de que tiri individuo de edad actual 2- muera a una edad cleter- 
nínada se c.oi.isicler;i coino un "carácter de ohserv;~ciiin" relntivo a la 

Duhourdieir (30). cuyos primeros ca 
del Cálculo de Prohabilidades. inedi 
nhra señala la tenc1enci;i actiial a edific 
sohre la d e  las Fsincinne.; aditivas dc 

* s .  ,. 4 4 , .  



:lades sobre m siice 

:e. que fueron estudia' 
- .  . - -  

"experiencia" E ( x ) .  Estos términos son análogos a los que en este 
trabajo se d e s i p a n  como "sucesos" y "espacio niuestral". De acuerdo 

con su títiilo, la monografía a que nos estamos refiriendo, dedicada al 
estiidio de los principios fundamentale xbilidades 

y a la Teoría del Seguro de Enferme lio de los 

grupos de vidas, qu,e es uno de los objetivos del presente trabajo. 
Respecto al ectiidio de  las probabilil s0.s de- 

pendientes o indepeiidientes. debe x5alat-: dos con 
gran generalidad, entre otros, por Jordan, Konterroiic y Hroclerick y 

rti ylccial  en la magnifica i1ionograt'í:i clc Frecliet (13), qiie amplía 

y geileraliza los trabajos de  los autores anteriores. r2rlem;is. eri esta 

nlonngrafia se da una referencia muy compIeta de los estudios redi-  
zadas sobre dicha materia. También son notables: el libro de Feller ( [S) ,  
que sin estudiar el problema general, demucstr;: algunos casos particu- 

lares por el método original de la inclusión y exclusic 
Loeve (Ió), que utiliza los indicadores 1.4 de los conju 

Por  Oltinio, en relacióri coi1 los tratados sobre Alg,,,., \,,. .uirvlL c 

la Teori:l de la Medida y sus apljcaciones al Cálculo de TrohaI)ilidades, 
hemos piocurado concretarnns a aquellos que est in ,más relacionados 
con los temas tratados, y que nos Iian servido de fuente de infr>rrnacióii. 

Las relerencias a este trabajo se harán por el indicativo del párrafo, 
el cual se  designa por un iiutnero formado por dos griipos de cifras: 
el primero indica el capítulo y el segundo grupo el párrafo. Citando 
eti un mismo párrafo sea necesario señalar varias 1Órmulas su notación 
se efectuará agregando al indicativo del párrafo un tercer grupo de 
cifras que servirá para caracterizar la Iórmula. Los grupos de cifras 
estafan separadas por un punto. 
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3.1 1 .  Briincci6n.-Dado iin conjunto de elen-ie 
t i i w  (lile poiee ~ctructtira de RETICUTLI si. para 
definid:i> las relaciones bitiarias C e = y las operac 
terizadnc por los sigiiientes axiomas: 

:ritos .t.. y. 2. . . .. se 
511s eleirientns, están 
riones n y U carac- 

A. 1.  Ley reflexiva : 

x c x  

-42.  Ley aiiti-sittiCtrica (cleliiiiciciii. de -) : 

( x C y ,  y C X ) * x = y  

A,?. Ley t.rai-isitiva : 

( x C y ,  y C z ) + x C z  

.ior ináxin-ia (c. i .  m.): 

+ x ~  c v n z )  

rior minitna (c.. s. 111.) 

s ( x U y j C z  

I ~ U C ~ ~ P ,  UIJ I C L I C L I I V  CD 1111 S I ~ S I C U I ~  de elementos parcialmente orcle- 

nados (Postulados : A,, A2 y A3),  en el cuaí. dos elcinentos cualesquiera 



tienen un extremo inferior (c. i. m.), s e g h  A ,  y iin extremo superior 
(c. s. m.), según Ag. 

No~~ . -Coando  n o  haya lugar a dudas. la operacii>n n la indicare- 
mos pos un p m t o  y también s~ipsiniieiiclo el s i p o  representativo entre 
los eleiuentos afectados. 

2.12. P?*opiedadex de los velicu 
teriores, se ded~icen las siguient'es 

1.5 an- 

a) La relación = es una reIaci 

h j  Las operaciones n y U poseen, respecto a la relación =, las 
siguientes leyes: Idenipoteiite, conmutativa, irniiorme. asociativa, de 
la conforrnidacl, de la absorcioi~ y semi-distribiitiva. 

C) No se v,esifica, en general. la ley de simplificaciSn. 

7.31. I)efl.nir~ón.- - I T n  retículo es distributivo si. ademRs de los 
cinco axiomas de 2.1 l .  satisface el sigiiieiite : 

2.22, Prop,iedndes d e  los .ret?'cailos d i s t ~ i h t r t ~ z ~ o s . - L e ~ s  clistrihti- 
v a s  de  la relación = : 

2.3 1. Definici6.n.-Un reticiilo complernentatlo est6 definido por las 
siguientes propiedades : 

aj Es u n  sistema coi1 estructura de retictilo. o sea, que satisface 
a los axio,cnas A,  al Ag. 

hj  Ademis, c~iniple lo5 siguientes axiomas : 

-4.7. Definición de n : Existe u n  elemento R tal que, cualquier ele- 
merito del reticiilo, verifica : 

x C h  

2 



retículo, verifica : 

+ = x  

efinición de la operación complementación : b. 

: x n x e c +  ; x C = C x  

un rrtkulo complewzentedo. 

; xuxC=n .  

'ito unidad respecto a n y elemento neutra 

3..323. El el'emento neutro + y el elemento unidad R verifican: 

2.324. c y + n yr = 4 % xC u y = o. 

2.325. Ley de la involucibn: 

(xCjC = X 

2.326. Ley uniforme : 

-\m-, 7 a .  . t- 

L . > L I .  Leyes uet auarisnio o de Morgan: 

2.33. Generalización de las leyes anteriores.-las leyes conmuta- 
tiva, asociativa, distributiva y de Morgan se generalizan inmediata- 
mente s ut i  número finito cualquiera de elementos. 

2.34. La opmm4n diferencia simétrica A.-Definición : La dife- 
rencia simétrica se de.fine .por el sig«i,ente axioma: 

AJO. x ~ J r = ( x n y c ) ~ ( x c n y ) .  

Xo~.~.-Esta operacidn equivale al "o bi,en" lógico, en el álgehra 
de clases, 

Propied~de.s.-De la definición y los teoremas ñnteriores, se dedii- 
iguientes propiedades : 



2.34 1 . Ley coiitniitativa : 

x A y = y A x  

2.342. Ley asociativa : 

x A ( y A z ) = ( x A v l A z  

2.343. Ley di~tri~butiva de n respecto a 4 

n (Y A z). = (X n IX z) 

2.344. Existencia de elemento neutro : 

2.345. Existencia de elemento opuesto : 

x A x = +  

2.346. x A  0 = x. 

2.35. Definición de la o@~ació.rz "-" (Diferencia) : 

x ~ y + . y - x = x ~ y = x c n y  

2.3 5 L .  Propiedades : 

(X A Y)E = (X n Y) u (x= n y) 

2.353. xc A yc = x A y. 

2.353. Relación entre las cuatro o'peraciones binarias definidas: 

x a y = ( ~ u y ) - ( ~ n y )  

2.36. Elementos dkjuntos.-Dada una familia C de elementos. se 
: que los elementos de esa familia son dos a dos clisjuntos o mu- 
mente disjuntos, si dos cualesquiera de ellos, distintos, verifican: 

2.37. Lo opwcsción sumu.-En el caso de elenientos disjuntos, y 

imente en este caso, la reunión de ,ellos se llama también wma 
e representa por el signo +. 



de Bode.-Una o - álgeb.ra de Boole, o álge- 
se o iamilia de elementos conteniendo a 4 y a hZ 
eraciones de cornplementación. intersección y 
1 sea, un álgebra de Borel es un i,!gebra de 

2.5 1. Definición.-Se Ilaniñ función medida p(x), o sitnplcinente 
niedida p sobre tina a - ilgebra, R,  a una aplicación de H en R', 
tal que e s :  

1.  Aditiva : 
M CX) 

plemente aditiva 

definición inenos restrictiva de medida, 
apta mejor a las aplicacioties al Cálculo Ac- 



la se llama norinalizada 
idas suelen representar- 

I norinalizada se  llaman 

Las  propiedades de las álgebras d e  B o d e  se aplican inmediatamente 
a la teoría de conjuntos cuando se consideran corno elementos de R los 
subconjuntos o partes Xf de 0, pertenecientes a una hiuilia {SI},,, que 
tiene a 1 por conjunto de índices. 

A1 conjunto n, llamado también conjunto ~inidacl y conjunto uni- 
versal, lo designaranos, en general. por el espacio 9 y a los subcon- 
juntos o partes de Q se les llamará, t a inb ik ,  conjuiito.~ del espacio 0. 

Las relacioiies y operaciones de los retículos se piieclen definir para 
los conjuntos como se indica a continuació,n : 

2.61. 1nclus-iów.-Se dice que el conjuiito X es un sulxoniunto 
o parte de Y. o hien, que X está incluido en Y y se representa por 
X C Y ,  si todos los elementos d,e X pertenecen a 1': 

1.62. Reuwwn de una familia cle conjuntos, {Xi}t,l, de 12 es el coti- 
junto de los elementos w E 0 que pertenecen, por lo inenos a uno de 
los conjuntos X t  de la familia. Esta reunión se representa por U Xr. 

(P  r 

2 .63. .  Inferseccián de una familia de conjuntos, {Xl } i e r .  de P cs el 
conjunto de los elementos w E Q que pertenecen a tndos los conjtintos 
de la familia {XCJfEr. La intersección se representa por n Xi. 

sin~plares.-De las tlefiniciot 



2.65. Colinplemenfo de un conjunto X 
conjunto de los elementos de 0 que no perte 
tario de X se representa por C X. o bien. 

9 

,., -1 respecto a I Z  es el 
necen a X. El complemcn- 
X". 

roaa iariiiiia ae  conlunros a e  AL., se  
las leyes de hlorgan : 

2.66. Conjuntos dis+ntos dos 
de conjui-itos, se dice que los conjt 
rlisjuntos si dos cualesquiera de ello. 
común, o sea: 

[Vj E 1, kTj E 1, i 

E n  particular A y B son disjut 

de una htztersecciÓn.-Para 
tiene ia siguiente generalizaci8n de 

a. dos.-Dada una familia { X i } i E l  

intos de esta familia son dos a dos 
s distintos no tiene ningún elemento 

I ~ O S  si :  A n B = 4 

2.67. Suma rfe roírjuntnr.-Dada una famiiia de conjuntos dos a 
dos disjuittos, y soiawente en este caso, la reunión dc estos conjuiitos 

se llaiiia su suma y se representa por :  

I d  

2.68. Parficiones.-Se llama partición finita, P(q, de u n  conjun- 
to Q: a una ian-iilia finita no vacía, { X j ) i , ~  de conjuntos de n, dos a dos 
disjuntos, tal que : 

En el CAlculo de Proba.bilidades, se llaman sucesos a los result.aclos 
d e  una "observac.ióii" o esperimento aleatorio. A ciiaIqtiier recultado 
indesconiptiible en otros más simples de los considerados, se le llama 

nentd y se representa por un. y sólo un, punto mtiestral. 
o de todos los puntos muestrales será 1la.mado espacio m e s -  



jo seguro D y los sucesos relacionados con un experimento 
lizado) pueden s.er c1escrito:i en t6rininos de puntos mues- 

3e establecer la si 
.~cesos : 

los conjiin- 

U A  DE CONJUNTOS 

S1. Suceso. ceg 
to vacío. Suceso iml 
to. complementario. Siiceso COY 

je á2. Suceso ele 
junto o parte de n. Suceso. 
tos clisjuntos. Sucesos inconipatibles. 
i de Conjuntos. ALGEBRA DE SU,CESOS. 

ma aniloga, se establece la correspondeilcia entre las rela- 
peraciones de los conj~in~tos y las de los sucesos. 
sucesivo, iitilizaremos indistintamente las expresiones con- 
ticesos de un álgebra booleana. 

:BRA BOOLEANA DE Pn GENERADORES: B, 

m elementos X1, XB. ..., X*, tales que Xc f Xjc ,  se llama 
A BOOLEANA de orden nz y la representareiilos por B,, 
idrada o construida con dichos elementos y los + y Q .  me- 
operaciones de complem~entación, intersección y reunión fi- 

;ustituye cualqiiier Xi de B, por su  complementaria, el rílge- 
t obtiene es la misma B,. 



3 . 1  1 .  Notclcihz.-Con .el fin de evitar repeticior 
car la notación geiieral que se utilizará en los ca 
aunque en cada caso concreto se especifique la corresp 

Para  simplificar la escritura, se desigtia por N, 
enteros: 1 ,  2. ..., w.  Una comhinaci8n cualquiera I 

eleincntos anteriores s r  expresará por (ti, &, ..., ir}. 
Los eleiiieiitns i,+,, (o < P < ín -r), tambiér 

por j, y al conjunto de los vn - r elementos de M,: {i 
- - - { j , ,  je, . . . , jm-r) se designará por J,-,.. 

El conjunto de las ~om~binaciones de orden r rle 

N,, se representará por 1; y cuando se  haga refe 
ineritc a las cornhinaciones de orden ir de los :!t - J 

que no pertenecen a Ir, se designará por Js;Lml al 
combinaciones. 

La notación anterior simplifica la escritura de a 

evita bastantes explicaciones de nomenclatura. S i m h  
de  resumir como sigue: 

les, vamos a i idi-  
pitulos siguientes, 
ondiente al rnisrno. 
al conjunto de  los 
de orden Y de los 
o bien, por L. 
I se representarán 

r+ji & + e .  .-., 

: los elenientos de 
rencia simiiltAnea- 

clenientos de N, 

conjunto de  estas 

lgunas fórmulas y 
jlicamente se pue- 

N , , = ( x l x E N ,  1 < x < m } = { 1 , 2  ..... m} 

i t  E N,,, =+ {i*, i2, .. ., ir} = Ir E 1; 

Entre los conjuntos anteriores existen las siguien,tes relaciones: 

Cuando no haya lugar a dudas, se  suprimirán los subitidices de 
las I y de las /, en cuyo caso habrá que especificar: 

1 E I r  ; J E Jk,-, siendo 1 n J = 4 : 1 + J C N-, 

Los elementos X, ,  X,, ..,, ,Y,, se llaman también generadores de 
Boole del álgebra B,,. 



3.3. Fu~croiv~s O EXI'HFSIOYES BOOLEA: 

Son las expresiones pertenecientes al álgebra ü,. 

Dada un álgebra B,, se Ilainan átomos boaieanos, o siinpiemente 
átomos de orden t., a las ii~terseccioiies de I 

Xi2 ,  .., Xi+ de E,  con la intersección de lo S 

?N. - Y restantes 
También se pueden definir los átomos o poiiriuiiiios iniriiinus i ~ u u t t ~ -  

nos. según Bii-koIF y Mac I ~ n e  (2) de 172 generadores -YI .  .Y,. .. ., X,, 
como la intersección de estas letras en la quc la letra de lugar i es X d  
o bien XiC. 

de los generadores X% 
S completnetitarios rle lo1 

3.41. Expresión de los &omos.-la expresión de un átomo 8 de 
orden r de B ,  será: 

Ion la notación dada en 3.1 1 ,  la expresih de un atuiilr) ue cmieii T 

ilgebra B ,  será : 

En el caso de un ,&tonlo determinado S, Lviii., auiririuiLL 

2, la combinación correspondiente. Así. e n  ni1 álgebra B5, el átotno 
XJ Xa Xf; X4 se representar5 por Q z ) .  Cuando no haya lugar 
lidas, se suprimirá el superíndice. 

3.42. Casos partirubres.-En particular, para r = v y r = m, 
iene : 



m 
QI2.. m = xI xZ ... L = n x, = n x, 

i = l  {ENm 

1.43. Propiedades.-Son inmediatas las siguientes propiedades 

, EL número de átomos distintos de orden Y de un Algehra B, es 

) y el número total de átomos de B es 2'. 

!. Dos átomos distintos son disjuntos. 

Llamaremos nionomio booleano, o si.mpleniente monomio. de orden 
r, (o < r < m) de un álgebra B, a toda intersección de r generadores 
distintos elegidos entre los Xi, X,, ..., X, de Bn. 

3.51. E.t-presión de los unononzios.-la expresión general de un 
inoiloniio booleano de orden r será: 

O bien, con la notación dada en 3.1 1 : 

3.52.  Cmos particulares.-& la definición, y recordando lo indí- 
cado en 2.64, resultan para r = o y r = WL los siguientes valores: 

3.53. Nziwtmo de monomios.-También es inmediato que :  El nú- 

mero de monoinios de orden r de B, es ( y ) y el total de rnonoinior 

distintos de B,, es P. 



LM4 C A N ~ N I C A  DE LAS FUNCIONES BOOLEANAI; 

3.61. 
de una f i  

ma por n 

3.62. 
función 1 
O leyes c 

Sisten 
y Mac L; 

l .  SI 
dentro dt 

2. S 
las Ieyes 

3. S' 
las leyes 

4. L 
res. Así, 
tiene, coi- 

3.63. 
juntos dc 
canónica 

d0nd.e la 
todos los 

3.64. 
siguiente 

l .  5 
leana da1 

2. E 

DejirlMión.-La forma canónica, o forma normal disyuntiva, 
~nción hooleann de WL generadores es la expresicin de la mis- 
iedio de una suma de átomos. 

Expsesión de una f.6. en forwa canónica.-Para espr,esar una 
)ooleana en su forma canónica, basta cori aplicar las reqliis 
le uo álgebra l~ooleana, resumidas en el capitulo Ir. 
naticarnente se logra mediante el sigiiietite proceso --Rirlikoff 
m e  (3 1)- : 

e suprimen los coinplei~ientos de  las expresiones ericerratlas 
: los paréntesis, aplicando las leyes de  Norgari. 
e eliminan las reuniones dentro de las paréntesis, utilizando 
distribu tivas. 

e reducen los elementos y términos repetidos, en virtiirl de 
idempotentes. 
os términos resultantes se completan con todos los generaclo- 
en ,el término T se piiede introducir el elemento Xr. si no lo 
no sigue: 

Expresión getrerd.-Como todos los átomos de R, son dis- 
1s a dos, se  puede escribir toda iiinción booieana en su forma 
de la siguien,te fama: 

S son iguales a uno o a cero y Q(I), Q(2), ..., Q(Zm) sori 
átomos de 3,. 

Propiec1a~das.-Para las funciones booleanas se verifican las 
S propiedades : 

Iay una, y sólo una, ,manera de representar una función boa- 
da en su forma canónica. 
Ixisten Prn funciones booleanas distintas en un álgebra B,. 



L B, hay algunas de 
cIi cl L d I C L I l t I  U= L lUUdUlllljade~ como en la Ma- 
itre ellas, citaremos las siguientes : 
ios los átomos de ordm r :  HI,, ,, .-Su expre- 

n Xr n XjC 
I € I  J E J  

Para las expresiones liooleanas, HC,, ., , se vcrihca: 

3-72. .yir;:rci d r  todos /m átomos de orden supevzbr a r - 1 : I-J(,. , l .  

La espr ral a la s~inia: 

Y por 3.71, ser& también: 



ediata la siguiente propiedac 

Yuqm de todos los htomos de  orden. no su/xvior o r : Elíin, r). 
conamiento análogo al utilizado para H ( m ,  r), Ia expresión 

I será : 

ular. para r = o y = m 

Yelwiones para r = o y r = m.-Resun 
ires para los casos particulares r = o 5 

se lrata de un álgebra de conjuntos ei sig~iiricacio cir- las 

7 PC el sigiiiente : 

i DIJ 17Y ESPACIO I? 

. . . P .  . .  

,a suma de t d u s  los 
e los elementos de S1 que 
3e {Xt)r,nl,. 

tomos de orden Y, H [m, r ] ,  es el 
pertenecen c.rtrrfmnrnts a 7 de los 



S átomos de orden superior a r - 1 ,  
ementos d,e 0 que pertenecen el menos 

S átomos de orden no superior a r, 

:meritos de 0. qtie pertenecen a lo sumo 

n' 

'IONES BOOLEANAS 

E] objeto de este capitulo es calcular la medida p de las expresio- 
nes boolen~íz~; de un Algebra de Boole, en función de las medidas de 
sus monomios. 

Ahora bieii. como toda función booleana de Bm se puede expresar 
como suma de átomos de B, (3.63) bastará con obtener la expresión 
de la medida de los átomos en función de la medida de los monomios. 

Una vez resuelta la cuestión anterior, y como aplicación de la 
inisma, se o1.1tenclrin las expresiones de las medidas de las funciones 
de 3.7, de las que haremos uso frecuente en las aplicaciones al Cálculo 
Actuarial. 

Para. h l l l l l , l l l l C i l l  las expresiones y dar mayor uniformidad a las 
fórmulas que se van a obtener, representaremos por Sp(m, k) la suma 
de las medidas p de todos los monomios de orden k d'el álgebra B,. 

Esta expresión coincide, cuando la medida p es la probabilidad, con 
la .Sn- utilizada en el Cdculo de Prohabilidades y, cuando se refiere a 
probahilidarles o rentas sobre grupos de vidas, 'con la ZL de los tra- 
tados de Teoría Mateinatica del Seguro. 



De acuerdo con la 

En particular, para E = o, u = i y R = m, se tiene: 

Estas expresiones se obtienen de - I . L - 7 ,  CLLIIZIIUV CU LIILII~a 2.64. 
o bien de la definición 4.1, recordando que s81o hay un inotlornio de 
orden o :  R, .= a, y otro de orden m:  Ri, , = n Xi. 

&Nm 

N o ~ ~ . < u a n d o  no haya lugar a dudas, se suprimirá, en general, 
el subíndice p de la S, 

Vamos a obtener una relación entre la suma de las medidas de los 
monoinios de orden k(o < k < n) de las álgebras B,-l y R,, 

Sean X,, X,, ..., X,,-, y X 1 ,  S,, ..., X,-,, X ,  los generadores 
de las álgehras consideradas B,-l y B,. 

Empezaremos por probar Ia siguiente relación 

siendo: o < k < n.. En ef,ecto, el número de siiiuandos de ambos 
miembros es el mismo. por ser :  

n - l  n -  1 



i\deniás, el psitiier sumntosio es la suma de las medidas de la 
ititersección de X ,  con los ti-iononiios de orden k 1 d'el áigebra B,-, 
y el segutitlo sitii~atorio es la suma de las medidas de  los monomios de 
orden Ir de i i r i  dgehra B,-,; luego, la suma de  ambos sumatorios es 
la siitna de las metliclas de los monomios de  orden k del álgebra B,,, que 
es, precisaniente, la expresiótn del segundo miembro. 

L:tilizaiido el síinbolo S introdiicjdo en 4.1, resulta : 

v por tanto: 

in 

rN U - X i  DE LOS GENERADORES 
i = 1  

Vatiins a ~wohar que 

Xc E R,, * p L 
1: 

el significado de S, : 



P o r  tanto : 

Suponiendo que 4.3 se verifica para nz = n - 1 ,  o sea 

entonces, por 4.3.1 y 4.3.2. se tiene: 

cle donde 

Aplicando 4.3.3 al último térinjno : 



siendo : 

resulta, despuks de hacer k = h + 1 

y por 4.2: 

Sustituyendo esta expresión en 4.3.4 : 

n-1 n 



Por consiguiente : 

Obsérvese que la fó8rmuIa 3.3 generaliza la de Poincaré, ya que 
coincide con ella cuando se trata de un Algebra de sucesos y la medida 
es una probabilidad ; así como tarnbikn generaliza la fó'rmula análoga 
referente a un Algebra de conjuntos y una medida definida sobre ella. 

4.4. &TEDIDA DE LOS .ÁTOMOS DE LOS MONOBiZOS EN EL ALGEBRA BOO- 

LEANA, Bna 

La expresibn de un átomo de orden r de B, es (3.41) : 

Si, para. simplificar la escritura, se pone 

resulta : 

en la que los X j  son los generadores XCr+, ; XI,,, ; ..., X4, del álge- 
bra B,+ 

El conjunto X de 4.4.2, se puede descomponer en dos elementos dis- 
juntos, como sigue: 

y sustituyendo en el 2P  miembro, el primer término por Q(4.4.2) y apli- 
cando al segundo término, sucesivamente la ley de Morgan, 2.327 y la 
distributiva (2.22), resulta : 



Por tanto : 

o bien : 

y aplicando a este último término la fórmula 4.3, resulta: 

m-r 

en la que: n Xj son rnonomios de orden k del Aigebra B,-, de los 
jE.1 

generadmes XC+l  ; XI,+, ; ..., Xdm y 1:-, son las combinaciones 

de orden k de los subíndices: 

Si para uniformar la expresión 4.4.3 se hace : 

resulta : 

Y teniendo eii cuenta 4.4.1, se obtiene finalmente : 

m-r 

que es la expresión de la medida de un átomo de orden r como suma 
de m,edidas de monomios, 

4.41. Casos particulaz.es: r = o y r - m.-Con los convenios 
introducidos en el apartado anterior y en 3.64, se comprueba que los 
resultados que se obtienen por medio de la fórmula anterior, 4.4. para 



los cacos de v = o y r = m cainci'den con los que se obtendrían 
directamente teniendo en cuenta 3.42, 4.1 y 4.3 ; lo cual justifica la 
introduccihn de dichos convenios. En efecto : 

Para r = o se tiene: 

y para r = m :  

4.5. ~ ~ E D I D A  D E , L A  S U M A  DE TODOS LOS ATOMOS DE. ORDEN t' DE UN 

La expresión de H m, ,j es (3.1 1) : 

y por ser disjuntos los átomos Q,,,; se tiene: 

Aplicando a esta expresión la iórmula 1.4, resulta : 

m-r 

m-r 



Pero la expresión : 

puede simplificar se considerando 
t h n i n o  n Xd n X j  son r + k, 
rios de : 

que los elementos que entran en cada 
distintos entre sí ; luego serán térmi- 

, , 
: A. 

n Xi 
i E I  

Por otra parte, el número de términos de aquella expresibn es: 

Luego, por simetría de los subíndices, cada término ,estará repetido 

( ) veces y por tanto: 

y sustituyendo esta expresibn en. 4.5.1, se tiene : 

m-r 

o bien, utilizando la notación de las S,: 

que también se puede expresar como sigue: 



4.51. Caos partkukws: r = O, r = 1 y r = m.-Analogamente 
a 10 indicado 4.41 se pueden obtener, bien de la fórmula anterior, o 
bien directamente, los siguientes valores : 

Para r = O 

que coincide, naturalmente, con 4.41.1. 

Para r = m 

o sea, el valor obtenido en 4.4 1.2. 

Para 9- = 1 

El vaIor de la expresión H(m, rj, definida en 3.72, es:  

y por ser dis juntos los H [,, <, según 3 -71, se tiene : 

Aplicando a esta expresiún la fhmula 4.5.2, resulta : 



resulta : 

o bien : 

m-r 

4.61. Cwos pdalas.es: r = 0, r = 1 y r = m.-Teniendo en 
cuenta los valores obtenidos en 3.71, resulta : 

Para r = 0: 

Para r = m-: 

Para r = 1, de 3.72 y 4.3, se tiene: 



3 El valor de la expresih de H(m, Y), en función de los átomos de 
B,, es (3.73): 

+ 
La medida p de H (m, Y )  se puede deducir de 4.5.1. También se 

+ 
puede obtener de 4.61, ya que H(m, r )  es el complemento de H(m, 
y + 1). 

Utilizando el segundo método; se tiene : 

Por ser disjuntos los términos del Último, miembro: 

Luego : 

y aplicando el  valor obtenido en 4.62: 

4.71. Casas pacr&dares: r .= O y r ,- m.-De los valores obte- 
nidos en 3.74, se tiene: 



4.8. RELACIONES E E ~ T R E  LAS MEDIDAS DE LAS FUNCIONES Ha PARA LOS 

CASOS PARTICULARES 

liesurniendo las fOrrnulas dadas en 4.41, 4-51, 4.61 y 4.71, se tiene: 

m 

P (m, 1) = p i= u 1 Xi = C (-l)k-l Sjm, k) 

5. APLICACION ,4L CALCüLO DE PIIZOB,ABILIDADES 

Las fórmuIas obtenidas en el capitulo anterior generalizan las que 
se emplean en las Algebras de sucesos con medida una probabilidad. 

En general, cuando se trata d.e calcular la probabilidad de una fun- 
ción booleana de un Algebra de sucesos bastará, como ya se ha indicado, 
con expresar dicha funcibn en su forma canbnica (3.6) y aplicar la 
fórmula, que da la medida de  los átomos en fiincibn de los monomios 
(4.4) referida a la medida P. Las fórmulas que se obtienen, a título de 
ejemplo, en este capítulo suelen figurar, en general, en los tratados 
de  cálculo de Probabilidades. La monografía. de Frechet (1  3) r ecqe  
10s trabajos más destacados sobre esta cuesti6.n. S u  método difiere, 
sin embargo, del que se  sigue en este trabajo. 



5.1.  ~ROB,%BSLIDADES DE L A S  FUNCIONES Ha. 

5.1 l .  ProbsMidd be que, de m sucesos dados X,, X , ,  ..., X,, se 
verijiqwc al menos uno.-La probabilidad pedida será la del suceso 

y aplicando la f6rmula 4.3, se obtiene la formula de Poincaré: 

en la que, según 4.1 1 : 

5.12. Probabilidad de que, de m suct?$os dados {Xi)iENm O,CuWan 

exactamente r de ellos.-De 3.7 1 y 4.5.2, se tiene : 

m-r 

Esta fórmula y la anterior, P,, son obtenidas por Feller (12) me- 
diante el inétocio de inclusión y exclusión. 

5.13. Probabilidad de que, de iii sucesos dmios {X*}i,x, ocurran 
al menos r de ellos.-De 3.72 y 4.6.l'resulta: 

5.2. ,CASO EN QUE LOS SUCESOS SON INDEPENDIEXTES 

5.21. Esquema de Poisson.-En. el caso de que 1 :sos da- 

dos {X1)sE~rfi: sean independientes -esquema de Poisson- se tiene: 



y en las fórinulas anteriores, los suii-iatorios S(w, k )  serán de la forma : 

S(m, k) = C P( n X,) = 1 11 P X ,  
i 6  1 

5-23. Esquemu de Bmutou1li.-Lti caso particular interesante ocu- 
rre en el esquema de Poissoti cuando los sucesos Xi tienen igual proba- 
bilidad -esquema de Berrmulli-. E n  este caso, se verifica: 

La probabilidad de que en el esquema de Uernoulli se verifique11 

en una prueba, exactamente Y sucesos, será (5.3) : 

m-r 

m-r 

m-t  

y por tanto 

y si se hace, q = 1 - p ,  resulta: 

En prticular,  para Y = O y r = m 



6. TEORIA ,4CTUARIilL DE LOS GRUPOS DE m. VIDAS 

EI método clásico seguido en la teoría sobre grupos de vidas, es 
obtener las expresiones de las probabilidades y de las operaciones ac- 

tuariales sobre los grupos que se extinguen al primer fdlerimien~to 
o disolución del grupo y luego. por diversos procedi?iiientos, deducir 
las fórniul;?~ correspoiidientes a otros sucesos en función d,e aquéllas. 

Dichos procedimientos se sistematizan utilizando las estructuras de 
Roole, retículos p álgebras, y ciertas medidas sobre los elementos de 
estas estriicturas. como vamos a mostrar a contiiiuacibn. 

En general, la clase de sucesos ligada a cada contrato de seguro 
y el suceso cierto ( 2 ,  forman un álgebra de Boole y puede convenirse, 
para mayor generalidad, que dichos sucesos pertenecen a una 6-álgebra. 

Si a cada uno de los sucesos pertenecientes a. B, Le asociamos una 
medida p, tendremos definido, un espacio medida (61, B,, p), análogo 
al desarrollado en los capítulos anteriores y en el cual la medida de 
los sucesos compuestos (funciones booleanas) pueden obtenerse como 
suma de las medidas cle los sucesos básicos (moncmios boo,Ieanos). 

6.11. Las opemciones act~tn.arides como nztdidas de los suc~sos de 
un áigcbm-Para lograr lo indicado en el párrafo anterior, hay que 
convenir, de acuerdo con la técnica del seguro, que dichas operaciones 
actuariales son funciones de conjunto (sucesos), aditivas y no negativas. 
O sea, qire si a ( Z )  representa una operación actuarial sobre un suceso 
Z E B, se verifica: 



Las propiedades anteriores, pueden resumirse diciendo que las ope- 
raciones actuariales y en particular las probabilidades son medidas a 
sobre la clase aditiva B, de sucesos de un: experimento aleatorio o es- 

pacio actuarial o. Estas caracterlsticas definen el espacio medida ac- 

tiiarial: (Q, B,, a), ya indicado. 
Una vez estaMecido el espacio actuarial y conocidos los valores de 

las opera~ion~es actuariales de los sucesos básicos, hastará aplicar las 
reglas deducidas en el capítulo IV para obtener el valor correspondien- 
t e ,  a cualquier otro suceso del álgebra considerada. 

Nota sobre los sucesos básicos : 
La definición de los sucesos básicos dependerá de las características 

de los riesgos asegurados. Así, en el caso de las operacimes wbre 
grupos de m vidas, se suelen tomar como b,ásicos aquellos en que los 
grupos de k vidas. O < k f nz, desaparec,en, como tales, al primer 
fallecimiento, o sea, a la disolución del grupo, También se podrían 
tomar en este caso, como sucesas básicos, los sucesos correspondientes 
a los grupos de ,k vidas que desaparecen al último íaIlecimiento, es 
decir, a la extinción del ,grupo. Esío último equivaldría, utilizando el 
lenguaje booleann, a expresar las funciones de Boole en SU forma 
disyuntiva, en vez d,e la conjuntiva aplicada en los capitulas anteriores. 

6.12. Res&icc.ión del estudio a los pufio.s de m vida.-El método 
in,dicadn puede aplicarse, c m  gran generalidad, a los diversos riesgos 
asegurables. Ahora bien, con el obieto d,e simplificar su exposición 
y evitar Ia casuística de la técnica del seguro, vamos a aplicarlo a la 
teoría de los grupos de aiz. vidas, ya que, como se dijo en la introduc- 
ción, sólo se pretende en este trabajo indicar un mktodo que puede 
sistematizar algunos de los problemas del Cálculo Actu2rial: 

Concretándonos a la teoría de los grupas de HZ vidas, puede esta- 
blecerse que e1 grupa deja de existir o desaparece? como tal, por di- 
versas causas; enfermedad de algunos de sus componentes, por cam- 
bios de su estado civil, por la muerte de una o varias de las personas 
que los integran, etc. Ahora bien, para poder aplicar el cálculo actuarial 
a dicho grupo, es necesario determinar, a. priori ,  de forma precisa, las 
condiciones o causas que definen la desaparkión del grupo de tal manera 
que, en cualquier momento el grupo existe o bien ha desaparecido m- 
teriormente, sin-  gue  g i s t a n  co-padiccioner ni ambigüedades en la 

- - - - - - - - - -  - - - -  - - - - - - - -  

definición dada. 



En nuestro estudio vamos a considerar únicamente los grupos en 
los cuales una persona deja de pertenecer al mismo por su fallecimiento, 
prescindiendo de otras causas o modalidades y limitándonos, por aho,ra, 
al estudio de los casos de supervivencia simple. Para el estudio de los 

problemas de supervivencia compuesta, es necesario introducir, además 
del conocimiento de las operaciones al primer fallecimiento, moaomios 
bodeanos, el de otras expresiones, taies como aquéllas en que una 
persona determinada muere la primera, y esta cuestibn m~~difica, en 
parte, la sistemática del estudio que estamos desarrollando. 

Con el fin de evitar repeticiones, sólo se estudiará, en los capítulos 
siguientes, las probabilidades y las rentas sobre grupos de vidas. 

Para los capitales diferidos y las esperanzas de vida, basta con 
sustituir las medidas P y a por las E y e para obtener las fórmulas 
correspondientes, análogas en un todo a las que se &tendrán para las 
probabilidades y las rentas. 

Respecto a los seguros. como éstos pueden ser expresados, en gene- 
ral, en función de las rentas, basta el estudio de las mismas para dedu- 
cir las diversas expresiones de los seguros sobre un grupo de m vidas. 
Sin embargo, también pueden ser estudiadas las operaciones de los 
seguros independientemente de las rentas, en cuyo caso habrá que de- 
finir la ,estructura originada por los sucesos que intervienen en aquellas 
operaciones. Ahora bien, en los seguros sobre grupos carecen de sig- 
nificado algunas de las funciones del álgebra B,, definidas en los capí- 
tulos anteriores, debiéndose adoptar, para dichos seguros, la estructura 
de un retículo distributivo de m generadores. 

Las características anteriores hacen que la sistemática de SLI desarro- 
llo difiera de la aplicable a las álgebras booleanas, por lo que prescin- 
diremos de su  exposicih en este trabajo. No obstante, como iniciación 
a su estudio, se indicará en el último capítulo la aplicaciún de un 
retículo de tres generadores a los seguros sobre un grupo de tres vidas. 

Consideremos un grupo de m personas cuyas edades actuales son 
X1, Xs, ..., Xm y que sólo dejan de pertenecer al mismo por su falle- 
cimiento. 



6.21. Espacio art~tnv ia i :  át(X,, X2, ..., X,).-Los sucesos que ori- 
ginan variaciones en el grtipo considerado son los subconjunto; del 
espacio muestra1 : fl(X1, X 8 ,  . -., Xmj. 

Para simplificar, se designará simplemente por 62 el espacio mues- 
tral y por xj a la persona de edad actual -vi. 

6.22. SZynifi~ado actzlarial dc los scesos  de 0.-Respecto al gru- 
po de m personas se pueden definir los siguientes sucesos: 

El suceso X, de que la persona (xt) de edad actual xi alcance la 
edad xa+t, o sea, que viva t años más. 

k 

El suceso n X, consistente en que las personas Xi, X+ ..., Xik 
Y= l 

vivan todas ellas t años más. 
Que al menos una de las personas si,, xi,; ..., xi, viva después de 

k 

transcurrido el tiempo f, será el suceso U .Ylv : 
V-- l  

El suceso X f ,  opuesto de Xi ,  será que x, fallezca antes de cumplir 
la edad A-#+~.  

Por X t  A X j  se representará el suceso de que viva xg "o bien" xj, 

t años más, excluyendo el que vivan ambas; lo que tarnbih se expresa 
diciendo que de las dos personas viva exart'arnewbe una de ellas al final 
del tiempo f .  

Los sucesos y operacjones definidos en 6.2 originan un álgebra de 
sucesos de m generadores (3. I )  que Ilamaren-ios Algelira Actuarial y se 
rsqresentara por A,, 

Fztwianes b o o l g a m  de A,.-Por un proceso análogo al indicado 
en el capítulo 111, se pireden definir, sobre esta álgebra A,, las funciones 
booleanas engendradas por Xi, X,, ..., X,. 

El significado actuaría1 de las expresiones utilizadas con más fre- 
cuencia, definidas en dicho capítulo 111. son: 

6.31. Monomios de o ~ d e n  k.-Es el suceso de que vivan simul- 
táneamente dentro de t años, las personas xi,, x%, ..., x,,. 



Los monomios se corresponden con los sucesos de primera especie 
o bAsicos; grupos que se extinguen al primer fallecimiento. 

6.32. Atmos.-Un átomo de orden r de A,  (3.41): 

representa d suceso de que, transcurrido el tiempo t, vivan las perso- 
na,s x%. -G,, . . ., xir y hayan fallecido ~ t ~ + ~  , z++, . . . . , x h .  

6.33. Lm fnn~ilias de fttnciones, Ha de A,.-El significado actua- 
rial de las iunciones II, es :  

6.331. La sima de todos los áto:mos de orden Y :  

Esta expresión representa el suceso de que dentro de t años vivan 
ervactamente r de las personas x,, x, ,  . . . , x,, o sea, que vivan Y- y sola- 
mente r. 

6 .332 .  La suma de todos los átomos de orden superior a r - 1 

expresión que representa el suces~  de que, transcurridas t años, vivan 
a:! menos Y de las personas consideradas x l ,  z2, . . . , Xm. 

6.333. La suma' de todos los átomos de orden igual o inferior a r:  

o sea, el suceso de q.ue al cabo del tieii~po t vivan a lo sumo r dme las 
personas consideradas. 

6.34. Otras f wtciones de A,. S.lt f arma canónica,-A ciialquier 
otro suceso perteneciente a1 álgebra A, como resultado de aplicar un 
número finito de veces las operaciones definidas a los sucesos Xi o a 



sus complementarios, le corresponde una funcióln booleana determinada, 
y- con éstas pueden ser obtenidas de forma sistemática y exhaustiva 
(3.63) a partir de los átomos de A,, resulta inmediata la obtención de 
todos los sucesos del algebra A, y su expresión canósnica (3.62). 

A título de ejemplo, en el capitulo X, se desarrollará con todo de- 
talle el álgebra A*. 

En ciertas aplicaciones se presenta el caso d,e que el espacio 0 
m 

coincide con la reunihn U Xi de los generadores Xi. En este caso 
i= 1 

a la subálgebra que resulta le llamaremos álgebra reducida A: de m 
generadores. 

6.4 1.  Propkdades. - Son inmediatas las siguientes propiedades 
de A,: 

5 .  El número de átomos (3.43) es 2m - 1. 

6. El total de funciones hodeanas distintas (3.64) es 22m-1. 

7. PROBABILIDADES SOBRE GRUPOS DE VIDAS 

Si a lm sucesos definidos en el álgebra A, (6.22) les aplicarnos la 
medida P, definida como la probabilidad de  que se verifiquen aquellos 



sucesos, se podrá, por medio de las fbrmulas obtenidas en e1 capitulo IV, 
deducir la probabilidad de los sucesos de A, en func ih  de las proba- 
bilidades de los monomios de dicha álgebra, o sea, en términos actua- 
riales, se podrá calcular la probabilidacl de cualquier suceso relativo 
a un grupo de m vidas, en función de las probabilidades correspondien- 
tes a grupos que se extinguen al primer fallecimiento. 

Como aplicación, vamos a obtener las f6rmulas correspondientes a 
los sucesos niás utilizados en la técnica del Seguro. Ahora bien, siendo 
inmediata la obtencih de dichas f'órmulas a partir de las dadas en el 
capítulo IV, nos limitaremos a dar la referencia de aquéIlas de las que 
se deducen. 

En el capítulo X, al estudiar el álgebra As, se establecerán de far- 
ma sistemática y exhaustiva las probabilidades correspondientes a las 
22P = 16 funciones booleanas de A,.  El método utilizado alií es ge- 
neral, no presentándose otra dificultad para valores superiores de wt 

que el elevado número de funciones booleanas que se obtienen. 

En la hktemática del Seguro se suele representar por Z k  la suma 
de las probabilidades de todos los monomios de orden k de A,, o sea, 
el símbolo Zk coincide con el 
dida p es la probabilidad de 
primer fallecimiento, Luego : 

SJm, k) definido en 4.1, cuando la me- 
los grupos d'e vidas que desaparecen al 

En particular para k = O, k z 1 y k = m, se tiene: 



Se tomarán como sucesos básicos los monomios, 6.3 1, de A,. Su 
expresión y notación actuarial es la siguiente : 

Probabilidad de que dado un grupo de k personas xh, xtP ..., xtk 
vivan todas dlas transcurrido el tiempo t. 

El valor de esta expresión es, según 6,22 : 

7.3. PROB.~ ~1 LID AD DE LOS ATOIMOS 

Su expresión actuarial es: 
Probabilidad de que, de m personas dadas, de edades actuales 

SI, ~ 2 ,  ..., x,, vivan Y determinadas de ellas al cabo del tiempo t y 
hayan fallecido las m - r restantes. 

Si, x,, x 2 +  ..., xm son las m personas de1 grupo considerado, 
xi,, q, ..., xi7 las que vivirán y x,,, xj,, ..., xj,-,. las fallecidas, 
en el intervalo del tiempo t -siendo éstas xj las m - r personas dis- 
tintas de las xi-, ento,nces, la probabilidad pedida será (4.4): 

:= P., Q, = t i  , . i j 1 , j , ,  j ICI-m 

m-r 

7.4. PROBABILIDAD DE QUE, DE M PERSONAS, VIVAN '(EX.~CTAMESI;TE'~ 
Crl 

AL FINAL DEL TIEMPO t : tP ';, ,.., m 

Se trata de calcular la probabilidad de que se verif iue el suceso 

HIm, definido en 6.331. Aplicando la fórmula obtenida en 4.51 y uti- 
lízanda la 11otaci,6n actuarial : 



m-r 

Esta proba.bilidad se suele expresar si~mhólicamente en los tratados 
de Calculo Actuaría1 de la siguiente forma: 

n 7 

/ . Y .  PROBABILIDAD D E  lQUE, DE ?H PERSONAS CONSIDERADAS, VIVAN 
r 

"AL MENOS" Y AL FINAL D E L  TIEMPO t :  tP x ,  
2 $  - - . S  x m 

Se trata de calcular la probabilidad de que se verifique el suceso 
H(m, 7 )  definido en 6.332. Su valor se obtiene de 4.61 : 

m-i' 

fórmula que sueie ,expresarse en la forma sirnbblica siguiente: 

El valcr de esta probabilidad se obtiene aplicando la fórmula 4.7 
al suceso definido en 6.333 : 



7.7 1 . Notación actuwkzl .-El significado y notación actuarial de 
las probabilidades correspondientes a r = O, r = 1 y r = ríl son: 

. ,  Probabilidad de que al cabo d,el tiempo t :  
a): Vivan todas, o sea, n,o se haya disuelto el grupo: 

b) Viva por lo menos una, o sea, no se haya extinguido el grupo: 

Las probabilidades ~omp~einentarias o contrarias de las dos ante- 
riores, son : 

a') Haya fallecido por lo menas una, o sea, que se haya disuelto 
el grupo: 

b') Hayan failecido todas, es decir, que se h2ya extinguido el 
grupo : 

7-72. Valores y relaciones.-De las fórmulas anteriores y de las 
establecidas en 4.8, resultan los siguientes valores y relaciones : 



O + ni - 
,- 

- 
X X , . .  x - m 2 m 

8. IIL'VT4S SOBRE L7N GRUPO DE. VIUAS 

La estructura boolearia aplicable al estudio de las rentas sobre un 
grupo de 1% vidas será el álgebra reducida Al definida en 6.4 ; ya 
que, en las rentas vitalicias sobre grupos de  vidas, la operación finaliza, 
a lo sumo, con el último fallecimiento del grupo. 

Si se define en el áIgebra A: la operación actuarial llamada renta 
vitdkia como una medida, a, de los sucesos de dicha álgebra, según se 
indicó en 6.1 1, el cálculo de las rentas de los sucesos de A:, en fun- 
ciún de las rentas pagaderas hasta el primer fallecimiento, es una sim- 
ple e inmediata aplicaci& de las fórinulas dadas en el capítulo ImV. 
S o  obstante, con el fin de poner de manifiesto la conexión entre la 
nomenclatura actuariaI y la booleana, vamos a dar la expresión de 
algunas de las clases d,e rentas más utilizadas en la técnica del seguro. 

Además, como aplicación de lo expuesto en 3.6, sobre el método 
de expresar un suceso cualquiera en su forma canónica, se obtendrán 
las expresiones de algunos sucesos especiales referidos al caso de un 
grupo de tres vidas. Por último, en el capitulo VII, se hará un estu- 
dio completo del álgebra A2, deduciendo las expresiones de toda's las 
rentas sobre dos vidas. 

Las fórmulas que se obtendrán s o n  aplicables, en general, a los dis- 
tintos tipos de rentas, bien en sus modalidades por la época del pago: 
temporales, continuas, prqagables y postpagables, o: bien, respecto a 
características especiales. como : invalidfez, viudedad, etc. Para simpli- 
ficar el desarrollo, nos referiremos a rentas en general. 



, > '  . , 
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bra A: se pueden d,efinir las siguientes rentas, como 
sucesos de dicha álgebra. 

sítia pagadera a; una persona xi wi~ntvas vhz : 

Xi E A: 4 a,, = a(Xij 

fa: pagadera a( g m p o  formado por ias vidas x,,, . . . ?  Xilr 

:' , h t a  qu.e se produ.zca el primer fa;lleciwtiento -diso.Eu.cGx del grupo- : 

k 

, , xiv E =+ Gil . . .x i ,c  = a( n Xir)  
. . r= 1 

8.1 3. Renta pagadera al grupo xi,, x,,. . . . , xi, hmta el ÚEtimo fa- 
12eckient0, es decir, hasta la extincwn del g m p o  : 

y según 4.4, resulta : 

8.2. GENERA LIZACIÓIG A LOS GRCPOS DE V I  DAS FORMANDO "STAT~TS.'' 

E h  ciertos casos, el cilculo de las expresiones de las rentas se sim- 
plifica notablemente, considerando algunos de los grupos formando 
"status", 0 sea, en términos booleanos, sucesos de A,. 

Sólo pondremos ahora algunos ejemplos de aplicación de este rné- 
todo, dejando indicado el suceso sobre el cual se ha de calcular Ia renta. 
En el párrafo 9.4, después de obtener algunas de las fórmulas más 
usadas de rentas sobre un grupo de tres vidas por el método gemral, 
se volverán a deducir, en 9.5, algunas de eflas, utilizando ciertos "sta- 

tus" y se comprobará que, en general, este método facilita bastante la 
obtención de las fhrn-iulas requeridas. 



8.21. Ejemplos de rentas sobre dos sarhgrufios.-Vamos a dar la 
expresión de algunas rentas sobre los dos grupos: G(X,, X,. ..., X,) 
y Gz(Xv+  1, Xv+Pi Xn). 

8.2 1 1 .  Renta pagadera hasta la disolución del prinier grupo que se 

disuelva : 

8.212. Renta pagadera hasta la clisolución del segundo grupo que 
se disuelva : 

8.213. Renta pagadera hasta que se produzca el primero; de lm 
dos sucesos siguientes : dis~luci~ón de G1, o, ext incih de Ge : 

8.2 14. Renta pagadera hasta que se extingan los dos grupos : 

8.22. Rentas de sufiervivenciu s o l h  sul>conjuntos, "status", de 
A: .-Las rentas de supervivencia, 8.14, sobre L'status" son: 

8.221. Renta pagadera desde la disolución del grupo G1 hasta la 
disolución de Gs : 
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8.222. R. p. desde la disolución de Gl  hasta la extinción de G e  

8.223. Renta pagadera desde la extinción del grupo Gi hasta 
disoluciún de G2 : 

8.224. 'R. p. desde la ,extinción de Gi  hasta la extinción de G2 : 

Si se considera el átomo de orden P. definido en 6.32 : 

r m-r r m-r 

Q~~~~ = n xiv n xj: = n xiv n ( U xjV) 
V E 1  v=:1 v=1 v =1 

el significado actuarial de una renta aplicada a este átomo será : 
Renta pagadera d e d e  la extinción del grupo G e  hasta la disulucitin 

del grupo G1. 
El valor de esta renta será: 

r m-r 

v teniendo en cuenta la notación dada en 8.223 : 



La expresión de esta renta ,en, funciún de rentas al primer f a l l e -  
miento será según 4.4 : 

en la cual, como ya se indic9, en 3. I 1 

8.41. Renta pagadera: a un grupo de vidas mientrac vivan "exm- 
tamepzte" r de das.-Aplicando la fórmula de 4.5 aI suceso definido 
en 6.33 1, resulta : 

t 



8.42. Renta sobre un grz+ de in vidas pagadera ~~zientras u izwz  

"d me.ms" 1- c~.talesquier,o de ellas.-De la fórmula 4.6 y la defini- 
ción 6.332: 

m-r 

8.43. Renfa sobre un gruflo de .m vidas, pagadera mientrm vivan 
"a, lo mmo" r cual-esquiera de das.-D,e la fórmula 4-7 y la defini- 
ción 6.333, se tiene: 

8.34. Casos ~urticulnves: r = 0: r ,= 1 y r ,= m.-&, 4.8 y 6.4 
se deducen inmediatamente las siguientes fórmulas para r = O,  r *= 1 
y r = w2: 



8.45. Relación entre las rentas de 20s casos pmticu1ares.-Kesu- 
rniendo las fórmulas anteriores y escribikndolas c0.n la notación actua- 
rial se tiene : 

Una vez más hemos de repetir que el cálculo de una renta de un 
suceso cualquiera de AD; no ofrece ninguna dificultad, una vez calcula- 
das las rentas de los átomos en función de las rentas sobre grupos al 
primer fillecimiento. Basta con expresar el suceso en su forma canhnica 
conjuntiva 3.63 y aplicar a esta expresiiin la medida n, esto es, la 
renta. 

Formalmente, si el suceso dado es F, se tendrá : 



' c . > . ,  - . '  

' ,, 
Qi.= lo n = Zm - I y Q(i) ,= átomos de A: 

m 
Además, como los diferentes sucesos de A; , cuyo número es 22 - '- 

se pueden obtener sistemáticanzente a partir de los átomos, también se 
podrá deducir, por el mismo mktodo, la expresión de todas las rentas 
sobreun grupo de m vidas. 

Como aplicación de lo estudiado en este capítulo, vamos a dar en 
el que sigue ejemplos de rentas sobae un grupo de tres vidas. 

9. APL1,CACIO-X A LAS RENTAS SOBRE U&' GRUPO DE 
' TRES VID,AS 

De acuerdo cok !o indicado en 8.5, la obtención de todas las rentas 
sobre los sucesos d,e A: es inmediata. 

Como aplicacibn, ,vamos a deducir en 9.4 el valor de algunas de las 
rentas m á s  utilizadas en la técnica del seguro. 

Para simplificar la exposición, se suprimirá el enunciado del s,u- 
ceso determinante de las rentas, representa.do éstas mediante su nota- 
ci,ón internacional y la identificación de ésta a la forma booleana. A 
continuación se expresará el suceso en forma canónica, aplicando las 
reglas dadas en d capítulo 11. 

Se representarán, en lo que sigue, por X, Y, Z los tres generadores 
de A: por ser esta notación más usada en la técnica actuarial. 

Iniciaremos. el desarrollo calculan do^ el valor de rentas sobre dos 
de las tres vidas dadas. En este caso, su cálculo sería más fácil consi- 
derando estas doc vidas como las variables del álgebra A:, tal como 

se hará en el capítulo X,; no obstante, se ha  creído conveniente -para 
no alterar la sistemática del ,m&todo utilizado- expresar los sucesos 



de dicha álgebra A: en función de los átomos de A:, es decir, como 
sucesos de esta A: y, por tanto, caicukr el valor de aquellas rentas 
sobre dos vidas como suma de las rentas de los átomos de A:. Natu- 
ralmente, los resultado~s coinciden con los que luego se obtendrán de 
una forma más rápida al estudiar el álgebra A:. 

Por último, se darán ejemplos de la obtención de rentas cuando 
algunas de las vidas se sustituye por un grupa de ellas o "status". 

Los sucesos de A$ pueden ser representados gráficamente por rne- 
dio de los diagramas de Veen (fig,. l ) ,  y ta,mbién considerando en la 
r,ecta real los diferentes casos en que pueden sucederse los fallecimien- 
tos de las tres vidas x, y, un. Fa general, resulta más cómoda la primera 
representación:, ahora bien, que nosotros sepamos, na ha sido utilizada 
en el Cálculo Actuarial. 

Muchas veces resulta muy intuitiva la re~r~esentación gráfica y con 
el fin de comprobar esta aseveración. se aplicará en 9.5 a. los ejemplos 
sobre e1 cálculo simplificado de algunas rentas. 



9.2. RENTAS DE LOS -&TOMOS DE Al 

De la fórmula 8.3 para m = 3 

se deducen innlediatam ente las siguientes : 

De las fó~rrnulas dadas en 8.4, se deciricen las siguientes expre- 
siones : 



Para los valores u = 0, v = 1 y r = 3 ,  de 8.45, se tiene: 

Como se indicó al principio de este capítulo, vamos a dar la ex- 
presi.ón (le las rentas más típicas de la tkrrica actiiariaIl utilizando el 
niétodo gen.era1, ya inclicrido repetidas veces en este trabajo. La siste- 
niática seguida se resume can los siguientes apartados: 

a) Identificación de la notación actriarial !: la honleana. 

h) Expresión del suceso en su forma cadnica. 

C) I,?.'alor de la rmenta como suma de rentas de átomos. 

d) Snstitución de las rentas de las ziton~cls por su valor en función 
de los rnonoinios. 

Coi: lo indicado anteriormente, creemos innecesario hacer aclaracio- 
nes particulares en los diíererites ejen~plos que se van a dar, salvo la 
indicacibn: en algún caso! de la referencia de la propiedad del capítii- 
10 IT que se ritiijza. 

E. 1. a;,, = a(XTy') 

XJT = XYZ 4- XYZC 
a&. = o ( X Y Z >  + (XYZC) 







- - ax - a,, - a,, + 



Coim aplicaci611 de lo que se iiidicó en 8 .2 ,  vanlos a deducir la 
expresión de algunas de las rentas obtenidas en los párrafos anteriores, 
considerando algunos grupos formando iin "status" y aplicando a dlos 
las fórmulas E. 1 ,  E. 3, E. 3 y E. 4 co:iio si cada uno de estos grupos 
fuese una vida. 

También utilizaremos los ejemplos qiie siguen para dar su repre- 
sentación mediante los diagrainas de Venn y los esquemas lineales. En 
estas gráficas, la parte rayada del rliagrania de Venn y la línea con- 
tintia de los esquemas representan el subconjunto sobre el que se aplica 
la renta y para coinprohar el resultado, se ha señalado con un punto 
10s valores positivos de Ias rentas, de los q e  se han encerrado con un 



circulo pequeño para Ios valores negativos ; con lo cual, los puntos 
libres de circulito representan el conjunto sobre 'el cual se aplica la 
renta dada. 

E. 5 .  Renta pagadera mientras viva w y uno solo de los otros dos. 

f1-l 

Esta renra equivale a la siguiente: a= = a [ X Y  h S Z ]  

1-.  6. Jieiita pagad'era iiiientras viva z "y" al menos uno (uno 

salo o bien los dos) de los otros dos. 

al : = a[X(kr LJ Zj] 

... = n(XY U XZi Por E. 2. 



E. 7. Renta pagadera mientras viva x i'o'' hasta la disduci6n del 
grupo for,mado por yz. 

= a(X U YZ .. . Por E. 2. 
S : >-z 

E. 11. Renta pagadera mientras vive x "o, bien" z e y cmijun- 
tamente, 

Esta renta es la coinplem,entaria de la pagable mientras viven las 
tres o una sola de 2 e y 



E. 15 .  Renta pagadera a partir de la n ~ u e r t e  de x y rniei-iti-ac 
vivan conjuntamente 2 e y 

... a ,,,, ,= a [ X c ( Y Z ) ]  Por E. 3. 
,= a ( Y Z )  - a-(XYZ) 

E. 16). Renta pagadera a partir d,el faHeciniierito de x y mientras 
vive solamente una de las otras dos. 



10. APIJCACION AL ESTUDIO DEL ALGEBRA ACTUA- 
RIAL A2 

E n  los capítulos anterimes, se ha indicado e1 método para ubterier 
i ~ ~ s  expresiuties de las probabilidades y de las rentas sobre grupos de m 

personas. Como ejeiiiylo de aplicación de esta sistemática, vamos a 
desarrol~ar ampiiainente, aun exponiéndonos a ciertas repeticiones, el 
tstuclio del álgebra. acttiarial Ap. 

Corno se ha seííalado ya. la única dificuitad que se presenta para 
las álgebras de orden superior procede cle que el número de fun- 
ciones booleanas crece muy rápidamente al aumentar m. Así, para 
m = 3, el núiiiero de dichas fuiicioiies es 2'& = 256 y para m = 4 
2s  32'i = 65436. 

El mé,todo que se seguirá consiste en dar  sucesivamente : 

a) El sigiiificado actuarial de 10,s generadores) átomos, monomios 
y deiilhs fiincioiies bwlleanas. 

1,) La e'cpresió,ii de ias fui~ciones E, en función de los átomos. 

C )  Las operaciones n, U, A,  /, como sumas de átomos. 

d j  Probabilidades d'e los átotmos en función de las de los mono- 

e! i-'robabilidades de los sucesos de -4,. 

f )  Probabilidades de las funciones H. 

g) Estudio y representación de los sncesos de A: 

h) Rentas sobre un grupo de dos personas. 



X, = Suceso de que la persona (x,) alcance la edad x, + t .  

X2 = El mismo suc,ma a b r e  %,. 

X i  -= Que x, fallezca antes de alcanzar la edad x, $- t. 

X; ;= El anterior reterido a x,. 
, ,  , . 

, ,  , , '  

. ,  10.12. Atomos dg A,.-El número de átomos es S2 = 4 y su  cig- 
. . 

, , fiificado actuarial es : 

Q~ - xc n xc - - Que ambas personas hayan fallecido aiites de 

transcurrir el tiempo t. 

Qi = X, n X; = Que X1 alcance la edad xl + t y X2 fallezca 

antes de cuinplir la edad x ,  + t. 

0, = XC, X.,  = Que X, viva a la edad A-, + d. y X 1  haya 

fallecido antes de transcurrir el tiempo t .  

Q ~ * = X  , n y  , , - - Que ambas vivan t años más. 

10,13. Mo.~zo.mios.-Idos iiiono~nios coinciden con expresiones ya 
definidas, siendo innecesaí-io repetir su significado. El número de cllos 
es 22 = 4 y la expresión de dichos monomios es: 

10.14. Las jun&nes hooleanw de A2.-E1 significado actuarial de 
las restantes funciones booleanas se indicará al expresar el suceso so- 

bre el cual daremos sus probabilidades en el apartado correspondiente, 
con lo cual se evitaran repeticiones. 

10.1 5. Expresióli de lm j. 6. de A*.-La expresión de las 22' = 16 
funciones booleanas de Az, en ftrnción de los átomos, es : 



iO.16. Expresih de las funciones 11, en función de los átomos: 

10.17. Las operaciones (7, U, A y / en función ds los átomos. 

x, = X,X, + x;x, = F', 



l0.2. PKOBABILIUAUE~ DE LOS ÁTCLMOS 6I\: F U P ~ C I ~ N  DE LAS PROBABILI- 

DADES DE! LOS MC)NOMIOS 

De 8.3 se deducen las siguientes f~óri~iulas para las probabilidades de 
las átornos : 

A continuación daremos la expresión de dichas prohabilirlades : nero 
-antes haremos unas aclaraciones de tipo general : 



a) Cuando el suceso sea uno de los rr~onomios, se dará dircctamen- 
te su probabilidad, pues no es necesario declucirla, de los átomos. 

1 )  En primer término se indicará la notación actuarid. 

c )  Se han ordenada d,e forma que las de lugar par son las proba- 
Iiiidades del suceso "coiitrnrio" al definido en el iiiipar inmediatamente 
;iiiterior. Por tan.to. la probabilidad de aquéllas será el coi-ripleniento 
a uno de sus anteriores ; !lo obstante, se obtienen tarnhi6.11 clirectamei~te 
de los átomos. 

insistimos que también aquí se pueden simplificar y supriiiiir algu- 
nos de los detalles que se ponen; sin embargo, se han indicado co!l el 
fin de dar las diversas íomas de enirnciar el mismo suceso y sus rela- 
ciones con las f~inciones Fi y con los átomos. 

Probabilidad de que al final del t i e i ~ y m  t : 

1 .  Viva Xi : F5 = X1 

tp., = P(Lj  

2 .  Haya fallecido X1 : F1, = XC 

Este suceso equivale a que vivan por lo menos dos. 

-41 menos haya fallecido una: X: U X:, o sea, que a lo sumo 



Viva al menos una: F,, = X1 Xz 

- 
- tPxl + tPx2 + tPx,x2 

H a p n  fallecido las dos: F4 = X;X; 

Vivan las dos "o bien'' hayan fallecido ambas : Fí 

Viva X, y haya fallecido )i;,: F, = X , X ;  

Viva X ?  y haya fallecido X,: F, ,= XiXo 

Análogamente a la 1 1 ,  canihiaiido los subíndices : 



14. Viva X1 "o" haya fallecido X e :  F14 .= X1 U X: 

Cambiando los subíndices de 12 : 

15 .  Vivan a 10, sumo, dos, o por lo menos O,  o sea, el suceso cierto : 

í6. Cualquier caso que dé el suceso vacío: F i a  + 

Las probabilidades de las í.uiiciones Ha deducidas de las fórmu- 
las 7.4 a 7.7, son: 



De acuerda con la definición y propiedades dadas en 6.4, se tiene 
para A: : 

Las relacior;es entre las iunciones F6 y sus expresiones como su111a 

de itomos, su b r m a  si~nplificxla y, en su caso, la fiincidn l I j  qu.- l a s  
representan, son : 

Entre h c  expresiosles anteriores, existen las siguientes relaciones: 



KET'KESEn'TXCIOK DEL ALGEBRA A: 

10.6. !¿EN'TAS Uh;lT.4RIXs SOBRE E N  GRUPO DE DOS PERSONAS 

Según se acaba de ver, en el álgebra A* el i ~ ~ r n e r o  de sucesos 
di,stintos es ocho. siendo. por tanto, igual iiiíinero, el total de rentas 
que se pueden definir sobre L I ~ I  grupo de do.:; persnms, exceptuando 
las de supervivencia compuesta. 

Aunque en el caso de un grupo de dos personas. la obtención de 
las fórmulas es muy simple, se seguirá el método general aplicable a 

un grupo de qn personas. En primer lugar se dará la texpresión de las 
rentas pagaderas al primer Iallecimiento (iriomnoriios). luego, la de los 
á~tomos en fun,cidn de las anteriores y,  finalmente, las rlestantes dedu- 
cidas de las correspondientes a los átomos. 

1. Renta pagadera mientras viva Xi  = 6,. 

2 .  Penta pagadera mientras viva. X p  --- %z. 

6 



3. Renta pagadera. mientras vivan Xi y Xp = axlx12. 

4. Keri-ta pagadera a X, a partir de la muerte de Xe = ax2,xl 

Qx2 !,K* = a(XIX:) 1- = m(X,) - a(X,X,j 
- - Qx,, -- ax,,xz 

4. Renta pagadera a X p  a partir de la niuerte (le XI = ~x,,x,. 

Análoga, a la anterior: cambiando los subiizdices : 

6.  K e n b  pagadera mientras viva al menos una = a--- 
X1 X2 

- - a,, t ax, - %,,, 
Lr 1 

7.  Kenta pagadera mientras viva exactamente una de ,ellas = a- 
X1 =S 

Col 
8. Kenta pagadera des-piés de la muerte de ainbas: + 

X1=, 

También se podrían haber reducirlo. de las iórri-iulas cladas ,en 8.4, 
las rentas de los sucesos de la forma H,z. 

1 1 .  KOTA SOBRE TAIS SE.GCRO:S APLICADOS ,4 L N  GRu- 
PO J'IE m VIDAS 

En el parraio 6-12, se indicól que.10~ seguros pueden ser expresados 
en función de las rentas y también, que podría obtenerse la expresi6.n 



de  los seguros de 10s dikrentes sucesos de un retículo distributivo, en 
fuilción de los s ep ros  al primer fallecimiento. 

Sohre esta cuestión. sólo valnos a dar las definiciones de las tipos 
de seguros tnas sencillos ; estudiando después, sn~neramen~te. el caso de 
iin grupo formado por tres personas. 

Eri el espacio miestral Q(X,. X,, . . . , X,', dado en 6.2, se yuedeti 
definir la relación C y las operaciums n y U como sigue : 

1) FJ sweso de que Xj no fallezca antes que Xs se indicará por : 

Si C X, 

2 )  Dadas dos vidas de ( 2 ,  Si y X j ,  el s.uceso representativo del 
primer fallecimiento será : Xi n Xj. 

3) El suceso que repcesetita el úItiitio fallecin~i,en,to será: 

Es itiinediato quc el sisteinn R,,, engetldriiclo por Xi. Xi. ..., X,,, 
satisface a los axiomas A, al AE del capítulo 11. y. por tanto. es un 
retículo clistributivo. 

A lo;. el~ei~ieiítos tlel reticirlo IR,, se les p~recle aplicar una valora- 
ción A: que represeiita el valor rle un seguro uilitario sobre dichos 
elementos. 

Utilizrindo la tiotación actuarid. se pueden definir los siguientes 
tipos de segums : 

Seguro unitario pagadero al íallecitnieiito de Xi: 



Seguro unitario pagadero al primer iallecimiento de un grupo de m 

vidas : 

Seguro unitario pagadero al m - r + I falleci,miento de im gi-upo 
de vidas de st. 

Seguro pagadero a1 í'rltiino fallecimiento : 

l . ?  Retic-uto actuuv-i'al de. tres gens.ra;ciorcs.-El retíciilo distrlbu- 
3 generadores XX,. X,, X ,  coiista de I ns  

- X,(X, u X,) F13 - 
p14 = '(q(X1 u x3) 

= XB(xl U _y?) 

1 1.32. Expresión d e  los s e p r o s  al-t-nitarios.-,---Los diferentes tipos de 
seguros em el caso de un grupo formado por las tres personas X1' X2 
,y X3 son : 

a) Seguro pagadero al faltec,imiento de iina persona deterriinada 

( 3  casos) 



b) Seguro pagadero al primer fallecimiento de dos de ellas (3 
a s o s )  

Ap = A(XJj) ' (i, j )  E IQ 
3 j 

cj Seguro pagadero al primer fa!lecimien,to ( 1 caao j 

d) Seguro pagadero al s,egundo I'allecimiento de dos de ellas (3 
casos) 

e j  Seguro pagad'ero al fallecimiento de una determ.inada "o" al 
pritner fallecimiento de los dos restantes (3  casos) 

A,, = -qx, U X,X,) = A, + A,,, - A X X X  
1 2 ' 3  1 2 3 1 2  S 

í Seguro pagadero al tallecimieilto de X, si este ocurre antes de 
l ~ (  extinlció,n del grupo forma,do por las otras dos y, en caso contrario, 
a la extii~ción de este grupo (3 casos) 

También se podría haber eiiunciaclo este seguro así:  Seguro paga- 
dero a X1 si fallece la primera y. eii casrj contrario, al segundo falleci- 
miento. 

g) Seguro pagadero al segundo fallecimiento de las tres personas 
( 1  caso) 

2 
A-- 

x x x = A(XlX2 X,X3 u X2X3)  
1 2 3  

h'i Seguro pagadero al rerce:. fallecimiento ( 1  caso) 

C m o  puede observarse, el 
son los 18 correspondientes a 

A - ( A x x  + A,,  f A,, )  + 
1 2  1 9  2 3 

+ A x x x  
1 8 3  

número de c.asos de seguros considerados 
los cletnentos del retículo actuarid. 
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