Cursillo de Investigacion Operativa

Resumen de las exposiciones desarrolladas
por don Juan Béjar Alamo

Se define la investigacion operativa como una técnica que
trata de tomar una decisién, en general de tipo 6ptimo (ma-
ximo o minimo de una funcion). Se necesita un modelo ma-
tematico con el que hay ‘que operar para buscar tal decision.

Después de hacer una breve historia sobre el origen y
desarrollo de la investigacion operativa, pasa el conferen-
ciante a exponer la programacion lineal.

La programacién lineal aparecié en 1941 con el problema
de Hitchcok de transporte. Se disponen de ciertas cantidades
de un producto situados en ciertos origenes A, B y C que hay
que distribuir a unos centros consumidores E, F, G; H de
forma que cada uno reciba una cantidad determinada. Se
conoce el coste de transporte por unidad y se trata de deter-
minar la cantidad que debe recibir cada centro consumidor
de cada centro de origen de tal forma que el coste total sea
minimo. Se supone que el total de la oferta iguala a la de-
manda.

Hay que buscar una primera solucion de manera que se
cumplan todas las condiciones impuestas, y mejorarlas des-
pués hasta obtener la solucidén definitiva. Una solucién basi-
ca se obtiene por la llamada “regla de la esquina noroeste”
(stoppingstore), por partir de dicha esquina y asignarle el
més pequefio de los niimerds que representan la oferta y la
demanda y saturdr los restantes por las condiciones impues-
tas. Esta solucion basica dara un cierto coste, la cual se puede
mejorar mediante adiciones y sustracciones iguales con Ia
condicion de que disminuya su coste.

En termlnos generales la programacmn lineal trata de i
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ciones siguientes. Las variables tienen que ser no negativas
y satisfacer a un sistema de ecnaciones o inecuaciones linea-
les de mayor niimero de ecuaciones que de incognitas para
que tenga infinitas soluciones y de ellas obtener la que dé
valor méximo o minimo a la funcién.

La teoria de maximos y minimos que se estudia en ana-
isis (multiplicadores de Lagrange), no es de aplicacion, ya
" que aqui se estudian los maximos o minimos relativos y en
la programacion lineal se trata de méaximos o minimos ab-
solutos.

Una vez hallada una solucién inicial, como hemos visto
anteriormente, la cual verifica todas las restricciones, se pue-
de mejorar de forma que dé un coste mas pequefio v legar
a la solucién final mediante un procedimiento mas sistemati-
co que el anterior y que constituye el llamado método “Modi”.

Consiste en asignar a cada fila v columna un ntmero,
que luego veremos como se determinan, por lo que a cada
casilla le corresponde un par de ntiimeros que son los corres-
pondientes a la fila y columna. Para determinarlos se forma
un sistema de ecuaciones de la forma siguiente:

Por cada casilla que tenga soluciéon inicial (no vacia) se
forma una ecuacion, igualando la suma de los dos numeros
correspondientes a la misma al coste de la casilla con signo
menos. En este sistema, se hacen nulas las incégnitas nece-
sarias para que quede un sistema del mismo nimero de
ecuaciones que de incdgnitas, con lo que ya se puede re-
solver.

Para saber qué casilla vacia (con solucion inicial cero)
hay que valorar, para que el coste total disminuva, se hace
lo siguiente:

Para cada casilla vacia se forma un ntmero, que es el
que se abtiene sumando el par de nimeros que le corres-
ponde y el coste correspondiente a su casilla.

Si el nimero que se obtiene es positivo no se mejora con

- = — wvalorar esa casilla; por el contrario, si es negativo, si se me-

jora, y cuanto mas negativo mejor. Se toma, por tanto, la
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casilla que dé mds negativo, y que es la que conviene valo-
rar, mediante rotacion por el método visto anteriormente.
Se obtiene asi otra solucion bésica, con lo que se repite la
operacion, hasta que los numeros obtenidos en las ecasillas
vacias, segun acabamos de ver, sean todos positivos, lo que
nos indica que la solucién obtenida no se puede mejorar, y
es, por tanto, la solucién.

Se indica otro método grafico para el caso que haya so-
lamente dos variables, independientes,

Como las restricciones o ecuaciones de condiciéon son
ecuaciones o inecuaciones lineales, las soluciones basicas
constituyen un recinto en el plano coordenado, limitado por
los ejes positivos y las rectas obtenidas al igualar a cero los
primeros miembros de las restricciones.

Como la funcién del coste es también lineal en estas dos
variables, al hacer variar el coste se obtiene un haz de rectas
paralelas. La solucion sera, por tanto, la recta de ese haz que
corte al contorno y dé valor mas pequefio para el coste, que
en general sera un vértice del recinto, cuyas coordenadas dan
la solucion,

METODO SIMPLEX 0 DE DANTZIG.

Antes de dar el desarrollo general por este método, vamos
a ver su aplicacion mediante un ejemplo.

Sea: C = x» — x, la funcién que debe ser minima, con
las restricciones

— 2% f X f Xy =2 )
X, — 2%, 4 X, = 2 ; y todas no negativas.
X1 + Xo + Xy == 5

Es un sistema de 3 ecuaciones con 5 incognitas, y supo-
niendo se cumplan las condiciones para que el sistema sea
compatible se pueden dar valores arbitrarios a 2 incdgnitas,
para obtener un sistema con el mismo nimero de ecuacio-

~ — — mes que de incognitas, .
14
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Se llama “solucion basica factible” del sistema, la que
tiene (en este caso) 2 incognitas nulas y las restantes no ne-
gativas. Las incdgnitas nulas se llaman “no basicas” y las no
negativas “basicas”.

Hay que partir de que hemos encontrado una solucion
basica, sea ésta

no basica basica
C x» x Xs; X Xs
0 0 O _ 2 2 5

Resolviendo el sistema respecto las incégnitas basicas en
funcion de las no basicas

X3 = 2 4+ 2%, — X,
&:2— X1+2X2 C=x—x
Xs —H — X3 — X,
Veamos si la solucién anterior se puede mejorar median-
te variaciones de una sola de las incdgnitas no basicas.
Puesto que C = X, — x;, nos conviene hacer variar x,,
pues como solo puede tomar valores positivos, al aumentar
ésta disminuye C; lo que no ocurre haciendo variar solo x..
Veamos el valor maximo que puede tomar x. siendo
x» == 0 con la condicién de ser x, S 0 xS 0 x> 0:

Xs—24 2%, 50 ,
%=2—%350;0<x>5—1;0<x<2;0<x.<5
Xe=H— x,>0

La solucién es 0 < x; < 2, v por tanto el valor maximo
es x;, = 2; paraelcual X3, =6 x,=0 =3 x =0y
C=—2 0sea:

no basica basica
C Xa X4 Xy X3 X5
—2.0 O 2 6 3

Hemos conseguido un valor mas pequeiio para C, la in-
cognita x, ha entrado en la hase, y la x, tha salido de ella.

Repitamos el procedimiento, despejando las incdgnitas no
. basicas y poniendo C también en funcién de las no basicas

Xg = 6 — 2x, + 3% .
X3 2 — x, 4+ 2% C=—24+ X — X
X5 34+ x — 3%
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Puesto que en el valor de C, x, tiene signo negativo, nos
conviene hacer variar ésta permaneciendo x, = 0:

X3=06+3x,>0
X1=2+2Xa>0 0%&3—250<Xz>_1;0<X2<1
xs=——3~3xz>(}

La solucién es 0 < x; < 1y el valor maximo x, = 1, para

elecual x; =9 x, =4 x=0yx, =0,y C=— 3, o sea*
no basicas basicas
G Xy Xs X, X, Xg
—3 0 0 4 19

por lo que x, ha entrado en la base y x; ha salido.
Repitiendo el razonamiento:

Xs =% — X, — X;
X 2 , 2 o1
m=d— gt — % L C=—3 1 gox g
X4 X5
L -

Como los coeficientes de x, y x; son positivos, cualquier
variacion de éstos por ser positivos hace aumentar C; lo que
nos dice que la ultima solucion hallada no se puede mejorar
v por tanto es la optima.

La solucion optima se encuentra cuando al expresar C
en funcion de las incognitas no béasicas, todos los coeficien-
tes de éstas son positivos.

* * %

Veamos la resolucién en toda su generalidad por el método
de simplex.

Sea la funcién que tiene que ser minima:

C=¢€ X1 + «evrrenns - en Xy
con las restricciones:
aj Xy + oeiennes 4 a5] X, = bjy
i=1L2 .., m ; n>m

‘que constituye un sistema de m ecuaciones con n incégni-
_ tas. Una solucion factible basica es la que-se obtiene median-
te m incégnitas no negativas y n — m nulas.
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Supongamos que hemos encontrado una solucién factible
basica (inicial), y para distinguir las variables basicas de las
no basicas, emplearemos las notaciones.

basicas
Xu, ... Xt ... Xy, ; j=1,2, ..., m
no basicas
Xpi1 ooo Xlpgr .. Xty 5 k=1 ... (n — m)

El sistema se puede poner pasando las no basicas al se-
gundo miembro

Bug X, + coveenns cF g, Xy, F o + ay Xo, = by —
—(aﬂmH, Xug oy T eerees . PENED NS P e Ay Xyy)

Resolviendo este sistema de m ecuaciones con m incognitas
por la regla de Cramer, el numerador se puede descomponer
en una suma de determinantes, que es upa funcién lineal en
las incdgnitas no basicas, y como el denominador es una
‘constante, se obtiene una expresién de la forma

n—m
Xuj == ZUjo - Z Zu,- Up 4k Xum+k
k=1
que da las variables basicas en funcién de las no basicas,
.y por ser Xun,x = 0 es Xuy = Zuy, y consfituye la solucion
inicial, luego, Zu; > O.
Descomponiendo C en suma de las variables basicas y no
basicas
N .om . u—m
C = Z Cuy Xu; + Z CUgrx XUp
j=a k=L
y sustituyendo el valor de Xy
m n—m m
C = Z Cuy Zuy, + 2 Cupey — Z Cu; Zu; ek | XUppx
Jj—=i k—1 =1
nim
G =Zuw = Y Zo s Xuy - (1]

k=1
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siendo

Zug ES Z Cu_-i Zu_-’o
=1

m
Z, Upix = Z Cu; Zy; Unyx — CUmix
=1

Con estos datos formaremos la primera tabla de simplex.

Xum+1 ......... Xum+k ........ Xum+h ......... Xu,

1071 Clp Cupen Cu,
Xu,  Cuy Zuy Z0; Upyr ZU: Uppx ZW; Umgn i Zu, u,
‘ Zu ‘
. " 7_____T>
XUj Cuj lej Up 42 lej Uy +x Zuj Umpx - ZUj Uy
Xu, | Cur | Zu,, Zu; Unyy Zuy Upgx ‘ Zu, Uy Zu; uy«
Xty | Cun| ZUme ZUm Uny: ZUp Unyx | Zlp Uggp Zu, u,

C Zyw Z; Upin Z, Um+k Zy Unyn Z, u,

4

La primera columna estd formada por los términos in-
dependientes al expresar las variables basicas en funcién de
las no basicas (solucion inicial) y las restantes columnas son
coeficientes de las no basicas con signo contrario. Z,, es la
suma de los productos de la primera columna por la colum-
na de las Cu; Su valor es la de C para la solucién inicial.
Z, Uy, x se forma de la misma manera pero restindole el
correspondiente Cuy, .

Si todos los Z, uy,.: fuesen negativos en [1], los coefi-
cientes de Xu, serian positivos, lo que indica que al tomar
eésta un valor positivo aumenta C y, por tanto, la solucidn
inicial seria la 6ptima. Si hay varios positivos nos convendra
hacer variar la que sea “mas positiva”. Sea ésta 1a Z, Umyn
con lo que h es fijo,




214

Veamos ahora qué valor maximo podemos dar a Xuyp,
con la condiciéon de que todos los Xu; sean no negativos y
permaneciendo nulas las restantes variables no basicas, y
todo ello para que C disminuya lo mas posible.

Entonces es Xu; = Zuy, — Z1j Umyp XUpyn; j = 1, ..., m,
vy por ser Xu; S 0 debe ser:

Zuin —_— ZUJ Um+4n Xum+h > 0
Si algin Zu; um.. €s negativo, como Zuy, > 0, la desigual-

dad anterior siempre se cumple para Xu,y, = 0. Si algunos
aquellos son positivos, debe ser:

que para todos los valores de j, el valor maximo qué cumple
-con todas las desigualdades, es la que da al segundo miem-
bro “el valor positivo mas pequeno”. Supongamos que éste
es para j = r, es decir:

Zug,

Xl.l h — T
mt Lur um+h

—
p—
heed

Se forman, por tanto, los cocientes de la primera columna
por la fijada anteriormente, v se toma entre los positivos el
menor. '

Los otros variables basicos tomaran los valores

yA I

Uotd 7 s 2]

Xu; = Zu;, — Zu;
excepto Xu, = 0, con lo que la variable Xu, sale de la base
'y entra Xu,., con el valor [1], ‘

El valor [2] es una diferencia, de minuendo el valor que
tenia antes, y de sustraendo un cociente gue tiene por nu-
merador el producto de los dos correspondientes en la misma

fila y columna de los seleccionados i—) , v por denominador
el opuesto en diagonal (pivotado), que es fijo para todo j.

Hay -que formar la segunda tabla de simplex, para lo que
hay que determinar los coeficientes de los variables no basi-
cas al despejar las basicas por haber entrado en la base
Xtwin ¥ ser Xu, nueva variable no basica.
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Veamos los coeficientes al despejar Xuyin de:

n—m

Xuj = Zuju -—_— S“ Zl'lj Um +x Xum+k
P
k=1

haciendo j = r
n—m
Xu, — Zu_jo — Z Zu, Umn & Xum.,.k = Zu, Um+n Xum+h

k=1
(k ilistinte de h)

Zu,, o Zu, Upix 1 ,
Xt = s 2 2 T O T T mry S
k—1 i
(1] [3] (4]

El coeficiente [3] se forma como el [1], dividiendo el que
habia antes por el pivotado; y el [4] es el inverso de éste.

Veamos los coeficientes de las restantes incognitas ba-
sicas

n—m

. Xu +h -
Xl]j = ZUjo S Z Zuj Umnm+x Xum+k — Zu,— Um+n =
k=n
y sustituyendo el valor de Xuun
. Zu,, Zu; Upyn
Xuy — | Zuy — 2 P Sein |
AUy Zu'mJ,-h
(2]
n-—mn 7
Z0; Umt+n ZU0; Umgn
— Zuy Um i — —- ,m+ i Xt 4x
A Lllr Umn4-n
k=1

(5]

ZUj Um+n
_l:_ Zu, U :|Xu,
[6]

La formacion del coeficiente [5] es como la del [2]; y Ia
del [6] como [1] y [3] pero con signo contrario.

De esta forma tenemos la segunda tabla de simplex for-
mada con los datos de la primera.
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Los elementos de la ltima fila se forman de la misma
manera, pues si en las expresiones [1] de C sustituimos el
valor de Xugy,, obtenido anteriormente se tiene

n—m

C =2, — Z Zy Uy XUpjx — Zp Uy XUppn =
(k dist'm);o: (:iLe h)
L1 Z
Uy,
Zos = ) Zo tmox Xt — Zu U gt
o Zu; U ix Zy Umyn .
Zo um+hk—vl—z—um Xum+k + m Xu, ==
7 Zo um+h Zuro
‘oo T Zu; Um+xn o
) (2]
e Zy Upin ZUu; Upgy
— 2 [Zo Up4x — 70, Unen lxum+k
k=1 [5]
Zo um+h
—[* W] Xu,
(6]
Xtpyr oo XUpgr oo- XU ... XUa,
i_i
Xu, | 2] [5] [5] 16] (5]
Xu; | [2] 5] (5] 6] 5]
. l
Xty n , [1] i3] [3] (4] [3]
Xun | [2] (3] [5] 16] [5]
|
| . _ N _
[2] (3 (9] [6 9]

Asi se coimtimia hasta que todos los elementos de la ultima
fila sean negativos, excepto el primero, que da el valor de C.
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Si lo que se busea es el maximo de G, basta hallar el mi-
nimo de —C, ’

* ¥ %
Hagamos aplicacion del método de Dantzig al ejemplo
visto anteriormente

C = x, — X; (Ininimo)

f‘2X1+ X, € 2
X1—-2X2<2§

-

X, + X2 € 9

Se introducen las variables de “holgura” x; S 0 , x, > 0
vy X5 > 0 para convertir las desigualdades en igualdades
— 2 + x4

2 x5 = 2 + 26 — x
- 2 X4
X + X + X 5 X5

2 — x 4 2x,
con lo que se obtiene la solucion inicial

’—"‘2X1 "‘— Xo + Xy

(il
I

5 - Kl — Ko

X =X =0 ; X¢g=2 X, = 2 X, =5

con lo que se obtiene la primera tabla de simplex y las su-
cesivas

-1 1
X, X5 X4 Xy X X\‘J
o |
OYQIIZI\—2I 1 X |16 2|—3| =x|9 1 1
b |
i
] L .
ol ix |2 1—2 x4 —
ox. | 2|1 |—2 3 3
I —
N \ 1
f i Jr \ 3 —1 31 X |1 — — 1
O0xs| 5| 11| | 3
L___{.__;ﬂ»; -2 _1 1
0 1 —1 3*L__1ﬁ_
o 3 3

y por ser negativos todos los elementos de la ltima fila, la
solucién 6ptima es

X =9 X1:T4 ¥, =1 con C=-—-3
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Veamos otros ejemplos de aplicacion de esta teoria.

Un empresario desea maximizar los beneficios con la pro-
duccién de 2 productos R y S. Las operaciones iniciales se
realizan en la maquina I y las finales en las IIA 6 IIB. Una
cierta cantidad de horas extraordinarias puede utilizarse en la
maquina IIA y la designaremos por ITAA. El uso de estas
horas extraordinarias hace decrecer el beneficio pero no la
produccion por unidad. Las unidades de tiempo requeridas
para producir una unidad de R y S, las horas utilizables
para cada maquina y los beneficios por unidad son:

Horas

Produ c_to R Producto S utilizables
Maquina R R: R S, S, S,
I 0,01 0,01 0,01 003 0,03 0,03 850
ITA 0,02 0,05 700
ITAA 0,02 0,05 100
1IB 0,03 0,08 900
Beneficio 040 028 0,32 0,72 064 0,60

Sean Xi, X», X3, X4 X5, X las cantidades que se deben pro-
ducir de R,, R,, R;, Sy, Ss, S., respectivamente. La funcion a
maximizar es C = 040x, + 028x, + 0.32x; + 0,72x, +
+ 0,64x; -+ 0,60x. con las restricciones

0,01 (X1 + X2 + Xs) + 0,03 (x4 + X5 + X6} £ 850
0,02x, - 0,05x, € 700

0,02)(12 + 0,05X5 *}" Xy = 100
0,03x. + 0,08x, £ 900

Introduciendo las variables de holgura x:, Xs, Xo ¥ X10 SE
tiene:

0,01 (x, + X: + Xs) + 0,03 (x¢ + X5 + Xg) + X, == 850

0,02X1 + 0505)‘:4 + Xg — 700

0,02XQ + 0,05'X5 + Xy — 100

0,03xs - 0,08x; 4 xi, = 900
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v la funcién a minimizar

— G = — 0,40x; — 0,28x, — 0,32x; — 0,72x, — 0,64x; — 0,60x,
Se obtiene 1a solucion dptima
x; = 35.000 X, = 5.000 x; = 30.000 x; = 150

y las restantes nulas, con C = 25.000.

Veamos otro ejemplo:

Una fabrica debe producir dos partes A y B de un mon-
taje, utilizando dos piezas de A y una de B y siempre en esia
proporcion, Estas piezas se producen indiferentemente con
una de las maqguinas I y II. La siguiente tabla da el tiempo
en horas para cada componente, asi como el beneficio por
pieza. Se impone ademas que el tiempo perdido por la ma-
quina I incurre en una penalizacién de 10 pesetas por hora.
Se desea saber el niimero de piezas de A v B que debe hacer
cada maquina para obtener el maximo beneficio.

Tasa produccién

Horas Hosa por pieza Beneficio por pieza
utilizables T -
A B A B
I 240 0,2 0,6 10 20
IT 180 0,25 1 8 16

Sean x; y x, el niimero de piezas de A y B manufacturadas
con la maquina I; vy x; ¥ x, con la II.
Las restricciones son
02x, + 0,6x, € 240
02x;, + x, € 180 }
X + Xs = 2(%x + Xy)

La funcién a maximizar:
C — 10x, + 20x, + 8x, 4 16x, — 10x,

siendo x; el tiempo que esta parada la maguina L
Introduzcamos las variables de holgura x; y X

02x, + 0,6x, + x; = 2401

. 028%; 4+ %X+ x5 ="180 [
%o + %o — A% 4 %) = 0)
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Tres de estas seis variables deben ser nulas y los valores
de las otras se obtendran resolviendo el sistema que resulte,
pero teniendo que dar valores no negativos. Para evitar esto,
se introduce una variable “artificial” x, a la Gltima ecuacién
y, por tanto, tendra que ser nula, y para tener la certeza de
que va a ser asi, se introduce en la funcion a maximizar,
esta variable con un coeficiente M > 0 y todo lo grande que
se quiera y que no es preciso determinar, o sea:

C = 10x; 4 20x, + 8x; -+ 16x, — 10x; — Mx;
y al tener M en esta ecuacidn signo negative y muy grande,
debe ser: x; = 0 en la solucién optima.
. El problema queda, por tanto, planteado asi. Las restric-
ciones son

O,%X.g -L— Xy + Xy = 180
x1+X3_2<X2“‘[_X4)+X7:0

y se obtiene facilmente la solucién inicial

0,2X1 + O,GXQ + X5 —== 240 ! %

X=X = X3 = X, =— 0 X5 = 240 x; = 180 X, =10
La funcién a minimizar es
— C = — 10, — 20x, — 8x; — 16x, + 10x; |- Mx:
La solucion optima es )

x, = 48 X, = 384 X =720 X,=X;=Xs=X,=10
con C = 13.920. :

En una granja se tienen 1.000 Ha de terreno cultivable y
un fondo de 2.400.000 pesetas.

Hay posibilidad de sembrar tres productos diferentes,
A, B y C, cuyas caracteristicas son:

Produccibn en Coste de la Precio de renta
media por Ha. siembra por Ha. por Kg.
Kilogramos Pesetas Pesetas
A 1.800 2.000 2
-~~~ B - 2400 - 3000 _ 238 _
C 2.000 2.500 2,50
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Se trata de hallar el niimero de hectareas que hay que
cultivar de cada producto para obtener el beneficio maximo.

Sean x, y, z el nimero de hectareas que hay que sembrar
de A, B y C, respectivamente,

Las restricciones son

X+y+2z=1000 2000x + 3.000y + 2500 z < 2.400.000

Las funciones a maximizar
C=2.1800x + 258 . 2400 y + 2,50 . 2.000 z — 2.000 x —
— 3.000 y — 2.542
Simplificando e introduciendo la variable n de holgura
— C=-—1600 x — 3192y — 2500 z

X +y -+ z=1000
4x +6y+ 5z + n=4800

Partiendo de la solucidn factible basica
v=12z=0 x = 1,000 n = 800
se obtiene la solucion dptima
x = 200 v=20 z =800 . con C = 2320.000
Veamos una aplicacion a las fabricas de papel y acero.

De un rollo de papel o lamina de acerc de un ancho de
28 1/4 pulgadas, hay que cortar para sacar rollos de anchos
7 3 1 1 47

7
, Sl total 6,
9 3 9 8’8 2’416’364’32 39 en tota

y -de una longitud respectiva equivalente a 40, 280, 30, 35, 69
y 35 rollos. Estos cortes se realizan mediante cuchillas que
se pueden colocar en posiciones distintas. Se quiere saber
las combinaciones en que hay que colocar las cuchillas para
que el desperdicio de papel o acero que se obtenga en total
sea minimo, i

Designando por C,, C, ..., las combinaciones de coloca-
cién de las cuchillas, se obtiene el siguiente cuadro:



Cq. Cg Wes tee 24s aas aaa C47
7 b
95 | 2 2 40 rollos
3 | ) ’ i3]
9% | 980
B I
8 5 | 1 | 30
1 - ”
116 | 2 3
47 )
S &1 ‘l 69
7 i $1]
2 = | , 55

Desperdicio @ 0,375

Mediante la colocacién C, de cuchillas, el ancho total es
2(9+_’8ﬁﬁ) + (S_Q__‘l?;_) :28—{—%; no hay des-
perdicio,

PorlaC&es2(9—|——g—)—|—2(4+—1—):27+
7

y el desperdicio (28 -+ —i—) — (27 +
= 0,375, etc,

Las restricciones son

2C, +20C + ...

[
%
[

N~

La funcién a minimizar es

C=0.C + 0375 Ca + ...
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PROGRAMACION NO LINEAL.

Se trata de hallar el minimo de la funecién
f(x) = (X3, Xo5 .ons Xy)
con las restricciones
Fi(x) = F(X1, Xg 0.0, Xo) = O i=1,2,...m ; m<n

Mediante los multiplicadores de Lagrange, hay que hallar
el minimo de la funcién

L(x) = f(x) — Y V; Fy(x)
&
para lo que hay que formar el sistema
5L 5] “ . OF,
6X1 _— ﬁi o Z \j B SXi =0 }

= F,(xi = 0

de m + n ecuaciones e incognitas

i=12 .., n
i=1L2 .,m

Si f(x;) es convexa y las restricciones son lineales, estas
condiciones son suficientes.

Si las restricciones son desigualdades, es minimizar la
funcidn f(x;) con F((x)) > 0 y para reducirlo al caso anterior,
se hace F(x;) = y?

Habra que hallar el minimo de

m

Liei v = £x) — ). Vi| Fix) — 33 :

j=1

. 5L 5 O . BF
5XQ - Sxi o Z ‘j 5Xi - 0 2
. j=—1

SL
5 = 2 Vj yV;
Yi F;

0
0

v
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Sistema de m -+ n ecuaciones e incégnitas
X1, Xgy «ny Xy Vi Vo, «ovy ¥V

Los minimos seran relativos o no.

Khun y Tucher han demostrado que una condicién ne-
cesaria para el minimo es que Vj > 0. Si f(x)) es convexa
y Fj(x;) cdncava, ese minimo es absoluto.

MeETopo DE WOLFE PARA PROGRAMAS CUADRATICOS,

Se trata de minimizar la funcion

f(XJZ—é—-i icjkxjxk',_ipjxj
j=1

i=1 k=1

con las restricciones
n . .
A 1
[1] Z ay X3 > b; X5 S 0 .
=1

v las condiciones

CjkIij y 2 Zﬁjk Xj Xk> 0
i—1 k=1
La restriccion [17 se puede poner en la forma
n

Z Ay Xy — Xp+i = h1 Xni1 S 0

jz=1
sLa solucion se reduce a un problema de programacion

lineal de la siguiente forma:

Se hace minima la funciéon

1' n
F = 2 Z, Zj >0 siendo Zj = Z C5k Xz + Pj
j=m1 k=1

con las restricciones siguientes, todas ellas lineales



Zaijxi—'xn+i:bi i=12,...,m
ji=1
xS 0 j=12 .., m 4+ 'n
visS 0 i=L1L2 .., m+4n
zy S 0 =12, .., n

Zaﬁvn—H—ZCjk_j—Vj%pjiZj:O i=1.L2 ..n

i—t k=—1

donde para el doble signo hay que tomar el signo de

Z Ci X3 + Pj

k=1

siendo x? una solucién factible xx = x? de la ecuacién ya es-
crita
n

Zaij Xjﬂxn+1=bi Xj>ﬂ

jo—1

La solucion de este problema de programacion lineal nos
da la solucién del problema. Hay que advertir que al resol-
ver el problema de programacion lineal indicado, si la x; es
una variable bésica entonces v; no debe ser basica, y al con-
trario, si v; es basica entonces x; no debe serlo.

TEORIA DE COLAS.

La teoria de colas se desarrolld con el fin de disponer de
un modelo para predecir la conducta de un sistema que trata
de suministrar a demandas que surgen aleatoriamente. El
interés de las colas es por su repercusion econdmica en las
pérdidas. El origen de las colas fue el trafico ielefénico y
fue estudiado por Erlang. La longitud de una cola depende

15
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mente del tiempo, pues en cada instante hay una
d diferente, por lo que este proceso es estocastico.
‘caracteristicas que influyen en la formacién de la
on:
La manera en que las unidades lleguen a formar
parte de la linea de espera. Es el sistema de llegadas.

2.2y El nimero de unidades de servicio que operan.

3.2) FEl orden en que son servidas las unidades que estan
en la cola.

4.2y El sistema de salidas. .

Los problemas de cola surgen cuando hay demasiada de-
manda sobre el servicio, o cuando hay poca demanda, pues
entonces las estaciones de servicio estan vacias.

Veamos un ejemplo:
Llegadas: Una unidad cada diez minutos de media.
El tiempo de servicio dura seis minutos,

TIEMPO SERVICIO

Llegadas Tiempo perdido Espera Cola
Empieza Termina
8,07 8,07 8,13 0 0 0
8,14 8,14 8,20 1m 0 0
8,25 8,25 831" 5 . 0 0
8,39 8,39 8,45 8 0 0
843 8,45 8,51 0 2m 1
8,56 8,56 5 0 0

Se observa, pues, que sélo ha habido una unidad en la
cola, durante 27, entre las 8,43 y 8.45.

Notacién
n ntiimero de unidades en total.
v numero de unidades en la cola,
s nimero de canales.

nimero de canales en servicio.
nimero de canales desocupados s=1p+]

T e
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Sea pa(t) la probabilidad de que en un tiempo ¢ lleguen
n unidades y supongamos de momento que es independiente
de t. Sea pa.

Los valores medios de las variables anteriores son:

n=0p, +1p+ 2p: + ... .

v =1Du1 + 2 Pase + ...

e =1py + 2pes + ...

J=00p, +1p+ 2p + ... + 8(Pags + Prtz o)
De s:p—{—j es s=0p + ]

LEY pDE Poisson,

Consideremos ahora una secuencia de sucesos idénticos
que se van sucediendo a partir de un instante inicial t = 0
y sea n el nimero de los que se han sucedido hasta el ins-
tante ¢.

Sea py(t) 1a probabilidad de que en el intervalo de ampli-
tud ¢ haya n entradas.

Hagamos tres hipdtesis:

a) La probabilidad p.(t) depende s6lo de ¢, no del origen.

b) No se producen dos entradas al mismo tiempo.

c) Si se considera um intervalo muy pequeiio At ele-
gido en cualquier instante, 1a probabilidad de que una en-
trada se produzca en su intervalo es X - At en que X es la
“tasa media de llegadas™.

Se demuestra (admitidas las tres hipotesis anteriores) que
la probabilidad p,(t) de que en el intervalo de amplitud ¢
haya n entradas es:

—a.t

. em
P =0 - t) ~n

La distribuciéon de esta probabilidad es la llamada Ley
de Poisson. .

En el caso de fendmeno Poissoniano la ley de . probabili-
dad que corresponde al intervalo que media entre ‘dos en-
tradas sucesivas es

Pro.{® > 8} =e—*-?

la media y la desviacion tipica 1/A.
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ProcEsSos DE PoISSON.

Sea
A  nimero medio de llegadas por unidad de tiempo.
—i— distancia media entre dos llegadas.
N numero medio de servicios completos por unidad
de tiempo.
—;]— tiempo medio de servicio.

Si pu(t) es la probabilidad de que en el tlempo t haya n
llegados, sera

Palt + h) =pa(t) @ — A h — No h) 4 pa_a(t) Ao, h +
+ pn+1 Nn+‘1 h

B+ —p® Ny + Poa(t) Ao

h
+ Pnt+1 Noga
Po(t) = — Aa + Nu) pul) Pna() Aoy + Posz Nojr 1]
con la condicion inicial
P = — (Ao + No) polt) + pul(t) Ny (2]

La integracion de la ecuacion diferencial [1] con la ecua-
cion de condicidon [2] nos dard py(t).

Igualando a cero los primeros miembros de [1] v [2] se
obtiene una ley de recurrencia para pa(t).

En la practica, lo que nos interesa es lim pu(t) .= pn.

Veamos como aplicacion, una central telefénica con infi-
nitos canales, o sea que siempre se puede utilizar,

La probabilidad de obtener una llamada en el tiempo h
es A ..h. Si 1a linea estad ocupada, la probabilidad de que ter-
mine en este intervalo es N . h,

El sistema esta en el estado E; si hay n lineas ocupadas
con probabilidad py(t).

En el intervalo t 4+ h se tendra:
Palt + ) = pa(® (L — X h 0 N b) 4 posf) X b
+ pn+1(t) @+1DNh
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que para h — 0 se tiene
Po) =— A + 0N) pu® + pusl) XA + Prys(n + 1) N
con la condicion inicial
Plo(t) = — X po(). + N pu(t)

Igualando a cero las dos ultimas ecuaciones para hallar el
limite

0=——()\+nN)p,n—{—lpn_1—[—(n+I)an
0= —2Xp+Np
de donde

A+ nN)po=2APa—z + @+ 1) Npays
que es la ley de recurrencia, obteniéndose de esta ley
* (x)
Pn = e' N ——\—n_—‘—'
es decir, en el limite es una distribucién de Poisson con para-

metro l—
N

Veamos ahora el caso de una central con numero finito de
canales, en niimero de a.

. Para
n=0 p) = — Ap:(t) + N pi(t)
n<a pd) =— @&+ nN) pf) + X pau(t) +
+ (0 + 1) N posa(t)
B> a pat) = — (A + a N) pu(t) + X poalt) +

+ a N pn+1'(t)
Igualando a cero para obtener la ley de recurrencia.

Para

=0 —2App+Np.=0
<a —Q4+0N)ps+ipi+ @+ HDNPua=0
> a ”—Q‘|‘N3)Pn+7\pn_1+aan+1=0

B BB



y se obtiene para

n <
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Pr = Po e



