DISENO DE SISTEMAS BONUS-MALUS EN EL CASO TRANSITORIO
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Resumen.- A la hora de disefiar un sistema bonus-malus no parece adecuado
considerar solo sus caracteristicas una vez que ha alcanzado el estado
estacionario sino que se ha de tener en cuenta un horizonte temporal de
amplitud suficiente y, su evolucién a lo largo del mismo.

En relacion con el caso transitorio Borgan, Hoem, y Norberg (1981),
establecen un nuevo criterio de evaluacion de un sistema bonus-malus que
generaliza el criterio asintético de Norberg (1976).

En este trabajo estudiaremos como la metodologia propuesta por Heras, A.;
Vilar, J.L. y Gil, J.A (2002) y Heras, A.; Gil, J.A, Garcia-Pineda, P. y Vilar,
J.L. (2004) para el disefio de sistemas bonus-malus en el caso estacionario,
fundamentada en la programacién por metas, se adapta perfectamente al caso
transitorio.
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Programacion por metas.

Abstract.- When we design a bonus-malus system it doesn't seem
appropriate to consider only their characteristics once the stationary state has
been reached. Rather we must keep in mind a time horizon of sufficiently
large as well as its evolution. This is known as the transient case.

In connection with it, Borgan, Hoem, and Norberg (1981) propose a new
approach for the evaluation of a bonus-malus system that generalizes the
Norberg’s asymptotic approach (1976).
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In this work we will study how the methodology proposed in Heras, A.;
Vilar, J.L. and Gil, J.A (2002) and Heras, A.; Gil, J.A, Garcia-Pineda, P. and
Vilar, J.L. (2004) in the bonus-malus systems design which is based in goal
programming, applies well to the transient case.

Key Words.- Bonus-Malus Systems. Bayes Scale. Transient case. Goal
programming.

1.- Sistemas bonus-malus.

Dado un grupo de riesgo, supondremos que el nivel de riesgo de cada poliza
viene representado por un parametro A>0, el nimero esperado de siniestros
por periodo. Supondremos que no es posible determinar el verdadero valor
de este parametro para cada péliza y que existe una variable aleatoria A (la
variable de estructura) cuyas realizaciones son los valores del pardametro de
riesgo para las polizas pertenecientes al grupo. La funcién de distribucion
asociada a la variable de estructura serd representada como U(L) vy
denominada funcion de estructura. Supondremos, ademas que A es
independiente del tiempo. Las variables aleatorias N; / A=A, nimero de
siniestros de una péliza en sucesivos periodos condicionados a algin valor
de A, se supone que son mutuamente independientes e idénticamente
distribuidas de acuerdo a una distribucion de Poisson de media A. Por tanto,
la variable aleatoria no condicionada N, seguird una distribucién de Poisson
ponderada por la funcién de estructura. Supondremos también que las

cuantias de los siniestros individuales {xi}f‘i1 son independientes del
nimero de siniestros y de la variable de estructura, y mutuamente
independientes e idénticamente distribuidas con media E{x}<oo.

Tomaremos esta Ultima como unidad monetaria, de tal forma que la prima
pura de una poliza con parametro de riesgo A sera igual a A medido en
unidades de E{X}-

Finalmente, nos situaremos en el caso mas sencillo en el que las variables
aleatorias N;/ A=\ , Ny X son independientes de la eleccion del sistema
bonus-malus, esto es, no tendremos en cuenta el hambre de bonus.

44



Antonio Heras, José A. Gil Fana y José L. Vilar — Anales 2010 /43-66

Siguiendo a Lemaire (1995, pag. 6), diremos que una compafiia de seguros
utiliza un Sistema Bonus-Malus (SBM) cuando se verifican las condiciones
siguientes:

- Existen Unicamente un ndmero finito de clases C,...,.C, tales que cada
poliza permanece en una sola clase durante un periodo de tiempo
(habitualmente un afio).

- La prima correspondiente a cada poliza depende Unicamente de la clase en
que se encuentra.

- La clase a la que pertenece un asegurado durante un cierto periodo depende
Unicamente de la clase a la que pertenecia durante el periodo anterior y del
namero de siniestros durante dicho periodo (Condicién Markoviana).

Por tanto, un SBM consta de tres elementos:

- La clase inicial, C, a la que son asignados los huevos asegurados.

- La escala de tarifas, b = (by,...,b;) en la que se establecen las primas
asociadas a cada clase.

-.Las reglas de transicion, que determinan cuando se pasa de una clase a
otra, y vienen dadas por unas transformaciones Ty tales que T(i)=j si se pasa
de C; a Cj cuando se tienen k siniestros. Ty se puede expresar matricialmente:

T - (8)

ty =1 T(i)=]
;=0 G T(i)=]

donde

La Probabilidad de Transicion de C; a C; para un asegurado de pardmetro
A=X, Se calcula como

0

Py (4) =2 P (A)t;
k=0
donde

pk(io):Pr[N :k/ﬂ“:/io]

Las Matrices de Transicion condicionadas seran

P (AO):(pij (/10))
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Las hipdtesis anteriores permiten modelizar el comportamiento de cada
asegurado de parametro A, en el SBM mediante una Cadena de Markov

(con matriz de transicion P (4,)).

Si suponemos, como es habitual, que la cadena es ergddica (es decir, que
siempre es posible acceder a una clase dada a partir de cualquier otra, en un
namero finito de pasos) y sin ciclos, entonces, como es bien sabido, la teoria
de las Cadenas de Markov nos asegura la existencia de una distribucion

estacionaria de probabilidades (IT,(4,),....,I1,(4,)) que representa el
comportamiento a largo plazo de dicha péliza. IT, (4,) se interpreta como la

probabilidad de que la péliza de pardmetro A, se encuentre en la clase k

cuando, pasado cierto tiempo, el sistema alcanza o al menos se aproxima a
su estado estacionario

La distribucién estacionaria no es dificil de calcular, demostrandose que
coincide con el autovector por la izquierda de la matriz de transicion
asociado con el autovalor unidad (el autovalor de Frobenius) y cuyas
componentes suman la unidad.

Ademas de las probabilidades estacionarias condicionadas al valor de A, es
posible definir las probabilidades estacionarias no condicionadas

(I1,....,IT,), con una interpretacion similar pero referida a una péliza
arbitraria. Tales probabilidades se definen como

M, = |11, (2)du (2)
Y si suponemos adecuadamente discretizada la funcion de estructura:

A prob(4,)

A prob(4,)

r

se cumplird también

II, = Zr:HS (4).prob(4)

i=1
Ahora bien en este trabajo queremos tener en cuenta en el momento de

disefiar un SBM, no la situacion del mismo una vez que todas las polizas que
lo integran han alcanzado el estado estacionario sino que hemos de

46



Antonio Heras, José A. Gil Fana y José L. Vilar — Anales 2010 /43-66

considerar que en la practica en el sistema existen pélizas de diferente
antiguedad y por ello algunas de ellas muy alejadas del estado estacionario.

Para ello hemos de disponer de otras probabilidades:

-- H'é (4) : Probabilidad de que una péliza de parametro /; se encuentre en
la clase s a los k afios de antigiiedad de la poliza.

El correspondiente vector de probabilidades es
IT(4) = (T (&), ... T3 (4)) -

Ciertamente, si I1°(4)=(0,...,0,1,0,...,0), es claro que,

I (4) = I (4)P *(4).

Asimismo, las correspondientes probabilidades descondicionadas,

Ik = int(m.prob(ﬂf.)[zTnzw.du (@J

2.- Disefio de un SBM. Caso Transitorio.
Se suelen distinguir tres problemas en la construccion de un SBM:

- La eleccion del nimero de clases y de las reglas de transicion.
- La eleccidn de la clase inicial.
- El célculo de la prima correspondiente a cada clase.

Es intuitivamente claro que el conocimiento de la distribucion estacionaria
puede resultar muy Util a la hora de disefiar un SBM, ya que nos informa de
cuél serad aproximadamente el comportamiento de las polizas cuando haya
transcurrido cierto tiempo.

Ademas, si tenemos en cuenta que en la realidad se producen ingresos y
salidas de polizas, lo que implica que una parte de las mismas se encuentren
lejos del estado estacionario, el vector de estado del sistema, que nos
proporciona la probabilidad de que una poliza se encuentre en las distintas
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clases del sistema puede diferir de forma importante de la distribucién
estacionaria.

El primer problema de los citados mas arriba, contina abierto: no es posible
todavia encontrar el nimero de clases y las reglas de transicion éptimas en
general, aunque si es posible concluir que ciertas reglas son mejores que
otras en base a ciertas medidas de eficiencia.

La eleccion de una clase inicial 6ptima no puede basarse en la distribucion
estacionaria, ya que esta ultima no depende de dicha clase inicial (o que si
depende de la clase inicial es, obviamente, la velocidad de convergencia a la
distribucidn estacionaria). Sin embargo, este es un problema que si existe en
el &mbito del modelo transitorio.

Por tanto, cuando hablamos de disefio “6ptimo” de un SBM nos referiremos
al tercer problema anteriormente mencionado, el de encontrar unas primas
“Optimas” que en el caso transitorio incluye el de determinar la prima de
entrada.

Pero todavia queda por aclarar en qué sentido, es decir, respecto a qué
funcion objetivo, deben ser 6ptimas las primas.

La consecucidn de tarifas equitativas constituye la razén de ser de cualquier
SBM, parece intuitivamente claro que la optimalidad de las primas debera
definirse respecto a este criterio. En otras palabras, el objetivo del disefio
debe ser maximizar la equidad del sistema resultante

El disefio de un SBM en el caso asintético ha sido ampliamente tratado en la
literatura actuarial. Norberg (1976) retoma una idea de Pesonen (1963)
establece como prima asociada a una clase de bonus-malus la esperanza
matematica de la siniestralidad anual de una pdliza "infinitamente vieja"
perteneciente a esa clase, demostrando que la escala asi establecida
(conocida como escala de Bayes) minimiza el error cuadratico de
tarificacién esperado.

En definitiva, para unas reglas de transicién dadas, se trata de obtener los
valores de by, b,,...,b, que maximizan la equidad del sistema, medido por el
error cuadratico medio de tarificacion, haciendo minima la siguiente
funcion:

Qu (Bnby) =Y

i=1

(4-b;) 11 (Z)prob(%)  (21)

.M:

—
I
-
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Heras, Vilar y Gil (2002) proponen una nueva medida para la evaluacion de
la equidad de un SBM que sirve de fundamento a un nuevo criterio
asintdtico para la determinacion de las primas.

Qua (B -+ ZZH )b, =2

i=1]j=1

prob(4,), (2.2)

que permite obtener las primas optimas mediante la resolucion de un
programa lineal en el marco de la programacion por metas.

Y en Heras, Gil, G? Pineda y Vilar (2004) se analizan las posibilidades de
esta metodologia para el disefio de SBM en el caso asintdtico.

Centrandonos en el caso transitorio Borgan, O., Hoem, J.M. y Norberg, R
(1981) establecen un nuevo criterio de evaluacién de un SBM que generaliza
el criterio asintotico de Norberg (1976).

A continuacién analizaremos el modelo de los citados autores y a la vez una
nueva propuesta que generaliza (2.2) al caso transitorio.

Teniendo en cuenta que en la cartera existen pélizas de diferentes afios de
antiguedad, la funcion objetivo que proponen los autores es:

Qu (b, ZW ZZ(A b) (4)prob(4) (23)

i=1 j=1
gue pondera los errores cuadratlcos medios de tarificacion de cada uno de
los posibles afios de antigiiedad de las pélizas.

Las primas que minimizan esta funcion son:

zw zx I (4) prob(4)
b, = = : s=1,..n (2.4)
2w XTI (4) prob(4;)
t=0 i=1
y verifican
Eb s owil = 5 E(1) (25
W, = W,
s=1°t=0 ' ° t=o '
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Es posible establecer distintos pesos w para los errores de tarificacion.
Algunos de ellos dan una interesante interpretacion de (2.3) como objetivo
de equidad.

En el citado trabajo los autores consideran t=0 el estado estacionario,
nosotros, .sin perdida de generalidad supondremos que, como sucede en la
realidad, una pdliza no estard en vigor mas de m afios (edad limite) por lo
gue no alcanzara el estado estacionario.

Supondremos ademas que existen unos “tantos medios de permanencia” de
una poliza en el sistema, tales que op=1Yy ,,Pp=0 (,p es la

probabilidad de que una péliza alcance r afios de antigliedad en el sistema).
Ahora t=0 es el afio de entrada en el sistema.

Consideremos tres posibles ponderaciones:

2.1.- w; es la proporcién del total de pdlizas con i afios de antigliedad.

Es posible suponer que a partir de una determinada antigiiedad del sistema la
citada distribucion de edades se mantiene invariable. Basta aceptar ademas

que el numero de polizas que cada afio entra en el sistema es constante.

Siendo

W, = i=0,...,m

_iP_
I 2ib

Si tenemos una distribucién de edades invariable con el tiempo
(W, , W, ,...,W, ) son constantes las probabilidades

T (1) = Wo 10 () + ot W, ITD ()

de que una péliza de parametro /4; se encuentre en la clase s, y

T 0 m
ITs =w,IIg +...+w, I
de que una pdliza cualquiera se encuentre en la clase s.

Las primas que minimizan (1.3) son ahora
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S w 3 4TI (4) prob(4)

b, =4 I= s=1..n

© Sw S (4) prob(4)

t=0 i=1

y verifican la igualdad
b IIi +...+b, Iy = E(A),

gue puede interpretase como que, en cada ejercicio, la prima media pagada
por una pdliza arbitraria es igual a su siniestralidad esperada (equilibrio
financiero para el conjunto de la cartera).

No hay ningun problema en generalizar al caso transitorio la solucion dada
mediante la programacién por metas. La equidad del sistema se medira ahora

de forma distinta: para una péliza de pardmetro A el sistema serd mas

equitativo cuanto menor sea la diferencia entre la prima media pagada por
n —

dicha péliza ijHj (4) vy la esperanza matematica de su siniestralidad
=1

A

La funcion objetivo del mismo ser4,

Qu (BsBy) =Y

i=1

n

> i1 ()~

=1

.prob(4)  (26)

Notemos que

20T () =4 = LOTE(A) B, T (A) = A)w,

Minimizar esta funcidn es equivalente a resolver el siguiente programa lineal

“(2.1), (2.2), (2.3) y (2.6) son medidas de eficiencia (equidad) del sistema bonus-
malus. Nos permiten comparar distintos sistemas en cuanto a clase de entrada, reglas
de transicion, escalas de primas y otras restricciones.
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Min 3" prob(4).(y; +¥;)

by TT (A) +.. 4+ b, T (A) + Yy =¥ =4
....... 2.7

b ITi(A)+...+b JIn(A)+y -y =4

r
+ Restricciones comerciales y técnicas.

Estas restricciones técnicas y comerciales han de ser establecidas como
restricciones lineales en las primas. Afortunadamente la mayoria de ellas
pueden establecerse de esa forma.

** Limites a los incrementos entre primas sucesivas,
bi+1 < tlbl
b,>tb

i+1

** Diferencia entre las primas de la primera y ultima clases,

b, <tb
** Elasticidad para algunos valores de A .

Ciertamente es posible dar distintas definiciones de elasticidad en el caso
transitorio. En este caso parece natural definir la elasticidad para una péliza

de parametro A como:
dP(2)

1A =56y

en ella
P(A) = b IT1 (A) +...+b_ ITn(4).

es la prima media pagada por una péliza cualquiera de pardmetro A y 7(A4)

nos expresa la variacion porcentual en la misma para una variacion
porcentual en A. Considerada como medida de eficiencia dicho valor, al
menos para los valores mas significativos de A4 ha de ser cercano a uno.
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Notemos que las probabilidades IT; (1) 1=1,...,ndependen de la clase de
entrada.

Fijado el valor de la elasticidad, &, para un determinado A, la restriccion

dP(A) . P(4) -0
P

di
es lineal en las primas.

** Superar un determinado valor del RSAL,

RSAL = =B
bn - bl
con
P=b.IT: +...+b, IIx
Fijado un valor R para esa magnitud, la restriccion
b,.(TT (A) =1+ R) + b, IT2(A) +...+b, .(IT, —R) <>=0
es lineal.

** Equilibrio financiero.

Anteriormente comentamos que la escala de Bayes (caso transitorio) posee
la propiedad de equilibrio financiero,

b ITi +...+b ITs = E(A) (2.8)

Esta es una restriccion lineal que podré introducirse sin dificultad en el
programa de programacién por metas.

2.2.- Tomemos ahora W, = (1+i)° =v* s=0...m

Se trata ahora de minimizar el valor actual de los errores cuadraticos medios
de tarificacion.

Las primas que minimizan (2.3) son (2.4) y verifican

b I +...+b,[n = & E(2)
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Para una pdliza arbitraria de nuevo ingreso en la cartera el valor actual de los
ingresos futuros esperados por primas iguala al valor actual de su
siniestralidad esperada.

Esta es una propiedad de equilibrio financiero que no implica como la del
caso anterior que los ingresos por primas de cada afio coincidan con la
esperanza de la siniestralidad.

En la propuesta de programacion por metas la funcién objetivo serg,

Que (b)) =Y ibjﬁj(z,)—amz,

i=1

.prob(4,)

Para una péliza de parametro A;el sbm es maés equitativo cuanto mas

pequefia es la diferencia entre el valor actual de las primas medias pagadas y
el valor actual de sus siniestralidades esperadas.

Minimizar esta funcion es equivalente a resolver el siguiente programa lineal

Min 3" prob(4).(y; +¥;)

b ITi (A) +.t b, TIn(A) + Yy — Y =84
....... (2.9)

b IT1(4)+..+b (4 )+ Yy, -y, =& 4
+ Restricciones comerciales y técnicas.

Las restricciones basicas pueden escribirse como

(OII2(A) .+ BIIO(A) = 4) + (BITE(R) + .o BT () = V...
...... + (I (A4) +. .+ IR (A4) - ANV + Yy -y =0

Lo que nos indica el tipo de equidad buscada por el modelo.
Restriccion de equilibrio financiero:
Anteriormente comentamos que la escala de Bayes (caso transitorio) posee

la propiedad de equilibrio financiero,
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by Ihi +...+ 1, In = & E(2) (2.10)

Tal restriccion es lineal.
Notemos que esta Ultima restriccion también puede escribirse como,
(b, IT) +...+b, TI0 — E(A)) + (b, IT} +...+ b, IT} —E(A)V +..+ (0, T1] +...+b, TIT —E(2))v" =0

que posee sencilla interpretacion.
Pero en el modelo de metas no hay ningln problema en exigir la restriccion
mas deseable
b ITi +...+b, ITn = E(1)
Elasticidad:

Lemaire (1995, cap. 6) propone una expresion perfectamente compatible
con las hipétesis de este modelo para la elasticidad. En ella P(A) es el

valor actual de la esperanza de los pagos por primas realizados por un
asegurado de parametro A .

Supuesto que la clase de entrada es la C; y si denominamos ahora

P(1)=P°(A)+ 1+ P (A)+...+ @+ "™.P™(1)
siendo
P*(1) =b.IT;(A) +...+b, II; (1) s=0,..,m

(notemos que P°(1)=b,).

dP(A)

1) =5

2.3.-seaahora w, =(1+i)"°.,p=v°.;p s=0...m
s P es la probabilidad de que una pdliza alcance una antigiiedad de s afios.

(o P =1).
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Sea

a=1tv, pr/, p. v, p

(2.3) sigue siendo valida. Se trata de minimizar el valor actual esperado de
los errores de tarificacion.

Las primas que minimizan (2.3) son (2.4) y la condicién de equilibrio
financiero obedece a,

bITi +...+b, [T = & E(A)

En la propuesta de programacion por metas la funcion objetivo del mismo
serd,
n p—

ijnl(ﬂfl)_aﬂ’i

Que (By,--1b7) .prob(%)

I
™

Minimizar esta funcidn es equivalente a resolver el siguiente programa lineal

Min z prob(4).(y" +y;)

b ITi(4)+..+b TIn(A) +y; -y =&.4,
....... (2.11)

b I (A,)+..+b, IIn(4,) + Yy, -y, = &4

+ Restricciones comerciales y técnicas.

Las restricciones basicas pueden escribirse como

(T} (2) +-+0ITR(A) = 4) + BT (4) + ...+ B ITH (4) = 4V, P+
...... + (I (A4) +. BT () = AV mp+Y; -y =0

Lo que nos indica el tipo de equidad buscada por el modelo.

** Equilibrio financiero.
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Anteriormente comentamos que la escala de Bayes (caso transitorio) posee
la propiedad de equilibrio financiero,

b IIi +...+b Tl = 4E(A) (2.12)
Tal restriccion es lineal.
Pero en el modelo de metas no hay ningln problema en exigir la restriccion
mas deseable
b IT1 +...+b Ty = E(A)
Elasticidad

Si denominamos ahora

P(A) = P°(A) + (L+i) ™ , pPH(A) 4ot (L+1) ™. PP (A),
siendo
P*(A) =B IT5(A) +...+b, IT(A) $=0,..m ,
(notemos que P°(4) =h).

dP(A)

1) =g

3.- Ejemplo.

Desarrollaremos a continuacién un ejemplo numérico en el que analizaremos
algunas de las posibilidades de las propuestas tedricas planteadas en los
apartados anteriores con lo que creemos que quedara suficientemente
probada la flexibilidad de la metodologia de la programacion por metas para
el disefio de sistemas bonus-malus.

Consideremos una cartera de autos con las siguientes caracteristicas:

* La funcidn de estructura discreta

/11 0.033 0.066 0.099 0.132 0.165 0.198 0.231 0.264 0.297 0.330

p (/?,I ) 0.28770 0.21179 0.23174 0.06609 0.08872 0.02623 0.03636 0.01126 0.01592 0.00510
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ﬂ.,l 0.363 0.396 0.429 0.462 0.495 0.528 0.561 0.594 0.627 0.660
p (,7,| ) 0.00732 0.00240 0.00348 0.00116 0.00171 0.00058 0.00085 0.00029 0.00043 0.00078
procede de la aplicacion del método de discretizacién de Vilar (2000) a la
funcion de estructura continua correspondiente a una distribucion inversa
gaussiana de parametros g y h.
1 2
—5—(4-9)
u(2)=———e " * gh>0
V2rha”?
con g=0.101081 y h=0.062981, tomada de Lemaire (1995, pags 35 a 37).
* Las reglas de transicion del SBM son las siguientes:
Clase después de siniestros
Clase 0 1 2 3 >4
10 9 10 | 10 | 10 | 10
9 8 10 | 10 | 10 | 10
8 7 10 | 10 | 10 | 10
7 6 9 10 | 10 | 10
6 5 8 10 | 10 | 10
5 4 7 9 10 | 10
4 3 6 8 9 10
3 2 5 7 9 10
2 1 4 6 7
1 1 3 5 6 8
Asimismo la probabilidad de que una poéliza alcance una antigiiedad de i
afnios es
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P 0.98 0.95 0.92 0.90 0.88 0.85 0.82 0.79 0.76 071
i 11 12 13 14 15 16 17 18 19
P 0.66 0.60 052 0.45 0.36 0.28 0.19 0.07 0

Analicemos algunos ejemplos:
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3.1.- Si suponemos que el nimero de ingresos es constante la distribucion de

edades estacionaria es la siguiente:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
w; | 00788 | 00772 | 00749 | 0.0725 | 0.0709 | 0.0693 | 0.0670 | 0.0646 | 0.0622 | 0.0599
i 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19
w; | 00559 | 00520 | 00472 | 0.0410 | 0.0354 | 0.0283 | 0.0221 | 0.0150 | 0.0055 0
En la tabla 1 tenemos la escala de Bayes transitoria para cada una de las
clases de entrada i EB' (notemos la importancia de la eleccién de la clase de
entrada) y la escala de bayes asintética EB
Notemos que desde el punto de vista de la equidad, esta es maxima, si la
clase de entrada es la 3 (menor valor de Qg:)
1 2 3 4 5 6
. EBi+1 ) EBi+1 s EBi+1 . EBi+l 5 EBi+1 6 EBi+1
i 1 2 3 4 5 6
i EB EBi EB EBi EB EBi EB EBi EB EBi EB EBi
1 | 00884 | 1461 | 00865 | 1293 | 0.0846 | 1.274 | 0.0828 | 1.259 | 0.0809 | 1.243 | 0.0791 | 1.229
2 | 01290 | 1.055 | 01119 | 1.199 | 01079 | 1.065 | 0.1043 | 1.060 | 0.1007 | 1.060 | 0.0972 | 1.058
3 101363 | 1.322 | 01342 | 1272 | 0.1149 | 1.400 | 0.1106 | 1.045 | 0.1067 | 1.039 | 0.1029 | 1.039
4 104810 | 1.085 | 04707 | 1.130 | 0.1609 | 1.099 | 0.1156 | 1.426 | 0.1109 | 1.049 | 0.1069 | 1.045
5 | 01960 | 1221 | 01929 | 1.199 | 01769 | 1.244 | 0.1649 | 1.127 | 0.1163 | 1.458 | 0.1117 | 1.038
6 | 02328 | 1105 | 02312 | 1115 | 02194 | 1111 | 01858 | 1.227 | 0.1696 | 1.119 | 0.1160 | 1.492
7 | 02611 | 1161 | 02578 | 1.153 | 0.2437 | 1172 | 0.2280 | 1.139 | 0.1897 | 1.263 | 0.1731 | 1.133
8 | 03029 | 1.118 | 02972 | 1.125 | 0.2857 | 1.127 | 0.2598 | 1.176 | 0.2396 | 1.148 | 0.1961 | 1.292
9 | 03381 | 1130 | 03344 | 1138 | 03220 | 1.149 | 03056 | 1.147 | 02751 | 1.201 | 0.2534 | 1.170
4 5
oamss | EBY EB? EB, EBiy EBiy EBY,
0|~ EB: | 03807 | Eg? |[03701 | Eg? | 03506 EB’ | 03303 | EB’ | 02064 EB?
=4.36 =4.39 =4.37 423 407 =3.74
BQ 0.00512 0.00509 0.00507 0.00511 0.00516 0.00524
t
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| EB’ % EB® % EB® % EBY i'l*ol EB? %

EB/’ EB’ EB’ EBY EB?
1 0.0773 | 1215 | 0.0755 | 1.204 0.0741 1.192 0.0731 1.182 | 0.0824 | 1.315
2 0.0939 | 1.057 | 0.0909 | 1.057 0.0884 1.058 0.0864 1.058 | 0.1222 | 1.047
3 0.0993 | 1.040 | 0.0961 | 1.039 0.0935 1.040 0.0914 1.043 | 0.1279 | 1.357
4 0.1033 | 1.045 | 0.0998 | 1.047 0.0973 1.048 0.0953 1.049 | 0.1735 | 1.088
5 0.1079 | 1.038 | 0.1046 | 1.039 0.1020 1.043 0.1000 1.045 | 0.1888 | 1.240
6 0.1120 | 1.046 | 0.1087 | 1.046 0.1064 1.046 0.1045 1.050 | 0.2342 | 1.119
7 0.1172 | 1529 | 0.1137 | 1.050 0.1113 1.049 0.1097 1.051 | 0.2621 | 1.160
8 0.1792 | 1.154 | 0.1194 | 1583 0.1168 1.057 0.1153 1.056 | 0.3040 | 1.116
9 0.2068 | 1.321 | 0.1890 | 1.178 0.1234 1.656 0.1217 1.064 | 0.3392 | 1.117
10 EB’ 0.2226 EB’ 0.2036 EB’ 0.1295 EB® | 03303 | EBS

=3.53 =2.94 =2.74 =1.76 =4.07
Qs | 0.00534 0.00550 0.005686 0.005933

(Tabla 1)

Comparemos estos resultados en la tabla 2 con los que se obtienen con el modelo de
programacién por metas con las siguientes restricciones: equilibrio financiero (2.8), las
primas de clases consecutivas se incrementan entre un 5% y un 60% Yy la prima de la
clase 10 es como maximo cinco veces mayor que la de la clase 1. También se incluye
la escala de metas asint6tica con esas mismas restricciones. Ademas en la Ultima fila se
recoge el calculo de Qy: (funcién (2.6)), que toma el menor valor cuando la clase de
entrada es la 2, lo que indica que esta escala de primas con esa clase de entrada posee la
mayor equidad y con este criterio ha de ser la elegida.

1 2 3 4 5 6
N E'\/liJrl ) ENliJrl 5 ENliJrl . ENliJrl s E'\/liJrl . EMi+1
i EM 1 EM 2 EM 3 EM 4 EM 5 EM 6
EM. EM, EM, EM, EM. EM,
1 0.0776 1.60 0.0735 1.60 0.0657 1.60 0.0577 1.457 0.0578 1.05 0.0568 1.05
2 0.1241 1.60 0.1176 1.60 0.1051 1.60 0.0841 1.60 0.0607 1.0457 0.0597 1.05
3 0.1986 1.457 0.1882 1.457 0.1682 1.457 0.1346 1.60 0.0884 1.60 0.0627 1.457
4 0.2895 1.05 0.2743 1.05 0.2451 1.05 0.2154 1.05 0.1415 1.60 0.0913 1.60
5 0.3040 1.05 0.2880 1.05 0.2574 1.05 0.2261 1.05 0.2265 1.05 0.1462 1.60
6 0.3192 1.05 0.3024 1.05 0.2703 1.05 0.2374 1.05 0.2378 1.05 0.2339 1.05
7 0.3352 1.05 0.3175 1.05 0.2838 1.05 0.2493 1.05 0.2497 1.05 0.2456 1.05
8 0.3519 1.05 0.3334 1.05 0.2980 1.05 0.2618 1.05 0.2622 1.05 0.2579 1.05
9 0.3695 1.05 0.3501 1.05 0.3129 1.05 0.2749 1.05 0.2753 1.05 0.2706 1.05
10 0.3880 0.3676 0.3285 0.2886 0.2891 0.2844
EM;, EM2 EMS EM EM? EM
EM, EM/ EM. EM, EM; EM;
=5 =5 =5 =5 =5 =5
Q: 0.0396 0.0387 0.0389 0.0396 0.0402 0.0406
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i 7 8 9 10 a
EM7 E,vli+1 EMS EMH]. EMg EI\/liJrl EMm EMi+1 EM? EI\/liJrl
EMi7 EMi8 EMig EMi10 EM?
1 0.0554 1.05 0.0527 1.05 0.0461 1.05 0.0406 1.05 0.0712 1.60
2 0.0581 1.05 0.0554 1.05 0.0484 1.05 0.0426 1.05 0.1140 1.60
3 0.1060 1.05 0.0581 1.05 0.0508 1.05 0.0447 1.05 0.1824 1457
4 0.1696 1475 0.0610 1.05 0.0534 1.05 0.0470 1.05 0.2658 1.05
5 0.1784 1.60 0.0641 1.60 0.0560 1.457 0.0493 1.457 0.2791 1.05
6 0.1873 1.60 0.1026 1.60 0.0817 1.60 0.0719 1.60 0.2931 1.05
7 0.1967 1.05 0.1642 1457 0.1307 1.60 0.1150 1.60 0.3077 1.05
8 0.2065 1.05 0.2393 1.05 0.2092 1.05 0.1841 1.05 0.3231 1.05
9 0.2168 1.05 0.2512 1.05 0.2197 1.05 0.1933 1.05 0.3393 1.05
10 02277 | gy ] 02638 | gye ] 02307 | gy ] 02030 | 0 ] 03562 | Epe ]
EM/ EM; EM, EM,” EM;
Qwmt 0.0410 0.0417 0.0429 0.0448
(Tabla 2)
3.2.- Consideremos en segundo lugar las siguientes
ponderaciones: W, = (14 0.03)". Ahora la tabla de pesos es la siguiente:
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Wi 1 09709 | 09426 | 09151 | 0.8885 | 0.8626 | 08374 08131 | 0.7894 | 0.7664
i 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Wi | 07441 | 07224 | 07014 | 06809 | 06611 | 06419 | 06232 | 06050 | 05874 0
y la escala de Bayes para las clases de entrada 4 y 8,
i 4 8
EBi+1 EBS EBi+l
EB’ EB?
1 0.0828 1.280 0.0765 1.239
2 0.10600 1.058 0.0948 1.052
3 0.1122 1.049 00998 1.038
4 0.1177 1423 0.1036 1.044
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5 0.1675 1136 01082 1.031
6 0.1902 1221 01116 1.043

7 0.2322 1143 0.1164 1.046

8 0.2655 1170 01218 1.604

9 0.3106 1144 01954 1178

10 03552 El} =4.288 02301 E;Bfg =3.004

EB; EB;
Qs 0.0739 0.0805

Consideremos el modelo de programacion por metas con las siguientes
restricciones: equilibrio financiero (2.11), las primas de clases consecutivas
se incrementan entre un 5% y un 60% y la prima de la clase 10 es como
méaximo cinco veces mayor que la de la clase 1.

En las primas con * se emplea la restriccién de equilibrio financiero (2.8).
Las correspondientes escalas de metas para las clases de entrada 4 y 8 son:

' oy | EMi o | EMi ey | EMix o | EMia

EM/ EM? EM* EM
1 00579 160 00492 1.05 00562 1.60 00469 105
2 00027 160 00517 1.05 0.0899 1.60 00492 105
3 0.1485 1457 00543 1052 0.1439 1.457 00517 105
4 0.2164 105 00570 1.60 02008 1.05 00543 1.457
5 02271 1.05 00912 1.60 02203 1.05 00792 1.60
6 02385 105 0.1459 1457 02313 1.05 0.1267 1.60
7 0.2504 105 02127 1.05 02429 105 0.2027 105
8 0.2630 105 02234 1.05 0.2550 105 02129 105
9 02761 1.05 02345 1.05 02678 1.05 02235 105
10 02899 % =5 | 02463 %% =5 | 028l % =5 | 02347 % =

EM; EM’ EM; EM!
Qu | 05747 06115 05815 0.6234

3.3.- Tomemos finalmente las ponderaciones: w, = (1+ o_os)i_i p. Latablade

[pesos es:
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i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Wi 1 09514 | 08954 | 0.8419 | 07996 | 0.7590 | 0.7118 | 0.6667 | 0.6236 | 0.5824
i 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19
Wi 05283 | 0.4767 | 0.4208 | 03540 | 0.2975 | 0.2310 | 0.1744 | 0.1149 | 0.0411 0
Los resultados de la escala de Bayes para las clases de entrada 4 y 8 son:
I EB* % EB® i's*l
EB! EB®
1 0.0828 1.239 0.0753 1.188
2 0.1027 1.059 0.0895 1.055
3 0.1088 1.041 00944 1.036
4 0.1133 1435 0.0978 1.046
5 0.1626 1.120 0.1023 1.038
6 0.1821 1.238 0.1062 1.045
7 0.2254 1137 0.1110 1.050
8 0.2563 1183 0.1165 1.582
9 0.3031 1.149 0.1843 1.174
4 8
10 03482 | =2 4202 | 02163 | —2=2872
1 1
o™ 0.0543 0.0582
Consideremos ahora el modelo de programacién por metas con las siguientes
restricciones: equilibrio financiero (2.12), las primas de clases consecutivas
se incrementan entre un 5% y un 60% y la prima de la clase 10 es como
maximo cinco veces mayor que la de la clase 1.
En las primas con * se emplea la restriccién de equilibrio financiero (2.8).
Los resultados de la escala de metas para las clases de entrada 4 y 8 se
resumen en siguiente tabla:
| EM* % EM® % EM* % EM® %
EM/ EM? EM¥ EMY
1 0.0656 1.05 0.0519 1.05 0.0694 1.05 0.0469 1.05
2 0.0689 1.60 0.0545 1.05 0.0729 1457 0.0492 1.05
3 0.1103 1.60 00572 1.05 0.1062 1.60 00517 1.05
4 0.1765 1.457 00600 1.05 0.1700 1.60 00543 1.457
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5 0.2572 1.05 00630 1.421 0.2720 1.05 00792 1.60
6 0.2701 1.05 0.0896 1.60 0.2856 1.05 0.1267 1.60
7 0.2836 1.05 0.1435 1.60 0.2999 1.05 0.2027 1.05
8 0.2078 1.05 0.2296 1.076 0.3149 1.05 0.2129 1.05
9 0.3127 1.05 0.2471 1.05 0.3306 1.05 0.2235 1.05

’ s , )
10 | 03283 % 0.2504 % 0.3471 % 0.2347 %

. : . .

=5 =5 =5 =5

Qu | 04234 0.4441 0.4244 0.6234

3.4.- La metodologia presentada permite mejorar alguna medida de
eficiencia a la hora de disefiar un SBM. Analizaremos finalmente la mejora
de la elasticidad en el ejemplo 3.1.

Consideremos la escala de Bayes transitoria cuando hemos elegido como
clase de entrada la 4, EB*. Notemos que las primas sucesivas de EB* se
incrementan entre un 4,5% y un 42,6%, que la relacion entre la prima de la
clase 1 y la de la clase 10 es 4,23, cumple la restriccion de equilibrio
financiero (2.5) y que la elasticidad en 0.1010 es 0.1331.

Es posible encontrar una escala de metas que cumpla las condiciones
anteriormente indicadas de EB* y mejore la elasticidad en el punto indicado.
Basta para ello resolver el sistema lineal (2.7) con las restricciones afiadidas

b, <1.426b
b, >1.04b

b.IT: +...+by, TTo = E(A)
b, <4.23h,

dP(0.1010) P(0.1010)
e 04331——2>0
dA 0.1010

El resultado es la escala EM™:
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i EB* i'zl EM™ EM::}
EB, EM,
1 0.0828 1.259 0.0641 1.426
2 0.1043 1.060 0.09149 1.426
3 0.1106 1.045 0.1304 1.426
4 0.1156 1.426 0.1860 1170
5 0.1649 1127 0.2177 1.045
6 0.1858 1.227 0.2275 1.045
7 0.2280 1.139 0.2378 1.045
8 0.2598 1176 0.2485 1.045
9 0.3056 1.147 0.2597 1.045
10 0.3506 iﬁf =4.23 0.2714 % =4.23
EB; EB;*
° | Guomsm Que= 04142
77 (0.1010)= 0.1331 77 (0.1010)= 0.2326

Notemos que el resultado obtenido no s6lo mejora la elasticidad para A =
0.1010 sino para los A inferiores a 0.264 lo que representa al 96% de las
polizas (véase la figura siguiente). La linea de puntos representa la
elasticidad de la escala de Metas y linea continua la elasticidad de la escala
de Bayes.
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