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EL RIESGO ACTUARIAL 
Operaciones de seguro de vida 

&íOS a distinguir a este 
respecto los siguientes con- v wptos: 

a) Riesgo actuarial en sentido 
amplio, derivado de la presencia de 
alguno de los tres elementos de ca- 
rácter aleatorio de las operaciones de 
seguo: si acaece o no el siniestro; el 
importe del mismo y la fecha de su 
m e n c i a  (elemento temporal). 

bJ Riesgo actuarid en sentido es- 
üicto, asociado a la dispe1si6n (en lo 
que sigue tomaremos la varianza 
como medida de dispersi6n) de la va- 
riable aleatoria correspondiente a la 
diferencia entre los valores actuales 
de las prestaciones y aportaciones 
que deñnen el proceso financieroes- 
t&tiw que modeliza una determi- 
na& operación de seguro. 

Para cuantifica el riesgo actuarial 
en su segunda acepci6n, vamos a ha- 
oer uso de lo que denominamos nfór- 
mulas de Gram, recordando breve- 
mente las p~cipales  aportaciones de 
este autor a la Ciencia Actuarid. 

APORTACIONES DE J. P. 
GRAM 

R ECORDEMOS en primer 
término los conocidos de- 
sarrollos de Gram-Cbar- 

lier, que tanta6 aplicaciones tienen en 
los campos estadísticos y aauariales. 

Sabemos que si 5 es una variable 

aieatoria normal (0,1), su función de 
densidad 

tiene inñnitas derivadas sucesivas, las 
cuales, al igual que f(x), tienden a 
cero cuando 1x1 + m. Estas deriva- 
das presentan la relación: 

en donde las expresiones @(x) son 
los polinomios de Hermite, que ti* 
nen la forma siguiente: 

Como se observa f6ciImente, estos 
pohomios cumplen la condici6n: 

Una importante propiedad de es- 
tos polgiomios, por los que se les co- 
noce también como *poiinomK>s or- 
togonalew, es la siguiente: 

Supongamos ahora que cp(x) es la 
función de densidad de una variable 
aleatoriaq de media O y desviaci6n tí- 
pica 1 y que dicha fonci6n es desamo- 
Uable en series de derivadas sucesi- 
vas de la funci6n f(x) = 

Podemos obtener los eoeñcientes 
a, multiplicando ambos miembros 
por F& e integrando. Si aplicamos las 
ecuaciones anteriores resulta: 1; v(x)dx = (-1y . S! - a, 

De aqní obtenemos que: 
& = i  
a, = 0 
a,'.= o 
a3 = -).,, 
a. = 

siendo lil y & los coeficientes de asi- 
mebía y de nirtosis. 
En consecuencia, el resultado ob- 

tenido o desarrollado de Gram-Char- 
üer es: 

Una importante aplicaei6n de este 
desarrollo en la Matemátira Actua- 
Bal surge al comidera~ q(x) como la 
fonci6n de densidad de la variable ti- 



pitiorda de la variante siniestraüdad 
total de una cartera de seguros en el 
periodo (04 .  

Una segunda aportación importan- 
te de Gram a los procesos de ajuste 
es la siguiente: 

Sea un conjunto (Y,; t = 1,2, ..., 
N} de estimadores de una secuencia 
de parámetros {e,}, y se trata de 
ajustar un polinomio 

{Y,,,; x = -n, -n+l, ..., o} para 
n < t < N - n  

utilizando el criterio de hacer mínima 
la expresión 

Con respecto a los coeficientes 
M ) }  

El valor resultante de ao(t) es: 

donde los coeficientes (r,(m,n)J de- 
penden d o  de x, m y n. Por ejem- 
plo, si queremos obtener un polino- 
mio de tercer grado, resulta (m=3)= 

Bajo ciertas condiciones, &(t) es 
mejor estimador que Y, respecto al 
parámetro 8,. 
Los trabajos de Gram comprenden 

la descripción de un método general 
de obtención de los coeficientes 
r,(m.n). 

Sin embargo, su más importante 
aportación a la Matemática del Segu- 
m de Vida son las que vamos de de- 
nominar afómulas de Gramm, cuya 
idea básica es la siguiente: 

Sea T una variable aleatoria posi- 
tiva y asociamos el pago de una uni- 
dad monetaria al instante T. El valor 
actual o deswntado de este pago uni- 

tario es la nueva variable aleatoria 
VT, donde 

es el factor de descuento anual, i el 
tipo de interés y 6 = log (l+i). 

Supuesto que 6>0 y que existe el 
momento de primer orden de vT, re- 
sulta: 

o bien, en notaci6n actnarial clásica 

si T = mín. (r,n), siendo nr* el tiem- 
po restante de vida de una persona 
cuya edad es x y n la duración de la 
operación. 

Entonces, la variatua de la varian- 
te vT también existe y tiene por ex- 
presión: 

6' [vT = E [vTI2 - (E(v~))* = E 
[e-6T]2 - [A(6)Iz = E - 
A2(6) = A(26) - AZ(6) [1] 

la media E[VT] se denomina vdor m- 
fuarinl del capital unitario a adero 

q g  . en T. pero la varianza de V no tie- 
ne una denominación similar. Este 
parámetro sirve como medida del 
riesgo actuarial en sentido estricto, 
de mortalidad, o t6enico, inherente a 
esta operación de seguro, riesgo que, 

en general, recoge las fluctuaciones 
aleatorias de la siniestralidad con rei- 
pecto a su valor medio. 

DETERMINACION DEL 
RIESGO ACTUARIAL EN 
SENTIDO ESTRICTO 

E XPRESIONES del tipo de la 
ecuación [l] permiten cuan- 
tificar el riesgo actuarial en 

sentido esiricto de las operaciones de 
seguro de vida. En efecto, sea T = 
T(x) el tiempo transcurrido desde la 
fecha de efecto de la @liza basta el 
fallecimiento del asegurado cuya 
edad inicial es (x). El valor actual de 
las prestaciones reconocidas a favor 
del asegurado (o beneficiario) es = 
brVT, en donde br es la variable 
aleatona que recoge las prestaciones 
que figuran en póliza y VT una ley ñ- 
nanciera de descuento. 

Porejemplo, enun Seguro Vi& EK- 
tera de capital asegurado unitario, 
queda: 

- -  - ;, = vi t 3 O  
La prima pura única es: 

ni TRIMESTRE O 31 



Y la varianza o nesgo a c t u a d  en 
; sentido estricto, teniendo en cuenta 
i la [1], resulta: 
h 
I 

s2(g = 2AX - (Á.)2 

donde es la prima única de un Se- 
guro Vida Entera unitario valorado a 
una fuerza de interés 26. 

En el caso de una operación de 
renta inmediata, definimos el valor 
actual actuarial de una renta vitalicia, 
unitaria y continua a la edad (x) 
wmo, 

expresión equivalente a la definición 
clásica 

Como, a su vez, la prima única del 
Seguro Vida entera es, 

se obtiene, como es bien conocido, la 
relación 

Para caldar la varianza de iq , sa- 
bemos que 

de donde 

Entonces, la varianza queda 

expresión que traducida al campo 
discreto resulta: 

En la wmbiiación de las dos ope- 
raciones anteriores (Vi& Entera Uni- 
taM y renta vitalicia inmediata), si el 
tétmino de la renta es 6, nos resul- 
tan los parámetros: 
E[&, + vT] = 6 . & + A, = 1 
@[6á, + vT] = o 
es decir, no existe riesgo actuarial en 
sentido estricto en una operación que 
wmbie  una Vida Entera de capital 
unitario y una renta vitalicia inmedia- 
ta cuyo término constante sea 6 o 
fuerza de interb técnico. Si embar- 
go, sí existe riesgo actuarial en senti- 
do amplio, asociado, en este caso, a 
la incertidumbre en la fecha de de- 
vengo del capital asegurado unitario 
o fecha de fallecimiento del asegura- 
do. 

La existencia de un solo elemento 
de carácter aleatorio no es, por otra 
parte, infrecnente en las operaciones 
de seguro de vida. Así, en el seguro 
diferido puro la única incertidumbre 
mdica en si se presenta o no el sinies- 
tro, ya que la cuantía del mismo y la 
fecha de su ocurrencia estan aquí pre- 
detetminados si el siniestro ocurre. 

Fiialmente, podemos generalizar 
las que hemos llamado fórmulas de 
Gram al supuesto de primas pena- 
cas. 

En efecto, sea L la variante asocia- 
& a la diferencia entre el valor ac- 
tual de las prestaciones y el valor ac- 
tual de las primas puras wrrespon- 

dientes a una determinada operación 
de seguro de vida. 

El principio de equivalencia estáti- 
ca supone la condición 

E (L) = O 
lo cual implica la importante propie- 
dad 

62 (L) = E (L2) 
Consideremos como caso particu- 

lar el Seguro Vi& Entera aprimar vi- 
raücias, por lo que la variante L será 
igual a VT-p . q. La ecuación de 
equivalencia estática resulta, 
E (L) = E ( v ~ )  - P .  E(a3) = 
A--.&=o x P 
es decir, 

y el nesgo en sentido estricto es: 

de donde se obtiene 
Z A  -A2 

6' (L) = 
( W 2  

Una de las principales aplicaciones 
que tiene la evaluación del riesgo ac- 
t u a d  en la forma que acabamos de 
ver es en el análisis de la solvencia 
del ente asegurador derivada de las 
operaciones de seguro de vida. 
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