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La, al parecer, inevitable casuística que se presenta dentro de las opera- 
ciones de supervivencia compleja, bien se trate de rentas, bien sea de seguros, 
surge ante la dificultad de resolver directamente las expresiones integrales 
a que conducen cada problema en particular. 

Verdad es que la aplicación de las fórmulas de integraci6n aproximada 
(Euler-Woolhouse, Lubbock, Simpson) soslaya aquella dificultad; pero en- 
tendemos que tales fórmulas son sólo imprescindibles cuando aparezcan fun- 
ciones difícilmente integrables, que, como veremos, no es siempre el caso 
que nos ocupa. 

Se presentan, pues, seguidamente, dos ensayos en busca de la máxima 
unificación posible dentro del capítulo de las combinaciones actuariales de 
supervivencia; intentos, de los cuales, el primero es fundamentalmente teó- 
rico, al paso que, en el segundo, se ha impreso un sesgo eminentemente 
práctico. 

PLANTEAMIENTO DEL CASO GENERAL. DEL SEGURO 
DE SUPERVIVENCIA 

Supongamos que n cabezas 

; conciertan un seguro tal que la suma asegurada a pagar en el intervalo 
j (h, h f d h )  dependa de h, y de la situación del grupo [l] respecto a la super- 
1 vivencia, en el momento h, de los elementos que lo integran. En estas con- 
: diciones, el compromiso probable del asegurador estará caracterizado por la 
i S función 

: f(h; t,, t,, ... t,). dh 14 
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que representa la suma asegurada que se ha de pagar en el intervalo (h. h-tdh), 
en la hipótesis de que (x,), (x& ... (x,) fallezcan en las épocas t,, f ,  ... f,, r e s  
pectivamente. Es claro que esta función, así definida debe ser independiente 
de t, para t,>h, de tal forma que, si todas las t, son mayores que h, la fun- 
ci&22] sólo dependerá de h. representando, entonces, la cuma asegurada a 
pagar en (h, h+dh) si todas las cabezas viven en el niomento h. 

Por consiguiente, considerando una fuerza de interés 8, la esperanza ma- 
temitica de [2] será la prima única del seguro, 

aue, en virtud de 

se puede expresar en la forma 

Este resultado, en teoría, es perfectamente general, bastando proyectar 
sobre la función Kh; t,, ... t,J distintas hipótesis. He aquí algunos ejemplos 
sencillos. 

Renta t e m p d  por n d o s .  ü=q 

1 para h e z ,  y &h. 
O para todo otro valor. 

Renta diferida n años. n/<, 

1 para n<h(t. 
f(h; 1 O para todo r r o  valor. 

Renta reversible sobre dos cabezos. 6% 

r 1 para t,<h y t2>h. 
f(h; t,, tJ= 1 para h>h y &>O. 

O para todo otro valor. 

Renta de supervivencia. &,, 

1 para G<h<t,. 
f(h; tl, td= O para todo otro valqr. 
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1 para t < h c n .  , 
f(h;  t)= O para todo otro valor. 

Sin embargo, el camino iniiiado -que se hace:alwente eipiiosc al pasar 
a casos menos elementales-, no resuelve la cuestión' práctica, con lo que 
queda enmarcado el campo de lo teórico, toda vez que, a lo sumo, sirve 
de comprobación d e  resultados harto conocidos. . " . , . . :  ., , 

11 

,. 
Siendo (x) la cabeza asegurada, e (y) la beneficiaria, 'fijaremos nuestra 

atención en el siguiente caso general: Si la cabeza (x) fallece d@tfii&,,,+ 
intervalo dado (k, k + r )  la cabeza (y). disfrutará d e  una renta temporal por'm 
años, pero pagadera a partir de los n  añw del fallecimiento de (x). Enun- 
ciado así el problema, el valor actual del compromiso probable del asegura- 
dor (que representamos por R(x/y)), vendrá dado p o ~ .  la .integra&, >:..:: -5 

en la que 8 es la fuerza de interés, y k, r, n y m, paaámetm a)q$bfjvog;~gue 
expresan temporalidades absolutas, y, por tanto, independientes entre si y 
con la sola condición de que #O. 

Para calcular esta integral la pondremos en la f o m a  . , ,: , lif4 

R(2iy) =- -. t+n/may. di, 

Ahora bien, observando que 

y, mejor aún, descomponiendo esta renta interceptad&'éS Hefekicia '@ dos 
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el cálcuio de [6] lo haremos integrando por partes. .Será, por tanto: 

con lo que todo queda reducido a determinar el valor de la integral 

u21 

Para ello bastará diferenciar w n  relación a t la función [lo], o sea, 

expresión que la pondremos en la forma 

W+". .+,P,. v" tPy+.+m - vn . .P, . n" . ,P,+") dt 1141 

de modo que la integral 1123 se transforma en 

Se aprecia en seguida que esta diferencia es precisamente 

lilraz:y+n+i - -Ey . ~/raz:y+n [16I 

Así, pues, y en definitiva, la integral R(x/y)  vale: 

Esta fórmula, aparte de su fácil aplicación, resuelve todos los casos de 
rentas de supervivencia sobre dos cabezas -(x) asegurada; (y) beneficiana-, 
bastando dar a los parámetros de temporalidad valores adecuados. 

En este sentido, el símbolo w tiene la interpretación habitual de edad 
extrema. Veamos algunos ejemplos: 

Corresponde a k=O; r=m; n=O; m=m. 



2. Renta vitalicia a fauor de (y), si sobreviene n &os a la mrrate de (x). 

Se obtiene haciendo k=O; r = m ;  m=m. 

n/& - =Ev . üo,v+., 

3. Renta temporal por m años, a favor de (y), al fallecimiento de (x). 

En este caso k=O; r = m ;  n=O. 

á a -  ü w f m E ,  . ü,,,+, 

4. Renta vitalicia a: favor de (y), si (x) fallece en el intervalo (k ,  k f r ) .  

Basta hacer n=O; m=m.  

LPZ. r!a.-r+rpz ' t+.IG -iba 

Cuando el intervalo sea el (O, r) queda 

~ " - ? p s ~ , / ü " - ü ~  

5. Renta a favor de (y), si (x) fallece después de r años. 

Haremos m = m ;  n = D ;  k=O. 

*Pm . ?/G - ~/&" 

6. Renta a faua de (y), como máximo hasta n, SI (x) fallece en (O, n). 

Como se sabe esta renta vale 

/"üT /&" 

Sin embargo, como comprobación, y, sobre todo porque su cálculo por 
el método seguido hasta ahora conduce, indirectamente, a una interesante 
ecuación, la plantearemos en la forma 

/.aa, = - - l . vi .  f.. G + f  . . . + f .Z  
1. 

que integramos por parte directamente, 
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precisa, entonces, calcular la derivada 

de tal forma que, sustituyendo esta relación en la expresión de :&,, se 
llega, previas operaciones, a 

Resulta, por tanto, que 

Evidentemente, es más rápido acudir a la transformación 

d (uv+t:xq)  
= (puti S 8 ) .  %+t:- - 1 

dt 

por cuanto la derivada de J%:.q es más facil de obtener que la de 
% + t : n ~ ~ .  Pero al seguir la marcha indicada se obtiene la ecuación! 1181, que 
relaciona la renta a , , , : . ~  con su derivada, las fuerzas de interéu y morta- 
lidad, y que permite, si se desea, el estudio analítico de la citada renta. 

P l  

basta poner 
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Al convertirse la marcha a seguir en una cuestión mecánica, nos limita. 
remos a presentar los siguientes casos generales: 

Caso 1." Dos cabezas aseguradas (xj e (y), y una beneficiaria, (2). 

a) Renta a favor de (z), temporal por m años y pagadera n años de% 
pués de la disolm'ón del gmpo (x ,  y), si ésta ocurre en (k, k+r). 

Representándola por I(xy/z), su valor actual es: 

1 ktl 

= - - v i .  lx+. . Lti , n / l ~ . + t  - dl,+t + v i .  l.+,. l.+.. n/9..t , d i i ]  
L zg 1' 

1191 
Aparece así la renta J(xy/z) como suma de dos expresiones integrales 

análogas, pero que no requiere más que el cálculo de una de ellas. 
En efecto, si hacemos 

1 

la integral J(x :z) valdrá, integrando por partes: 

se desdobla en: 
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Pero obsérvese ahora que esta última integral, cambiada de signo, es 
precisamente J ( x / z ) ;  de aquí se sigue que J(xy/z) viene dada por 

fórmula que presenta una analogía perfecta con la 1171, y a la que se hubie- 
se podido llegar directamente considerando al grupo (x,  y) como una sola 
cabeza, consideración tan sólo válida para un grupa finito de cabezas que 
se extingue al primer fallecimiento. 

Si en [2w se hace k=O, r = m ,  n=Q, n=m, resulta 

&,J.=& - G, 
como era de esperar. 

b) Renta a favor de (z}, temporal por m años, y pagadera en n años 
después de la extinción del grupo (x, y), si ésta ocurre en ik, k+r). Esta 
renta tiene dos interpretaciones, en cuanto a la extinción: 

l-b) Caso en que el último fallecimiento del grupo ( x ,  y) tiene lugar en 
ík, k f r ) .  

La representamos por W ( a z ) ,  siendo su valor actual, 

En este caso, y tras operaciones triviales, el resultado es inmediato: 

Aquí, y sin necesidad de pasar en ella a su forma explícita, haremos dos 
aplicaciones, a saber : 

1) Renta a favor de (z), a la extinción del grupo ( x ,  y). 
Haremos k=O, r = m ,  n=Q, m = m .  

- -  - 
&,,.=a,-a,-a,, +G,, 

2) Si en la renta anterior se supone que r=r, queda 

2-b) Caso en que el primero y último fallecimiento del grupo ( & y )  
concurran en el intervalo (k,  k+r). 

Si se representa por v ( x ~ z ) ,  su valor es 

- 
V(ZYIZ) - - E + + -  + + +  + - +  1231 

a resolver como en casos precedentes. 
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COSO 2P Una cabeza asegurada (x),  y dos beneficiadas, ( y )  y (2). 

Comprende dos subeasos, a saber: 

a) Renta, temporal por m años y hasta la disolünón del grupo (y ,  z), 
pagadera n años después del fallecimiento de (x), si éste ocurre en el inter- 
vaio (k ,  k +r). 

Admitiendo la notación I(x/yz), valdrá 

I(s;yzyzl = - --- . 1 , + t .  L + t  . nlmay+t .r++dlr+t i241 

que, directamente, puesto que el grupo (y, z )  se puede considerar como una 
sola cabeza nos da para I(x/yz} la expresión: 

en la que tomando k=O, r = m ,  n=0, m = m  se obtiene la renta hasta la 
disolución del grupo (y ,  z), a partir del fallecimiento de (x), o sea, 

b) Renta temporal por m años y hasta la extznctón del grupo (y,  z), 
pagadera n años después del fallecimiento de (x),  si &te ocurre en (k. kf  r), 
bastando que viva una de las cabezas del grupo beneficiario a la muerte 
de (2). 

Si su valor actual se representa por ~ ( x l y z ) ,  tendremos 

que se descompne en cinco integrales. 
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Ahora bien, la suma algébnca de las (A). (C) y (E) es 

que recordando 

se transforma en 

Luego, en estas condiciones, se obtiene 

F ( x ¡ ~ ) =  R(X/Y) + R(X/Z) - 2Wyz) ~ 7 1  

Haciendo ahora, como siempre, k=Ol, r= m, n=O y m= m ,  deberá resultar 
la renta (*). 

Z , , G = ~ , I , + ~  si" - -  a,,, = a- zVn - a, 

Como caco particular se nos ofrece aquel en que las dos cabezas del 
grupo (y, z) han de vivir al fallecimiento de (x): si k=n=O: r=m=m 
resulta 

SEGUROS DE SUPERVIVENCIA, 

Existiendo un paralelismo perfecto entre rentas y seguros de superviven- 
cia, vamos a exponer únicamente el caso de dos cabezas ((x) asegurada, e 
(y) beneficiaria), dado que en este ensayo no se persigue una exposición ex- 
haustiva. 

Deben distinguirse dos grupos o clases de seguros de supervivencia: 

a) Pagaderos en caso de vida del beneficiario, si sobrevive al asegu- 
rado. 

b) Pagaderos al fallecimiento del beneficiario (valga el calificativo), si 
ha premuerto el asegurado. 

En consecuencia, se tiene: 

(*) Para esta renta y La siguiente véase Lasheras-Sanz: "MatemBtica del Segu- 
ro". páginas 423 y 424. 

62 



OPERKIONES ACTUARIALBS DE SOBR6YNENCIA COMPUESTA 

Grupo a) El caso general es el de: Seguro pagadero a la cabeza (y), si 
sobrevive n años a la muerte de (x), con tal que esta ocurra en el inter- 
valo (k, k-ir). 

Representando su valor actual por E(xlg), su cálculo es inmediato: 

que, para k=O y r = m ,  nos da el seguro pagadero a (y} si vive n años des- 
pues de la muerte de (x): 

y, para k=n=O, y r=m,  el seguro pagadero a la disolución del grupo (x, y) 
por la muerte de (x), es decir: 

Grupo b) Caso general: Seguro, temporal por m años, sobre la cabe- 
za (y), diferido n años a partir del fallecimiento de (x ) ,  si este ocurre en el 
intervalo (k, k+r). -. 

Lo representaremos por A(x/y), de forma que 

De aquí, siguiendo el mismo procesa que en el caso de rentas, se pasa a 
la expresión : 

- - - 1 

kp;  h+./,Ay - k+,p, . E+,+J,A, + .+.Eq . k / , A w + ~ + m : a - . E y .  k / , A u + - : =  1 
En esta fórmula haremos dos aplicaciones: 

í3Ql 

1) Seguro pagadero a la extinción del gmpo (x, y) por la muerte de (y). 
Corresponde a k=n=O, y r=m=m. 

- 9 - P 
A * $  = A y  -AZy 

2) Seguro pagadero si (x) fallece antes que (y), o bien, si (x) fallece 
dentro de los m años de la muerte de (y). 

Se obtiene haciendo k=O; n=O y r=oo en las expresiones [28] y 134, 
sumando los resultados. Es decir 
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OBSERVACION 

La sencillez que el método de integración, o conjunto de artificios, o, sim- 
plemente, aplicación de las más elementales normas de cálculo diferencial, 
presenta en todos los casos considerados hasta ahora, queda invalidada 
cuando se aplica a rentas y seguros de supervivencia cuyo pago quede de- 
terminado por un orden preestablecido en el fallecimiento de las cabezas 
que integran el grupo asegurado. 

Sea, por ejemplo, el caso más simple: renta a favor de (2) a la disolu- 
ción del grupo (x, y) par la muerte de (x). Tendremos 

donde por sucesivas transformaciones se llega a 

resultado que, si bien tiene un sentido actuarial evidente, constituye para 
nuestro objetivo un auténtico círculo vicioso. Es más; lo sistemático de 
este resultado ante todos los procedimientos aplicados hace sospechar la 
imposibilidad de resolver estos casos por integración directa. 

No encontramos, por tanto, otra solución que la de aplicar las fórmulas 
de integración aproximada, ya que las integrales que resultan de sustituir 
la función de supervivencia par su forma explícita, llevan a expresiones de 
una complejidad extraordinaria. 

Finalmente es de observar que, si bien en todas las fórmulas anteriores 
figuran rentas y seguros "continuos", son perfectamente aplicables cuando 
se trate de rentas pre o ppagables, fraccionadas o no, como puede com- 
probarse fácilmente; mientras que en el caso de los seguros será preciso 
afectar a las fórmulas del factor (l+t)-*, si son pagaderos al final del año, 
respetándolas, en cambio, si son pagaderos al fallecimiento, puesto que, ad- 
mitiendo la distribución uniforme, se puede reemplazar A por -4 sin error 
apreciable. 




