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La'variación de las cuotas de Renta a pagar se establece partiendo 
del principio de que el grupo de cabezas ha sido dado en un orden, 
según el cual la que quede como primera de las que en cualquier mo.- 
mento sobrevivanmarca como cabeza .dominante. el importe de la 
cuota de Renta a pagar, y perdurara este importe mientras subsista tal 
cabeza =dominante. y cualesquiera que sean las alteraciones que en el 
grupo se produzcan por fallecimiento de las otras cabezas. 

Se considera como fórmula general la que establece el valor de la 
Renta «cuando vivan exactamente r cabezas de las m dadasa, y gene- 
ralizando la misma, por suma de los valores obtenidos al hacer variar 
a r, se tendrá la fórmula para acuando vivan por lo menos t cabezas*. 
De estas dos fórmulas se deducen directamente los casos particulares de 
una aparición más frecuente y, en su consecuencia. de una mayor apli- 
cación. 

Buscando la generalización establezcamos las fórmulas para los gru- 
pos de dos, tres y cuatro cabezas, utilizando ya directamente los simbo- 
los de las Rentas, es decir, de las primas únicas de la Renta unidad. 

1.' Sean DOS CABEZAS Z, y; con unas cuotas, respectivamente, c., 
c,, pagaderas en la siguiente forma: 

c, mientras subsista la cabeza Z, ya sea conjuntamente con y o des- 
pues de fallecer ésta. 

cT mientras subsista la cabeza y después de haber fallecido z. 



a) El coste de la renta pagadera MIENTRAS VIVAN EXACTAMENTE LAS 

DOS CABEZAS, será: . 
c, a,, u 1  

6) El Coste de la renta pagadera MIENTRAS VIVA EXACTAMENTE TINA 

CABEZA, será: De un lado, c, a, + c, a,, de donde habrá que deducir la 
renta que se pagaria mientras vivan las dos cabezas, o sea una parte 
literal igual a a, Y un coeficiente c, + %, es decir, la suma de los coefi- 
cientes de todos los grupos de una cabeza que se pueden formar con 
las dos que han de intervenir en el substraendo: (c. + c y )  axy, luego la 
fórmula es: 

~ , a , + c , . a ~ -  j ~ , + c ~ I a , ~  [21 

2 . O  Sean TRES CABEZAS x ,  y, z con unas cuotas c,, cy, c, sobre las 
que del mismo modo se establece una análoga relación. 

c, pagadera mientras viva x, ya sea con y ,  z, es decir, viviendo los 
tres; ya sea viviendo con y después de muerto z, o viviendo con e des- 
pués de fallecer~; o viviendo sólo z después de fallecer y, z. 

cy pagadera mientras viva y después da fallecer z, ya sea viviendo 
con z, o viviendo solamente y después de morir z. 

c, pagadera mientras viva z después de fallecidos x, y. 

a) El coste de la renta pagadera MIENTRAS VIVAN LAS TRES CABEZAS 

z, y, e, será: 
CL a\yz í31 

6) MIENTRAS VIVAN EXACTAMENTE DOS de ellas, será: 

deduciendo la parte correspondiente a la renta que se pagaría cuando 
vivan las tres juntas, y del mismo modo la parte literal será aXy, con un 
coeficiente igual a la suma de los correspondientes a todos los grupos 
de dos cabezas que pueden formarse ion las tres dadas: 

(e, f C, + c y )  aryr 

Por tanto, la fórmula será: 

C) MIENTRAS VIVA EXACTAMENTE UNA CABEZA, será: 



menos la renta que en esta suma esta comprendida y que se pagaría mien- 
tras vivan dos y mientras vivan las tres; es de&, la parte literal de [4] 
y 131, respectivamente, con unos coeficientes relativos a los grupos de 
una sola cabeza que estamos considerando; el término de corrección 
mientras vivan dos, será: 

y mientras vivan las tres: 

(c. + cy + c,) axyz 

luego la fórmula será: 

que simplificando queda: 

3 . O  sean cuatro las cabezas x, y, 8, w con unos importes, respecti- 
vamente, c,, cy, c,, C, que han de guardar la misma relación prevista 
en términos generales y aplicada en los casos anteriores. 

a) El coste de la renta que habna de satisfacerse MIENTRAS VIVAN 

LAS CUATRO, es: 
C ,  axyzw [61 

6) MIENTRAS VIVAN EXACTAMENTE TRES de ellas: 

deduciendo del mismo modo el coste de la renta cuando vivan las cua- 
tro (c,  + cx + c, + c,) a,,, 

C, axyz t C, + c. asw + cy apw 

O sea: 
- ( 3 c x  + c y )  axyzw [71 

c) MIENTRAS VNAN EXACTAMENTE DOS: 



menos el coste de la que habría de pagarse cuando vivieran tres y cwn-  
do vivieran cuatro, es decir, ia parte literal de [7] y de [6] con los corres- 
pondientes coeficientes. 

La de tres, será: 

menos el coste relativo a cuando exactamente vivan dos, tres y las cua- 
tro que del mismo modo se formará sucesivamente con la parte literal 
de las fbrmulas [a], [7] y [6], afectándolas de los coeficientes relativos a 
este caso: 

Cuando vivan dos: 



cuando vivan tres: 

cuando vivan cuatro: 

luego la formula sertí, agrupando t&minos semejantes: 

cx a, + cy ay + c, 8, + cw a, 

-[(C.+ ~ ~ ) a . ~ + ( c , + ~ , ) a , f  (cx+c,ia,+(c,+c,iayz+ 

+(%+%)  a y w + ( c Z + % )  a-] 

+ 2 [ ~ .  + C Y  + C Z )  a .p+ ic. +c, +c,)% + 
+ (C. + cz + c-) a- + @Y + cz + cw) aynl 

- l(c= f cv + C Z ) ~ X , Z + ( ~ ~  f c y  +%) axyv+ 

+ i c  + cz + %) a,, + (cy + cz + cw) ayml 

- 3 (c. + c, + c, + e,) a,,, 

+ 3 ( c x + c , + c z + c w ~ a v ,  
- (cY + cy + CE + C W ~  arPw 

y simplificando, tendremos: 

Al agrupar estos resultados, obtenidos sucesivamente, se forma el 
siguiente cuadro: 



Coste de la renta pagadera sobre diversos grupos de cabezas, siendo Bstas en total 

2 ( x ;  Y) 3 @;Y ; 4  4 ( x ; y ; z ; w )  
~ ~ ~~- 

Misnirar 

Vi"#," exac- 

tamente 



Buscando una expresión mhs simplificada se forma el segundo cua- 
dro, designando por a: la suma de las rentas que pueden formarse con 
todas las combinaciones de m cabezas tomadas en orden n. Los coefi- 
cientes, afectados ahora por subindice num6ric0, indican que habrtán de 
sustituirse por el coeficiente o cuota de renta relativo a la cabeza que en 
la expresión literal figure en el lugar que este subindice expresa. 

Coste de la renta pagadera sobre diversos grupos de oabezas, 
siendo ésias en toial 

Mientras 

vivan crae- 

A la vista de la ley de formación que se desprende de las fórmulas 
encontradas, vamos a demostrar que la fórmula general es del tipo: 

Por inducción, suponiendo dicha fórmula cierta para m cabezas, 
mientras vivan exactamente Y, demostrar que es igualmente ciertas para 
m + I cabezas, mientras vivan también exactamente Y. 
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El desarrollo de la fórmula para m cabezas, mientras vivan exacta- 
mente r tiene la siguiente expresión: 

En esta suma alternada, de m-r+  I términos, cada uno se com- 
pone de dos elementos: coeficiente y parte literal. La parte literal de 
cada término es la suma de las Rentas que pueden formarse combinan- 
do las m cabezas dadas, eñ orden o grado r (el número de cabezas que 
han de vivir exactamente) para el primer término de la f6rmula general 
y creciendo el orden de unidad en unidad hasta ser m para el último 
término. El coeBiente, en cada término, es también una suma de valo- 
res de c afectados por eulerianas. Los eukrianas son todas de orden o 
denominador igual al número de cabezas que han de vivir exactamente 
disminuido en una unidad. Los numeradores comienzan en cada tér- 
mino por el número de cabezas que en 61 se conside~an, disminuido en 
una unidad y decrecen hasta llegar al valor del orden o denominador. 



Los correspondientes valores de c que multiplican a cada euleriana 
siguen en cada termino el orden natural en los subíndices a partir de 1. 
Puede apreciarse que la suma de las eulerianas, prescindiendo de las 
valores de c, es exactamente el número de combinaciones de orden r de 
un número de elementos igual en cada término al grado u orden de 
la parte literal. De este modo, por ejemplo, en el término de lugai 2, la 
parte literal es la suma de todas las rentas formadas de r+ r en r+ I 

entre las m cabezas. 
El coeficiente según lo expuesto contendrá la euleriana ('y), 0 sea 

denominador r (el número de cabezas que consideramos han de vivir 
exactamente) y numerador el grado u orden de la parte literal, r + r .  

Esta euleriana se descompone ('f') = (,l,) + (:::) y para formar, 
finalmente, el coeficiente habrá que afectar a estas eulerianas de los co- 
rrespondientes valores de c, que serán c, y c,, luego el coeficiente ser& 

La demostración por el método inductivo supone que partiendo de 
que la fórmula es exacta para m cabezas, veamos qué sucede al consi- 
derar una cabeza más. 

Si el grupo inicial que tenemos es x,; x,; ... ; x, al incluir una cabeza 
más el grupo será x, ; x, ; ... ; x, ; x,+, 

La fórmula que se supone cierta para m es, en resumen, una suma 
de todas las combinaciones que pueden formarse con las m cabezas en 
todos los grados u órdenes qye varian desde r hasta m, y para estable- 
cer estas combinaciones se tienen en cuenta lógicamente todas las ca- 
bezas dadas. Al considerar una cabeza más, forzosamente deberá apare- 
cer en todos los términos de distinto grado que componen la fórmula 
formando parte de las combinaciones con las m anteriores, luego debe 
incluirse en ellos pero sin alterar el orden inicial de grado r para el pri- 
mero, puesto que aun cuando se consideran ahora m+  r cabezas se 
continúa con la condición de que .vivan exactamente r*;  lo que suce- 
derá es que existirá un termino más, puesto que hay que considerar el 
termino o sumando en el que viven todas !as cabezas que antes era de 
orden m y ahora ha de ser de m + I porque éste es  el número de vidas 
consideradas. 

Sucesivamente se tendrá: En el primer tdmim, la parte literal es la 
suma de todas las rentas posiblemente formadas entre las m dadas, 
tomándolis de Y en r; ahora al tener una cabeza m4s han de añadirse 



a las ya formadas todas las rentas de r cabezas en que entre el nuevo 
elemento y que son las combinaciones que pueden formarse con los m 
elementos anteriores en orden r-r para que al afiadir el nuevo quede 

, en el orden r deseado y que son (,:,) que sumadas a las ya formadas 

(F) da un total de (*$') que es el número de combinaciones de orden Y 

entre m + I elementos. 
Con respecto al coeficiente, el que allí tenemos (:::) c,, o sea (:) c ,  

representa una euleriana de numerador igual al número de cabezas que 
entran en cada renta de la parte literal y por orden el número de cabe- 
zas que exactamente necesitanios que vivan para pagar la renta, afec- 
tada por c, importe correspondiente a la cabeza que figure en primer 
lugar en cada renta, que es la que marca el importe a pagar; ahora son 
m + r  las cabezas, pero el grado de la parte literal no ha sufrido nin- 
guna variación, luego el numerador de la euleriana sigue siendo el mis- 
mo, r y el número de cabezas que necesitamos vivan para pagar la ren- 
ta es también el mismo, luego tampoco varia el orden de la euleriana, 
que se repite aquí (:), o sea e::) igualmente multiplicado por c,, ya que 
la primer cabeza que en cada renta figure ha de ser del mismo modo la 
que senale el importe a pagar. Por tanto, el primer término, al conside- 
rar m+  r cabezas podemos escribirle 

En el segundo tirminu, la parte literal que es del mismo modo la 
suma de todas las rentas de 7+ I cabezas formadas con las m dadas, 
al considerar una vida más sin alterar el orden r + r  de las que entran 
en cada renta, se repetirá el problema anterior, o sea aiíadir a todas las 
rentas ya formadas las que del mismo grado r + r  puedan formarse 
entrando el nuevo elemento y tendremos de este modo la' suma de  



todas las rentas posiblemente formadas con m+ r elementos tomadas 
cada r+ r .  

Para formar el coeficiente tengamos en cuenta que el número de 
cabezas que entran en cada renta de la parte liteial es 7 + r ,  y al tomar- 
las de 7 en r  (número exacto de cabezas que han de vivir) dan lugar a 
cfl) combinaciones. luego si prescindieramos de los importes a pagar 
éste sería el coeficiente ('y), que a su vez se descompone en suma de 

&) más (:::), según que sean las combinaciones que comienzan por 
el primer elemento y las que comienzan por el segundo de los r + I que 
componen cada renta, y, por tanto, multiplicados estos números combi. 
natorios por c, y c,, respectivamente, importes correspondientes a las 
cabezas que figuren en primero y segundo lugar de cada una de las 
rentas; siendo en un todo, este coeficiente, obtenido para el caso que 
estamos demostrando de m+ r cabezas, es el mismo que el que figura 
en el desarrollo para m cabezas. Y por lo que el segundo termino de 
este desarrollo puede expresarse del siguiente modo: 

En el término general, de lugar S, la parte literal es la suma de todas 
lasrentas formadas con las m cabezas tomadas cada ? + S - I ,  si se con- 
sideran ahora m+ r cabezas habremos de formar igualmente todas las 
rentas del mismo orden r + s - I  que contengan al nuevo elemento 
consiguiendo en total la suma de todas las rentas formadas con las 
m + r  cabezas y tomadas cada r+s-r;  en el coeficiente aunque ha 
variado el número de elementos de m a m+- I ,  r no ha variado, es de- 
cir, el número de cabezas que exactamente necesitamos que vivan, ni 
tampoco ha variado el grado de la parte literal, o sea el número de ca- 



bezas que en este término entran en cada renta, luego la euleriana que 
representa el coeficiente, al prescindir de los valores de c, tampoco ha 
sufrido alteración, siendo igualmente y+:-') y del mismo modo puede 
descomponerse en: 

+ S  - .?+S-2 ( ) - ( ,-, ) + (re;3) + ... + Y+'+";-:+") + ... y) r -L 

que expresan el mimero de dichas combinaciones que comienzan por 
el lo, 2 O ,  3 O  ... do ... so elemento de los que contiene cada expresión de 
renta de la parte literal y del mismo modo estas eulerianas vendrán, 
respectivamente, multiplicadas, por c ,  ; c, ; .. ; c d  ; ... c, que son los ca- 
pitales pagaderos según que domina el lo, ZO, 3" ... so elemento, por lo 
que tambih podemos escribir dicho término general de lugar S, para 
m + r  vidas del siguiente modo: 

r+a-2 ( ) c  t 3 ) + . . +  ! a x l  x, . x,,,-, x,+,-, 

+ S + )  ,, . -r ' ) + a x ,  X, . .  x ,+S-? xr+* 

En el término de lugar m-?- j r  se formará la parte literal de aná- 
loga manera, tratándose de m+ r cabezas, consiguiendo las sumas de 
todas las rentas de m vidas con las n / + r  existentes, y el coeficiente del 
mismo modo se repetirá.el desarrollado para m vidas, siendo el mismo 
(r) y la misma su descomposición, por lo que también podemos escribir: 

En el desarrollo expresado para ns cabezas ya no existen más tbrmi- 
nos, es el último el de lugar m-+ r ;  como quiera que ahora consi- 



deramos una cabeza más, el número de términos será uno más, o sea 
m - r t  z, según lo cual aún nos faita un término por considerar en el 
desarrollo, y, en efecto, en el último término considerado hemos tenido 
en cuenta todas las rentas con m + r  cabezas tomadas cada m, y aun 
nos falta el término en que se consideren las rentas formadas con las 
m r cabezas tomándolas cada m + r .  

La parte, literal será la renta que se forme con las m+ r cabezas, y 
el coeficiente, piescindiendo de valores de c, será una euleriana que re- 
presente el número de combinaciones que pueden formarse con m +  r 
elementos tomados de r en r descomponible en suma de eulerianas 
que representan las combinaciones de orden r que comienzan por el 
lo, 2' ... (m-r+z)  elemento de la clasificacjón general, que es la que 
reproduce al subíndice de la cuota de renta, y, respectivamente, afecta- 
dos por los correspondientes valores de c, luego tambih podemos es- 
cribir el término de lugar m-r+z 

La agrupación de los desarrollos obtenidos para cada uno de los 
terminos responde a la fórmula 

igualmente obtenida al sustituir en [ lo] m por m+ r: 
Resta a la demostración comprobar que la fórmula [ lo] es cierta para 

un caso concreto, m = j ,  por ejemplo, y, en efecto, sustituyendo en [ lo] 
* 

m, r, K, p por sus respectivos valores, tendremos: 



expresiones a las que se llegó directamente, luego la fórmula [ lo] es 
válida, como queríamos demostrar. 

11. RENTA VITALICIA INMEDIATA SOBRE m VIDAS PAGADERA POR CUOTAS 

VARIABLES SEGON SEAN LAS QUE SOBREVIVAN Y MIENTRAS VIVAN POR LO 

MENOS t CABEZAS. 

Demostrada la f6rmula [ lo] para la renta pagadera mientras exacta- 
mente vivan r cabezas, hacer variar r desde r hasta m y sumar los dis- 
tintos resultados: 

111. CASOS PARTICULARES. 

1. RENTA VITALICIA INMEDIATA SOBRE #l VIDAS PAGADERA POR CUOTAS 

VARIABLES SEGÚN SEAN LAS QUE SOBREVIVAN Y PAGADERA HASTA EL ULTIMO 

PALLECIMIENTO: 

Partiendo de la fórmula [II] hacer t =  1 

Este caso tiene otra expresión más sencilla 

como pasamos a demostrar: 

Desarrollando la expresión [Iza] y agrupando los términos seme- 



jantes, con respecto al grado de a (o sea el número de cabezas que in- 
tervienen en cada renta) se h a b r h  recogido igualmente todos los térmi- 
nos que figuran en la f6rmula ya demostrada. 

Las de primer grado serin: 

k = l  de r = l  c1 m m 1  

Las de segundo grado serán: 
k = 2  de r = l  -(c,,c,)~, a - -- 
k = l  de r = 2  -c,mma C, om2 

Los de tercer grado serán: 

Los de so grado serán: 
k = s  d e r = l  (-lis-'[ cl + cs + ...+ cb-h + ...+ cc-l 

+c.] .m 
k = s-1 d e r = 2  (-1)s-2[(~-1)~1 + (S-2) cl +...+ hcs-h 

+...+ cs-l] u; 

................................................................... 
k = S- h de r = h + 1 (-%)s-"-~ [(' hl )  C, + ('ha) cg 

+ - + ; 3 ~ s - h ]  a: 
................................................ L . . .  ................. 
k = 2 de t.= s - 1 (-1)' [(:::) c, + (:::) c,] O: 

k = 1 de r =  S (-1)" (z::) 0; 

+ Ca [("oZ) - (y) + ... :- ('cz) T .  . i (E:;) ] 



Los de m" grado serán: 

k = m  d e r = l  ( - l )m-l [ci+c,- t  ...+ cm-h+ ...+ 
cm-< + cm I -m 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
k = m - h de r = h + 1 (-l)m~-h-' [y;') C, + ("'h 2, % + ... f 

(1) C m  h 1 -m 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
k = l  d e i - = m  1-Ijo (m::) cl u; 

... = !-ly .m / C, [(yt)- +.,.,(y) f *(;:;)f(;::) ] 

Agrupando estas expresiones parciales obtenidas sucesivamente, 

1 
( V a ) ~ g . . . X ,  

= c 1 0 m 1 - c 2 a m 2 T . . . + ~ - l ) p - ~ C S  a; T...+ 
(-1)m-f Cm =m 

que responde a la formula simplificada 

como queríamos demostrar. 

2. RENTA VITALICIA INMEDIATA SOBRE m VIDAS PAGADERA MIENTRAS 

VIVAN EXACTAMENTE 7' Y POR UNA CUOTA FIJA: 

, Partiendo de [ lo] y haciendo cp = c', 

Teniendo en cuenta que 
r-t+k-, r - l - tk -  2 ( - 1  ) + ( r-, ) +.-+ (A) + (E:) =(r+:-l) 

la fórmula será: 



siendo c', la cuota que invariablemente ha de satisfacerse para cada 
valor de r, o sea cuando el grupo se compone de r cabezas, cualesquiera 
que sean éstas. 

3. RENTA VITALICIA INMEDIATA SOBRE m VIDAS, PAGADERA MIENTRAS 

VIVAN POR LO MENOS t Y POR CUOTA DISTINTA A LA DISMINUCIÓN DEL GRUPO. 

Partiendo.de la anterior fórmula [13] se reducirá este caso al sumar 
los valores obtenidos haciendo variar a r desde t hasta m y asignando 
a cada término valores de c', según el número de sobrevivientes, con 
arreglo a un orden previsto, de la forma cv1 ; c'I+, ; ... c',-I ; c', según 
que, respectivamente, vivan t ; t + 1 ; ... ; m - 1 ; m cabezas. 

Es un caso particular del anterior haciendo constante el valor de c 
I que varia con r; por tanto, su fórmula, basada en la [14], tendrá la for- 

I ma siguiente: 

I 5. RENTA VITALICIA INMEDIATA SOBRE m VIDAS, PAGADERA HASTA EL - ÚLTIMO FALLECIMIENTO POR CUOTA DISTINTA A LA D I S Y I N U C ~ N  DEL GRUPO. . 
il Puede considerarse esta expresión como caso particular de la fórmula 

[14] ampliando el entorno de la variable r para que tenga un campo de 

i ' variabilidad ahora desde r hasta m; o bien como caso particular de la 

1 formula [Iza], convirtiendo el valor cp en c', que expresa la va~iabilidad 
1 en los importes a pagar según que vaya disminuyendo el grupo, y re- 

pitiendo la ~ i ~ ~ l i f i c a c i ó n  efectuada para concluir en la fórmula 1131; da 
igualmente en ambos casos la expresión 

6. RENTA VITALICIA INMEDIATA SOBRE m VIDAS, PAGADERA HASTA EL 

ÚLTIMO FALLECIMIENTO Y POR CUOTA FIJA AUNQUE SE MODIFIQUE LA CONSTITU- 

ClÓN DEL GRUPO. 

Puede considerarse como un caso particular de la fórmula [16] su- 



primiendo la variabilidad del elemento c', y como elemento constante 
c factor común sacarle fuera de la expresión, con lo que la fórmula 
sera 

o bien partiendo de la formula ll2b] y haciendo del mismo modo 
c, = c (constante), que como factor comrin sale fuera de la expresión, 
la fórmula sera: 

Estas fórmulas, que han sido deducidas de las generales halladas, 
proporcionan en sus desarrollos las mismas expresiones que fueron 
demostradas en cada caso por diversos autores. 

Madrid, octubre 1946. 


