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Presentacion

En julio de 2001 el Consejo de Administracion de MAPFRE MUTUALIDAD,
como homenaje a D. Julio Castelo Matran, anterior presidente del SISTEMA MAPFRE
y de MAPFRE MUTUALIDAD y gran impulsor de su desarrollo -actualmente es
presidente de honor de FUNDACION MAPFRE- acordé la creacién, con caracter
bienal, del Premio Internacional de Seguros Julio Castelo Matran, destinado a premiar
trabajos cientificos sobre materias relacionadas con el seguro en Espafia, Portugal y los
pafses de Iberoamérica.

Con este motivo, FUNDACION MAPFRE, a través del Instituto de Ciencias del
Seguro, convocd en junio de 2007 la cuarta convocatoria del Premio y designé a un
jurado compuesto por relevantes personalidades en los ambitos profesional, cientifico y
empresarial del mundo del seguro.

En la reunién celebrada el dia 25 septiembre de 2008, tras valorar los diversos
trabajos que con una alta calidad se habian presentado desde Argentina, Brasil, Cuba,
Espafia y Perd, el jurado acord6 conceder el Premio, dotado con 35.000 euros y un
diploma acreditativo de la obtencién del mismo, a D. Emilio Gémez Déniz, Profesor
Titular de Métodos Cuantitativos para la Economia y la Empresa de la Universidad de Las
Palmas de Gran Canaria, y a D. José Marfa Sarabia, Catedratico de Métodos Cuantitativos
para la Economia y la Empresa de la Universidad de Cantabria, por su obra Teoria de la
Credibilidad: Desarrollo y Aplicaciones en Primas de Seguros y Riesgos Operacionales, cuya
publicacién promovida por FUNDACION MAPFRE me complace especialmente
presentar.

El premio se entrega a los autores en un acto publico de acuerdo con lo
establecido en las bases de la convocatoria.

FUNDACION MAPFRE, entre otras actividades, fomenta la investigacion y la
divulgacién de conocimientos en relaciéon con el Seguro y la Gerencia de Riesgos y
para ello promueve la concesion de ayudas y premios a la investigacién en estas areas
potenciando la realizacién de trabajaos cientificos como el que se recoge en esta
publicacién que esperamos sea de interés y utilidad tanto al mundo académico como al
profesional relacionado con la actividad aseguradora.

José Manuel Martjnez Martinez
Presidente de FUNDACION MAPFRE
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Introduccion

La teoria de la credibilidad es un conjunto de técnicas que permiten al ase-
gurador ajustar de modo sistemético las primas de los seguros en funcién de la
experiencia de siniestralidad.

En teoria de la credibilidad entran en juego los dos conceptos clasicos de riesgo
individual y riesgo colectivo, y se resuelve de modo riguroso el problema de cémo
analizar la informacién obtenida de estas dos fuentes para llegar a la prima de
seguros y obtener una tarifa justa.

La teoria de la credibilidad como disciplina matematica, toma sus métodos de
diversos campos de las matematicas: la estadistica Bayesiana, el anélisis funcional,
las técnicas de minimos cuadrados, la modelizacién sobre el espacio de estados etc.
Partiendo de las ideas originales de Whitney y Mowbray autores contemporaneos
como Bailey, Longley-Cook, Mayerson, Bithlmann, Straub y Jewell se han en-
cargado de proporcionar a esta teoria una fundamentaciéon matemaética rigurosa,
convirtiéndola en una de las ramas mas atractivas y estudiadas de la ciencia ac-
tuarial. Uno de sus principales usos se presenta en el seguro del automévil, en el
que la prima inicial se va transformando sucesivamente a medida que se incorpora
la informacién de la siniestralidad. Son los denominados sistemas de tarificacién
bonus-malus.

Existe en castellano un vacio importante de informacion en esta area de conoci-
miento, ademaés de no existir ninguna obra suficientemente actualizada que incluya
los avances recientes y sus aplicaciones. La desconexién entre los avances cientificos
mas recientes y la practica aseguradora, justifica una investigaciéon como la pre-
sente, que engloba una gran parte del conocimiento existente sobre credibilidad.

Los objetivos de la investigacién consisten en el desarrollo, andlisis y apli-
cacién de modelos de credibilidad, tanto en el cdlculo de primas como en riesgos
operacionales. Se presenta de una manera rigurosa y al mismo tiempo aplicada,
tanto los modelos cldsicos como los de desarrollo mas reciente, ademas de diversas
propuestas novedosas. La exposicién y desarrollo de los diferentes modelos viene
acompanada con su aplicacién en problemas reales que aparecen en la literatura
actuarial y de riesgos operacionales.

En las ultimas décadas el sector financiero ha experimentado una evolucién
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sin precedentes caracterizada principalmente por la globalizacién de los mercados,
la incorporacion de las nuevas tecnologias al sector, el desarrollo de complejos
productos derivados y la incorporacion a los mercados de paises del tercer mundo
como China, India, etc.

En este nuevo entorno se consolida como pieza fundamental del éxito en la
gestion financiera el control y la medicién de riesgos. De ahi que en la ultima
década haya nacido un término que se estd haciendo frecuente en los sistemas
financieros. Este término es el de riesgo operacional. Un riesgo adscrito a suce-
sos que no incluyen los de mercado ni los de créditos, y que pueden tener una
procedencia interna y/o externa. Debido a las nuevas indicaciones regulatorias
conocidas como Basilea IT (BIS, 2005) en el sector bancario, se estd realizando un
considerable esfuerzo en la implementacién de procedimientos tanto cualitativos
como cuantitativos para modelizar el riesgo operacional.

La investigacién se ha estructurado en seis capitulos mas uno de conclusiones.
Se incluye ademés un apéndice con datos, las referencias bibliograficas y un indice
analitico.

Los contenidos de cada capitulo se exponen a continuacién de manera breve.

= El capitulo 1 presenta una revisién de la literatura sobre los modelos ex-
istentes de credibilidad. Se comienza con una introduccién al tema, para
continuar con una descripcién de los modelos de credibilidad maés recientes.

= Los principios de cdlculo de primas, asi como la metodologia asociada a su
obtencién, constituye un elemento imprescindible en la tarificacién mediante
credibilidad. En el capitulo 2 se presentan las propiedades deseables que debe
satisfacer un principio de célculo de prima, asi como los diferentes métodos
para su obtencién. Se estudia el concepto de medida de riesgo, junto con las
propiedades deseables que debe satisfacer. Las medidas de riesgo y primas
basadas en la cola de la distribucién (es decir valor en riesgo VaR y valor
en riesgo en la cola TVaR) ocupan un lugar importante en la investigacién
actual en seguros y seran igualmente estudiadas en este capitulo.

= La modelizacién del riesgo por medio de familias paramétricas de distribu-
ciones constituye la metodologia cldsica de establecer la poblacién de ref-
erencia tanto en seguros como en teoria de la credibilidad. En el capitulo
3 estudiaremos modelos de distribuciones paramétricas que pueden ser uti-
lizadas para describir el riesgo de un colectivo. Los modelos aqui introducidos
seran posteriormente utilizados en los modelos de credibilidad, tanto para
modelizar el colectivo de una cartera, como la distribucién a priori de algin
pardmetro de interés. Como parte practica, presentamos un caso de estudio
aplicado a datos normalizados sobre danos de huracanes, donde ademas de
trabajar con diferentes familias paramétricas, se introduce un modelo de re-
gresién basado en la distribucién inversa Gaussiana, para finalmente obtener
diversas primas basadas en los modelos seleccionados.
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= En el capitulo 4 se presentan los instrumentos de estadistica Bayesiana y las
primas Bayes. La estadistica Bayesiana constituye una herramientas bésica
en credibilidad cuya metodologia se ajusta perfectamente a los objetivos de
la credibilidad. Por medio de la inferencia Bayesiana, se estimard la prima
de riesgo, primero a través de la prima colectiva y posteriormente mediante
la prima Bayes.

= El capitulo 5 estd dedicado a los diferentes modelos de credibilidad. Se pre-
sentaran los modelos clasicos y Bayesianos de credibilidad, asi como algunos
modelos mas recientes desarrollados en los ultimos anos. Entre esto mode-
los mas recientes incluimos los modelos bayesianos jerarquicos y los modelos
basados en robustez bayesiana, la aproximacién gamma-minimaxy la aprox-
imacién posterior regret-gamma minimaz. Se incluyen nuevas aportaciones y
se presentan diversas aplicaciones numéricas con datos reales.

= El capitulo 6 estd dedicado a la modelizaciéon de riesgos operacionales por
medio de la teoria de la credibilidad. Se plantean modelos para la cuantifi-
cacion de la frecuencia y la severidad de pérdidas debidas a riesgos opera-
cionales, ademas de la modelizacién de la distribucién de pérdidas agregadas
(LDA). Se presentan diversas aplicaciones con datos reales y simulados.

= Finalmente, el capitulo 7 incluye las conclusiones més importantes de la
investigacién.



Capitulo 1

Teoria de la Credibilidad:

Concepto y Perspectiva
Historica

La teoria de la credibilidad constituye uno de los temas centrales de inves-
tigacién y practica en seguros. Dicha teoria incluye numerosos modelos que han
aparecido desde comienzos del siglo XX hasta la actualidad, elaborandose en buena
medida gracias a los avances que se iban produciendo en las ciencias matematicas,
en especial en su apartado de estadistica, y méas concretamente en estadistica
Bayesiana. De este modo, diferentes modelos que se desarrollan desde puntos de
partida completamente diferentes convergen finalmente a un mismo resultado. Esta
particularidad es uno de los atractivos de esta teorfa. Su utilidad en las ciencias ac-
tuariales ha transcendido a otros campos cientificos, algunos no relacionados con
la disciplina actuarial. Es posible encontrar modelos de credibilidad en biologia
(Linacre et al., 2004), economia financiera (Bithlmann et al., 2007), estadistica en
deportes (Mahler, 1991), etc.

El término credibilidad se introdujo por vez primera en seguros en Estados
Unidos antes de la primera guerra mundial, en relaciéon con los sistemas de ajuste
de primas en seguros de compensacién obrera o seguros de accidentes. Por aquél
entonces, numerosas empresas ejercieron una fuerte presion a las empresas asegu-
radoras dada la baja siniestralidad laboral y la elevada tasa de actividad, para que
se les reconociera este hecho en los importes de las primas a satisfacer.

Se debe a Whitney (1918) los primeros trabajos en la materia con la publi-
cacion de su trabajo en los Proceedings de la Casualty Actuarial Society. La idea
inicial habfa sido propuesta por Mowbray (1914). De una forma simple, a través
de una matemadtica elemental, propone que la prima que se debe pagar por parte
del asegurado incluya tanto la experiencia individual (del asegurado) como la del

5



6 Teoria de la Credibilidad: Concepto y Perspectiva Histdrica

colectivo (la cartera de seguros). De este modo el estimador de la prima se calcu-
laria atendiendo a la siguiente expresién:

P=Z X+(1-2)-C, (1.1)

donde X es la experiencia individual, C' la informacién que se dispone sobre
el colectivo y Z un factor de ponderaciéon denominado factor de credibilidad.
Obsérvese que la expresién (1.1) es una combinacién lineal convexa entre la ex-
periencia individual X y la del colectivo C. Es decir, un punto perteneciente al
segmento que conecta X y C, como se aprecia en la figura 1.1. La expresién (1.1)

C

X

Figura 1.1: Prima basada en la experiencia individual X, y el colectivo, C.

dio respuesta formal a la idea que estaba en mente de muchos actuarios de la
época: encontrar un mecanismo que permitiese asignar a cada uno de los dos tipos
de informacién, la individual y la colectiva, un peso o ponderaciéon que se comple-
mentasen en la determinacién de la prima a cobrar.

Intuitivamente el factor de credibilidad Z deberia de satisfacer lo siguiente:

= Ser una funcién del tiempo de vigencia de la péliza, n, por tanto Z = Z(n),

= Ser una funcién creciente en n, de modo que se aproxime a 1 cuando n tienda
a infinito, mientras que tienda a cero cuando n tienda a cero. Por tanto, el
valor de n = 0 supondria que no se dispone de experiencia para el asegurado
(se trataria de un contrato nuevo), y la prima a cobrar en este caso seria C,
esto es, la prima basada en la informacién acerca del colectivo. En la medida
en que aumentase n, y por tanto se dispusiese de méas datos, la informacion de
que se dispone del asegurado tendria mayor peso. Es decir la experiencia de
siniestralidad del asegurado tendria més creencia, seria mas creible. El caso
extremo, n tendiendo a infinito, deberia proporcionar como valor de la prima
X, esto es que la prima estuviera basada exclusivamente en la experiencia
individual.

= El factor de credibilidad Z deberia ser también una funcién creciente de la
varianza de las primas tedricas, con limite 1 cuando aquélla tiende a infinito



y cero cuando tiende a cero. Esto es légico, puesto que si la cartera no es
heterogénea, entonces la prima basada en el colectivo seria el mejor estimador
de la prima individual. Por otro lado, mayor heterogeneidad de la cartera
deberia dar lugar a un mayor peso a la informacién del asegurado.

A efectos pedagdgicos, consideremos el siguiente ejemplo que se propone para
una cartera de seguros ficticia.

Ejemplo 1.1 Supongamos que se dispone de una cartera de seguros compuesta
por dos pdlizas. Las cantidades reclamadas durante los anos 2007 y 2008 aparecen
en la tabla 1.1. Atendiendo al criterio de la media de la cantidad reclamada, vamos
a estimar la prima de credibilidad basada en la expresién (1.1) para cada uno de
los contratos.

Tabla 1.1: Cartera de seguros.

Anos | Péliza 1 | Pdéliza 2
2007 20 30
2008 10 20

La cantidad media anual reclamada para cada uno de las dos pdlizas es:

Pélizal: : z;=1
Poéliza 2: : x, = 25.

Por otro lado, la cantidad media reclamada para la cartera es

50 + 30
Cartera de seguros: T = % =40 =71 + Z2.

Basado en la expresién (1.1), la prima a cobrar para cada una de las pdlizas serd:

Polizal : P=2-15+(1— Z)-40,
Péliza2 : P=2-25+(1— Z)-40.

Asi, para un valor de Z = 1, la prima a cobrar para las pdlizas 1 y 2 coincidiria
con la media de reclamaciones de cada uno de ellas, respectivamente. Su propia
experiencia de siniestralidad se dice entonces que es creible al 100 %.

Un valor de Z = 0 provoca que la prima a cobrar sea igual a la cantidad media
reclamada del colectivo. Ahora se dird que la experiencia de cada una de las pdlizas
no es creible en absoluto.
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Evidentemente cualquier otro valor de Z conduce a un valor de la prima que
pertenece al intervalo (X, C).

En la figura 1.2 se muestran los casos posibles segtin la distancia entre P, C
y X. Asi el grifico (a) muestra el caso en que Z < % Aqui, la informacién del
colectivo es més creible que la experiencia del asegurado (pdliza), y por tanto P
estd més préxima a C. La situacién contraria ocurre en el gréfico (b), en el que
Z > % y la experiencia individual es méas creible que la del colectivo. Por supuesto
que el caso Z = % nos lleva a un punto situado justo en la mitad del segmento
que une X y C. Los casos extremos, Z = 1 y Z = 0, comentados en el ejemplo

anterior, se muestran en las figuras (c) y (d), respectivamente.

Z<1/2 Z>1/2
(@) (b)

© c d) P=C

P=X X

Figura 1.2: Prima basada en la experiencia individual X, y el colectivo, C'. Diversas
posibilidades.

Los distintos modelos de credibilidad desarrollados hasta la fecha, y basados en
la expresién (1.1), se han ocupado mayoritariamente de estimar el valor del factor
de credibilidad Z.

La siguiente definicion de teoria de la credibilidad fue propuesta por Hickmann
(1975).

Definicién 1.1 La teoria de la credibilidad es el mecanismo que permite el ajuste
sistemdtico de las primas de sequros conforme se obtiene la experiencia de sinies-
tralidad.



En un sentido més practico, Hewitt (1970) define credibilidad como un esti-
mador lineal de la prima tedrica esperada que sea una combinacién convexa entre
la hipétesis y la observacion.

A partir del trabajo de Whitney (1918) y durante las siguientes décadas, los
investigadores que tenian su campo de actuaciéon en la teoria de la credibilidad
se dedicaron a dar un caracter riguroso a esta disciplina, desarrollandose asi los
modelos clésicos (basados en el uso de la estadistica clédsica) de credibilidad parcial
y total. Estos modelos tienen un caracter muy descriptivo.

Posteriormente, en torno a mediados del siglo XX empezaba a tomar cuerpo
una nueva visién de la estadistica, la Bayesiana, no tardandose mucho en com-
probar que muchos estimadores Bayes, obtenidos para ciertas verosimilitudes y su
distribucién a priori natural conjugada, respondian a la propuesta de Mowbray
(1914) y la expresion (1.1) de Whitney (1918), asi como a lo formulado en el tra-
bajo de Bailey (1945). De hecho Whitney (1918) ya sefialaba que el problema de
la credibilidad es un caso de probabilidad inversa (teorema de Bayes). En este
aspecto destacamos el trabajo de Mayerson (1964) en el que por vez primera se
utilizan los términos credibilidad y estadistica Bayesiana.

Bajo esta metodologia, la férmula de credibilidad (1.1) puede interpretarse tam-
bién de la siguiente manera. Puede considerarse a C' como la informacién a priori
(basada por ejemplo en contratos similares) y X la nueva informacién obtenida
mediante la observacion de la siniestralidad en los tltimos anos. Finalmente, P es
el resultado de combinar la informacién a priori junto con la informacién adquiri-
da para obtener un estimador revisado de la prima. Visto pues de esta manera,
la teoria de la credibilidad es un proceso Bayesiano en el que se da entrada a la
informacion a priori junto con la informacién muestral para obtener un estimador
actualizado de la prima. Este proceso de conocimientos a priori y conocimientos
actuales se presenta en la figura 1.3.

En 1975 se publica el texto Credibility. Theory and Applications que contiene los
trabajos, asi como discusiones de los mismos, presentados en el Actuarial Research
Conference on Credibility del 19 al 21 de septiembre de 1974 en la Universidad
de California en Berkeley. Este texto incluye todo el conocimiento existente hasta
la fecha sobre la teoria de la credibilidad, tanto en seguros vida como no vida,
incluyendo reaseguros e IBNR, (Incurred But Not Reported), es decir la estimacién
de reservas para reclamaciones pendientes.

Lo que hoy en dia se entiende por teoria de la credibilidad moderna surge a
finales de la década de los 60 del siglo pasado con la publicacién del trabajo de
Biithlmann (1967), en los que desarrolla el llamado modelo de distribucién libre.
El objetivo que se plantea el autor en dichos trabajos es estimar la prima corre-
spondiente a un asegurado o grupo de asegurados que conforman una pdliza en
una cartera de seguros, restringiéndose a las primas lineales y utilizando el método
de los minimos cuadrados. La solucién que obtuvo es de una elegancia aplastante,
fundamentalmente por dos motivos. En primer lugar, no asigna ninguna distribu-
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N N
Conocimientos a priori Conocimientos actuales

- Observaciones antiguas - Observaciones recientes
- Creencias a priori
- Informacién colateral

- Contratos similares

- Opinién de expertos

- etc.

Prima de credibilidad basada en ambos conocimientos

Figura 1.3: Prima de credibilidad: basada en conocimientos a priori y actuales.

cién de probabilidad ni a los riesgos que conforman la cartera de seguros ni a los
parametros de los que dependen dichos riesgos. En segundo lugar, proporcioné la
expresion que debia tener el factor de credibilidad. Dicha expresién, a su vez,
admite interpretaciones que son bastante plausibles.

Posteriormente en Bithlmann y Straub (1972) se generaliza el modelo clasico de
Bithlmann (1967) a una cartera de seguros que proporciona informacién sobre la
cantidad reclamada en cada una de las polizas asi como del nimero de asegurados.
La solucién obtenida es mas general que la del modelo de Bithlmann (1967), ademés
de incluirla como un caso particular.

Pocos afios més tarde, Jewell (1974) se planted el problema de considerar como
verosimilitud asociada al nimero de reclamaciones, la familia exponencial de dis-
tribuciones (FED), que contiene a las distribuciones cldsicas de Poisson, binomial,
binomial negativa, gamma, normal y otras. Para esta familia existe una distribu-
cién a priori natural conjugada (esto es, la distribucién a posteriori pertenece a
la FED pero con los pardmetros actualizados con las observaciones muestrales).
Concluy6 que el estimador de la prima neta (basada en el criterio de la media) ad-
mitia siempre una expresion lineal, con el factor de credibilidad igual al propuesto
por Bithlmann (1967).

Recientemente Landsman y Makov (1998) han generalizado el resultado de
Jewell (1974) al caso da la familia de distribuciones exponencial de dispersién.
Esta familia tiene la ventaja con respecto a la familia exponencial de distribu-
ciones, de incorporar un parametro que posibilita la presencia de infradispersion,
equidispersion o sobredispersién en los datos.
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Bithlmann (1975) ha interpretado el problema de decisién del actuario para
elegir una prima de seguro a cobrar como un juego entre dos jugadores, el actuario
y la naturaleza utilizando el criterio de decisién minimax. De esta manera el prob-
lema de la teoria de la credibilidad se ha llevado también al terreno de la teoria
de juegos.

Basados en ideas tomadas de la teoria de la decisiéon y la teoria de juegos,
aparecen los modelos gamma-minimax (Eichenauer et al., 1988) y posterior regret
gamma-minimax (Gémez-Déniz et al., 2006a y Gémez-Déniz, 2008b). Estos mode-
los surgen en el entramado de la estadistica Bayesiana robusta, en la que se asume
que el investigador no tiene conocimiento exacto sobre la distribucién a priori del
parametro de riesgo. En todos estos modelos, minimax, gamma-minimax y pos-
terior regret gamma-minimax se derivan féormulas de credibilidad con el factor de
credibilidad igual al de Bithlmann (1967).

A finales de la década de los 80 del siglo pasado Heilmann (1989) extendié6 los
modelos de credibilidad, hasta el momento basados en el criterio de la media o
pérdida cuadrética, a otras funciones de pérdidas. Obtuvo entonces nuevas férmu-
las de credibilidad bajo distintos pares de verosimilitudes y distribuciones a priori
y las pérdidas de varianza y Esscher. El factor de credibilidad que obtuvo era de
nuevo igual al de Bithlmann (1967).

Siguiendo también esta linea de trabajo, Gémez-Déniz (2008a) también ha gen-
eralizado los distintos modelos de credibilidad existentes hasta la fecha, al utilizar
una funcién de pérdida méas general que la cuadrética ponderada, generadora de
los principales principios de cdlculo de primas, neta, exponencial, Esscher, varian-
za y otros. La funcién utilizada es la pérdida cuadrética ponderada y equilibrada,
propuesta en Zellner (1994).

Puesto que la distribucién a priori del parametro de riesgo depende, a su vez, de
ciertos pardmetros (hiperpardmetros) es posible considerar alguno de ellos como
no conocido y aleatorio. El anélisis Bayesiano permite atribuirle a su vez una
distribucién a priori (hiperpriori). Se entra asi en un modelo jerdrquico, que ya
habia sido estudiado, desde una perspectiva clasica por Biithlmann-Straub (1972)
y que Klugman (1992) y Gémez-Déniz et al. (2008¢) han elaborado siguiendo la
metodologia bayesiana jerarquica. En ciertos casos es posible obtener de nuevo
férmulas de credibilidad, aunque en esta ocasion el factor de credibilidad no es
igual que el de Biihlmann (1967).

Recientemente han aparecido nuevos tipos de modelos de credibilidad que se
apartan de la ortodoxia. Algunos de estos modelos permiten incorporar experiencia
de siniestralidad para mds de una aseguradora (Guillén et al., 2008). Otro tipo de
modelos tienen en cuenta el hecho empiricamente contrastado de que las distribu-
ciones del nimero de siniestros en el ramo de automdéviles estan muy cargadas de
ceros, incorporando las llamadas distribuciones infladas de ceros (Boucher y De-
nuit, 2007). Se han propuesto ademés modelos de credibilidad tipo panel, basados
en varios periodos de tiempo (Gajek et al., 2007).
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En conclusién: podemos senalar que la teoria de la credibilidad se ocupa bésica-
mente de medir la importancia que ha de tener la informaciéon de un individuo o
contrato frente a la informacién del colectivo (la cartera de seguros) en relacién a
la prima que debe satisfacer. De ahi que con esta teoria se pretende estimar las
primas de seguros a medida que se va obteniendo la experiencia de siniestralidad.
Partiendo de las ideas iniciales de Whitney y Mowbray, basadas en argumentos
heuristicos con desarrollos matematicos parciales, Bailey, Mayerson, Bithlmann,
Straub y Jewell, entre otros, se encargaron posteriormente de proporcionar a esta
teoria un fundamento matematico que ha hecho de la misma una de las ramas mas
atractivas y estudiadas de la ciencia actuarial.

Una de las principales aplicaciones de dicha teoria se presenta en el seguro de
automoviles, en el que la prima inicial se va transformando sucesivamente a medida
que se incorpora la informacién de la siniestralidad (Guillén et al, 2005). Son los
denominados sistemas de tarificacién bonus-malus. Se parte de un nivel x neutro,
de modo que para niveles superiores a x el asegurado entra en la escala malus y
para niveles inferiores a x el asegurado entra en la escala bonus. Con este sistema
el asegurado puede ver bonificada o penalizada su prima particular dependiendo
de su propia experiencia de reclamaciones.

En una visién mas amplia del término, el concepto credibilidad no incluye
Unicamente expresiones del tipo (1.1), sino que incluye ademds otras expresiones
de riesgo que incorporen tanto la experiencia reciente del riesgo como la experiencia
de un colectivo. La expresién (1.1) presenta la ventaja de distribuir el peso que
sobre la prima total tiene la experiencia individual.

En definitiva, y sin ser exhaustivos, presentamos a continuacién de forma re-
sumida la evolucién temporal de los distintos modelos desarrollados en teoria de
la credibilidad.



L

L »®» I o o

10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.

13

ALGUNOS MODELOS DE CREDIBILIDAD

Modelo inicial de Whitney (1918)

Modelos clasicos: credibilidad parcial y credibilidad total
Modelos Bayesianos (Bailey, Mayerson, 1945)

Modelo de Biithlmann de distribucién libre, 1967

Modelo de Biithlmann-Straub, 1972

Modelo de Jewell (FED), 1974

Modelo de credibilidad con regresores (Hachemeister, 1975)
Modelo minimax (Biithlmann, 1975)

Modelo Bayesiano general (Heilmann, 1989)

Modelos jerarquicos (Klugman, 1992, Gémez et al., 2008c)
Modelo de Landsman y Makov (FDE), 1998

Modelo basado en funciones de pérdida generales (Gémez-Déniz, 2008a)

Modelos basados en robustez Bayesiana

a) Aproximacién gamma-minimax (Eichenauer et al., 1988)

b) Aproximacién posterior regret-gamma-minimax (Gémez-Déniz et al.,
2006a)

Modelo basado en distribuciones infladas de ceros (Boucher and Denuit,
2007)

Modelo de credibilidad basado en multiples perfodos de tiempo (Gajek et
al., 2007)

Modelos de credibilidad multiples (Guillén et al., 2008)

En esta investigacién se estudiaran algunos de estos modelos de credibili-

dad, destacando los modelos clasicos de credibilidad parcial y total, los modelos
Bayesianos, el modelo de Biihlmann de distribucién libre, el modelo de Bithlmann-
Straub, el modelo de Jewell, el de Landsman y Makov, el modelo general bayesiano,
los modelos jerarquicos, el modelo basado en funciones de pérdida generales, asi co-
mo algunos modelos basados en el uso de la estadistica Bayesiana robusta, gamma-
minimax y posterior regret gamma-minimax. El lector interesado en el resto de
modelos puede consultar la bibliografia senalada.



Capitulo 2

Principios de Primas y
Medidas de Riesgo

2.1. Introduccion

Los principios de cédlculo de primas, asi como la metodologia utilizada para
su obtencion, constituye un elemento imprescindible en la tarificacion mediante
credibilidad. Como es bien conocido, la cobertura de un riesgo por parte de una
compania de seguros se establece con la garantia de un contrato, la pdliza y exige
al asegurado pagar un precio, la prima. Ajustar una prima como una combinacién
lineal convexa entre la prima debida unicamente a su experiencia personal y la que
deberfa pagar por el hecho de pertenecer a un colectivo con unas caracteristicas
peculiares (la cartera), forma parte del escenario de la teoria de la credibilidad.

En este capitulo estudiaremos detalladamente los principios de primas y las
medidas de riesgos. En la seccién 2.2 comenzaremos estudiando generalidades so-
bre las primas. Una prima requiere una serie de propiedades deseables que debe
satisfacer. Los diferentes métodos para la obtencion de primas y las propiedades
que se deben verificar se estudiardn en la seccién 2.3. Los métodos para la ob-
tencién de primas incluyen los métodos ad-hoc, los basados en caracterizaciones,
los métodos basados en modelos econdémicos y los métodos de las funciones de
pérdida. Las propiedades deseables de una medida de riesgo seran estudiadas en
la seccién 2.4.

Las medidas de riesgo y primas basadas en la cola de la distribucién (es decir el
VaR y el TVaR) ocupan un lugar importante en la investigacién actual en seguros.
Dichas medidas se estudiaran en la seccién 2.5. Finalmente, las secciones 2.6 y 2.7
se dedican al estudio de algunas medidas de riesgo y primas especiales: las primas
ponderadas y las basadas en los estadisticos ordenados.

15
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2.2. Primas

El calculo de la prima se basa en la idea simple y coherente de que la experiencia
de reclamaciones ha de estar compensada por pagos fijos, las primas (Biithlmann,
1995). Por lo tanto, ésta no es méas que el precio para el seguro (o reaseguro)
vendido por la compania aseguradora. Puesto que lo que la compania vende es la
cobertura de un riesgo, podemos especificar més la definicién anterior como sigue.

Definicién 2.1 La prima es el pago que un asegurado hace a un asequrador por
la cobertura total o parcial contra un riesgo.

De forma reducida, una prima minima técnica estd compuesta de los siguientes
elementos:

= Prima pura de riesgo.
= Recargo de seguridad.
= Costo adicional para el beneficio.

Por tanto, la prima o precio del servicio es el coste que para la empresa suponen
los siniestros mas el margen de beneficio. En este texto nos centraremos en las dos
primeras componentes y no haremos menciéon a la tercera, que en principio no
parece tener un componente estocéstico.

Para su célculo se requiere algin estimador del niimero de reclamaciones esper-
ado y de la cantidad asociada a cada una de dichas reclamaciones. En la practica
es habitual considerar que estos dos componentes, el nimero de reclamaciones y
la cuantia asociada a cada una de las mismas, son independientes. La razén, a
parte de conveniencia matemaética, obedece a lo siguiente. La mayoria de los fac-
tores de riesgo afectan de manera separada a cada una de las componentes. Por
ejemplo, una legislacién que obligue a llevar el cinturén de seguridad abrochado
en el vehiculo afecta a la cuantia del dafio pero no a la frecuencia del suceso. Por
el contrario, una medida mas restrictivas sobre la tasa de alcohol a la que un con-
ductor puede pilotar un vehiculo afectard al nimero de reclamaciones pero apenas
tendra efecto sobre la cuantia.

Por otro lado, la forma de recogida de datos por parte de las compaifiias ase-
guradoras determinard la metodologia de trabajo, y son las siguientes:

1. En algunas ocasiones las companias recogen datos solamente de los costes
totales en unidades monetarias generadas por cada pdliza cada ano. En este
caso la unica via para trabajar es utilizar estos costes totales y todos los
modelos y/o estimadores se referirdn a la distribucién del coste total.

2. En otras ocasiones los datos se recogen separadamente para nimero de sinie-
stros y coste de cada uno de ellos. La via para trabajar es, en este caso, com-
poner los dos modelos, del niimero de siniestros y de la cuantia de los mismos,
para obtener la distribucién del coste total o cantidad total reclamada.
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3. Por tltimo, en algunas ocasiones se cree (algunas compaiias lo hacen para
seguros de automdviles) que el nimero de siniestros es la tinica componente
que estd bajo el control del asegurador. Esto se piensa asi porque una vez
ocurrido un siniestro, la cuantia del mismo estd fuera de control del asegu-
rador. En este caso la via para trabajar es hacerlo solamente con el nimero
de siniestros.

En la practica, si el cdlculo de la prima se lleva a cabo teniendo en cuenta sélo el
numero de reclamaciones, la prima resultante se obtendra multiplicando ésta por
la cantidad media de reclamacién, siempre que se haya asumido independencia
entre las dos componentes.

El precio correcto, que es llamado rating, es vital, pues si es demasiado bajo
representa una pérdida para la compania aseguradora y si es demasiado alto se
pierde competitividad frente a otras. Por tanto, una de las labores del actuario
consiste en encontrar métodos de célculo de primas, generalmente llamados en la
literatura actuarial principios de cdlculo de primas.

2.3. Meétodos para la obtencién de primas

En el contexto de la estadistica actuarial y el andlisis de riesgos, un riesgo
equivale a una variable aleatoria. En lo que sigue denotamos por X la variable
aleatoria nimero de reclamaciones, cantidad reclamada (severidad) o bien una
combinacion de ambas. Tenemos la siguiente definicién de principio de calculo de
prima.

Definicién 2.2 Un principio de cdlculo de prima es una funcién H|X] que asigna
a un riesgo X un numero real, que es la prima.

En la practica, el principio de calculo de prima dependerd de la funcién de dis-
tribucién Fx () que siga la variable aleatoria X, por lo que en vez de hablar de
H[X] como una funcién deberia hablarse en términos més precisos del funcional
H[Fx] como aparece en Gerber (1979).

En las siguientes secciones describiremos cuatro métodos para la obtencién de
primas:

» Método ad-hoc.
= Método basado en caracterizaciones.
» Método econémico.

= Método de las funciones de pérdida.
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2.3.1. Propiedades de los principios de calculo de primas

Como paso previo al estudio de los métodos para la obtencién de primas,
pasamos a establecer una serie de propiedades deseables o axiomas que deberia de
satisfacer un principio de prima.

No existe en la literatura actuarial un sistema axiomético comtinmente acep-
tado de propiedades que un principio de célculo de prima deberia satisfacer. Sin
ser exhaustivos, contribuciones importantes en esta materia pueden encontrarse en
Gerber (1979), Heilmann (1989), Hiirlimann (1994) y Young (2004). Destacamos
las siguientes propiedades que un principio de célculo de prima H[X] deberia sat-
isfacer:

1. Independencia. H[X] depende unicamente de la funcién de distribucién de
X.

Esta propiedad establece que la prima depende s6lo de la pérdida monetaria
debida al riesgo (descrita a través de la funcién de distribucién) y no de la
causa de esta pérdida.

2. Recargo de sequridad no negativo.
H[X] > E[X],

Esto significa que para evitar la ruina técnica la ganancia esperada H|[X] —
E[X] serd no negativa.

3. Riesgos constantes: H|c] = ¢, para toda constante ¢ > 0.

Esto significa que para un riesgo no aleatorio X = ¢, con Pr(X =¢) =1, la
prima a cobrar sera c.

4. No estafa. La prima no excederd a la reclamacién maxima posible: sup[X]:

H[X] < sup[X].

5.  Consistencia. Para cada riesgo X y cada constante ¢,
HX+c =H[X]+ec

Esto significa que si el beneficio se incrementa en una constante esta con-
stante tiene que ser anadida a la prima.

6. Homogeneidad positiva.
HlcX] = cH[X], paratodoc>0,

que resulta conveniente para corregir efectos inflacionarios.
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Aditividad: Para todo X1, Xs € X:
H[X; + X5] = H[X1] + H[Xa3].

Subaditividad: Para todo X1, X9 € X:
H[X; + Xo] < H[X1] 4+ H[X3).

Superaditividad: Para todo X1, Xo € X:
Aditividad de riesgos independientes Si X1 y Xo son riesgos independientes

entonces:
H[X, 4 X»] = H[X1] + H[X})].

Esto quiere decir que la incorporacién de riesgos independientes afecta a la
prima total de modo aditivo.

Aditividad para riesgos comondtonos:
H[X; + X,] = H[X1] + H[X3],
para todo X, Xo € & riesgos comonotonos.

Monotonicidad. Si X1(w) < Xs(w) para todo w € €, entonces H|[X1]
H[X,].

IN

La prima preserva la ordenacion estocdstica de primer orden: Si Sx, (t)
Sx,(t), para todo t > 0, entonces: H[X;] < H[X3].

IN

La prima preserva la ordenacion estocdstica stop-loss: Si E[X; — d]; <
E[X5 — d]4, para todo d > 0, entonces: H[X;] < H[X3].

Continuidad. Si X € X, entonces:
lim H[mix(X — a,0)] = H[X],

a—0t

lim H[min(X,a)] = H[X].

a— 00

Tteratividad. Si X y © son dos riesgos arbitrarios dependientes, entonces:
H[X] = H[H[X|O]].

Esto significa que la prima para X puede calcularse en dos pasos. Primero
calcular la prima condicionada H[X|0)], aplicando H a la distribucién condi-
cional de X. Esta prima condicional es una funcién de © y por lo tanto una
variable aleatoria en si misma. Entonces se aplica H a la distribucién de
H[X|©], para obtener H[H[X|O]].
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2.3.2. Meétodo ad-hoc: catalogo de principios de prima

En esta seccién incluimos un catalogo de los principales principios de prima y a
continuacién incluiremos las propiedades que satisfacen cada uno de ellos. El méto-
do ad-hoc para elegir una prima consiste en seleccionar las propiedades adecuadas
que debe de satisfacer (de acuerdo con la seccién anterior) para a continuacién
elegir la correspondiente prima.

1. Principio de prima neta:
H[X] = E[X]. (2.1)

2. Principio del valor esperado:

H[X] = (1+ \E[X], A>0. (2.2)

En este caso el recargo de seguridad es AF(X).

El principio de prima neta, asi como el de valor esperado raramente se uti-
lizan en seguros de propiedad y danos a terceros. La razén es sencilla, y es
que asigna la misma prima a todos los riesgos con la misma media, cuando
el colectivo de asegurados es heterogéneo. Ademsds, el primero, no incluye el
recargo de seguridad.

3. Principio de varianza:
H[X] = E[X]+ AVar[X], A>0. (2.3)

La ventaja de este principio es que no sélo estima la siniestralidad media del
riesgo, sino que proporciona ademas el recargo de seguridad que debe llevar
la prima para atender a las desviaciones aleatorias de la siniestralidad. Medi-
ante la expresion anterior se dice que el recargo de seguridad es proporcional
a la varianza.

4. Principio de desviacion tipica:
H[X] = E[X]+ A/ Var[X], A>0. (2.4)

Este principio ha sido utilizado por Balbds, Gil y Heras (1990) como medida
de riesgo en un problema de reaseguro éptimo.

El principio de desviacién tipica y el de varianza son los mas utilizados en
estos los tipos de seguros mencionados anteriormente.

5. Principio de utilidad exponencial:

H[X] = élog Ele™X], a>0. (2.5)
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Este principio de cédlculo de prima viene dado en términos del logaritmo
de la funcién generatriz de momentos de la variable aleatoria X. En teoria
de la decisién a « se le denomina constante de aversion al riesgo (también
llamada medida de Arrow-Pratt) asociada al decisor. Aunque posteriormente
se obtendra este principio utilizando una funcién de pérdida, el nombre de
principio de utilidad esperada obedece a que puede obtenerse a partir de la
funcién de utilidad

U(z)=—(1—-e ), (2.6)

donde z mide la riqueza de la aseguradora. Para calcular la prima en este
caso se elige P que satisfaga la ecuacién

U(z) = / Ul + H[X] - 2)dz, 2.7)

donde se iguala la utilidad antes de la operacion de aseguramiento con la
utilidad esperada después de dicha operacién. Sustituyendo (2.7) en (2.6) se
obtiene, después de algunos célculos, la expresién (2.5).

Puede probarse (Gerber, 1979) que la prima exponencial crece conforme lo
hace la constante de aversion al riesgo a y decrece con ella. Ademds cuando
a — 0 se obtiene el principio de prima neta y cuando o — oo la prima
resultante es el méximo valor de X (Kaas et al., 2001).

6. Principio de Esscher:

E[Xe*X]

H[X]:W’

a > 0. (2.8)

El principio Esscher admite también la siguiente interpretacién. Si f(x) es
la funcién de densidad de probabilidad asociada al riesgo X, es obvio que

e f(x)

g(z) = Tewr fla)da (2.9)

es una funcién de densidad de probabilidad genuina. Asi, la prima Esscher
no es mas que la prima neta asociada al riesgo X bajo la densidad (2.9).
Si la variable aleatoria Y sigue la funcién de densidad (2.9), su funcién de
distribucién es

_ fow e f(y)dy

Gx(x) = (o) (2.10)

con My (a) = [;¥ e f(y)dy. (2.10) recibe también el nombre de transfor-

mada de Esscher de F'(z) = foz f(t)dt, de ahi que el principio al que hacemos
referencia se le conozca como principio de prima Esscher.
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7. Principio de prima de azar proporcional:
HIX] :/ [Sx(8)]edt, 0<c<1, (2.11)
0

donde Sx(t) = Pr(X > t) es la funcién de supervivencia de X.

8. Principio de utilidad equivalente. La prima H[X] debe satisfacer,
u(w) = Elu(w — X + H)], (2.12)

donde u(+) es la funcién de utilidad del asegurado, que es creciente y céncava,
y donde w representa la riqueza inicial.

9. Principio de prima de Wang;:

HIX] = / " glSx (t)dt, (2.13)

donde g : [0, 1] — [0, 1] es una funcién creciente, céncava, llamada funcién de
distorsién de la cola. Este principio general da lugar a una amplia clase de
primas que han sido detalladamente estudiadas en la literatura (Denneberg
(1994) y Wang (1995, 1996)), donde se han propuesto diversas formas fun-
cionales para g.

10. Principio de prima Suizo. La prima H es la solucién de la ecuacion:
Ew(X—-zH)|]=v((1-2)H), (2.14)
en la que v(+) es una funcién peso verificando v'(z) > 0, v"(z) > 0, si z > 0.

11. Principio de Prima Holandés. La prima es:

H[X] = E[X] + \E[(X —aBE(X))],, a>1, 0<A<1,  (2.15)

+

donde X = max{X,0}.

Las propiedades que satisfacen los diferentes principios de calculo de primas se
recogen en la tabla 2.1.

2.3.3. Método basado en caracterizaciones

El método basado en caracterizaciones consiste en elegir aquellos principios
de primas que vienen caracterizados por un determinado conjunto de propiedades
deseables. Por ejemplo, Furman y Zitikis (2008) han caracterizado primas ponder-
adas en términos de propiedades de invarianza frente a transformaciones de escala,
traslaciones y aditividad.
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Principio de Prima Neta | V.Esp | Var | Desv.T | Expo |Esscher| Azar Util | Wang | Suizo | Holandes
Propiedad
1 + + + + + + + + + + +
2 + + + + + - + + + + +
3 + + + + + + + + + +
4 + - - - + + + + + + +
5 + - + + + + + + + - -
6 + + - + - - + - + - +
7 + + - - - - - - - - -
8 + + - - - - + - + - +
9 + + - - - - - - - - -
10 + + + - + - - - - - -
11 + + - - - - + - + - -
12 + + - - + - + + + + +
13 + + - - + - + + + | + +
14 + + - - + - + + + + +
15 + + + + + + + + + + +
16 + + - + + - - - - - -

Figura 2.1: Propiedades de los principios de célculo de primas (Kass et al. (2001),
Young (2004) y Sarabia et al. (2006)).

2.3.4. Método econémico

La teoria econémica de la utilidad esperada puede utilizarse para la obtencién
de primas. Por ejemplo, el principio de prima de Esscher puede obtenerse a partir
de la teoria de la utilidad esperada. Supongamos que un asegurador j se enfrenta
a un riesgo X;, j = 1,2,...,n. Supongamos que el asegurador j tiene una funcién
de utilidad exponencial uj(w) =1 —e~*". Bithlmann (1995) define un equilibrio
de modo que cada agente maximiza su utilidad esperada. Este equilibrio coincide
con el 6ptimo de Pareto.

Teorema 2.1 Con las hipdtesis anteriores, el precio para el riesgo X en el equi-

librio viene dado por,
E[XeY?]

H[X]:W,

donde Z = X1+ ...+ X, es el riesgo agregado y o = {Z?:l a;l}_l.

2.3.5. Funciones de pérdida y prima de riesgo

Consideremos ahora una funcién de pérdida L : R*> — R que atribuya a
algin (z, P) € R? la pérdida soportada por un decisor que toma la accién Py se
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encuentra con el resultado x de algin experimento aleatorio. La prima de riesgo
se define de la siguiente manera.

Definicién 2.3 Dados un riesgo X con funcién de distribucion Fx(x) y una fun-
cion de pérdida L : R? — R, la prima de riesgo es el valor de H que minimiza
la pérdida esperada

| Lo tyirs(e) = B0 1), (216)
x

donde x es el resultado del experimento aleatorio X y H la prima cobrada por
tomar x.

Obviamente, si X es discreta H deberd minimizar la pérdida esperada
> L(x,H)Pr(X =),
=0

donde Pr(X = z) = fx(z) es la funcién de densidad discreta o funcién de cuantia.
Esta metodologia de cédlculo de prima utilizando funciones de pérdidas, fue
propuesta por Heilmann (1989), obteniendo de esta manera muchos de los princi-
pios de calculo de prima que ya se utilizaban asi como otros nuevos.
Para obtener las diversas primas de riesgo consideramos las funciones de pérdi-
da:

= Cuadratica
= Exponencial
» Cuadratica ponderada
Tenemos los siguientes resultados:
Teorema 2.2 Si consideramos la funcion de pérdida cuadrdtica, dada por
L(z,H) = (x — H)?,

resulta,
H[X] = E[X], (2.17)

el principio de prima neta o de equivalencia.

Demostracién: Consideremos el funcional,

/ L(w, H)dFy (z) = / (v — H2dFyx (z).

Derivando con respecto a H e igualando a cero obtenemos:

2 / (¢ — H)dFx(z) = 0,

de donde se obtiene el principio de prima neta. |
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Teorema 2.3 Si consideramos la funcion de pérdida exponencial, dada por

L(e, H) = ~(e2% — eoH)2,
@]

con a > 0, resulta,

1
H[X] = —log E [e*¥], (2.18)
o
que es el principio de utilidad exponencial

Teorema 2.4 Si consideramos la funcion de pérdida cuadrdtica ponderada, con
peso g(x) = e**, dada por

L(z,H) = e (x — H)?,
con o > 0, entonces
(2.19)
que es el principio de prima FEsscher.

Teorema 2.5 Si consideramos la funcion de pérdida cuadrdtica ponderada, con
peso g(x) = x, dada por
L(I7H) = SU(SC - H)27

entonces:

(2.20)
que es el principio de varianza.

El siguiente resultado se muestra 1til para probar la propiedad de recargo de
seguridad no negativo de los principios de calculo de prima antes presentados.

Teorema 2.6 Si h(z) = x, es decir L(z,H) = g(z)(x — H)? y g : Rt —
R, entonces g(z) es creciente (decreciente) si y solo si para todo riesgo X con
Pr (X > 0) =1 se verifica:

HIX] = m > E[X], (2.21)
o bien,
HIX] = EEL‘?;@;(] < BlX], (2.22)

si g(x) es decreciente.
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En general, para obtener las diversas primas de riesgo consideramos funciones
de pérdidas de la forma

L(z, H) = g(x) [h(z) — h(H)]?, (2.23)

donde g(z) y h(x) son funciones apropiadas cuyas esperanzas bajo f(-) existen.
Ahora utilizando (2.16) y el siguiente resultado podemos obtener la prima de
riesgo.

Teorema 2.7 Si h(z) es estrictamente creciente y diferenciable (y por tanto in-
vertible) y g(z) es no negativa, entonces para todo riesgo X con E[g(X)] < oo y
Eg(X)h(X)] < o0, se tiene que

H[X]=h"! {W}. (2.24)

Demostracién: Derivando con respecto H el funcional

/ L(z, H)dFx (z) = / o(z) [h(x) — W) dF (),

resulta

2 / o) [h(x) — h(H)| B (H)dFx (z) = 0,

de donde
W () [ g@hia)dFs (@) - hEW ) [ gla)dFx() = o

Ahora, puesto que h/(H) > 0 resulta:

y por tanto:

H[X]=h!

Jsnars | - )
[ s@irxia)

Si aplicamos el teorema 2.7 con las pérdidas cuadrética, exponencial y cuadratica
ponderada obtenemos los principios antes vistos.
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Por otro lado, cabe también la posibilidad de generar principios de calculo de
primas considerando otras funciones de pérdidas. De este modo, bajo la funcién
de pérdida:

— H)?
L(;v7H):M7 >0, Pr(X>0) =1,
X

se obtiene la prima de riesgo,
H[X]={BX}7"
Si se considera la funcién de pérdida

(z — H)?

e = ey

>0, Pr(X>0)=1,

se obtiene la prima de riesgo

E[(X+1)7]
E[(X(X+1)71)

H[X] =

Finalmente, bajo la funciéon de pérdida
L(z,H) = (logz —log H)*>, x>0, H>0, Pr(X>0)=1,
la prima de riesgo resultante es:
HIX] = exp{Elog (X))}
que coincide con el riesgo media geométrica.

Ejemplo 2.1 Vamos a probar que la prima Esscher cumple las propiedades 2, 3,
4, 5y 7 de las propiedades deseables para un principio de célculo de prima.

= Recargo de seguridad no negativo. El principio Esscher se obtiene a partir de
la funcién de pérdida L(z, H) = e“*(z — H)?, que es de la forma (2.23), por
tanto haciendo uso del resultado (2.21) se obtiene

Hix)=Z [Xer ] E[X]
- E[eaX} = :
. E[ce*]  ce*®
= Riesgos constantes: Hlc] = E [eoe] = ac =c.

= No estafa. Se verifica que X < sup[X] y por tanto Xe®X < sup[X]e®™ de
donde:
E[Xe*¥] < sup[X]E[e™¥],

y por tanto H[X] = Eéﬁij](] < sup[X].
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= Consistencia:
E [(X + c)eaX+9)]
E [ea(X+c)]
E [XexX+e)]
E [eoz(X—i-c)}
= H[X]+ec.

H[X +c =

+c

= Aditividad: Si X7 y X2 son dos riesgos que se suponen independientes, en-
tonces:

E [(X1 + Xp) ex X1+ X2)]
E [ea(X1+X2)]
E[X1e2X1|Ele®X2] 4+ B[ X9e*X2|Ele*X1]
Be+ ] Bea]
E[X1e“X1]  E[XevX2]
B ] B
= H[Xi]+ H[X,).

H[(X;+X5] =

2.4. Propiedades deseables de una medida de ries-
go

La medicion del riesgo ha dado lugar a un importante niimero de publica-
ciones recientes (ver por ejemplo Artzner (1999), Dhaene et al. (2003), Landsman
y Sherris (2001), Wang (2000)). La idea es que una medida de riesgo debe permitir
obtener las correspondientes primas que reflejen adecuadamente la incertidumbre
inherente en la distribucién de X.

Definicién 2.4 Una medida de riesgo es un funcional p : X — [0,00) que hace
corresponder a un riesgo X un ndmero real no negativo p|X| (que puede ser in-
finito), que representa la cantidad adicional que se debe anadir a X para hacerlo
aceptable.

Varios autores han seleccionado algunos principios para formar un conjunto de
requerimientos que deberia satisfacer una medida de riesgo. La siguiente definicion
ha sido propuesta por Artzner et al. (1999).

Definicién 2.5 (Medidas coherentes de riesgo) Una medida coherente de ries-
go p[X] se define como aquella medida que satisface las siguientes cuatro propiedades:

1. Subaditividad: p[X1 + X2] < p[X1] + p[X2].
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2. Monotonicidad: Si X1(w) < Xa(w): p[X1] < p[Xa].
3. Homogeneidad positiva: Si ¢ > 0, p[eX] = cp[X].
4. Invarianza frente a traslaciones: Si ¢ > 0, p[X + ] = p[X] + c.

Es importante tener en cuenta que coherente se define con respecto a un determina-
do conjunto de axiomas, y no a un conjunto de axiomas universalmente aceptado.
Modificando el conjunto de axiomas, se obtiene otra medida coherente de riesgo.

2.5. Medidas de riesgo y primas basadas en la cola
de la distribucién

En la ultima década se ha producido un creciente interés en la practica fi-
nanciera y actuarial para la obtencién de los cuantiles (o percentiles) de probabil-
idad de la distribucién de un riesgo. Puesto que la interpretacién de los cuantiles
se realiza en términos probabilisticos y es bastante clara, dichos valores han en-
contrado un lugar destacado en la gestién de riesgos, por medio del llamada valor
en riesgo (VaR). Este concepto responde a la siguiente pregunta, ;jcudnto podemos
esperar perder en un dia, semana, ano,...con una probabilidad dada?

En el mundo financiero y actuarial el valor en riesgo se ha convertido en una
de las principales herramientas cuantitativas.

Definicién 2.6 Dado un riesgo X con funcion de distribucion Fx y un nivel
de probabilidad q € (0,1), se define el valor en riesgo, que lo denotaremos por
VaR[X;q] como,

VaR[X;q] = Fx'(q) = inf{z: Fx(z) > q}, 0<qg<1, (2.25)
donde Fx'(-) denota la funcion de distribucion inversa.

Ademaés del no cumplimiento de la propiedad de subaditividad el valor en
riesgo presenta algunos inconvenientes. Un valor aislado del VaR para un nivel
de probabilidad ¢ no proporciona informacién sobre el tamano de la cola superior
de la distribucién. Esto es un considerable inconveniente puesto que un actuario
ademads de la frecuencia, estd interesado en la severidad de un suceso. Nos interesa,
por tanto una medida de riesgo que nos indique cuanto de malo es una suceso
malo.

En este sentido se define el valor en riesgo en la cola, como la media de todos
los valores en riesgo en la cola de la distribucion.

Definicién 2.7 Dado un riesgo X con funcion de distribucion Fx y un nivel de
probabilidad q € (0,1), se define el valor en riesgo en la cola, y lo representaremos
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por TVaR[X;q] como,
1 1
TVaR[X;q] = 17/ VaR[X;qldg, 0<g<1. (2.26)
—qJ,

En el caso de riesgos con funcién de distribucién Fx de tipo continuo, una im-
portante propiedad del valor en riesgo en la cola (2.26) es que coincide con la
esperanza condicionada en la cola, definida por,

TCE[X;q] = E[X|X > VaR[X:q]], (2.27)

que mide el valor medio de los percentiles en la cola de la distribuciéon. Furman
y Landsman (2007) han argumentado que el TCE (o equivalentemente el TVaR
en el caso continuo) puede ser considerado como un principio de prima y puede
obtenerse como una prima ponderada, como veremos en la siguiente seccion.

Ejemplo 2.2 Las distribuciones probabilisticas de extremos se han convertido en
elemento indispensable en el andlisis de datos, tanto en finanzas como en seguros.
Consideremos una distribuciéon de Gumbel con funcién de distribucién,

F(x;ﬂ,o):exp{—exp{—w}}, —0 <z < o0, (2.28)
o

donde 0 > 0 y u € R. Mediante la funcién inversa de (2.28) obtenemos el valor
en riesgo,
VaR[X;q] = u — olog[—log(q)], 0 <q< 1. (2.29)

El valor en riesgo en la cola viene dado por la media de (2.29) de acuerdo con la
definicién (2.26). Se puede demostrar que,

1 .
TV@RF&Q]:‘f:;[ﬂ“*‘qy—a{_V-%Eﬂng]_qk%P‘k%qn]> (2.30)
donde v =0.57722..., es la constante de Euler y Fi[-] es la funcién exponencial
integral, definida por,
oo —t
mm:—/ %%t (2.31)

Veamos un ejemplo de célculo de estas dos medidas.

Ejemplo 2.3 Un analista de riesgos tiene que estimar temperaturas extremas de
una determinada zona. La tabla 2.1 muestra 15 observaciones de estas temper-
aturas en grados centigrados. Los estimadores de méxima verosimilitud de p y o
son:

fi=335, 6&=2241
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Los valores en riesgo y en riesgo en la cola para un nivel de probabilidad ¢ se
obtienen por medio de (2.29) y (2.30) sustituyendo u y o por sus estimadores de
maxima verosimilitud. La figura 2.2 representa las dos funciones. De este modo:

VaR[X;0,99] = 43,8089; TVaR[X:;0,99] = 46,0556

y
VaR[X;0,999] = 48,9792; TVaR[X;0,999] = 51,2207.
45; ;
40; ;
I TVaR[X;q] ]
35 1
I VaR[X;q] |
30; ;
? Nivel de probabilidad: q i

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 2.2: Valor en riesgo (VaR) y valor en riesgo en la cola (TVaR) de la dis-
tribucién de Gumbel con los datos del Ejemplo 2.3.

Tabla 2.1: Datos de temperaturas extremas (Bury, 1999).

32.7 304 31.8 332 33.8 353 346 33.0
32.0 35.7 355 36.8 408 38.7 36.7
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2.6. Una clase de medidas de riesgos ponderadas

A partir del Teorema general 2.7 se pueden obtener una gran variedad de
principios de primas. Recientemente, Furman y Zitikis (2008) han propuesto una
importante subclase de (2.24). Sea w : [0,00) — [0, 00] una funcién peso tal que
Elw(X)] < oo. Consideremos la clase de distribuciones ponderadas considerada
por Patil y Rao (1978):

EL(X < z)w(X)]
Ew(X)] ~

FXw (JJ) =

donde 1(S) es la funcién indicador, que vale 1 si S es cierto y 0 en otro caso. Por
extension de (2.13) podemos considerar la clase de primas ponderadas:

H[X,] = /OOC Fx, (z)dx. (2.32)

Un nimero importante de primas son casos especiales de H[X,,]. Para probar esto,

escribimos H[X,,] como,

E[Xw(X)]
Blw(X)] -

Entonces, la prima H[X,,] incluye como casos particulares (Heilman (1989) y

Kamps (1998)):

H[X,] = (2.33)

= Prima neta: E[X], cuando w(z) es constante,

= Prima varianza modificada: F[X] 4 Var[X]/E[X] cuando w(z) = z,

» Prima de Esscher: E[X e X]/E[e*¥], eligiendo w(z) = e,

= Prima de Kamps: (1998) E[X (1—e~*X]/E[1—e~*¥] cuando w(z) = 1—e~*,
asi como las primas basadas en la cola de la distribucién:

= Valor en riesgo en la cola: TVaR[X;q], eligiendo w(z) = 1{X > VaR[X; ¢},

» Prima varianza en la cola modificada: TVaR[X; q] + V‘"pﬁé ;‘[/)?Z][X;q” cuan-

do w(z) =z - 1{X > VaR[X;q]}.

Otra clase de prima pueden obtenerse considerando la funcién peso,
w(zx) = x¢,
para algtn valor fijo ¢ € (0, 1]. Esta funcién da lugar a,

E[Xchl]
HX.,)=——-—. 2.34
Puesto que (2.34) es el ratio de dos momentos, puede ser facilmente calculado para
un buen nuimero de distribuciones.
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Ejemplo 2.4 Consideremos un riesgo X con distribucién lognormal, definido por
medio de la funcién de densidad,

1 1 (logx —p 2
Ty, 0) = ———expy —= | ———— , x>0.
o) = ——— p{Q(U )}

Puesto que E[X"] = exp(ur+1r202/2) si 7 > 0, la expresién (2.34) se convierte en:

H[X.] = exp{u+ (c+1/2)0%}.

2.7. Primas basadas en estadisticos de orden

Ademas de los principios descritos anteriormente, existen otros muchos princi-
pios que se han descrito en la literatura (Tsanakas y Desli (2003), Heilpern (2003),
Young (2004), Denuit et al. (2006), entre otros).

En esta seccién describiremos brevemente principios de prima basados en los
estadisticos de orden del riesgo, descrito tanto en el contexto del modelo de riesgo
individual o colectivo. Sea X1,..., Xy una muestra de riesgos donde N una va-
riable aleatoria de conteo con Pr(N > 1) = 1. Consideremos la muestra de riesgos
ordenada:

Xl:N < X2:N <... S XN:N7

donde X;.y representa el menor valor, Xs. el segundo menor etc. Definimos la
variable aleatoria,

N
Ry = fi(Xin)
k=1

donde f; son funciones reales con f;(z) < x 'y Z?:I flx)) >0siz <...<x,. A
partir de Ry, Kremer (1985) define la prima,

H[RN] = E[RN] + A\\/Var(Ry). (2.35)

con A > 0. Si f; = ¢; = 1 son constantes y A = 0 obtenemos la prima neta del
modelo de riesgo clasico. La variable Ry permite ademéas modelizar determinados
reaseguros. Si disponemos de una muestra fija de n reclamaciones podemos definir
la prima basada en el principio de varianza del maximo:

H[X,.n) = B[ Xpn] + M/ Var[ X, (2.36)

valida en el contexto del modelo de riesgo individual.



Capitulo 3

Modelizacion del Riesgo en
Familias Paramétricas

3.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos modelos de distribuciones paramétricas que
pueden ser utilizadas para describir el riesgo de un colectivo, tanto en seguros
como en riesgos operacionales.

Los modelos que aqui introducimos seran también utilizados en los modelos de
credibilidad, tanto para modelizar el colectivo de una cartera, como las distribu-
ciones a priori de algin pardmetro de interés.

Entre los textos que incluyen teoria y aplicaciones sobre distribuciones proba-
bilisticas podemos destacar: Arnold et al. (1992 y 1999), Balakrishnan y Nevzorov
(2003), Kleiber y Kotz (2003), Castillo et al. (2005), Sarabia et al. (2006) y los
cldsicos Johnson, Kotz y Balakrishnan (1994 y 1995). En este capitulo estudiare-
mos medidas de riesgo que pueden ser utilizadas en credibilidad para modelizar
datos de pérdidas. Mas concretamente, obtendremos expresiones para las dos me-
didas de riesgo en la cola que actualmente se estan utilizando en la practica como
son el VaR y el TVaR. El célculo de estas medidas es muy reciente en la moderna
practica actuarial.

Los contenidos de este capitulo son los siguientes. En la seccion 3.2 presentare-
mos los siguientes modelos paramétricos de uso habitual en la ciencia actuarial: las
distribuciones de Pareto, las distribuciones exponencial, gamma y gamma inverti-
da, las distribucién normal y lognormal, la distribuciéon de Weibull y la distribucion
inversa Gaussiana. Obtendremos los VaR y TVaR para los diferentes modelos. El
analisis de las colas de una distribucién constituye para el analista de riesgos uno
de los aspectos claves a la hora de elegir una distribuciéon de pérdidas. Este as-
pecto sera estudiado en la seccién 3.2.7. En la seccién 3.3 presentamos un caso de

35
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estudio aplicado a datos normalizados sobre danos de huracanes. Se propondran
diversos modelos paramétricos, ademéas de un modelo de regresién basado en la
distribucién inversa Gaussiana. Finalmente se obtendran diversas primas basadas
en los modelos seleccionados.

3.2. Modelos paramétricos

En esta seccién estudiaremos diversos modelos paramétricos, y obtendremos
algunas medidas de riesgo importantes. Concretamente, estudiaremos los siguientes
grupos de distribuciones paramétricas:

= Distribuciones de Pareto (Pareto Iy II).

= Distribuciones exponencial, gamma y gamma invertida.

Distribuciones normal y lognormal.

Distribucién de Weibull.

Distribucién inversa Gaussiana.

3.2.1. Distribuciones de Pareto

La distribuciones de Pareto han sido ampliamente utilizadas en la literatura
actuarial y de riesgos por sus buenas propiedades. El texto de Arnold (1983) es
una de las referencias cldsicas sobre las distribuciones de Pareto en sus diferentes
aspectos. Desde el punto de vista del andlisis de riesgos, el ajuste de la cola de
una distribucién es un aspecto clave: interesa que los sucesos poco probables pero
con gran severidad tengan una probabilidad no despreciable. La funcién de den-
sidad de la distribucién de Pareto converge a cero mucho mas lentamente que la
distribucién normal y lognormal. Por tanto, resulta mucho mas seguro utilizarla
para determinar las primas de un reaseguro en los tramos de grandes siniestros
(seccién 3.2.7).

Como es bien conocido, existen diversos tipos de distribuciones de Pareto. Una
de las méas utilizadas es la distribucién clasica de Pareto, que forma parte de la
jerarquia de distribuciones propuesta por Arnold (1983), donde se comienza por la
distribucién més sencilla y se van enriqueciendo las distribuciones, hasta tener un
total de cuatro modelos anidados. En esta investigacién nos interesaremos en la
distribucién de Pareto clasica y la distribucién de Pareto tipo II a veces llamada
Pareto generalizada.

Una variable aleatoria X sigue una distribucién clasica de Pareto, si la funcién

de densidad es: N
ao
f(m;oz,a)zﬁ, x>0 >0, (3.1)
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cona >0,y f(x) =0siz < o. Por otro lado, una variable aleatoria X sigue
una distribucién de Pareto tipo IT (o generalizada) si la funcién de densidad viene
dada por:

alo
(1 +z/g)ert

y f(z;a,0) = 0siz <0, donde a > 0 es un pardmetro de forma y o un pardmetro
de escala. Para la distribucién clasica de Pareto, la tabla 3.1 muestra algunos
valores aproximados del pardmetros « dependiendo del tipo de suceso con que
trabajemos (Antal (2001)). Estos valores pueden resultar de utilidad a la hora de
asignar los parametros de la distribucién a priori de « en inferencia Bayesiana.

flz;o,0) = x>0 (3.2)

Tabla 3.1: Distribucion clésica de Pareto: valores aproximados del pardmetro de
forma (Antal (2001)).

Tipo de suceso Valor aproximado de «
Terremotos y tormentas ~1.0
Incendios ~2.0
Incendios en industrias ~1.5
Responsabilidad general ~1.8
Responsabilidad general automoviles ~2.5
Danos en el trabajo ~2.0

Las cantidades VaR y TVaR de las distribuciones de Pareto se pueden obtener
de forma explicita. Para el caso de la distribucién clésica de Pareto con densidad
(3.1), el valor en riesgo viene dado por,

VaR[X;q] = o(1 —¢)"V*, 0<g<1. (3.3)

invirtiendo la funcién de distribucién asociada a (3.1).
Para la existencia del TVaR se necesita una media finita, en este caso a > 1.
Usando (2.26) se obtiene el valor en riesgo en la cola,

TVaR[X;q] = %(1 —g)7Ve a>1, 0<qg< 1. (3.4)
La figura 3.1 muestra las expresiones (3.3) y (3.4) segtn un nivel de probabilidad
g. En el caso que 0 < o < 1 (donde la media no existe, E[X] = 00), el VaR se hace
maximo, que suele corresponder a riesgos asociados a terremotos y tormentas. El
riesgo del suceso disminuye a medida que aumenta el valor de a y por tanto van
existiendo los sucesivos momentos. El TVaR disminuye igualmente a medida que
aumenta el valor de a.
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Para la distribucién de Pareto tipo II, invirtiendo la funcién de distribucién,
obtenemos el valor en riesgo que viene dado por,

VaR[X;q| =o[(1—¢q) V> =1], 0<qg<1, (3.5)

cuya expresién siempre existe. Si promediamos la expresién (3.5) por medio de la
férmula (2.26) obtenemos el valor en riesgo en la cola, que viene dado por,

g «

TVaR[X;q] = (1-q Yo (1-q)|, a>1, 0<g<1, (3.6

l—q|la—-1

que require la condicién a > 1 para su calculo.

3.2.2. Distribuciones exponencial y gamma

La distribucién exponencial viene definida por medio de la funcién de densidad,
1

f(z;0) = —exp(—z/0), >0, (3.7)
o

donde o > 0. Se utiliza para modelizar procesos con tasa de fallo constante y
viene caracterizada por el hecho de ser la tnica distribucién continua que verifica
la propiedad de pérdida de memoria.

Invirtiendo la funcién de distribucién asociada a (3.7) se obtiene valor en riesgo:

VaR[X;q] = —olog(l —¢q), 0<qg<1. (3.8)
Por otro lado, el valor en riesgo en la cola es,
TVaR[X;q] = o[l —log(l —¢q)], 0 <g¢<1, (3.9)
puesto que (férmula (2.26)):

1 1
TVaR[X;q] = T4 [—olog(1 — q)]dg
q

— o[l —log(1 - q)). (3.10)

La distribucién gamma es un de los modelos de distribuciones paramétricas
mas utilizadas en riesgos cuando se dispone de datos positivos, unimodales y con
asimetria positiva. Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucién
gamma de pardmetros « y o (representaremos X ~ G(a,0)) si su funcién de
densidad se puede escribir como:

2% Lexp(—x/0)

flz;a,0) = 7ol (@) , si x>0 (3.11)
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Figura 3.1: Valor en riesgo VaR (gréfico superior) y valor en riesgo en la cola
TVaR (grafico inferior) de la distribucién cldsica de Pareto con o = 1, segin
diversos valores del parametro de forma a.
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y f(z;a,0) = 0si z < 0, donde «, o son nimeros reales positivos. El pardmetro
« es un parametro de forma y o un parametro de escala. La distribucién gamma
contiene como casos particulares las distribuciones de Erlang (« € IN'), exponencial
(a = 1), chi-cuadrado (0 = 2y a = v/2), y la normal si & — oo. La funcién de
distribucién de (3.11) se puede escribir como,

F(z;a,0) =1G[x/o;a], x>0, (3.12)
donde IG[X; a] representa la funcién razén gamma incompleta definida como:

1

IG[z;a) = T(a)

xT
/‘t“4emd—ﬂdu.r>0, (3.13)
0

con a > 0. A partir de esta definiciones, el valor en riesgo de la distribucién gamma
viene dado por,
VaR[X;q] =0 - IG g 0], 0<q<1, (3.14)

donde IG~![z;a] es la funcién inversa de (3.13). Notar que esta funcién estd bien
definida puesto que (3.13) es mondtona creciente. El valor del TVaR se puede
obtener como,

1 —IG[VaR[X;q]/o;a + 1]
" 1-IG[VaR[X;q]/c; 0]

TVaR[X;q] = ac (3.15)
Las figuras 3.2 y 3.3 muestran las expresiones del VaR y TVaR para las distribu-

ciones exponencial y gamma, respectivamente, segtin un nivel de probabilidad
q € (0,1).

3.2.3. Distribucién gamma invertida

La distribuciéon gamma invertida es un modelo de distribucién probabilistica de
uso en estadistica Bayesiana, como distribucién a priori para el pardmetro de una
exponencial (capitulo 6). Se trata de la transformada inversa de la distribucién
gamma y tiene como funcién de densidad:

6z~ @+ exp(—6/x)
() ’

f(x;0,0) = x>0, (3.16)

donde «, 6 > 0. A diferencia de la distribucién gamma, los momentos positivos no
siempre existen. Se verifica que:

E[X] = %, si a>1 (3.17)
y o .
Var[X] = G -12a=2)’ si a>2. (3.18)
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Figura 3.2: Valor en riesgo VaR (gréfico superior) y valor en riesgo en la cola
TVaR (grafico inferior) de la distribucién exponencial segtin diversos valores del
parametro o.



42 Modelizacion del Riesgo en Familias Paramétricas

10~ -

- VaR[X,q] 1

=
~

bl TVaRIX]

10

D e J A A A B S S B L
o
o
N
o
>
o
o
o
<5}
Ol v v v b b

1

Figura 3.3: Valor en riesgo VaR (gréfico superior) y valor en riesgo en la cola TVaR
(grafico inferior) de la distribucién gamma con o = 1 segun diversos valores del
parametro de forma a.
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3.2.4. Distribuciones normal y lognormal

La distribucién normal juega un papel central en la modelizacion estadistica,
y se utiliza frecuentemente en credibilidad. Si disponemos de un gran nimero de
datos de pérdidas, la aproximacién normal resulta plausible en los diversos modelos
cldsicos de riesgo, tanto individual como colectivo (seccién 6.5). La funcién de
densidad de una normal N (i, 0?) viene dada por,

2
f(:v;u,a):m}%exp{—; <$;M> }, —o0 < x < 00, (3.19)

donde 4 € R y o > 0. La funcién de distribucion es,

Flayp,0) = ® (x;“> (3.20)

donde ®(z) es la funcién de distribucién de una normal estdndar A/(0,1). Usando
(3.20) obtenemos el valor en riesgo, que viene dado por:

VaR[X;q] = p+0d (q), 0<qg<1, (3.21)

donde ®~1(z) es la funcién de distribucién inversa o funcién de percentiles. Por
medio de la expresién (2.26) del capitulo anterior se obtiene el TVaR, que viene

dado por:

$[2~ (a)]
1-g¢g
donde ¢(z) representa la funcién de densidad de una variable normal estandariza-
da.

La distribucién lognormal es uno de los modelos paramétricos mas utilizados
en riesgos. Se dice que la variable aleatoria X sigue una distribucién lognormal si,

TVaR[X;q|=p+o , 0<qg<1, (3.22)

log(X) ~ N (i, 0?). (3.23)

Se suele representar X ~ LN (u,0?). Las funciones de distribucién y de densidad
de una distribucion lognormal se obtienen mediante cambio de variable, y vienen
dadas por,

1 _
Fow(w o) = ¢(H) 20, (3.24)
g
1 1 (logz —p\>
fin(@ip, o) = exp{ — (ng”> , >0, (3.25)
To 2T 2 o

respectivamente.
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El valor en riesgo de la distribucién lognormal se obtiene a través de (3.24) y
viene dado por,

VaR[X;q] = explu+ 0@ '(q)], 0<q<1, (3.26)

donde ®~1(z) representa nuevamente la funcién de cuantiles de la distribucién
normal estdndar. El valor en riesgo en la cola viene dado por,

O(o — 27 (q))

TVaR[X;q] = exp(pu + 0%/2) -

, 0<qg<1, (3.27)

que siempre existe, y donde no es necesaria ninguna condicién adicional sobre los
parametros. En las figuras 3.4 y 3.5 aparecen representadas el VaR y TVaR de las
distribuciones normal y lognormal, respectivamente, segin un nivel de probabili-

dad gq.

3.2.5. Distribucién de Weibull

La distribuciéon de Weibull generaliza a la distribucién exponencial, de modo
que admite tasas de fallo constantes, crecientes y decreciente. Esta distribucion
también se utiliza en problemas de datos extremos minimos. Concretamente, se
obtiene como limite del minimo de muestras independientes procedentes de dis-
tribuciones limitadas en la cola izquierda. La podemos definir en términos de la
funcién de distribucién como,

F(a:;a,a,u):l—exp{—(x_u) }, x> pu>0, (3.28)

a

donde o > 0 es un parametro de escala, p un pardmetro de localizacion y a > 0
el parametro de forma. Si o = 1 se obtiene la distribucién exponencial y si a = 2
y p = 0 se obtiene la distribucién de Rayleigh.

Invirtiendo la funcién (3.28) se obtiene el valor en riesgo, que viene dado por,

VaR[X; q] = pu + o[ log(1 — ¢)]¥/*, 0<q<1. (3.29)
El valor en riesgo en la cola se obtiene mediante el siguiente resultado.

Teorema 3.1 El valor en riesgo en la cola de distribucion de Weibull definida en
(3.28) viene dado por,

oT(1+1/a)

TVaR[X;q] = p+
1—¢q

{1 - IG[-log(l —q);1+1/a]}, (3.30)

donde IG[x;a] representa la funcién razén gamma incompleta definida en (3.13).
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Figura 3.4: Valor en riesgo VaR (gréfico superior) y valor en riesgo en la cola TVaR
(grafico inferior) de la distribucién normal con p = 5 segin diversos valores de la
desviacion tipica o.
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Figura 3.5: Valor en riesgo VaR (gréfico superior) y valor en riesgo en la cola TVaR
(gréfico inferior) de la distribucién lognormal con p = 0 segiin diversos valores del
parametro o.
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Demostracién: Por medio de la definicién de TVaR y usando (3.29) tenemos:

1
o
TVaRiXiq) = ot 7 [ ([ log(1 — )] g
o oo
= p+-— 1 exp(—t)dt,
1 =qJ 10g(1-9)
expresion que conduce a (3.30). |

La figura 3.6 muestra el VaR y TVaR de una distribucién de Weibull segiin diversos
valores del parametro a.

3.2.6. Distribucidon inversa Gaussiana

La distribucién inversa Gaussiana se ha convertido en una de las distribuciones
mas utilizadas en estadistica actuarial y andlisis de riesgos. Esta distribucién posee
unas propiedades muy similares a las de la distribucién normal. La definimos en
términos de la funcién de densidad como:

Mz — p)?
eXp{—(mL%)}, T > 0, (331)

Ty A, ) =
f(@s A p) 53
donde A, > 0. El coeficiente de asimétrica es positivo y presenta una moda. La
funcién de distribucién viene dada por:

F(x; A, 1) =<I>< 2(2-1)) + eMrp (—\/§(Z+l)> , x> 0.

de donde:
VaR[X;q] = F~' (g A, ).

El TVaR se obtiene usando la férmula 2.26.

3.2.7. Comparacion de las colas

El analisis de las colas de una distribucién constituye para el actuario uno
de los aspectos mas importantes en la eleccién de una distribuciéon de pérdidas.
Veamos una comparacion entre las colas de varias distribuciones.

En el caso de la distribucién de Pareto, cuando x — oo, la funcién de distribu-
cién converge a cero mas lentamente que una distribucién exponencial (seccién
3.2.2), y se dice que la distribucién de Pareto presenta una cola més pesada que
la distribucién exponencial. En la figura 3.7 aparece representada la cola de una
distribucién de Pareto:

F(x):l—(%) . > o0,
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Figura 3.6: Valor en riesgo VaR (gréfico superior) y valor en riesgo en la cola TVaR
(gréfico inferior) de la distribucién de Weibull con 4 = 0y o = 1 segtn diversos
valores del parametro de forma .
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donde oy =0.4 y o =1.2. Para realizar la comparacién consideramos distribuciones
de tipo exponencial y normal truncadas en o, con funciones de distribucion,

Fx(z) — Fx(00)

0
1—Fx(00) , T >00 >

Fx|x>0,(7) =
y 0si ¢ < 0g. A continuacién elegimos los valores de los parametros de modo que
las correspondientes funciones de densidad tengan el mismo punto de partida. Por
tanto, el pardmetro 6 de la exponencial verifica: % = (%O, mientras que la desviacién
tipica o de la distribuciéon normal debe verificar:

d(oo/0) o«

o[l = ®(og/0)] o0’

que da lugar a ¢ = 0,46936. Las graficas de las funciones de supervivencia de las
tres distribuciones (Pareto, exponencial y normal) aparecen representadas en la
figura 3.7. Notar, de que a pesar de que las tasas de decrecimiento de las tres dis-
tribuciones comienzan siendo iguales, la normal tiende a 0 mas rapidamente que
las distribuciones de Pareto y exponencial. El significado practico que proporciona
este grafico es claro. Pérdidas grandes son mucho més probables en distribuciones
de tipo Pareto que en distribuciones normales. La distribucién exponencial se en-
cuentra en medio de las distribuciones normal y de Pareto. Una tipologia reducida
de colas de distribuciones de pérdidas (de menos pesadas a mas pesadas) aparece
en la tabla 3.2 (Embrechts et al., 1997). M4s detalles acerca de las colas de dis-
tribuciones usadas en finanzas y seguros aparece en Heyde y Kou (2004) y Fung y
Seneta (2007).

Tabla 3.2: Tipologia de colas de distribuciones de pérdidas (de menos peso a més
peso). Entre paréntesis algunos ejemplos de distribuciones con ese tipo de cola.

Tipo de cola Comportamiento

de la distribucién
Normales (Normal) Pr(X >z)~e ™
Ezponenciales (Exponencial y Gamma) Pr(X >z)~e®
Lognormales (Lognormal, Benktander-I) Pr(X >z) ~ e~ log’x
Weibull (Weibull-pesadas, Benktander-1T) Pr(X>z)~e @, 0<y<1
Potenciales (Pareto, LogGamma, estables*) | Pr(X > x) ~ a™¢

* Distribuciones estables con exponente o € (0,2). El signo ~ significa en este

contexto equivalencia en el infinito.
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Figura 3.7: Funciones de supervivencia de las distribuciones de Pareto, exponencial
y normal.

3.3. Caso de estudio: datos normalizados sobre
danos de huracanes

Como aplicacion de las secciones precedentes, vamos a realizar un ejercicio de
tarificacion usando diferentes primas basadas en diversos modelos paramétricos,
algunos de los cudles se han descrito previamente. Los datos que utilizaremos son
datos reales sobre danos en huracanes.

En una importante contribucién, Pielke y Landsea (1998) presentan datos nor-
malizados sobre danos de huracanes en Estados Unidos durante el periodo de 1925
a 1995. Los datos sobre danos, junto con el nombre del huracén, el ano y la cat-
egoria aparecen en la tabla 3.3. El concepto de dato normalizado permite una
correcta comparacién entre los datos de danos. Los datos estan en délares con-
stantes del ano 1995 y han sido normalizados segun el crecimiento de la propiedad
personal y los cambios en la poblacién. Detalles sobre el proceso de normalizacion
pueden encontraste en el citado articulo de Pielke y Landsea (1998).

El histograma de los datos aparece en la figura 3.8. Dicho histograma es similar
a muchas de las distribuciones a las que se enfrentan los actuarios, presentando
los siguientes hechos estilizados:
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= Posee un valor modal,
= Presenta una fuerte asimetria positiva y una curtosis alta,

= Unos pocos valores son mucho mayores que el resto (es decir, presentan una
cola larga).

3.3.1. Modelos Ajustados

Se han ajustado un total de ocho modelos paramétricos, habituales cuando
se trabaja con datos de pérdidas. Los modelos con: gamma, Pareto II, lognormal,
inversa Gaussiana, poli-exponencial, distribucién de Gumbel de minimos, distribu-
cién de Gumbel de maximos y distribucién de Weibull. Las funciones de densidad
de estos modelos aparecen en la tabla 3.4.

Los modelos han sido ajustados maximizando la funcién de verosimilitud de
los datos observados:

log L(0; %) = [ [ log f(x:: 0),
=1

donde x = (z1,...,,) son los dafios observados y 8 = (61,...,0,)T el vector de
parametros. Como estimadores iniciales de los pardametros se han elegido los esti-
madores de momentos. Los errores estandar de los parametros han sido obtenidos
mediante la inversa de la matriz de informacién observada. Si la matriz de infor-
macién observada, es,

9”log L(6; x)

16::65) = =050,
1UVj

) i?j:]‘727"'7p7

donde los valores de los pardametros se sustituyen por los estimadores de maxima
verosimilitud, entonces los errores estdandar se obtienen como,

ste(0;) = /T-1(6;,6;), i=1,2,...,p.

Puesto que la estimacién de los modelos se ha realizado mediante maxima
verosimilitud, como criterios de selecciéon de modelos se ha trabajado con criterios
basados en la verosimilitud. En concreto, el valor de la verosimilitud y el del
estadistico AIC de Akaike. Mediante el valor de la verosimilitud se elige aquel
modelo con mayor verosimilitud. Con objeto de corregir el estadistico anterior se
trabaja con el estadistico AIC, que penaliza segin el niimero de pardmetros del
modelo.

Las estimaciones correspondientes a los ocho modelos ajustados aparecen en
la tabla 3.5. Se han incluido los estimadores de méxima verosimilitud y las esti-
maciones de los errores estandar de los pardmetros. La tabla 3.6 recoge el ranking
de los modelos segiin el criterio de maxima verosimilitud (Rango 1) y segin el
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estadistico AIC (Rango 2). Segtin los dos criterios los mejores modelos correspon-
den a (en este orden): distribucién inversa Gaussiana, lognormal y gamma. Los
puestos intermedio varfan ligeramente (distribuciones poli-exponencial, Weibull y
Pareto II), mientras que los dltimos puestos corresponden a las distribuciones de
extremos de Gumbel (minimos y méximos). Los gréficos de las tres funciones de
densidad correspondientes junto con el grafico conjunto del histograma de los datos
y de los modelos ajustados aparecen el las figuras 3.9, 3.10 y 3.11. Los estimadores
de los pardametros de estos tres modelos son todos significativos, si realizamos el
correspondiente contrate de hipdtesis. Para el calculo de las primas usaremos estos
tres modelos.

3.3.2. Regresion inversa-Gaussiana

La idea de esta seccién es construir un nuevo modelo con variables explicativas
o covariables en la distribucién ajustada del dano. Como es claro, existen otras
variables que explican el dano y que pueden mejorar el modelo ajustado. En este
caso disponemos de dos variables explicativas, como son el ano en que se produjeron
los afios y la categoria del huracan. Se pueden considerar otras variables siempre
que los datos estén disponibles. En esta caso usaremos la distribuciéon inversa
Gaussiana definida en la seccién 3.2.6, puesto que es el modelo que mejor se ajusta
a los datos, segun los criterios antes comentados.

Para especificar el modelo de regresién con la distribucién inversa Gaussiana,
vamos a considerar un vector z de m covariables conocidas. Existen dos proced-
imientos de introducir las covariables:

» A través de la media: u(z) = exp(0'z).
= A través del parametro de escala: \(z) = exp(0 " z),

donde § = (0y,...,0,,)" es el vector de coeficientes de la regresién. Se han ensayado
las dos opciones, y se han obtenido mejores resultados con la regresion a través de
la media. Por tanto, tenemos el modelo,

X|z ~ ZG(exp(0'z), ), (3.32)

donde la funcién de verosimilitud viene dada por,

log L(\, 0;x|z) = Hlog f(xi;exp(0'2;), \), (3.33)
i=1

donde f(z;p, A) es la funcién de densidad de la inversa Gaussiana definida en
(3.31) yz= (1, z, 2)' son los regresores, donde z; corresponde al afio y z a
la categoria del huracan.

El modelo finalmente ajustado aparece en la tabla 3.7. De las dos covariables
consideradas, inicamente el ano del huracdn ha resultado significativa, por lo que
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la otra covariable no ha sido incluida. Nuevamente los valores de los parametros
son significativos. Mediante los dos criterios de seleccién de modelos, el modelo de
regresion inversa Gaussiana mejora a todos los modelos anteriormente considera-
dos. Esta modelo puede usarse por tanto con caracter predictivo.

3.3.3. Calculo de primas VaR y TVaR

Como apartado final de esta seccién se han obtenido las primas VaR y TVaR
para los tres modelos finalmente seleccionados: inversa Gaussian, lognormal y gam-
ma, para niveles de la probabilidad de ¢ =0.9, 0.95, 0.99 y 0.999. Los resultados
obtenidos se encuentran en la tabla 3.8. Las primas obtenidas a partir de los mod-
elos inversa gaussiana y lognormal son similares, si bien en la parte superior de la
cola la distribucién lognormal da lugar a primas de mayor magnitud. Las primas
obtenidas por medio de la distribucién gamma son de menor magnitud.
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Figura 3.8: Histograma de los datos normalizados de danos debidos a huracanes.
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Tabla 3.3: Datos normalizados de danos debidos a huracanes en USA entre 1925-95.
Fuente: Pielke y Landsea (1998).

Rango | Huracan Ano | Categoria | Danos en billones
de délares US
1 SE FL-AL 1926 4 72.303
2 | Andrew (SE FL-LA) 1992 4 33.004
3 N TX (Galvenston) 1900 4 26.619
4 N TX (Galvenston) 1915 4 22.602
5 SW FL 1944 3 16.864
6 New England 1938 3 16.629
7 SE FL-Lake Okeechobee 1928 4 13.795
8 Betsy (SE FL-LA) 1965 3 12.434
9 Donna (FL-E United States) 1960 4 12.048
10 Camille (MS-LA-VA) 1969 ) 10.965
11 Agnes (NW FL, NE United States) | 1972 1 10.705
12 Diane (NE United States) 1955 1 10.232
13 Hugo (SC) 1989 4 9.380
14 Carol (NE United States) 1954 3 9.066
15 SE FL-LA-AL 1947 4 8.308
16 Carla (NE United States) 1961 4 7.069
17 Hazel (SC-NC) 1954 4 7.039
18 NE United States 1944 3 6.536
19 SE FL 1945 3 6.313
20 Frederic (AL-MS) 1979 3 6.293
21 SE FL 1949 3 5.838
22 S Texas 1919 4 5.368
23 Alicia (N TX) 1983 3 4.056
24 Celia (S TX) 1970 3 3.338
25 Dora (NE FL) 1964 2 3.108
26 | Opal (NW FL-AL) 1995 3 3.000
27 | Cleo (SE FL) 1964 2 2.435
28 Juan (LA) 1985 1 2.399
29 | Audrey (LA-N TX) 1957 4 2.396
30 King (SE FL) 1950 3 2.266




3.3.

Caso de estudio: datos normalizados sobre danos de huracanes

Tabla 3.4: Modelos de distribuciones de dano.

Distribucion Funcién de densidad
A MMz — p)?
ZG(p, A) fl@p,A) = \/2m3 exp {—(%uf)}
N _ 1 1 flogx —p 2
(1, 0) f(x,ﬂag)*mexl) ) (U>
2% Texp(—x/o)
G(a,0) f(@;)_—wﬂm)w
PE(w, A1, A2) | flz;w, A\, A2) = - exp(—x /A1) + N exp(—x /A1)
Wi(5,0) far.0)= 2 (2) exp((a/o))
PII(O[,O’) f(l';Oé,O') = (1 _|_j,/z:>a+1
1 r— A\ T — A
Gmax (X, o) flx;\,o) = —expq — — exp <— . >}
gmin(\, o) f(x;)\,a):exp{x_)\—exp <x;/\)}

95

Tabla 3.5: Datos de danos en USA 1925-95: modelos ajustados mediante maxima
verosimilitud. Entre paréntesis se incluyen los errores estandar.

Rango | Distribucién Pardmetros ajustados
1 G (1, \) i =11749.9 (2146.15); A =11739.4; (3031.11)
2 LN (1, 0) 1 =8.98467 (0.152243); 6 =0.8339; (0.107652)
3 G(a,0) & =1.4361 (0.33645); 6 =8181.84; (2286.5)
4 PE(w, A1, \2) w =0.9061 (0.1793); A\ =32202.4; (36848.0)
Ao =9631.4; (2478.6)
5 W(y,0) 4 =1.10923 (0.140589); 6 =12302.6; (2152.78)
6 Pll(a,0) & =12.2171 (23.4233); 6 =131538.0; (271581.0)
7 Gmax (A, o) A =7236.26 (1192.02); 6 =6333.51; (1007.42)
8 gmin(\, o) A =20040.1 (4316.07); 6 =22127.4; (2429.21)
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Tabla 3.6: Datos de danos en USA 1925-95. Valor del logaritmo la verosimilitud y
del estadistico AIC (cambiada de signo). Rango 1: basado en el criterio de maxima
verosimilitud y Rango 2: basado en el estadistico AIC.

Rango 1 | Rango 2 Distribucién —logL | —AIC
1 1 Inversa Gaussiana | 306.265 | 308.265
2 2 Lognormal 306.658 | 308.658
3 3 Gamma 310.650 | 312.650
4 6 Poli-Exponencial | 310.727 | 313.727
5 4 Weibull 310.836 | 312.836
6 5 Pareto 11 310.982 | 312.982
7 7 Gumbel méximos | 313.988 | 315.988
8 8 Gumbel minimos | 341.377 | 343.377

Tabla 3.7: Datos de danios en USA 1925-95: modelo ajustado de regresién inver-
sa Gaussiana mediante maxima verosimilitud. Se incluyen los errores estandar y
estadisticos de méxima verosimilitud y AIC.

Pardmetros / Valores ajustados | Errores estdndar
Estadisticos de seleccién
6o 9.86363 0.372305
01 —0.0101 0.00549
A 13103.1 3383.20
—log L 304.669
—AIC 307.669
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Tabla 3.8: Datos de dafios en USA 1925-95: Célculo de primas valor en riesgo
VaR[X;q| y valor en riesgo en la cola TVaR[X; ¢] para los tres modelos selecciona-

dos.

Primas Inversa Gaussiana | Lognormal | Gamma
VaR[X; 0,90] 25.184 23.233 24.746
VaR[X;0,95] 34.343 31.453 31.058
VaR[X;0,99] 58.588 55.522 45.352
VaR[X;0,999] 98.225 104.979 65.332
TVaR[X;0,90] 39.365 36.965 33.739
TVaR[X;0,95] 49.566 47.153 39.927
TVaR[X;0,99] 75.625 76.582 54.045
TVaR[X; 0,999 116.901 135.840 73.892
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Figura 3.9: Funcién de densidad ajustada de la distribucién inversa Gaussiana a
los datos normalizados de danos USA 1925-95.
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Figura 3.10: Funcién de densidad ajustada de la distribucién lognormal a los datos
normalizados de danos USA 1925-95.
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Figura 3.11: Funcién de densidad ajustada de la distribuciéon gamma a los datos
normalizados de danos USA 1925-95.



Capitulo 4

Instrumentos de Estadistica
Bayesiana y Primas Bayes

4.1. Introduccion

La estadistica Bayesiana constituye una de las herramientas basicas en el estu-
dio de la teoria de la credibilidad. La idea de conjugar la informacién del individuo
con la informacién del colectivo para obtener una férmula de credibilidad, puede
realizarse de una manera natural por medio de la metodologia Bayesiana. En es-
tadistica Bayesiana la informacién del individuo (informacién de siniestralidad)
se combina con la informacién del colectivo (informacién a priori) por medio del
teorema de Bayes.

Por otro lado, muchos de los métodos cldsicos de la estadistica dejan de fun-
cionar cuando no se dispone de informaciéon muestral o cuando el tamano muestral
no es suficientemente grande como para aplicar resultados asintéticos que llevan
al uso de la distribuciéon normal.

La metodologia Bayesiana se esta aplicando con éxito en la practica actuarial
moderna y en la teoria de la credibilidad. El libro de Klugman (1992) hace uso
de la estadistica Bayesiana para la resolucién de diversas cuestiones actuariales.
Los libros de Berger (1985), Bernardo y Smith (1994) y Press (2003) contienen
desarrollos sistematicos de la técnica Bayesiana en la actualidad. En los tdltimos
anos se ha producido un importante avance en las técnicas Bayesianas de com-
putacion. En este sentido, el programa de computacién Bayesiana WINBUGS se
ha convertido en una herramienta de utilidad en el cdlculo Bayesiano. Scollnik
(2001) ha utilizado técnicas Bayesianas de computacién intensiva con el programa
WINBUGS para la resolucién de diversos problemas actuariales. Una introduccion
a este programa junto con diversas aplicaciones actuariales puede encontrarse en
Sarabia et al. (2006).

61
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Los contenidos de este capitulo son los siguientes. En las secciones 4.2 y 4.3
introduciremos las herramientas necesarias para la implementacion de las técnicas
de inferencia Bayesianas. En la seccién 4.4 estudiaremos dos aplicaciones en el
ambito actuarial. El andlisis Bayesiano de la distribuciéon de Pareto, de uso im-
prescindible como distribucién de pérdidas sera visto en la seccién 4.5 junto con
una aplicacién. En la seccién 4.6 presentamos la estimacién Bayesiana de una im-
portante clase de distribuciones de pérdida introducida por Haberman y Renshaw
(1996), cuya estimacién se puede escribir en términos de una férmula de credibili-
dad. En la seccién 4.7 se utiliza la metodologia Bayesiana para estimar la prima de
riesgo a través, primero de la prima colectiva y, posteriormente mediante la prima
Bayes. Finalmente, las secciones 4.9 y 4.10 se dedican al estudio de las familias de
distribuciones exponencial y exponencial de dispersion, respectivamente.

4.2. Definiciones basicas y teorema de Bayes

Partimos de un riesgo X dependiente de un parametro 6. En estadistica clasica,
el pardmetro es una constante. Sin embargo, en estadistica bayesiana 6 no es
constante, sino que varia segun una distribuciéon de probabilidad. La distribucién
a priori o inicial es la distribucion de referencia que se elige para el parametro.

Definicién 4.1 La distribucion a priori es una distribucion de probabilidad defini-
da sobre el espacio paramétrico que recoge las creencias a priori sobre el modelo.
Se representa por m(6).

Esta funcién de densidad a priori puede ser tanto de naturaleza discreta como
continua. Puede depender a su vez de parametros que reciben el nombre de hiper-
parametros. En estadistica bayesiana se trabaja a menudo con las distribuciones
a priori impropias, es decir, que la integral no es uno. Por ejemplo, si queremos
estimar la media de una normal X|u ~ N (1, 0?) podemos elegir,

m(u) =1 si —oo< < oo.

que expresa que todos los valores de p se presentan con la misma probabilidad. Las
distribuciones impropias suelen dan lugar a distribuciones a posteriori genuinas,
ademaés de aparecer como caso limite de distribuciones a priori genuinas. Este tipo
de distribuciones a priori tienen la ventaja adicional de no requerir preasignacion
de hiperparametros.

Definicién 4.2 FEl modelo de distribucion de la poblacion, es la distribucion de
probabilidad que se elige para los datos, y depende del valor del pardmetro 6. Suele
venir descrita en términos de la funcion de densidad y se representa por

Ixie(x]0).
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Si X = (X1,...,X,) representa un vector de observaciones, la funcién de
verosimilitud basada en X viene dada por,

Ixje(x]0) = fxjo(x1]0) - fx|j0(7,|0) = HfX\() z;]0).
Diferentes tipos de muestras (truncadas, censuradas etc.) dardn lugar a diferentes

tipos de verosimilitudes.

Definicién 4.3 La funcion de densidad conjunta de (X,0) viene dada por,

fxe(x,0) = fxje(z|0)m(0). (4.1)
La siguiente definicién establece un concepto importante.

Definicién 4.4 La funcion de densidad marginal de X viene definida por medio
de la expresion,

2)= [ fxiolalt)n(o)do. (4.2)
La siguiente definicién introduce la distribucién a posteriori.

Definicién 4.5 La distribucion a posteriori es la distribucién condicionada de ©
después de haber observado los datos. Se denota por me|x (0]x).

Las definiciones anteriores son los puntos claves de la estadistica Bayesiana. El
teorema de Bayes, permite obtener la distribucién a posteriori por medio de la
funcién de verosimilitud y la densidad a priori.

Teorema 4.1 Si 6 es una variable aleatoria continua, la funcion de densidad a
posteriori se puede obtener como,

T x (0]z) = (4.3)

/ fX|@ (2/6)m(6)d6

Otro concepto importante en estadistica Bayesiana lo constituye la distribucién
predictiva.

Definicién 4.6 La distribucion predictiva es la distribucion de una observacion
futura X,,+1 dada la historia pasada X .

La funcién de densidad de la distribucién predictiva viene dada por,

P ix (@esalz) = / Fxonio (s |80 x (B)d6. (4.4)
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El teorema de Bayes describe, fundamentalmente, el proceso de aprendizaje
a partir de la experiencia, y prueba céomo el conocimiento sobre el estado de la
naturaleza representado por 6 es modificado a medida que se recibe un nuevo
dato. Este aspecto es clave en teoria de la credibilidad. Con una sola observacién
tenemos que:

m(0z1) o< w(0) f(21]0)

Si observamos un nuevo dato:

m(0)lz1,22) o< 7(O)f(x1,x2|0)
o< m(0)f(x1]6)f(22]0)
o< w(B]z1)f(2210),

y en general:
w0z, .. ) X T(O21, .. Tm—1) f (T ]0).

Por otro lado, la distribuciéon a posteriori se puede considerar como un punto
medio entre los datos y la informacion a priori. Se puede esperar que los momentos
a posteriori ponderen las opiniones y los datos. Se verifica que:

E6] = E[E(©]X)]
Var[@] = FE[Var(©|X)] + Var[E(0]X)]

y por tanto:
Var[©] > E[Var(0©|X)],

lo que significa que la distribucién a posteriori proporciona menor variabilidad (en
media) que la distribucién a priori.

4.3. Inferencia y prediccién Bayesianas

La inferencia y prediccién Bayesianas requieren del uso del concepto de funcién
de pérdida, que también fue utilizado en el capitulo 2.

Definicién 4.7 Una funcidn de perdida L(0,a) es una funcién que indica la pérdi-
da incurrida si se elige a 6 como el verdadero estado de la naturaleza (valor del
pardmetro), ante una determinada accion a (un estimador).

Valores grandes de L(6,a) indican que a es mds incorrecto, mientras que val-
ores pequenos indican que a es mas correcto. En vez de una funciéon de pérdida
podemos hablar de una funcién de utilidad. En una funcién de utilidad hablam-
os de ganancias y no de pérdidas, por lo que la utilidad es simplemente —L(6, a).
(Berger, 1985). Algunas propiedades de las funciones de pérdida son las siguientes:
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1.

L(0,a) > 0,
2.

L(6,0) =0,
3.

L(0,a) < L(#,d") si |0—al <|0—d|.
Algunos ejemplos de funciones de pérdida son:

= Funcién de pérdida cuadratica:
L(#,a) = (6 — a).

= Error absoluto:
L(f,a) = |0 — al.

= La funcién,
| k(0—a), 8>a
L(e"‘>_{ ki(a—0), 0<a,

asigna un peso de ko a los valores de la izquierda del 6ptimo y k1 a los valores
a la derecha.

= La funcién,

(a—0)?, a<b
L(0,a) :{ 10(a — 6)2, a> 6.

penaliza la sobreestimacién, méas que la subestimacion.

= La funcidn,

(a —0)?

0] +1"°

penaliza errorres en la estimacién mds cuando 6 estd cerca de cero, que
cuando || es grande.

L(,a) =

El estimador de Bayes permite realizar inferencias sobre el pardmetro 6 dada
una funcién de pérdida L. Las inferencias que se realizan en este tipo de estadistica
se basan en la distribucién a posteriori del parametro, eligiendo una adecuada
funcién de perdida.

Definicién 4.8 (Estimador de Bayes) El estimador de Bayes (también llama-
do regla de Bayes), es la cantidad que minimiza la expresion en a € A,

E[L(0,a)] = / L0, a)meyx (9)do. (4.5)
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El estimador de Bayes se suele representar por 67 (x) o simplemente por 0 Bayes-
Cada funcion de pérdida junto con la correspondiente distribucién a priori, da lugar
un tipo diferente de estimador.

Veamos un ejemplo de un estimador Bayes con una funcién de pérdida cuadratica.

Teorema 4.2 FEn el caso de una funcion de pérdida cuadrdtica, el estimador de
Bayes viene dado por la media de la distribucion a posteriori:

0f(z|0)r
57 (2) = E[|X] = /

Demostracion:
E[L(8,a)] = / (0 — a)?*m(0|z)do
e
Derivando respecto de a (aplicando el teorema de derivacién bajo el signo integral):

0
5 EIL(8,a)] = /@—2(9—a)77(9|x)d9 =0

de donde:
:/ Om(0|x)dd = E[6]X].
e
Ahora:
32
%E[L(H,a)] = 2/@7r(9|x)d0 > 0.
El siguiente resultado permite la estimacién con otra funcién de pérdida.

Teorema 4.3 La funcion de pérdida porcentaje de error relativo,

L(0,a) = (“56)2

da lugar al estimador de Bayes:

o El0TX]
") = FerR)

El calculo de intervalos de confianza se reduce al calculo de percentiles de la
distribucién a posteriori.

Definicién 4.9 Se dice que el intervalo (a,b) es un intervalo de credibilidad para
el pardmetro 0 a nivel 1 — « si,

Pr(a <® <bX)=1-aq, (4.6)

donde 0 < o < 1.
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Las distribuciones conjugadas son un tipo de distribucién a priori que facilitan los
calculos de estimacion.

Definicién 4.10 Una clase C de distribuciones a priori para un pardmetro 6 se
dice que es conjugada para una determinada verosimilitud, si tanto la distribucion
a priori como la distribucion posteriori pertenecen a la misma clase, es decir si

m(0) eC

entonces,
To|x (0lz) € C.

El siguiente resultado es especialmente importante en credibilidad, dado que
permite obtener la prediccién de una nueva observacién a partir de los datos
disponibles, es decir, férmulas Bayesianas de credibilidad.

Teorema 4.4 Sean X1, Xs, ... X, variables aleatorias independientes e igualmente
distribuidas de modo que E[X;|0] =60, i=1,2,...,n. Entonces:

E[Xn+1|X1 = xl,...,Xn == .’I,‘n] = E[@‘Xl == .’1,‘1,...Xn == xn] (47)

Demostracion: Supongamos que se trata de variables aleatorias de tipo contin-
uos. Calculando directamente la esperanza tenemos que,

EX,1|X1=21,...,.Xpn=12,] = /xf(xn+1|;v1,x27...7mn)dx
X

- /Xx (/@ f(@n1|0)m (0], 22, . .. ,Jjn)de) di
/9 (/X xf($n+1|9)dx) w0y, ... x,)do

= E[@\Xlle,Xn:xn]

|

Existen diferentes técnicas de estimacién Bayesianas, dependiendo de los obje-

tivos de la estimacién y de la informacién disponible. Podemos considerar cuatro
tipos de estimacién Bayesiana (Lehmann y Casella, 1998):

= FEstimacion Bayesiana cldsica. La distribuciéon a priori se obtiene mediante
informacién extramuestral (experiencia).

= FEstimacion Bayes empirica. En este situacién los pardmetros de la distribu-
cién a priori son estimados a partir de los datos.

= FEstimacion Bayesiana jerdrquica. Los pardmetros de la distribucién a priori
son modelizados por medio de otra distribucién a priori, a veces llamada
hiper-prior.
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= FEstimacion Bayesiana robusta. La precision de un estimador se evalia para
cada miembro de la distribucién a priori, con el fin de encontrar un estimador
que mejore a los de toda la clase.

Estos cuatro métodos Bayesianos de estimacién seran utilizados a lo largo de la
presente investigacion.

4.4. Aplicaciones Bayesianas en seguros

En esta seccién veremos dos aplicaciones importantes de la estadistica Bayesiana
en seguros: estimacién de una cuota de mercado y estimacién del fraude.

4.4.1. Estimacion de una cuota de mercado

Un analista estd interesado en estimar la cuota de mercado © de un nuevo
producto. A partir de estudios previos de naturaleza similar y haciendo uso de
otras fuentes de informacién sobre el sector, el analista es capaz de construir una
distribucién de probabilidad a priori 7(6) que viene dada en la tabla 4.1. Con objeto
de completar el estudio, el analista realiza una encuesta sobre el nivel de aceptacion
del producto. Realiza un total de 30 encuestas y obtiene que 5 individuos que estan
dispuestos a adquirir el nuevo producto. ;Cémo reestimar la distribucién de las
cuotas de mercado?

Tabla 4.1: Cuota de mercado y probabilidades a priori.

©: cuota de mercado | Probabilidades a priori 7(6)
0.05 0.16
0.10 0.24
0.15 0.18
0.20 0.15
0.25 0.12
0.30 0.10
0.35 0.05

A partir de los datos de la encuesta, tenemos que la funcién de verosimilitud
viene dada por,

otele) = ()1~ 0,

donde n = 30 encuentas y x = 5. Si consideramos la versién discreta de (4.3)
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tenemos que,
rvo(alt) = L0@OTO
>0 fzj0(z|0)m(0)
Los valores de la funcién de verosimilitud, junto con las probabilidades a priori
y posteriori estdn incluidas en la tabla 4.2. Asimismo, la figura 4.1 representa
mediante un diagrama de barras las probabilidades a priori. La cuota de mercado
maéds probable es 0.15

Tabla 4.2: Probabilidades a priori, a posteriori y verosimilitudes de las cuotas de
mercado.

© m(6) fxie(z]0) To|x (0]2)
0.05 0.16 0.191 0.205
0.10 0.24 0.119 0.191
0.15 0.18 0.189 0.227
0.20 0.15 0.186 0.187
0.25 0.12 0.145 0.117
0.30 0.10 0.102 0.069
0.35 0.05 0.012 0.004

4.4.2. Estimacion del fraude

Un actuario desea estimar la proporcion 6 de fraude en un determinado tipo de
pdlizas. Para ello se realizan inspecciones aleatorias en las reclamaciones realizadas.
Se conoce que el fraude en el sector es del 4 por ciento con una desviacién tipica
del 2 por ciento.

Se inspeccionan un total de n = 240 pdlizas, y se concluye que 22 de ellas son
fraudulentas. El actuario esté interesado en combinar ambas fuentes de informacién
(la del sector y la de su compania) para obtener un estimador final del fraude.

Si X representa el niimero pdlizas fraudulentas sobre un total de n inspecciones,
es claro que la distribucion de X dada la verdadera proporcién de fraude 6, sigue
una distribucién binomial,

Ixje(x]0) = (Z)H”’(l—@)"_‘”, z=0,1,...,n. (4.8)

Como distribucion a priori para 6 se elige una distribucion beta de primera especie
cldsica con funcién de densidad,

90,71(1 _ 9)1771

W@(Q; a, b) = B(a b)

,0<8<1, (4.9)
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Figura 4.1: Probabilidades a priori y a posteriori de la cuota de mercado.

donde a,b > 0 son hiperpardmetros que se estiman a partir de los datos. La
informacion sobre el sector corresponde a informacién a priori sobre ©, por lo que
podemos conocer los valores de los pardmetros. Si E[Q] = m y Var[0] = 52, se

trata de resolver en a y b el sistema anterior. La solucién viene dada por,

m2 —m(m? + s?)

a = 5 , (4.10)
m — (m? + s%)
b= (4.11)

A continuacién se trata de obtener la la distribucién a posteriori de los datos dada
la distribucién a priori beta definida en (4.9). Utilizando el resultado (4.3) tenemos
que,

fxje(z]0)m(0;a,b)

1
/O fxio(16)(6;a, b)db

Tox(0lz) =
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N fa n_moafl(l_g)bfl
AU

[ (ra o200,

9z+a71(1 _ 9)n71+b71
Bz +a,n—xz+b)

La ultima expresién coincide nuevamente con una distribucion tipo beta, por tanto,
Olr ~ Be(z +a,n —x +b). (4.12)

El estimador de Bayes bajo funcién de pérdida cuadratica:

r+a
EO|z] = PR
n T a+b a
= 7+ .
n+a+b n n+a+db a+bd
n a+b
= T - F[O]. 4.13
n—+a-+b ern—&—a—i—b (] ( )

Notar que (4.13) es una férmula de credibilidad, donde se combinan la experiencia
del sector (colectivo) con la informacién de la compaiifa (el individuo), y donde el
factor de credibilidad viene dado por:

Z(n) =

n
n+a+b

Los intervalos de credibilidad del pardmetro 6 se obtienen a partir de la dis-
tribucién a posteriori (4.12). Se trata de obtener dos limites (I, u) tales que,

Pr(l <0|X <u)=1-gq,

donde 0 < g < 1 es el error. La tabla 4.3 recoge las estimaciones con la informacién
disponible. Se puede estimar un fraude del 7.7 por ciento con una desviacién tipica
del 1.45 por ciento. La figura 4.2 representa las distribuciones a priori y a posteriori
del problema.
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Tabla 4.3: Estimadores Bayesianos y parametros con los datos de fraude.

Parametros y estimadores Estimaciones numéricas
a inicial 3.8000

b inicial 91.200

a final 25.800

b final 309.800
E[©] 0.04
DT[O] 0.02
O(EMV) 0.0917
E[0|X] 0.0770
DT[O|X] 0.0145
Factor de credibilidad 0.4174
Intervalo de credibilidad 90 % 0.0546-0.1023
Intervalo de credibilidad 95 % 0.0510-0.1078
Intervalo de credibilidad 99 % 0.0444-0.1199

4.5. Analisis Bayesiano de la distribucién de pérdi-
das Pareto

En este apartado realizaremos un anélisis Bayesiano de la distribucion clasica
de Pareto, segtin la definicién vista en la seccién 3.2.1. Suponemos entonces que los
datos de pérdidas se encuentran por encima de un limite inferior L > 0, y pueden
ser modelizadas segtin una distribucion clasica de Pareto, que representaremos por
X ~ P(a, L). La funcién de densidad de las pérdidas es,

a (x\—(atl)
f(z]a) 7 (L) , ©>L>0, (4.14)

donde suponemos que el pardmetro L es una constante conocida predeterminada
por el actuario. Supongamos ahora que se dispone de una muestra de tamano n,

X =(Xy,...,X,) de la severidad del riesgo. La funcién de verosimilitud de (4.14)
viene dada por,

L(X|a) = ﬁz(%yﬁvﬂ)

x a"exp (—aZlog(XML)) (4.15)
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Figura 4.2: Distribuciones a priori y a posteriori de los datos del fraude. Las
lineas verticales discontinuas representan la media a priori (izquierda) y la media
a posteriori (derecha).

A continuacién elegimos para el parametro o una distribuciéon gamma con funcién

de densidad,

a®~lexp(—a/o)
oo F(Ozo)

(o ap,0) = , a>0 (4.16)
para de este modo disponer de una distribucién conjugada. La distribucién a priori
la representaremos por a ~ G(«ag, ).

En esta etapa un aspecto importante es la eleccién de los hiperparametros
de la distribucién a priori. En este caso, suponemos que el actuario es capaz de
proporcionar dos percentiles de la distribucién a priori. Si (p;,ap,), pi € (0,1),
1 = 1,2 representan los dos percentiles, los valores de ay y o se obtienen como
solucién del sistema,

PI‘(g(Oéo,O') < Oépi) =pi t= 152
La distribucién a posteriori viene dada por,

(| X) o« L(X|a) - 7(a;ap,0)
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x aexp <—a Z log(Xi/L)> ~a®exp(—a/o)

— gnhtao—l exp [a (i log(Xﬁ/L) + 1/0>] ,

por tanto, tenemos que,

1
X ~ - 4.1
alX ~ 6 (a0 +n. g7 ) (4.17)
donde A(n, L) viene dado por,
A(n,L) = log(X,/L). (4.18)
1=1

A continuacién usando (4.17), y utilizando una funcién de pérdida cuadratica, de
acuerdo con el teorema 4.2, el estimador Bayes del pardmetro « viene dado por,

Qg +n
ElalX] = A(n,L)+1/c
B Ain,L)  n N 1/o oo
~ A(n,L)+1/oc A(n,L) A, L)+1/c °
= Z-apuv+(1—-2)-Eld] (4.19)

donde Z es el factor de credibilidad dado por,

A(n, L)

2= A 1)

y agmyv = n/A(n, L) el estimador de méxima verosimilitud de «. En este caso
(4.19) no es estrictamente una férmula de credibilidad, puesto que Z depende del
valor de las severidades X;.

4.5.1. Intervalos de credibilidad y distribucién predictiva

Para la obtencion de los intervalos de credibilidad basta tener en cuenta la
relacién de la distribuciéon gamma con la distribucién chi-cuadrado de Pearson. Se
verifica entonces que,

20(A(n, L) +1/0)|X,0 ~ x*(2(n + a)). (4.20)

donde x?(n) representa una distribucién chi-cuadrado con n grados de libertad.
Por tanto, el intervalo de credibilidad (a,b) debe de verificar que,

Pr(a < 2a(A(n,L)+1/0)|X,0 <b)=1—g¢, (4.21)
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donde 0 < ¢ < 1. A partir de (4.21), se obtiene que los limites del intervalo de
credibilidad vienen dados por,

(
(A(n,L) +1/0) "
X*(2(n+ ag); 1 —q/2)

b= TRAm D)+ 1) (4.23)

donde ahora donde x?(n; q) representa el cuantil de orden ¢ de una distribucién chi-
cuadrado con n grados de libertad. Usando la férmula general (4.4), la distribucién
predictiva viene dada por,

| X)da
0

[e3

fyx(le) = / "yl
doNi

g

y (1/6 +log(y/L)™ "

4.5.2. Caso de estudio: datos de pérdidas por vientos

En esta seccion utilizaremos los resultados previos para el andlisis de los datos
de pérdidas de vientos que aparecen en Hogg y Klugman (1984). Los datos se
recogen en la tabla 4.4 y el histograma aparece representado en la figura 4.3. Los
datos presentan las caracteristicas ya comentadas de asimetria, cero-modalidad y
colas largas. Puesto que el minimo de los datos es 2, elegimos L = 2, que coincide
con el estimador de maxima verosimilitud. La funcién de verosimilitud de los datos
es,

n —(a+1)
L(X;a) =a"L™ <H Xi> ,
i=1
que aparece representada en la Figura 4.4. El estimador de maxima verosimilitud

es entonces,

apary = 0,9763

con error estandar:

2 —-1/2
ste(&) = (_aLagga)) = 0,1544

al sustituir en el valor del maximo. El valor del logaritmo de la verosimilitud es
—109.658. La funcién de densidad ajustada junto con el histograma de los datos,
aparecen representadas en la figura 4.5.

Para la estimacién Bayesiana de « necesitamos asignar los pardmetros ag y o
en (4.16). Se presentan dos escenarios:
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= Fscenario 1. Incertidumbre baja. Asignamos mediante dos percentiles:

Pr(a < 1,5) = 0,95, Pr(a < 0,5) = 0,05.

= FEscenario 2. Incertidumbre alta. Obtenemos los valores de los pardmetros a
partir de las especificaciones:

Pr(a < 2,5) = 0,95, Pr(a < 0,3) = 0,05.

Los valores obtenidos bajo los dos escenarios, aparecen recogidos en la tabla 4.5.
Se han incluido ademés los estimadores Bayesianos (férmula (4.19)), el factor de
credibilidad y los intervalos de credibilidad (férmulas (4.22)-(4.23)) al 90, 95 y
99 por ciento. Se trata de resultados bastante robustos, pues a pesar de partir
de distribuciones a priori muy diferentes, se llegan a estimaciones finales muy
similares. La figura 4.6 representa las funciones de densidad a priori y a posteriori
bajos los dos escenarios.

Tabla 4.4: Datos de pérdidas por vientos (Hogg y Klugman, 1984).

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 3 3 3 3 4 4 4 5
5 5 5 6 6 6 6 8 8 9
15 17 22 23 24 24 25 27 32 43

4.5.3. Otras distribuciones a priori

En la estimacion Bayesiana de datos de Pareto existen otras posibilidades para
la eleccion de la distribucién a priori. Esta eleccién dependerd de la naturaleza
de los datos disponibles (por ejemplo censurados) y de la informacién a priori
disponible. En este sentido Arnold y Press (1989) han considerado diversas dis-
tribuciones a priori para (a, o) bajo diversos tipos de censura de los datos. Dis-
tribuciones a priori basadas en especificacion condicional han sido consideradas
por Arnold et al. (1998) y Sarabia et al. (2005), de acuerdo con la metodologia de
las distribuciones especificadas condicionalmente (Arnold et al, 1999).

4.6. Estimacion Bayesiana de una clase de dis-
tribuciones de pérdida

Las distribuciones paramétricas utilizadas como modelos de pérdidas (es decir,
distribuciones para la magnitud de la pérdida) en los seguros no-vida, tienen un
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Figura 4.3: Histograma de los datos de pérdidas por vientos (Hogg y Klugman,
1984).

Tabla 4.5: Estimadores Bayesianos y parametros con los datos de pérdidas por

vientos bajo dos escenarios.

Parametros y estimadores

Escenario 1

Escenario 2

Qo

0

SHEEN

Ela]

ElalX]

a(EMV)

Factor de credibilidad
Intervalo de credibilidad 90 %
Intervalo de credibilidad 95 %
Intervalo de credibilidad 99 %

9.3869
0.1005
49.3869
0.0196
0.9432
0.9698
0.9763
0.8046
0.7545-1.2074
0.7184-1.2584
0.6512-1.3620

2.8079
0.4162
42.8079
0.0231
1.1687
0.9869
0.9763
0.9446
0.7526-1.4186
0.7137-1.3038
0.6417-1.4186




78 Instrumentos de Estadistica Bayesiana y Primas Bayes

T R R

-150

1

T R R

-200

1

Lo

-250

1

Lo

-300

1

T R

-350

Figura 4.4: Funcién de verosimilitud de Pareto para los datos de pérdidas por
vientos (Hogg y Klugman, 1984).

soporte positivo, colas pesadas y presentan asimetria positiva, tal como hemos
evidenciado con los datos reales de pérdidas (secciones 3.3, 4.5.2 y Hogg y Klugman
(1984)).

En este apartado vamos a realizar una analisis Bayesiano empirico sobre una
clase amplia de distribuciones de pérdida, considerada por Haberman y Renshaw
(1996). Este tipo de anédlisis no ha sido hecho hasta el momento. Adema4s, obten-
dremos una estimador Bayesiano del pardmetro que tiene la propiedad de poder
representarse como una férmula de credibilidad.

Nos fijamos entonces en la clase de distribuciones con funcién de densidad,

f(z;0,0) = aX(z;0) exp{—aA(z;0)}, x>d>0, (4.24)
y funcién de supervivencia,
S(zr;a,0) = exp{—aA(z;0)}, ©>d>0, (4.25)

donde A(z;0) es proporcional a la tasa de fallo y

Az;0) = /: Au; 6)du, (4.26)
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Figura 4.5: Histograma y funcién de densidad de Pareto ajustada a los datos de
pérdidas por vientos (Hogg y Klugman, 1984).

representa la tasa de fallo integrada, donde 6 es un pardmetro (que puede ser
de dimensién mayor o igual que uno) y o > 0. Casos especiales de (4.24)-(4.25)
incluyen a las distribuciones de Burr, Pareto generalizada y Weibull (ver Tabla
4.6). Disponemos de una muestra de datos de pérdidas X = (Xy,...,X,,) para la
estimacién de (4.24). Procedemos en dos etapas:

= Etapa 1: estimacion de 6 mediante métodos clasicos.
= Etapa 2: estimacion de a mediante técnicas Bayesianas.

En la primera etapa estimamos 6 mediante maxima verosimilitud. De modo al-
ternativo, podemos obtener # mediante un método de estimacién basado en per-
centiles (ver Castillo et al., 2005). Si x4, 0 < ¢; < 1, i = 1,2 representan dos
percentiles de (4.25) tenemos que,

log(1 —¢;) = —al(zy;0), i=1,2.
Eliminando « tenemos que,

A(zq,;0) _ log(1 — q1)
A(zg,;0)  log(l—gq2)’

(4.27)
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por vientos Escenario 1 (grafico superior) y Escenario 2 (grafico inferior).
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que sélo depende de 6. Si suponemos que 6 es un escalar se puede obtener un
estimacién mediante un procedimiento iterativo. A partir de la estimacién de 6
y en una segunda etapa, realizamos un anélisis Bayesiano clésico eligiendo como
distribucién a priori para o una gamma con parametros (a,b) y media Efa] = a-b.
La funcién de verosimilitud viene dada por,

L(X|a,0) =a" ﬁ A X5 0) exp {—azn:A(X,»; 9)} . (4.28)

i=1 i=1
La funcién de densidad a posteriori es,

Txla,0(X|a,0) o L(X|a,0) 7(a) (4.29)
x ot lexp {a <z”: A(X;;0) + 1/b> } ,  (4.30)

que es una distribucién gamma. Los pardametros de esta distribucién se actualizan
segin la tabla 4.7. Utilizando una funcién de pérdida cuadratica, el estimador
Bayesiano de a viene dado por,

a—+n

A(X350) +1/b

ElalX,0] =

M=

i=1

-

A(X;;0)
AXG0)+1/b 3 AX:0) X A(Xi60)+1/b
i=1 i=1 =1

= Z-aguv+(1—-2)-Ela], (4.31)

@
Il
—

M=

que corresponde a una férmula de credibilidad (no estricta). En (4.31), el factor
de credibilidad es

i A(Xi:0)
7z == . (4.32)
SA(X;0) + 1/b

i=1

4.7. Estimacion de la prima de riesgo

La prima calculada, de acuerdo a los principios de célculo de primas estudia-
dos en el capitulo anterior, dependerd en la practica de algin parametro del que
dependa la funcién de distribucién que sigue la variable aleatoria X asociada al
riesgo.
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Tabla 4.6: Distribuciones de pérdida del tipo (4.24).
Burr, a, A\, >0 Pareto gen., a, A > 0 Weibull, o,y > 0
1 (AFd)” (A +d)? -1
f(.]f) OJ’YZ"Y W (XW Oé'yl'ﬂy exp{—a(m'y — d’Y)}
A+d " A+d\"
—alzY —dY
s@ | () (322) expl s — "))
vzt 1 -
L e .
- +
A 1 1 T —dY
@] o(35) s (3 40) .

Tabla 4.7: Actualizacién de pardmetros de la familia de distribuciones de pérdida
(4.24).

Parametros | Valores a priori Valores actualizados
a a a=a+n
= |

St A(X;0)+1/b

Por ejemplo, si el riesgo sigue una distribucién de Poisson de pardametro 6 > 0,
la prima calculada conforme al principio de prima neta vendra dada por

H(X) = E[X] = 0.

En la literatura actuarial es habitual considerar que todos o algunos de los pardmet-
ros de los que depende la funcién de distribucién de probabilidad son desconocidos.

De ahi que, dado que el parametro 6 se desconoce, a la prima se le denomine pri-
ma pura de riesgo o simplemente prima de riesgo. De aqui en adelante suponemos
que la prima dependerd de al menos un pardmetro desconocido y escribiremos
Pr para denotar a la prima de riesgo que, insistimos dependerd de al menos un
parametro.

En el ejemplo anterior se verifica que:

Pr = H[X|0] = 0.

El problema que surge ahora es estimar la prima suponiendo que el parametro
del que depende es desconocido y aleatorio. De ello nos ocupamos en los siguientes
apartados.
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4.7.1. Prima colectiva o a priori

Si f(z) es la funcién de densidad asociada al riesgo X dependiente de un
pardmetro 6, escribiremos f(z;6) o f(x|f) segin que el pardmetro sea fijo o aleato-
rio. Podemos ahora suponer que dicho parametro se distribuye entre toda la cartera
de seguros de acuerdo a cierta funcién de densidad 7(6). Desde un punto de vista
Bayesiano ésta no es mas que la distribucién a priori, denominada en el escenario
actuarial funcién estructura.

Para clarificar el tema pensemos en una cartera de seguro de automoviles. Cada
asegurado tiene una propensién diferente a experimentar reclamacién porque cada
uno de ellos poseen diferentes factores de riesgo. Como ejemplo de factores de
riesgo podemos citar la edad, los anos de vigencia de la licencia de conducir, la
potencia del vehiculo, la zona en la que circula, etc. El actuario puede desconocer
la propensién de un asegurado a experimentar reclamacién, pero puede tener cierta
idea acerca de como se distribuye dicha propensién en la cartera de seguros. Es
decir, puede asignar una distribucién de probabilidad al pardmetro que recoge esta
propensién. En el ejemplo considerado anteriormente, la propension viene dada por
el parametro 6.

En principio, la mejor estimaciéon que puede obtenerse de la prima de riesgo es
la prima colectiva que se define de la siguiente forma.

Definicién 4.11 Dados un riesgo X con funcion de densidad f(x|0), siendo 6 un
pardmetro desconocido con funcion de densidad a priori m(0) y una funcién de
pérdida L : R?* — R, la prima colectiva es el valor Po que minimiza la pérdida
esperada

/ L(Pg, Pe)r(0)d0, (4.33)
(S]

siendo Pr la prima de riesgo definida en (2.16).

Obsérvese que en (4.33) Pr depende del pardmetro desconocido 6.

La prima colectiva tal y como aparece definida més arriba representa la mejor
decisién que estima la prima de riesgo (obviamente desconocida). Observemos que
para calcularla se necesitara que el actuario defina una distribucién de probabili-
dad, la distribucién a priori, para el valor del parametro desconocido 6. Para ello
serd fundamental la experiencia de lo acontecido en los periodos precedentes o en
otros contratos similares.

Ejemplo 4.1 Sea un riesgo X con funcién de densidad de probabilidad f(x|6),
dependiente del parametro 6 desconocido y aleatorio y con distribucién a priori
(funcién estructura) 7(#). Vamos a obtener la prima colectiva para los principios
de prima neta, exponencial, Esscher y de varianza.

Usando los diferentes principios tenemos que:
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1. Para el principio de prima se verifica L(Pg, Pc) = (Pr — Pc)2, entonces Pgr
es como en (2.17) y se obtiene,

Pe :/@ [/X xf(x|0)d:v] =(0)d0 = E, [E; [X]6]]. (4.34)

2. Para el principio de utilidad exponencial tenemos:
1 aP; aPc\2
L(PR,Pc) = *(6 R —e C) 5
@
con « > 0, entonces Pr es como en (2.18), de donde,

1 1
Po = ~log / e*Prm(0)d = — log B [e*F7] . (4.35)
« ) «

3. Para el principio Esscher tenemos que
L(Pg, Pp) = e“Pr (P — Po)?, a>0,

entonces Pgr viene dada en (2.19), y se obtiene,

/ Pre“Pry(6)do P
E, [PreoPr
P = 2@ _ Br [Prectn] (4.36)

aP,
/ Prpgydg  Dr e
S

4. Finalmente, para el principio de varianza tenemos que
L(Pr, Pc) = Pg (Pr — Po)?,

entonces Pr viene dada como en (2.20), y se deduce:

f
Po = .
¢ /Pw(e)de Ex [Pr]
o

(4.37)

Ejemplo 4.2 Supongamos que el nimero de reclamaciones de una cartera de
seguros sigue una distribucién binomial negativa con pardmetros r >0y 6 > 0 de
la forma:

1 VAR
Pr(X:x|0):<T+z )(7”’;0) (r+9) 2 =0,1,...; 70>0,
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y 0 sigue una distribuciéon beta de segunda especie con parametros r,b,v > 0, de
modo que

'I’b 911—1
™) = Bl oy o

Vamos a calcular, bajo el principio de prima neta la prima de riesgo y colectiva.
La prima de riesgo es
Pr=E[X|0] =96,

mientras que la prima colectiva viene dada por

rv

PC:ETF[PR]:Eﬂ'(e):m?

b>1. (4.38)
Ejemplo 4.3 Veamos cémo se calcula la prima de riesgo y colectiva bajo el prin-
cipio de varianza suponiendo que el riesgo X sigue la distribucion gamma con
parametros 8 > 0, y v > 0 conocido,
611
f(z]0) = F(V)Q:V*le*‘)m, v>0,0>0

y 0 sigue en el colectivo la distribucién gamma con parametros a, b:

ba
m(0) = 0t a>0,b>0.

La prima de riesgo es

o f(x]0)de v+ 1

o wf@l)de 07

Pr

y la prima colectiva

oS PEm(0)dO b(v+1)
= Pan@)d ~ a—2 a>2. (4.39)

Pc

4.7.2. Prima Bayes o a posteriori

Los modelos de decisiéon méas habituales son aquellos en los que el decisor
dispone de experiencia previa: son los llamados problemas de decisién con exper-
imentacién. En el problema de decisién con experimentacién, la decision elegida
depende del vector observado, X = (X;,...,X,), donde la observacién consiste
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en una muestra de tamano n, Xi,...,X,, procedente de una poblaciéon X cuya
funcién de distribucién depende del estado © que se presente.

En este caso, el anélisis Bayesiano nos permitira combinar la informacién inicial
0 a priori que se tiene sobre el pardmetro § € © con la informacién muestral, X,
para obtener la distribucién a posteriori del parametro.

Asi, si 7(0) es la densidad a priori, que refleja las creencias sobre # antes de
obtener la informacién muestral X = (X1, ..., X,,), el teorema de Bayes, como se
mostré anteriormente, permite combinar estas dos fuentes de informacioén para, en
nuestro caso, obtener otra estimacién de la prima de riesgo, distinta de la prima
colectiva. El resultado es la prima Bayes o a posteriori que se define a continuacién.

Definicién 4.12 Dados un riesgo X con funcion de densidad de probabilidad dada
por f(z|0), siendo @ un pardmetro desconocido con distribucidon a priori w(6),
una funcién de pérdida L : R? — R y un vector de datos observados X =
(X1,...,Xn), la prima Bayes es el valor P que minimiza:

RIS ARG (1.40)
)
siendo 7(0|X) la distribucion a posteriori de 6 dada la muestra y Pr la prima de
riesgo definida anteriormente.

Nuevamente Pr en (4.40) depende del pardmetro 6.

Ejemplo 4.4 Sea un riesgo X con funcién de densidad de probabilidad f(x|6),
dependiente del parametro € desconocido y aleatorio con distribucién a priori
7(0). Vamos a obtener la prima Bayes para los cuatro principios de prima neta,
exponencial, Esscher y de varianza.

Las expresiones de las primas Bayes se obtienen intercambiando en (4.34),
(4.35), (4.36) y (4.37) w(0) por 7(0|X), obteniéndose:

Py = /@ {/ :nf(a:|9)dx] (0| X)d0 = Erx) [Ey (X]0)], (4.41)
X
para el principio de prima neta. Entonces:
1 1
Pg == log/ R (0| X)df = — log Er(px) [¢*77] . (4.42)
(0% [e) (0% —

para el principio exponencial.

/ Pre*Prr(0)X)d6 P
Ero1x) [Pre®Pr
p,_ Je _ Bro [Pren] (4.43)

/ Prrox)de  Drono e
(S]
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para el principio Esscher. Finalmente:

P3m(0]X)do
py - TR (g
= _

/ Pr(0]X)d6 Er[Pr]
(S]

(4.44)

para el principio de varianza.

Ejemplo 4.5 Supongamos que disponemos de una muestra aleatoria simple X =

(X1,...,X,) procedente de la poblacién del ejemplo 4.2. Vamos a calcular la prima
neta Bayes.
La distribucién a posteriori de ¢ dada la muestra X = (X1,...,X,,) es:
nr TLX .
r 0 fv—1
01X
m(01X) o (T—|—9) <r+9> (r + 6)o+v
0u+n)7(71

(T + 9)b+u+nX+nT ’

que es de nuevo una distribucién beta de segunda especie con pardmetros r,b +
nr,v + nX. Luego, la prima neta Bayes se obtiene reemplazando en (4.38) los
parametros r, b y v por los parametros actualizados, resultando:

Py — r(v+nX)

= . 4.45
b+nr—1 ( )

Ejemplo 4.6 Supongamos que disponemos de una muestra aleatoria simple X =
(X1,...,X,) procedente de la poblacién del ejemplo 4.3. Vamos a calcular la prima
Bayes de varianza.

Es fécil deducir que la distribucién a posteriori es en este caso de nuevo una
distribucién G(a + nv, b+ nX), luego la prima Bayes de varianza se obtiene actu-
alizando en (4.39) los pardmetros correspondientes, obteniendo:

(v+1)(b+nX)

P =
B a+nv—2

Resulta interesante destacar que para calcular las primas colectiva y Bayes
podemos utilizar un principio de célculo de prima diferente que el utilizado para
calcular la prima de riesgo,

Ejemplo 4.7 Supongamos que el nimero de reclamaciones de una cartera de
seguros sigue una distribuciéon de Poisson con parametros 6 > 0 y 6 sigue una
distribucién G(a,b), a > 0, b > 0. Vamos a calcular la prima Bayes de acuerdo al
principio Esscher cuando la prima de riesgo se ha calculado bajo el principio de
prima neta.
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Ya sabemos que bajo el principio de prima neta la prima de riesgo es P = 6.
La prima colectiva es:

Jo 0e*?m(0)do  [;° 6%e~(*TD)0qp
[T exfm(0)dd [T 9o te~(at)0qg
a

= . 4.4
a+b (4.46)

FPc

Reemplazando en (4.46) a y b por a + nX y b+ n, respectivamente, se obtiene la
prima Bayes, dada por:

a—i—nX

Pp=—u—.
B a+b+n

(4.47)

Noétese que (4.47) es una férmula de credibilidad, puesto que
Pg=Z(n)X + (1 - Z(n)] Pc,

con:
n

a+b+n

Z(n) =

4.8. Sistemas bonus-malus

Con objeto de reducir el nimero de reclamaciones en el sector de seguro de
automoviles, las companias Europeas introdujeron el sistema de tarificacién bonus-
malus. Este sistema penaliza a los conductores que no experimentan reclamacion,
los buenos, penalizando a los malos. Por tanto, segin este mecanismo la prima
se calcula en funcién del nimero de reclamaciones que experimenta el asegura-
do, lo que favorece la utilizacién de la metodologia desarrollada en teoria de la
credibilidad.

Es conocido que en los tltimos anos se ha fomentado entre las entidades que
operan en el sector del automovil, el uso del fichero histérico de siniestralidad
de conductores (SINCO), que incluye el historial de siniestralidad de los tltimos
cinco anos de cada pdliza. El fichero SINCO tiene la ventaja de proporcionar a
las entidades aseguradoras adheridas al mismo, los historiales de cada conductor
antes de aceptarlo. Este hecho favorece, por un lado, ante un posible cambio de
entidad aseguradora, la fijacién del precio que corresponde al riesgo contratado, y
desde un punto de vista metodoldgico, la posibilidad de contar siempre con una
muestra personalizada de un asegurado en concreto, lo que facilita y favorece el
uso de determinadas técnicas estadisticas, que sin la misma no podria llevarse a
cabo.

Para construir un sistema bonus-malus se parte de un nivel X neutro, de modo
que para niveles inferiores a X el asegurado entra en la escala bonus, mientras que
para niveles superiores a X, el asegurado se incorpora a la escala malus.
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Este tipo de sistemas esta generalmente basado en el niimero de reclamaciones,
y no en la cuantia. Expresando la prima como una funcién del nimero medio de
reclamaciones X, nX = Y1 | X;, y del perfodo de tiempo n, representaremos la
prima bonus-malus mediante Pgyr = P (X, n).

Lo relevante de este sistema de tarificacion es que un asegurado que en el
periodo actual no presente reclamacién se verd bonificado en el siguiente periodo
mediante un descuento en la prima a pagar. Por el contrario, si experimenta recla-
macién se verd penalizado con un incremento de la prima. Luego, tendran que
verificarse las siguientes reglas de transicion:

8PBM(X,TL) >0 6PBM()_(,n)
0X ’ on
Existen diversas metodologias para el cdlculo de primas bonus-malus, entre las
que descatamos:

< 0.

1. Método Markoviano. En este caso el sistema bonus-malus se contempla como
un proceso de Markov en el que el asegurado se mueve de un estado a otro
en el tiempo. Ver Centeno y Silva (2002) y Lemaire (1995).

2. Programas de optimizacion multiobjetivo. Desarrollados por Heras et al.
(2002, 2004).

3. Métodos Bayesianos. Estos métodos seran estudiados en esta investigacion.
Algunas referencias son: Gémez-Déniz et al. (2002b, 2006b, 2008c, 2008d,
2008¢), Gémez-Déniz y Vazquez (2005¢), Lemaire (1979, 1985, 1995), Meng
et al. (1999) y Sarabia et al. (2004).

4.8.1. Calculo de primas bonus-malus. Método Bayesiano

Una forma de obtener primas que cumplan las reglas de transicion, utilizando la
metodologia Bayesiana, consiste en dividir la prima Bayes entre la prima colectiva
para los principios de calculo de prima estudiados. Denotando ahora mediante Pp
a la prima Bayes, la prima bonus-malus puede obtenerse como:

Pp
P, = — 4.48
BM PC’ ( )

donde Pg representa la prima colectiva.

Ejemplo 4.8 Vamos a obtener las expresiones de la prima bonus-malus para los
principios de calculo de prima neta, exponencial, Esscher y varianza.

Utilizando las expresiones (4.48), (4.34) y (4.41), se deduce que la prima bonus-
malus bajo el principio de prima neta es:
Ero1x) [Eyalo) [X10]]

Er0) [Ej(aio) [X10]] (4.49)

Ppy =



90 Instrumentos de Estadistica Bayesiana y Primas Bayes

Utilizando (4.48), (4.35) y (4.42), se deduce que la prima bonus-malus bajo el
principio de prima exponencial es:

o log Bl [}
log { Ex(g) [e*T=] }

(4.50)

donde )
Pp = —log/ e f(x)|0)dx.
@ e

Utilizando (4.48), (4.36) y (4.43), se deduce que la prima bonus-malus bajo el
principio de prima Esscher es:

Erox) [Pre®"™]  Enrg) [e*77]
Er(ox) [e*PR]  Er(g) [Prer]’

Ppy =

donde
_ By [Xe 0]

Pp =
Ef(z10) [e2*10]).

Finalmente, utilizando (4.48), (4.37) y (4.44), se deduce que la prima bonus-malus
bajo el principio de prima de varianza es:

Er01x) [P&] Ero) [Pr]

P - 9
M 01x) [PR] En(o) [P2)

donde
_ Bfaje) [X?16)]

Pr .
Ef(alo) [X10]

Ejemplo 4.9 La tabla 4.8 muestra el nimero de asegurados para las reclama-
ciones x = 0,1, ... en una cartera de seguros de automoéviles en Alemania en 1960.
Esta cartera de seguros aparece en en Willmot (1987) y en Gémez-Déniz et al.
(2008¢). Suponiendo los siguientes modelos:

1. Funcién de verosimilitud Poisson de pardmetro § > 0 y una distribucién a
priori gamma de pardmetros a > 0, b > 0.

2. Funciéon de verosimilitud binomial negativa con pardametros r > 0, 0 <
0 < 1y una distribucién a priori para el parametro 6 beta con parametros
a>0,b>0.

Para ambos modelos, se trata de obtener:

1. La prima bonus-malus bajo el principio de prima neta.
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Comprobar que dicha prima puede escribirse como una férmula de credibil-
idad.

La distribucion incondicional del ntimero de reclamaciones.

Estimar mediante el método de méxima verosimilitud los parametros de la
distribucién a priori.
Obtener la tabla de frecuencias ajustadas.

Estudiar la bondad del ajuste mediante el test x? con un tamaiio del 5 por
ciento. ;Qué modelo ajusta mejor los datos?

Obtener una matriz de orden 3 x 4 en la que el elemento a;;,¢ =1,2,3;5 =
1,2,...,4 sea el porcentaje de prima a aplicar en el periodo ¢ con j reclama-
ciones, bajo un sistema de tarificacién bonus-malus y el principio de prima
neta.

Tabla 4.8: Ntunero de siniestros observados.

N?”Tlero Frecuencias absolutas
de siniestros
Observadas
0 20592
1 2651
2 297
3 41
4 7
5 0
6 1
Total 23589

Veamos la resolucién de las diferentes cuestiones planteadas:

1.

Utilizando (4.49) se deduce, para el caso Poisson-gamma:
Xb _
Pgy = a—f—iniv con Zml =nX. (4.51)

Bajo el modelo binomial negativa-beta, las primas netas colectiva y Bayes
son, respectivamente:
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r(b+nX)
PB == )
a+nr—1

de donde se deduce que la prima neta bonus-malus es:

b+nX a-—1
P, = 4.52
BM a+nr—1 b ( )

2. Es inmediato probar que (4.51) puede reescribirse como:

Pons = 2 (2) 4 7 (Bre) = 2009(3) + 1 - 2] o)

siendo Z(n) =n/(b+n) el factor de credibilidad, Pc la prima neta colectiva
y g(z) = Lz. La expresién (4.52) puede reescribirse como

Ppy = Z(n)g(X) +[1 = Z(n)] g(Pc),

donde:
™
Z = —
(n) a+nr—1’
a—1
g(m) - T’b T

3. Para el modelo Poisson-gamma, comprobaremos que la distribucién incondi-
cional del nimero de reclamaciones es una binomial negativa con parametros
ayb/(b+1). En efecto:

Pr(X=z) = /OOo f(x|0)m(6)do

N /°° o 9* e " dp
0

z! T(a)
b* °
- 0a+z71 7(b+1)9d0
210 (a) /O c
b*  T(a+zx)

z!T(a) (b+ 1)tz

_ (a+i - 1) <b+b1)a (bi1>w (4.53)

Procediendo de forma analoga para el modelo binomial negativa-beta ten-

€1mos:
r+x—1 1 ! o1 btz1
a-—+rTr 1_ T
( z )B(a,m/o(’ (=87 db

_ (r + z — 1) B(a;—(;l;)—i— x)

g
=
s
I
&
I

(4.54)
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4. A partir de una muestra aleatoria simple de tamano n procedente de (4.53),
el logaritmo de la funcién de verosimilitud es,

Zl (“ X - ) + nalog (berl) —nXlog(b+1). (4.55)

Ahora teniendo en cuenta que

<a+§i—1> - 1),

tenemos que (4.55) puede reescribirse como

n X;—1
b
l(a,b) = Z Z log(la+ X; — 1 —j) —log X;! +na10g<b+1>
=1 Jj=1
— nXlog(b+1). (4.56)

Derivando parcialmente (4.56) con respecto a b e igualando a cero resulta:
= = (4.57)

mientras que derivando (4.56) respecto a a e igualando a cero se obtiene

n i—1 1 b
—_— 1 —— | =0 4.58
M e R (459

=1 j=1 2

Finalmente, sustituyendo (4.57) en (4.58) resulta una ecuacién en a que
puede resolverse numéricamente, obteniéndose los estimadores a = 1,1179 y
b=17,7513.

Para el modelo binomial negativa-beta, a partir de una muestra aleatoria

simple de tamano n procedente de (4.54), el logaritmo de la funcién de
verosimilitud es:

U(r,a,b) Zl KTJFX _1) Blatrbt Xi) J];(Tabb;r X1 (4.59)

Calculando las derivadas parciales de (4.59) con respecto a r, a y b e igualan-
do a cero se obtiene un sistema de ecuaciones que puede resolverse facilmente
utilizando, por ejemplo, el programa Mathematica. La soluciéon que se ob-
tiene para el caso que nos ocupa es: r = 2,6895; a = 51,1597; b = 2,6895.

5. Las frecuencias observadas y esperadas del modelo aparecen en la tabla 4.9.
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Tabla 4.9: Numero de siniestros observados y ajustados.

Ngrpero Frecuencias absolutas
de siniestros
Observadas Poisson-gamma Binomial negativa-beta

0 20592 20596.80 20596.80
1 2651 2631.03 2635.24
2 297 318.37 311.73
3 41 37.81 39.03
4 7 4.44 5.30
5 0 0.52 0.78
6 1 0.06 0.12

Total 23589 23589 23589

4.8.2.

Para el modelo Poisson-gamma, el logaritmo de la funcién de verosimilitud es
—10223,4, mientras que el valor de x? con 2 grados de libertad es 3,62. El p-
valor correspondiente resulta 0,1636, por lo que aceptamos que la distribucién
binomial negativa ajusta los datos.

Para el modelo binomial negativa-beta, el logaritmo de la funcién de verosimil-
itud es —10222,2 y el valor de x2 con 1 grado de libertad es 1,41, que le
corresponde un p-valor de 0,2350. Se acepta también que la distribucién bi-
nomial negativa beta ajusta los datos. Este ultimo modelo da lugar a un
mejor ajuste.

Utilizando (4.51) y (4.52) se obtiene la matriz pedida, que aparece represen-
tada en las tablas 4.10 y 4.11, para los modelos Poisson-gamma y binomial
negativa-beta, respectivamente.

Como se aprecia, las primas son sensiblemente mayores en el grupo de los
buenos conductores (nX = 0) para el modelo binomial negativa-beta y
menores para el resto de los grupos.

Penalizaciéon de las sobrecargas

El principal objetivo de los sistemas de tarificacién bonus-malus es que los ase-

gurados paguen una prima justa, esto es, la prima que corresponda a su propia
experiencia de reclamacién. Sin embargo, muchos de estos sistemas penalizan in-
justamente a determinados asegurados, haciéndoles pagar més de lo que realmente
les corresponde. Por otro lado, en muchas ocasiones las bonificaciones establecidas
son pequenas, lo que puede acarrear serios problemas de competitividad y, en con-
secuencia, de equilibrio financiero a la compaiifa aseguradora (Baione et al., 2002,
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Tabla 4.10: Primas bonus-malus. Modelo Poisson-gamma.

nX
0 1 2 3 4
100
88.57 167.80 247.03 326.29 405.50
79.49 150.59 221.70 292.81 363.91
72.03 136.59 201.08 265.57 330.07

W~ O3

Tabla 4.11: Primas bonus-malus. Modelo binomial negativa-beta.

nX
0 1 2 3 4
100
94.91 130.20 165.48 200.77 236.06
90.31 123.89 157.47 191.05 224.63
86.14 118.17 150.20 181.22 214.25

wN - o3

pp- 159-160). Ademds, es costumbre en el mercado de seguro de automdviles, que
el asegurado cambie de compania aseguradora buscando precios mas competitivos.

Esto representa un problema para la compania aseguradora, pues los buenos
asegurados pueden optar por abandonar dicha compania para asegurarse en otra
con precios més bajos. Ademads, para la compaififa, la pérdida de los ingresos que
le reporta estos clientes supone no poder compensar el balance de la empresa,
pues aunque los asegurados catalogados como malos asegurados paguen mas, es
generalmente una poblacién menos numerosa la que figura en estas clases. Como
muestra, obsérvese la cartera de seguros de automéviles que aparece en la tabla 4.12
(extraida de Gémez-Déniz et al., 2005a) y que corresponde a datos reales de una
aseguradora espanola. En esta cartera, los asegurados se clasificaron de acuerdo a
dos categorias: edad del conductor (¢) y la potencia del vehiculo asegurado (p),
como se aprecia en la tabla 4.13. Asi, ¢ = 1 corresponde a conductores jévenes con
edad inferior a 35 anos; ¢ = 2, conductores con edades comprendidas entre 35 y
49 anos; ¢ = 3, conductores mayores de 50 anos. Por otro lado, p = 1 corresponde
a vehiculos con una potencia entre 54 y 75 cv; p = 2, vehiculos con una potencia
entre 76 y 118; finalmente p = 3, corresponde a vehiculos con una potencia mayor
de 119 cv.

Por otro lado, la experiencia demuestra que los buenos asegurados prefieren
pagar inicialmente una prima ligeramente mayor, de modo que si incurren en una
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Tabla 4.12: Distribucién de los asegurados en las distintas subcarteras. Gémez-
Déniz et al., 2005a.

k k
n 0 1 2 >3 0 1 2 >3
0 3945 9023
1 3316 548 61 20 7797 1063 140 23
2 2756 965 182 42 6668 1952 344 59
3 2290 1226 339 90 5702 2562 625 135
4 1903 1371 503 168 4876 2954 937 257
11947 25719
9470 1916 445 116 21031 3775 720 193
7273 3391 984 299 16789 6796 1680 455
5585 4079 1638 645 13402 8444 2903 969
4289 4265 2234 1159 10699 9151 4108 1761
8447 19609
6570 1423 321 133 15702 3112 603 92
4908 2495 759 286 12234 5478 1456 441
3666 2933 1266 582 9532 6647 2496 934
2738 2990 1701 1017 7426 7032 3469 1681
1486 5762
1125 274 69 18 4554 902 224 82
822 458 154 52 3452 1640 492 178
601 523 247 115 2617 1968 817 359
439 520 322 205 1984 2041 1109 628
11758 27287
10437 1159 143 19 22788 3766 591 142
9185 2193 331 48 18714 6778 1457 337
8354 2693 604 107 15369 8594 2591 733
7114 3517 923 204 12622 9543 3763 1360
18688 5812
15158 2848 510 172 4680 900 187 45
11988 5065 1262 373 3672 1597 426 117
9482 6230 2198 778 2881 1952 723 256
7499 6686 3101 1402 2261 2080 1005 466

reclamacion, en el siguiente periodo (afio) su prima no se vea incrementada en una

cantidad grande.

Se han elaborado diversos modelos tratando de resolver estos problemas. El
primero de estos modelos fue propuesto por Ferreira (1977), que puede verse tam-
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Tabla 4.13: Numero de asegurados y numero medio de reclamaciones en las dis-
tintas subcarteras.

g=1 g=2 qg=3
b1 3945 9023 11758
0.1850 0.1564 0.1277
p=2 11947 25719 27287
0.2639 0.2252 0.1969

L, 8T 19609 18688
p= 0.2917 0.2495 0.2345

1486 5762 5812
p=4

0.3135 0.2769 0.2424

bién en Lemaire (1979, 1985 y 1995), en el que se propone un modelo que aumente
ligeramente las primas que pagan los buenos asegurados como contrapartida a
la disminucién de las primas pagadas por los asegurados malos y que garantice
el equilibrio financiero. En Gémez-Déniz y Leén (2005b) y Gdémez-Déniz et al.
(2005a) se propone un mecanismo similar con la funcién de pérdida Esscher que
realiza el proceso contrario. Ver también Sarabia et al. (2004), haciendo uso de los
modelos de especificacién condicional.

Las ideas sobre penalizaciéon fueron inicialmente propuestas por Lemaire (1979),
donde el autor expone un procedimiento para reducir el porcentaje de incremen-
to de la prima que permite mantener el ajuste presupuestario de la compania
aseguradora. Para ello, en este texto se utilizara el principio de prima neta, y min-
imizaremos la diferencia entre la prima neta Bayes P(k,n), siendo k el ntimero
de reclamaciones y n el tiempo, y el valor del parametro €, sujeto a la restriccién
presupuestaria. Asi, denominando m al nimero maximo de clases en la cartera,
Ny al nimero de asegurados en dichas clases y N = >"/" | Ny, formalmente el
problema a resolver tendra la siguiente formulacién:

1 & 2
min N};}Nk /@ (P — Pk, n)) (6], n)do,
(4.60)

1 m
sa o ’;)NkP(k, n) = E(0).

Mediante la formulaciéon de este problema el asegurado minimiza la pérdida es-
perada de la operacion de aseguramiento sujeta a la restriccién que permite el
equilibrio financiero.

La solucion a este problema de optimizacion restringida se presenta en la sigu-
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iente proposicién.

Proposicién 4.1 La solucion del problema de optimizacion (4.60) viene dada por:

Plhn) — / Prr (0], n)d0 + / Prr(0)d0

%Z/Pmr(ﬂk,n)d@. (4.61)
k=0

Demostracion: La funcién lagrangiana es:

m

1 2
b = NI;JP(k,n)/(PR—P(k,n)) (6|k, n)do
- B llip(k )é]
N "
k=0
en la que ( es el correspondiente multiplicador de Lagrange. Ahora,

o 1 & _

— = — N.P = 4.62
3777/1_0 = P(kn)—lﬂJr/Pﬂ'(G\kn) k=01 m. (4.63)
8P(k’,n)_ ) _2 R ) ) T Yy Ly e ey TTO0

Tras algunas manipulaciones algebraicas se obtiene:

ZNkPkn ZNk/PRw d9+%ﬂ.

Finalmente, despejando de esta expresién %ﬁ, sustituyendo en (4.63) y teniendo
en cuenta (4.62) se obtiene el resultado. |
Ahora podemos construir una prima bonus-malus como el cociente:

P(k,n)
P(0,0)

Ppn = Ppy(k,n) = (4.64)
Ejemplo 4.10 Considérese la cartera de seguros de automéviles que aparece en
la tabla 4.12. Calcular las primas netas bonus-malus para la subcarterap =1, ¢ =
1 obtenidas cuando la verosimilitud es Poisson de parametro 6 y la distribu-
cién a priori es gamma con pardmetros a = 1, b = 5 para el modelo estandar
Poisson-Gamma y el modelo modificado de las sobrecargas. Obsérvese que con
estos pardmetros se estd considerando que la media del niimero medio de recla-
maciones es a/b = 0,25, lo que parece acorde vista la media de reclamaciones en
las distintas subcarteras que aparecen en la tabla 4.13. Vamos a comprobar que se
resuelve el problema de las sobrecargas.
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Bajo el modelo estandar Poisson-Gamma las primas bonus-malus se calculan
de acuerdo a la expresion
a+kb
b+na’

Ppy =

siendo k = nk. Bajo el modelo modificado, utilizando (4.61), resulta, después de
algunos calculos:
a+k a 1

P(k,’l’b):b_’_n—Fg—N Nk

(4.65)

Finalmente, las primas netas bonus-malus en el modelo modificado se obtienen
llevando (4.65) a (4.64).

Las primas correspondientes (multiplicadas por 100) aparecen en la tabla 4.14,
y los resultados del modelo modificado aparecen en negrita. Se observa que las
primas, bajo el modelo modificado, aumentan ligeramente para los asegurados en
la clase £ = 0 y disminuyen para el resto de las clases. En la figura 4.7 aparece
el porcentaje de incremento de la prima cuando el asegurado se mueve de la clase
k =0 a la clase k = 1. Este porcentaje es mucho menor en el modelo modificado
que bajo el modelo estandar.

Tabla 4.14: Prima bonus-malus basada en (4.61) en la subcartera p =1, ¢ = 1.

k
n 0 1 2 >3
0 100
1 8333 166,66 250.00 333.33
90.32 135.82 176.77 217.42
2 7142 14285 21428 285.71
84.09 122.41 157.86 193.13
3 6250 125.00 18750  250.00
79.66 112.87 144.07 175.11
4 5555 11111 166.67 222.22
76.31 105.67 133.48 161.16
4.9. Analisis Bayesiano de la familia exponencial

natural

La familia exponencial constituye una de las principales familias de distribu-
ciones de uso en credibilidad. En las décadas de los 50 y 60 diversos actuarios
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Figura 4.7: Porcentaje de penalizacién en la prima para los buenos asegurados.

probaron que la férmula de credibilidad era el estimador Bayes para determinadas
combinaciones de verosimilitudes y distribuciones a priori. Este es el caso de la
verosimilitud Poisson con distribucién a priori gamma o la verosimilitud binomi-
al con distribucién a priori tipo beta. Jewell (1974) en un resultado clésico, de-
mostré que estas situaciones no eran mas que casos particulares de una verosimil-
itud mas general conocida como familia exponencial. Como veremos en detalle
mas adelante, para los miembros de esta familia la férmula de credibilidad es el
estimador de Bayes (prima Bayes). Tenemos la siguiente definicién.

Definicién 4.13 Se dice que una variable aleatoria X (riesgo) pertenece a la
familia exponencial natural, si su funcion de densidad se puede escribir como,

a(x) exp(—0x)
c(6)

donde ® C R y a(-) es una funcidn positiva.

F2:0) = , 00, (4.66)

La constante ¢(6) es la constante de normalizacién, y viene por tanto determinada
por la funcién a(z). Muchas variables aleatorias tanto discretas como continuas
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pertenecen a la familia (4.66) y a su extension
() exp(—0t(x))
c(0)

donde ademads es posible que el parametro 6 sea vectorial, para tener la llamada
familia exponencial k-paramétrica. Por ejemplo, la distribuciéon exponencial,

F(z;0) = , 0o, (4.67)

f(z;0) = 0exp(—0z), x>0
es del tipo (4.66) con a(z) = 1. Igualmente la distribucién de Poisson,

exp(—A)\*
x! ’

flx; \) = z=0,1,...

pertenece a la familia exponencial con a(z) = 1/z! y 8 = log A. Otras distribuciones
como la normal con varianza conocida o la distribuciéon de Weibull con parametro
de forma conocido, pertenecen a la familia exponencial (4.67). Para la distribucién

(4.66) se verifica que,
k=1,2,... (4.68)

donde ¢*)(#) es la derivada k-ésima de c(f) respecto 6. Para una muestra de
tamarfio n, la funcién de verosimilitud de (4.66) viene dada por,

LX) = ﬁa(xi)exp(—ea:i)

RO
XD (03 iy @) (4.69)
[e(@)]"
Si consideramos como distribucién a priori para 6 la familia,
I} —no _—0Oxo
7(6) = [e@)) ™ e (4.70)

d(”Ov 330)

se trata de una distribucién conjugada para (4.66), donde ng y g son pardmetros y
d(ng, xg) la constante de normalizacién. Combinando (4.66) con (4.70) obtenemos
la distribucién a posteriori,

r(01X) o L(X|6)-n(6)
exp (O30 @) [e(6)] "0 e

[e(0)]" d(no, o)

= [e()]" ™ exp [—9 (fﬁo + i%)] :
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que pertenece a la familia (4.70), y donde los pardmetros se actualizan segtn las
reglas:

ng — ng+n,

n
xro — xo—i—g x;.
i=1

4.10. Analisis Bayesiano de la familia exponencial
de dispersion

La motivacién de porqué utilizar la siguiente familia de distribuciones procede
directamente de la investigaciéon actuarial en credibilidad. La férmula clasica de
credibilidad (Bayesiana) establece que,

n = no

B[X,11|X] = Elu(6)|X] = m, (4.71)

ng+n Nng +n
donde X representa los datos disponibles, X la media muestral, @ el pardmetro de
riesgo, u(0) = E[X|0], m = [ p(8)dr(6) y 7(6) la distribucién a priori. Esta férmu-
la se cumple para la familia exponencial vista en la seccién anterior. Sin embargo,
la familia exponencial no contiene algunas de las distribuciones habitualmente us-
adas en riesgos. Entonces, jes posible extender el resultado (4.71) a otras clases
de distribuciones? La respuesta es que si es posible, y Kass et al. (1997), Nelder y
Verral (1997) y Landsman y Makov (1998) probaron que este fenémeno se cumplia
para una clase mas general de distribuciones denominada familia exponencial de
dispersion. Esta familia ya era conocida en el mundo estadistico como parte de los
llamados modelos lineales generalizados, introducidos por los estadisticos ingleses
Nelder y Wedderburn (1972) y también estudiados por Tweedie (1984) y Jorgensen
(1986). Tenemos la siguiente definicién

Definicién 4.14 Se dice que una variable aleatoria X pertenece a la familia ez-
ponencial de dispersion si su funcion de densidad se puede escribir como,

p(A, x) exp(—Ax)

f(@;0,) = : (4.72)
[4(0)]*
donde 0 c© CR yAe ACR™T yp(-,-) es una funcion positiva.
La media de (4.72) viene dada por,
7(0) d
EX] = =— =——1 4.
[X] = p(0) 0 75 loga(0), (4.73)
al igual que la familia exponencial estandar. La varianza viene dada por,
"9) 1 d?
Var[x] = 20 _ ) L4, ). (4.74)

A A Ade?
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Por otro lado si A es un pardmetro conocido, (4.72) es una familia de tipo expo-
nencial clasica.
La distribucién inversa Gaussiana con funcién de densidad:

o\ 0(x — u)?
f(xvovu) = <27T.’L'3> eXp{W}v

pertenece a la familia exponencial de dispersiéon donde:

o = (25) "o ()
() = exp[—(20)"7],

y por tanto es de la forma de una exponencial de dispersién.
Para el andlisis Bayesiano, consideramos la distribucién a priori,

[q(0)] " exp(—0uno)
c(ps no)

m(0) = L 0y <6< 0, (4.75)

donde 7(0y) = 7(#1). Suponiendo que A es un pardmetro conocido, la funcién de
verosimilitud viene dada por,

[a(0)]*

exp (=A0 301, z;)
[a(B)]*" '

Combinando (4.75) con (4.76) obtenemos la distribucién a posteriori,

L(X|o) = ﬁ (A, ;) exp(—AOx;)

(4.76)

m(6]X) o L(X]0) - m(6)
exp (=AM 35, i) [q(0)] 7" exp(—fpno)
[q(0)]A" c(pt;m0)

= [q(0)] " M exp [9 (Azxz + um)] ,

que pertenece a la misma clase de distribuciones (4.75), y por tanto se trata de
una clase conjugada. Los pardametros de la distribucién se actualizan de acuerdo
con la Tabla 4.15.

Se verifica el siguiente resultado:

Teorema 4.5 En la familia exponencial de dispersion y usando la distribucion a
priori (4.75), la prima Bayes viene dada por,

A Xi+puno  An - no

E[X,+1]X] = = - X
[Xn ] X] An + ng An + ng Jr)\n—l—no

" Hs (4.77)
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Tabla 4.15: Actualizacién de pardmetros en la familia exponencial de dispersion.

Pardametros | Valores a priori | Valores actualizados
no no Ng = Ng + An

o A X+ pno
a H H= An + ng

que es una formula de credibilidad exacta. Ademds, la prima de Biihlmann coindice
con la prima Bayes.

Demostracién: Se verifica que,

~70 exp(—0fifg)

— do,
C(M?”O)

61
ELXilX] = [ a0 l9(6)]

donde p(0) viene dada en (4.73). Mediante integracién por partes, se obtiene fécil-
mente (5.22). La prima de Bithlmann coincide con la prima Bayes, puesto que ésta
ultima es lineal en las observaciones. [ |



Capitulo 5

Modelos de Credibilidad

5.1. Introduccion

Este capitulo esta dedicado a los diferentes modelos de credibilidad. Como ya
se comenté detalladamente en el capitulo 1, la teoria de la credibilidad constituye
uno de los campos méas atractivos y mas desarrollados de la estadistica actuarial,
y dada su utilidad practica, es posible encontrarse con modelos de credibilidad en
otros terrenos cientificos, como asi ocurre en riesgos operacionales.

Bajo esta teoria, y en el marco actuarial, se propone que la prima que se debe
pagar por parte del asegurado incluya tanto la experiencia individual del propio
asegurado como la del colectivo al que pertenece, la cartera de seguros. Asi, el
estimador de la prima se calcularia como una combinacién lineal convexa de la
prima del colectivo y de la experiencia del asegurado, escrito en términos de una
expresion que recibe el nombre de féormula de credibilidad. Cuando ocurre esto,
se dice entonces que la férmula de credibilidad es exacta. Sin embargo, hoy en
dia se habla de credibilidad en términos mucho mas generales, incluyéndose en
esta teoria aquéllos estimadores de la primas que para su célculo, haga uso de la
experiencia individual y de cualquier informacién colateral disponible.

La incorporacién de estas dos fuentes de informacién, la muestral y la colateral,
parece predisponer el asunto a ser estudiado bajo la 6ptica Bayesiana. De esta
manera, y a partir de la utilizaciéon de esta metodologia, es cuando la teoria de
la credibilidad ha tenido un despegue que hace de ella una de las disciplinas mas
estudiadas de la ciencia actuarial.

El capitulo estd estructurado de acuerdo a los siguientes contenidos. La sec-
cién 5.2 esta dedicada a los modelos clésicos de credibilidad desarrollados desde
comienzos del siglo XX hasta finales de los afios 60. En la seccién 5.3 se estudian
los modelos de Bithlmann (1967) y de Biihlmann-Straub (1972), que constituyen
el punto de partida de la moderna teoria de la credibilidad. La seccién 5.4 incluye

105
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los modelos Bayesianos desarrollados en teorfa de la credibilidad. Entre ellos estu-
diamos, el modelo Bayesiano estandar, el modelo jerarquico y el modelo de Jewell
(1974), que constituye una extensién natural del modelo de Biithlmann (1967)
cuando se considera la familia exponencial de distribuciones. Un caso més general
de éste lo constituye el modelo de Landsman y Makov (1998) que se analiza a
continuacion. Posteriormente se muestra el caso més general, que incluye a to-
dos los modelos anteriores, desarrollado en Gémez-Déniz (2008a) y que se obtiene
utilizando una funcién de pérdida que incluye como caso particular a la pérdida
cuadrética ponderada. El capitulo finaliza exponiendo algunos modelos de credi-
bilidad desarrollados también bajo una metodologia Bayesiana no estandar. Este
analisis desarrolla modelos de credibilidad cuando se admite que el investigador
no conoce exactamente la distribucién a priori del parametro de riesgo.

5.2. Credibilidad total y parcial

Desarrollamos en esta seccién dos modelos de credibilidad que fueron el origen
de la actual teoria. Se trata de los modelos de credibilidad total y parcial.

5.2.1. Credibilidad total

Parece l6gico que los asegurados con una experiencia de reclamacion que les sea
favorable quieran que la prima que tengan que pagar esté basada Unicamente en
su propia experiencia de siniestralidad, es decir que la aseguradora le asigna a ésta
un 100 % de credibilidad. Sin embargo, desde el punto de vista de la aseguradora,
esto sélo sera posible si la experiencia de reclamaciéon es estable. Una manera de
resolver este problema es suponer que X es estable si existe una probabilidad alta
de que la diferencia entre X y ¢ sea pequefia. En términos probabilisticos esto
requeriria admitir credibilidad total si se verifica:

Pr(|X—5| gcg) :Pr((l—c)5§X§(1+c)5) > p, (5.1)

siendo 0 < p < 1y ¢ > 0. En la practica lo razonable es elegir un valor de p
cercano a 1 y un valor de ¢ cercano a 0. Normalmente suelen considerarse 0,9 y
0,05 para p y c, respectivamente.

Reescribimos (5.1) en la forma:

]

y definimos ahora z,, como

X —¢
a/vn

< ca\/ﬁ) >

-0
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Suponiendo que X sigue una distribucién de tipo continua, esta ultima expresién
X —¢

es equivalente a:
Pr
< o/vn

Por tanto, la condiciéon que ha de verificarse para suponer credibilidad total es

< wp) =p- (5.2)

cevn
x )
o = 'r
o de forma equivalente:
o c n
g Tp )\0

siendo Ao = (z,/ ¢)?. La expresion (5.3) puede interpretarse en el sentido siguiente:
se supone credibilidad total si el coeficiente de variacion es menor o igual que
v/n/Ao. También, a partir de (5.3) se observa que se supone credibilidad total si:

2 2
Var[X] = % < ;0

y, por otro lado, el valor que ha de tomar n para suponer credibilidad total ha de

cumplir:
2
()
€

En la practica, si la experiencia del asegurado es suficientemente grande, de acuerdo
al teorema central del limite, entonces la variable aleatoria (X — x)/(0/n) sigue
aproximadamente una distribucién normal con media cero y desviacién tipica 1.
Ast (5.2) puede entonces escribirse como p = 2®(z,) — 1, donde ®(x) es la funcién
de distribucién de la normal tipificada, luego =, es el (1 + p)/2 percentil de la
distribucién normal tipificada.

En la tabla 5.1 se incluye el valor de \g correspondiente a distintas combina-

ciones de c y p.

Ejemplo 5.1 Supongamos que se cuenta con la experiencia X;, j = 1,...,n de
un contrato de seguro perteneciente a una cartera de seguros y que Xi,..., X,
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tipo Poisson
de pardmetro 8 = 200. Vamos a obtener el valor mas pequeno de n para suponer
credibilidad total a la experiencia observada, suponiendo ¢ = 0,04, p = 0,95 y que
la aseguradora tarifica atendiendo sélo al nimero de reclamaciones.

En este caso € = 02 = 200. Dados los valores de ¢ y p resulta z, = 1,96, luego:

Ao = (%”)2 — 2401,
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Tabla 5.1: Valor de \g correspondientes a distintas combinaciones de ¢ y p. Fuente,
Hossack et al. (1999).

p/c | 03 02 0.1 0.05 0.01
0.9 30 68 271 1082 27060
095 | 43 96 384 1537 38416
099 | 74 166 663 2654 66358
0.999 | 120 271 1083 4331 108274

200
2002
Ejemplo 5.2 La tabla 5.2, extraida de Hossack et al. (1999, 2001), recoge la
cantidad reclamada y el niimero de reclamaciones en una cartera de seguros. Vamos

a obtener el valor mas pequeno de asegurados en la cartera para dar credibilidad
total a la experiencia observada, suponiendo que ¢ = 0,05 y p = 0,95.

n > 2401 = 12,005.

Tabla 5.2: Distribucién de la cantidad reclamada. Fuente, Hossack et al. (1999)

Cantidad Ntumero de
reclamada reclamaciones
0 — 2000 488
2000 — 4000 115
4000 — 6000 92
6000 — 8000 54
8000 — 10000 33
10000 — 12000 19
12000 — 14000 15
14000 — 16000 15
16000 — 18000 7
18000 — 20000 4
Total 842

La media y la varianza de la distribuciéon dada en la tabla 5.2 es:

1
e = @(1000 - 488 + ... + 19000 - 20000) = 3351,91,
1
o = ——(10007 - 488 + ...+ 19000? - 20000) — £? = 13729176,66.

842
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En consecuencia, el coeficiente de variacién es o/e = 1,117. De la tabla 5.1 se
desprende que Ao = 1537, por lo tanto n = 1537 - 1,117%2 = 1918. Teniendo en
cuenta que la media del niimero de reclamaciones es aproximadamente 0.0012,
concluimos que se requeriran de 1918/0,0012 = 1,598, 334 asegurados para admitir
que la experiencia obtenida es creible al cien por cien.

5.2.2. Credibilidad parcial

Para muchos asegurados la experiencia de siniestralidad es insuficiente para
suponer credibilidad total, es decir que el factor Z(n) sea igual a 1. Ahora se
supone que la prima a cargar sea una combinacion lineal entre la experiencia del
asegurado y la experiencia del colectivo o prima manual, de modo que:

P=Zn)X+[1-Zn)M,

y habrd, por tanto, que determinar el valor de Z(n) para obtener la prima. Dado
que:

0.2

Var[P] = Var [Z(n)X + [1 — Z(n)] M] = Z(n)*Var (X) = Z(n)QZ,

igualando este 1ltimo término a £2/\g resulta,

Z(n) = (e/o)\/n/ Ao,

de modo que se elige Z(n) de acuerdo a la expresién:

Z(n) :mfn{i\/z,l}. (5.4)

Ejemplo 5.3 Con los datos del ejemplo 5.1 vamos a calcular el valor del factor
de credibilidad para una experiencia de reclamaciones correspondiente a 10 anos.

Haciendo uso de (5.4) resulta:

/10 x 200
Z(10) = mi —1; = 126.
(10) mln{ YT } 0,9126

Ejemplo 5.4 Con los datos del ejemplo 5.1 vamos a calcular el factor de credi-
bilidad cuando se han observado 850 reclamaciones para ese grupo de asegurados.

En este caso resulta conveniente estimar nf por Ny + ...+ N,,, de manera que:

850
Z = mf — .15 = .
(n) = min { 5401’ } 0,595
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5.3. Modelos de distribucién libre

Dentro de los modelos de credibilidad clasicos mas importantes figuran el mod-
elo de Biihlmann de distribucién libre y el modelo de Biihlmann-Straub. Ambos
modelos constituyen el punto de partida de la moderna teoria de la credibilidad.

El objetivo de ambos modelos es estimar la prima correspondiente a un asegu-
rado o grupo de asegurados que conforman una pdliza en una cartera de seguros,
restringiéndose a las primas lineales y utilizando el método de los minimos cuadra-
dos. La diferencia fundamental entre ambos modelos radica en que el segundo
admite observaciones ponderadas.

Lo relevante de ambos modelos es la no necesidad de establecer hipétesis al-
guna, ni sobre la distribucién que gobierna los riesgos individuales, ni sobre la
distribucién a priori de los parametros de riesgo, de ahi el nombre de modelos
de distribucién libre. Para su descripcién consideremos la cartera de seguros que
aparece en la tabla 5.3. Los elementos de la tabla son los siguientes:

1. Xj; es una variable aleatoria que representa el riesgo (cantidad reclamada,
ntimero de reclamaciones, etc.) del asegurado 4 en el ano j.

2. La tabla completa describe la evolucion de k asegurados o contratos de se-
guros (pdélizas) con caracteristicas comunes durante n afios.

3. Las columnas, por tanto representan variables aleatorias pertenecientes al
mismo riesgo.

4. Las filas representan variables aleatorias pertenecientes al mismo ano.

5. Lafuncién de distribucién de la variable aleatoria X;; depende de un pardmetro
desconocido 0;;. Es usual denominarlo pardmetro de riesgo.

Tabla 5.3: Datos de la cartera de seguros.

Afios Pdélizas o grupos
1 2 j k
1 X11 X21 X] Xk:l
2 X12 XQQ Xj Xk2
n Xln Xgn Xjn an

y establecemos las siguientes hipdtesis:
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1. Homogeneidad en el tiempo, esto es 0;; = ;. Esto se traduce en que todas
las variables aleatorias pertenecientes a la misma columna tienen la misma
distribucién de probabilidad.

2. Los pardmetros 6; son variables aleatorias independientes y con la misma
distribucién 7(6).

3. Independencia de riesgos. Esto es, las columnas son independientes entre si.

4. Dado el valor de 8 particular 6; las variables aleatorias dentro de la columna
7 son independientes.

En la tabla, 6; representa el pardmetro de riesgo para la pdliza j-ésima. Se
trata de una variable estructural que describe las caracteristicas de riesgo del
contrato j-ésimo. En la ciencia actuarial es costumbre considerar a dicho pardmetro
desconocido y aleatorio.

La variable X;; representa la experiencia de reclamaciones para la pdliza i-
ésima en el periodo j-ésimo. Se trata de una variable aleatoria con realizaciones
observables.

Denotaremos mediante

1(0;) = E[Xi5165],
a la prima de riesgo para la pdliza j,
m = E[P(0;)],

al valor esperado de todas las primas de riesgo, es decir, la prima colectiva. Final-
mente,

a = Var [u(6;)],
es la varianza de las primas de riesgo, que es un indicador de la heterogeneidad de
la cartera.
5.3.1. Modelo de Biihlmann
El objetivo del modelo de Biihlmann consiste en calcular la mejor prima lineal
H [1(0;)| X1, Xjo, -, Xl

dependiente de los datos observados, mediante el método de los minimos cuadra-
dos. Para ello establecemos la siguiente notacién previa, en la que prescindiremos
del subindice j:

= 1(0) = F[X|6]: Prima de riesgo individual

8 M = Epga [X] = E [p(0)]: Prima de riesgo colectiva. Valor esperado de todas
las primas de riesgo individuales.
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= o = Var [E (X10)] = Var [u(0)]: Varianza de las primas de riesgo individuales,
indicador de la heterogeneidad de la cartera.

» 52 = F'[Var (X|0)]: Medida global de la dispersién de la siniestralidad indi-
vidual.

Se supone también que X116, X2|0, ..., X, |0 son variables aleatorias idéntica-
mente distribuidas con media y varianza comunes u(0) y 02(6), respectivamente.
Antes de comenzar con en el modelo de Bithlmann necesitamos el siguiente resul-
tado.

Proposicion 5.1 Si X e Y son wvariables aleatorias con distribucion conjunta
dependiente de la variable aleatoria © se verifica:

E(X) Ee [Ex (X]0)],
Cov(X,Y) = E[Cov(X,Y|0)]+ Cov[E(X|0),E(Y]|Q)].  (5.5)

Demostracion: La primera relacién es bien conocida. En cuanto a la segunda
tenemos:

Cov(X,Y) = E{[X-EX)][Y-E®Y)}
E{[X - E(X|0) + E(X|0) — E(X)]

x [Y-EY|0)+E(YI|0)—-EY)]}

= EoExye{[X - EX|0)][Y - E(Y|O)]}

+ EoExyje{[X - E(X[O)][E(Y|O) - EXY)]}

+ EoExyje {[E(X[O) - E(X)][Y — E(y[O©)]}

+ EBoExyje{[E(X[0) - E(X)|[E(Y]0) - E(Y)]}
|

E[Cov (X,Y|0)] + 0+ 0+ Cov [E(X|0), E(Y|0)].

Obsérvese que de (5.5) se deduce:
Var [X] = E [Var (X10)] + Var [E (X0)], (5.6)

haciendo X =Y.
Vamos a probar el resultado cldsico de Biihlmann(1967) .

Teorema 5.1 La mejor aprozimacion lineal o H [u(0)| X1, ..., X,] es:

_ 1 &
WX =a+b=- S X,
oo =atol

i=1
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donde:
a = (1-b)m,
b = R
. _ E[P0]
Var [1(6)]

Demostracion: Queremos encontrar la mejor estimacién de la prima neta de
riesgo que dependa linealmente de los datos observados, esto es:

H[p(0)|X1,..., Xn] =co+ Y X
s=1

Para ello hagamos minima la esperanza del cuadrado de la desviacién de la prima
de riesgo individual respecto a H[u(0)| X1, ..., X,]. Esto es:

n 2
Irgn E </,L(9) —co — z;CSXS>

Calculando las correspondientes derivadas parciales e igualando a cero se obtiene
el sistema de ecuaciones:

E{p(0) —co— ZCSXS]

s=1

I
o

0, r=12,...,n.

E | X, (/L(a) —Co — Z CSXS>‘|

s=1

Multiplicando la primera ecuacién por E[X,] y restdndosela a la segunda obten-
emos:

Cov [u(0), X,] = chCov (X, Xs), r=1,2,...,n. (5.7)

s=1

Teniendo en cuenta ahora que
Cov(X,, Xs) = E[Cov(X,,X,|0)]+ Cov[E[X,.|0], E[Xs|0)]] =s*+a, r+#s
Cov(X,, Xs) Cov [1(0), u(0)] = Var [u(0)] = a, r=s,

el sistema (5.7) puede reescribirse como:

t

2

s“c, + g CsQ
s=1

Co = m—mg Cs,

s=1

I
B
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donde se ha tenido en cuenta que E [p(0) — co — >, ¢s X = 0, y por tanto:

co = E[u(0)] — ZCSE[XS] = m—chs.

Debido a la simetria del sistema resulta que ¢; = ... = ¢,, luego:

s2c+anc = a,
co +mnc = m.

Finalmente se deduce:

. - a
- s2+4an’
_ (1= ne) = ,__na B s?
co = m nc)=m Txan) =" T an
Por tanto,
Hp0)|Xy,...,Xn] = co+ ) cXe=m— +cenX
= s“ +an
52 an
= =1-Z Z(n)X
m32+an+82—|—an [ (m)}m + Z(n)X,
con:
V. 0
Z(n) = an__ nVar [u(6)] (5.8)

an+s2  nVar [u(0)] + E[02(0)]

Obsérvese que el resultado no depende de la distribucién de probabilidad de X ni
de la distribucién de probabilidad de 6, de ahi el término de distribucion libre. Las
cantidades

Var(u(6)],
s = E[*0),
m = X,

de:

R 1 k B 1 k n st

o= by g =y oy K 9
j=1 j=1s=1

22 1 . ~2 ~2 1 . o \2

S = EZSJ 5 Sj = n_1 Z (st —Xj) ; (510)
j=1 s=1

i = Ly -xp-le (5.11)
E—1+4 J n '
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Finalmente, puede probarse que estos estimadores son insesgados y consistentes,
es decir:

E(m) = m,
E(3)? = s,
E (&) a,

(m, §,a) — (m, 32,a) , cuando n — oo.

Resulta interesante destacar las siguientes propiedades del factor de credibilidad.
Se verifica que:

= Z(n) es una funcién creciente en n, de modo que Z(n) — 1 cuando n — oo,
mientras que Z(n) — 0 cuando n — 0. Por tanto n = 0 supone que no se
dispone de experiencia para el asegurado (se trata de un contrato nuevo), y la
prima a cobrar en este caso es simplemente la prima colectiva. En la medida
en que aumenta m, y por tanto se dispone de mads datos, la informacién
individual tiene mayor peso.

= Z(n) es también una funcién creciente de la varianza de las medias tedricas,
a = Var [E (X|0)], con limite 1 cuando aquélla tiende a infinito y cero cuando
tiende a cero. Esto es logico, pues si la cartera no es heterogénea, a = 0,
entonces la prima colectiva es el mejor estimador de la prima individual,
mientras que una mayor heterogeneidad de la cartera debe suponer dar mayor
peso a la informacién individual.

» Z(n) es una funcién decreciente respecto al valor esperado de la varianza
tedrica, s> = E [Var (X|0)], de modo que cuanto mayor sea la varianza del
individuo menor peso se da a su experiencia individual y mayor a la del
colectivo.

Ejemplo 5.5 El ntimero de reclamaciones, X;, durante el afio i-ésimo (¢ = 1,2) de
vigencia de una pdliza de seguros sigue una distribucién geométrica de pardmetro
0, 0 < 0 < 1. La distribucién a priori de este parametro es la distribucién beta,
Be(2,5). Si el asegurado presenta dos reclamaciones durante el primer afio de
vigencia de la pdliza, vamos a utilizar el estimador de Bithlmann para estimar el
numero de reclamaciones para el segundo ano.

El niimero de reclamaciones para el segundo ano de la péliza vendra dado por:
Z(n)X +[1-Z(n)] E[E(X]0)],

donde X = 2, n = 1y Z(n) viene dado por (5.8). Se precisa de los siguientes
célculos:

EX|0) = ——
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B 0N 1 [ _BB4) _
E[E(X|9)] = E<1—9)_B(2,5)/0 1_90(1—0)4(19_3(2)5)_0,5,

0
(1-0)*

Var[X 0]
donde B(x,y) representa la funcién beta. Por otro lado,

Var [E(X|0)] = E {f&} . E? {ﬁ] :

donde

E[9

> Loog? _ B(4,3)
1_9] _3(275)/0 ( 0(1 — 0)*do = =0,5,

1-0)2

y procediendo de forma similar tenemos,

[t - [428] o

Ademas,

0 B(3,3)
E X0 =F = =1
Varx10] = £ [ -2 5] = B
Por tanto, el factor de credibilidad es:
1-0,4375
722) = ——»~——— = 43.
(2) 10,4375+ 1 0,3043

Finalmente el estimador de Biihlmann del niimero de reclamaciones para el segun-
do ano viene dado por:

0,3043 - 2 + (1 — 0,3043) - 0,5 = 0,9565.

Ejemplo 5.6 Una compania de seguros Canadiense tiene dividido en cuatro ter-
ritorios las zonas en las que operan los vehiculos industriales que tiene asegurados.
Se dispone de informacion sobre el porcentaje de accidentes en cada uno de los
territorios, que se muestran en la tabla 5.4. Vamos a estimar, utilizando el modelo
de Biihlmann, la prima neta basada en el porcentaje de accidentes en cada uno de
los territorios para el ano 1997.

El estimador del factor de credibilidad es:

A an
Zn) = ="
"= &1 an
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Tabla 5.4: Porcentaje de accidentes por territorio (Herzog, 1996).

Territorios Anos

1994 1995 1996
6.23% 7.14% 9.84%
4.55% 4.98% 6.69%
6.13% 5.38% 6.19%
791% 6.67% 6.59%

ISR NI

Utilizando (5.9), (5.10) y (5.11) obtenemos:
iy = 7,737,  1hg = 5,406, 1y = 5,900, 7y = 7,057, 1 =7F = 6,525,

§2=3525,  82=1281, §2=0,2037, 8 =05477, §2=1,38935,

a=0,6684, Z(t)=0,59071.

El estimador de la prima neta para los cuatro territorios es:

Territorio 1:  Z(n)i; + [1 _ Z(n)} 1 = 0,59071 x 0,4093 x 6,525 = 7,240,
Territorio 2: 5,863,
Territorio 3: 6,155,
Territorio 4: 6,839.

Obsérvese que la experiencia individual contribuye a la prima en un 59.07 por
ciento y el colectivo de asegurados en un 40.93 por ciento.

5.3.2. Modelo de Biihlmann-Straub

El modelo de Biithlmann-Straub es una generalizacion del modelo de Bithlmann
estudiado en la seccién anterior. Este modelo introduce observaciones ponderadas
con factor de ponderaciéon m;;, como se aprecia en la tabla 5.5.

En consecuencia, se tiene en cuenta que no todas las podlizas ni todos los
periodos de tiempo de observacion tienen la misma importancia. Para ello se in-

troduce el pardmetro conocido mg;, ¢ = 1,...,k;5 = 1,...,n y se considera que
las observaciones no son homogéneas en el tiempo, modelizando a través de los
pesos m;;, 1 =1,...,k;j =1,...,n. Establecemos la siguiente notacién:

vV = Var[@i} = mijVar[Xijwi].

En la practica este factor de ponderacién suele representar el nimero de reclama-
ciones, mientras que X;;, ¢ = 1,...,k;j = 1,...,n suele representar la cantidad
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Tabla 5.5: Datos de la cartera de seguros.

Afios Pélizas o grupos de asegurados
1 2 . J . k
1 X11 X21 X] Xk:l
mi1 ma1 . mji1 . Mgl
2 X12 X22 ng ng
mio moo . mj2 N M2
min mon PN Mijn N Min

reclamada. Siguiendo un argumento similar al elaborado en el modelo de Bithlmann
de la seccién anterior se concluye (se ha prescindido de nuevo del subindice j) que

donde
ma
Z =
(n) oL
k
mo= ) m,
i=1
1 n
X = = X
m mja;
Jj=1

Como se observa, bajo este modelo el factor de credibilidad es diferente para cada
pdliza.
Los parametros estructurales del modelo se estiman a partir de:

1 k 1 k n
i - X - S X .
i - Zlel o) Zm”X”’ (5.12)
i=1 i=1 j=1
1 n
X, = — i1 Xiis 5.13
mi;mj J ( )

k
b= %ZZ(XU—XQ-)Q, (5.14)
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k
1 S )
_— m-(Xt—X) —vk—=1)]|. (5.15)
m_%Zlemz? ; o

>
I

Puede probarse que fi, 7'y a son estimadores insesgados de i, v y a, respectiva-
mente. El estimador de K es K = ©/a, mientras que el estimador del factor de
credibilidad para el grupo o poéliza i-ésimo es:

. n

Z(n) = ——. (5.16)

n+ K

Por lo tanto, se tiene que el estimador de Bithlmann-Straub para el nimero medio
de reclamaciones es

X = 2(n)X; + [1 - Z(n)} i, (5.17)
y el estimador para la cantidad total reclamada
éi = mi7m+1Xi. (518)

Existe una desventaja de este modelo y es que el estimador a puede en ocasiones
ser negativo, y el modelo no seria viable.

Ejemplo 5.7 La tabla 5.6 recoge las cantidades totales reclamadas, asi como el
nimero de vehiculos asegurados (entre paréntesis) en cada uno de los territorios
en los que operan vehiculos industriales con una pdliza suscrita en una compania
de seguros. Mediante el modelo de Bithlmann-Straub, vamos a estimar la cantidad
total reclamada para el ano 2009 en cada uno de los territorios.

Tabla 5.6: Nimero de vehiculos expuestos al riesgo (Herzog, 1996).

Territorios Anos
2006 2007 2008 2009
1 8000 11000 15000
(40)  (50)  (75)  (75)
2 20000 24000 18000
(100)  (120) (120) (95)
3 10000 15000 13500
(50) (60) (60) (60)

Es claro que n; = ny = n3 = 3. Ademds, tenemos para cada uno de los
territorios lo siguiente:
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Territorio 1: my; = 40, mq2 = 50, my3 = 75. Luego, m; = Z?‘:l my; = 40 +
50 + 75 = 165. Las cantidades medias reclamadas son x1; = 8000/40 = 200;
212 = 11000/50 = 220 y x13 = 15000/75 = 200. Por tanto,

3
1 1
= Z M1 = o= (8000 + 11000 + 15000) = 206,060.

Territorio 2: msy = 100, mos = 120, mag = 120. Luego, mo = 340. Las cantidades
medias reclamadas son ahora xs; = 200; x99 = 200 y x93 = 150. Por tanto,

1
Ty = . Z Mo;jToj; = 340 ——(20000 + 24000 + 18000) = 182,353.
=1

Territorio 3: mg; = 50, mgo = 60, mzs = 60. De donde, m3 = 170. Las cantidades
medias reclamadas son x3; = 200; x32 = 250 y x33 = 225. Por tanto, 3 = 226,470.
De todo ello, y utilizando (5.12), (5.13), (5.14) y (5.15), se deduce:

m = mi+ mo+ mg =675,

3
1 _
io— L Xi = 199,259,
i mzm

T mi; (Xii — = 46073,23,
>3 l(ml_ Z;; j (X = %)

a = 328331
Finalmente: k = pa = 140,325. El factor de credibilidad se obtiene a partir de
(5.16), el nimero medio de reclamaciones por medio de (5.17), mientras que la

cantidad total reclamada predicha para el ano 2009 se obtiene usando (5.18). Las
cantidades estimadas aparecen en la tabla 5.7.

Tabla 5.7: Numero estimado de vehiculos expuestos al riesgo.

Territorio | Z(n) X C
1 0.5404 202.935 15220.18
2 0.7078 187.302 17793.76
3 0.5478 214.160 12850.08
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5.4. Modelos Bayesianos

El uso de distribuciones a priori, con un marcado caracter subjetivo, resulta
util en el mercado de seguros, sobre todo si se tiene en cuenta que cuando se quiere
tarificar un riesgo nuevo no se dispone de informacion.

La visién Bayesiana se incorporé rapidamente a la disciplina actuarial no tar-
dando en demostrarse (Bailey (1945) y Mayerson (1964)) que algunas primas
obtenidas mediante la metodologia Bayesiana podian escribirse como férmulas
de credibilidad. Asi fue como surgié dentro de la ciencia actuarial la teoria de la
credibilidad, que hoy en dia abarca un terreno mucho mas amplio del inicialmente
establecido. El problema de la teoria de la credibilidad consiste en determinar las
ponderaciones que afectan a la experiencia de siniestralidad de una pdéliza respecto
a la experiencia de un colectivo al que pertenece dicha pdliza.

Consideremos la cartera de seguros que aparece en la tabla 5.3, que consta de
k polizas o asegurados y n periodos de observacion de las mismas.

En este contexto, la cuestion basica de la teoria de la credibilidad es determinar
una prima establecida como una combinacién lineal convexa entre la experiencia
particular de un asegurado y la experiencia del colectivo, esto es de toda la cartera.
Una expresion valida seria:

Py =Z(n)P; + [1 = Z(n)] Py,
donde:
= P;: Prima a aplicar a los asegurados al riesgo j.
= P : Prima a aplicar a un colectivo al que pertenece el asegurado j.
= Pj : Prima obtenida en base a la experiencia del asegurado j.

s Z(n) : Factor de credibilidad que debe verificar lim Z(n) = 1, siendo n

n—oo

el nimero de expuestos al riesgo j o el periodo de observacién de la pdliza
j. Por tanto, si Z(n) = 1 la experiencia del asegurado es creible al 100 %,
mientras que si Z(n) =0, P; = Py y la prima del asegurado j coincide con
la del colectivo al que pertenece dicha péliza.

La férmula de credibilidad puede ademds interpretarse de la siguiente manera:
se puede considerar a Py como la informacién a priori; Pj la nueva informacién
obtenida mediante la observacién de la siniestralidad del riesgo j y P; el resultado
de combinar la informacién a priori con la informacién adquirida. Por tanto,

Prima (a posteriori) = [1 — Z(n)] Prima a priori + Z(n)Experiencia observada.

Visto de esta manera, la teoria de la credibilidad sigue un esquema Bayesiano,
donde se da entrada a la informacién a priori con la informacién muestral, para
obtener finalmente un estimador revisado de la prima.
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Una de las principales aplicaciones de la teoria de la credibilidad se presenta en
el seguro de automoviles, en el que la prima inicial se va modelando sucesivamente
a medida que se incorpora la informacion de la siniestralidad. Son los denominados
sistemas de tarificacion bonus-malus. Se parte de un nivel x neutro, de modo que
para niveles superiores a x el asegurado entra en la escala malus y para niveles
inferiores a x el asegurado entra en la escala bonus.

Ejemplo 5.8 Veamos que la prima Bayes obtenida en el ejemplo 4.6 se puede
escribir como una férmula de credibilidad.

La prima Bayes obtenida fue:

a+nX
P = 1 _—
B =+ )b +nv—2’
que puede reescribirse como,
v+ 1n - a(v+1)

Pp

:b+nu—2 b4+nv—2"

Ahora, multiplicando y dividiendo el primer sumando de esta expresiéon por v y el
segundo sumando por b — 2 resulta,

vn V+1X b—2 a(v+1)

P =
B b+nv—2 v b+nv—2 b—2 "

que puede escribirse como

Py = Z(n) (” j 1X) +[1 = Z(n)] Pe,
con: un
Z(n) = b+nv—2’

siendo Pg la prima colectiva.

Ejemplo 5.9 Sean X; variables aleatorias independientes con distribucién comin
de Poisson de media 6, con funcién estructura gamma. Veamos que la prima cal-
culada bajo el principio de prima neta se puede escribir como una férmula de
credibilidad.

Si la distribucién a priori es G (a,b), sabemos que la distribucién a posteriori
es G(a +nX,b+ n). Utilizando (4.41) resulta:

a+nX
P =
B b—l—n )




5.4. Modelos Bayesianos 123

que puede reescribirse como

n - b a

Po=—— X4+ =
By Ty

donde se ha multiplicado y dividido el segundo sumando por b. Entonces resulta:
Pp=Z(n)X +[1 - Z(n)] Pc,

con:

siendo Po = a/b la prima colectiva.

Ejemplo 5.10 Vamos a comprobar que la prima Bayes obtenida en el ejemplo
4.5 se puede escribir como una férmula de credibilidad.

Es inmediato probar que (4.45) puede rescribirse como

Z(n)X +[1 — Z(n)] Pc,
| Zn) = p T

siendo Pg la prima colectiva.

5.4.1. Modelo de Jewell

Comencemos con el siguiente resultado relativo a la familia de distribuciones
exponencial.

Teorema 5.2 Dados un riesgo X con funcidn de densidad f(x|0), y la distribu-
cion a priori del pardmetro conjugada para esa verosimilitud, entonces el estimador
de Bihlmann de la prima neta y el estimador Bayesiano (la prima neta Bayes)
coinciden cuando ambas distribuciones pertenecen a la familia exponencial.

Demostracion: La demostracion se realizara considerando la familia exponencial
continua. El caso discreto es similar. Asi, dada la familia exponencial con funcién
de densidad,

f(z|f) = ——+—, 6€0O, (5.19)
en la que ¢(f) es la constante de normalizacién. La distribucién a priori conjugada
natural para esta verosimilitud es:

= M (5.20)
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donde d(ng, zo) es de nuevo una constante de normalizacién y ng y o dos pardmet-
ros de la que depende. La distribucién a posteriori es de nuevo del tipo (5.20), pero
con los parametros actualizados:

ng — ng-+n,

n
To — xo—i—g X;.
i=1

La prima neta de riesgo y la varianza de X vienen dadas por:

PO =ult) = -5
Var[X]9] = CN(H)C(C‘?)G); COF _ —d% [P(6)].
Derivando (5.20) con respecto a 6 se obtiene:
WO = g { o O] O — e )] )
= (0) | D ] = ) o) - 0] (5.21)

Integrando ahora (5.21) sobre © tenemos:

7(6)]o = no /@ (6)(6)d0 — o,

y suponiendo que 7(f) se anula en los extremos de O resulta:

/ 1) (0)do = 22 = m.
e no
Entonces:
+5" X, _
/@/L(9)7r(9|X17 e, Xp)do = % =[1-Zn))m+Z(n)X,
con factor de credibilidad:
n
Z(n) = .
ng+n
Derivando (5.21) con respecto a 6 queda:
o / 2
R0) = 70) noul®) — wo] + n(O)ng = DA LEC)

= 7(0) [nop(0) — x0)* — w(0)ngVar(X|0).
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Finalmente, integrando (5.22) con respecto a © resulta:

/ (0)d) = / o (1(6) — m)]2 7(0)d6 — no B [Var (X]0)]
S] (S]
= mng {neVar [u(f)] — E [Var (X|0)]}.

Teniendo en cuenta que si m(#) se anula en los extremos de ©, también lo hard su
derivada, concluimos que

E[Var (X|0)] s

~ Var [E(X]0)] a’

no

y, por tanto, el factor de credibilidad Z(n) es igual al de Bithlmann. ]

En definitiva, el estimador de credibilidad de Biihlmann coincide con el esti-
mador Bayesiano de la prima en un gran ntmero de situaciones. Esto ocurre, por
ejemplo, si la distribucién a priori es conjugada y la verosimilitud es un miembro
de la familia exponencial, entonces el estimador de credibilidad de Bithlmann de
la prima neta coincide con el estimador de credibilidad Bayesiano. Asi ocurre con
los pares de distribuciones beta-binomial, normal-normal, gamma-exponencial y
Poisson-gamma, como se puso de manifiesto en el ejemplo 5.12.

Ejemplo 5.11 Vamos a obtener las distribuciones a posteriori para los pares
de verosimilitudes- distribucién a priori Poisson-gamma, binomial negativa-beta,
binomial-beta, gamma-gamma y normal-normal. Asi mismo dar las expresiones de
las primas netas de riesgo, colectiva y Bayes para todos los casos y comprobar que
pueden escribirse como una férmula de credibilidad.

La tabla 5.8 recoge los principales pares de verosimilitudes y distribuciones
a priori pertenecientes a la familia exponencial de distribuciones. A continuacién
se recogen las primas netas de riesgo, colectivas y Bayes obtenidas para dichos
pares de verosimilitudes-distribuciones a priori. Como se observa, las primas Bayes
pueden reescribirse como una férmula de credibilidad, con factor de credibilidad
igual al de Biithlmann (1967) en todos los casos considerados.

1. Poisson-gamma:

Pr = 0, 60>0,
a
PC = 37
P, _ a—l—n)_(_ n o - b a
B b+n  b+n b+nb



126

2.

Modelos de Credibilidad

Tabla 5.8: Distribuciones conjugadas en la familia exponencial.

Funcién de verosimilitud P -
e, L Distribucién a posteriori
Distribucion a priori
X |0~ 0 _
X |0~ _
|99~ BQCLBI()? 7 B(a+nr,b+nX)
* bGNNBlf;(Z;’ 9) B(a + an b+mn — TLX)
X |0~ 0 >
ol | g
X | 9 ~ ./\/(0, 02) a02+n)_(7—2 o272
0 ~ N(a,?) N( o%4nT? 0 ”2+”T2)

Po: Poisson, G: gamma, N B: Binomial negativa,
Bi: Binomial, B: Beta, A: Normal

Binomial negativa-beta:

r6
Pr = 0<1
R 11— r>0,0<0<1,
ra
P = b1’ a>0,bb>1,
P - rla+nX) ™m - b—1 ra
BT b =1 btnr—1 b+nr—1b—-1
= Zm)X+[1-Zn)] Pz, b+nr>1,
Zn) = 0

b+nr—1"



5.4. Modelos Bayesianos

3. Binomial-beta:

127

Pr = mf, m>00<0<1,
P, @ >0,b>0
= — a
C ma—l—b’ ) )
m(a +nX) mn - a+b ma
PB = =
a+b+mn a+b+mn a+b+mna-+d

= Zn)X +[1-Z(n)] Pc,

mn
Z = —
(n) a+b+mn
4. Gamma-gamma;
v
Pr = 7 v>0,60>0,
vb
P =
C a— 1a
Py — v(b+nX) _ vn__ 5 a—1 vb
a+nv—1 a+nv—1 at+nv—1a-—1
= Zm)X +[1-Z(n)] Pc,
vn
Z = —
() a+nv—1
5. Normal-normal:
Pr = 0, —oc0o<0<o0,
Pe = a, a>0,
ac? + nXr2 nr? o2
Pp = 2 2 T 2 2 2 2@
o“+nrt o“+nrt o4 +nTt
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= Zm)X + 11— Z(n)] Pe,

Z(n) = 02 4+ nr?

Ejemplo 5.12 Vamos a comprobar que el factor de credibilidad obtenido en el
ejemplo 5.9 mediante la metodologia Bayesiana coincide con el de Biihlmann
(1967).

El factor de credibilidad obtenido fue,
n
b+n’

Z(n)Bayes =

Por otro lado, el factor de credibilidad de Bithlmann viene dado por:

nVar [E(X6)]

Z(n) s = S TR R + B Var(X[0)]
Ahora,
E[X|0) = Var[X|0] = 0, E[Var(X|0)] = E[f] = %
Var[E(X|0)] = Var[6] = E[6%] — E2[6] = % - (%)2 - %
Por tanto,

Nz n
— b2 _
Z(n)Bﬁhlmann - nl% + % == b + " =

5.4.2. Modelo de Landsman y Makov

Landsman y Makov (1998) extienden el resultado de Jewell a la familia expo-
nencial de dispersion estudiada en el capitulo anterior. De modo que se verifica el
siguiente resultado.

Teorema 5.3 En la familia exponencial de dispersion y usando la distribucion a
priori (4.75), la prima Bayes viene dada por,
Py — At Xidpung  An - ng

= X
An 4+ ng An + ng +)\n—l—no

< fhy (5.22)

que es una formula de credibilidad exacta, con factor de credibilidad dado por

An
Z(t) = .
®) An + no

Ademds, la prima de Biihlmann coindice con la prima Bayes.
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Demostracién: Se verifica que,

01 —fig n

o c(f o)
donde p(0) viene dada en (4.73). Mediante integracién por partes, se obtiene facil-
mente (5.22). La prima de Bithlmann coincide con la prima Bayes, puesto que ésta
ultima es lineal en las observaciones. |
La expresion (5.22) depende del pardmetro A, y resulta evidente que si asignamos
una distribucién a priori m(\) a dicho pardmetro, la prima neta Bayes resultante
es:

— An no

para lo que se ha asumido independencia entre los parametros 6 y A. Si la distribu-
cién a priori del pardmetro A se desconoce podemos incorporar una estructura
jerarquica, que veremos mas adelante, o bien elegir una clase amplia de distribu-
ciones de probabilidad en el escenario del anélisis Bayesiano robusto. Este tema
también se abordard mas adelante. Otra posibilidad, y asi lo llevan a cabo Lands-
man y Makov (1999) es elegir una distribucién a priori de méxima entropfa.

La entropia de una variable aleatoria A con distribucién a priori 7(\) se define
como

E.(\)=- /OO w(A) log m(A)dA. (5.24)

0
La distribucién de maxima entropia es aquélla que maximiza (5.24) sujeta a que
el pardmetro satisfaga cierta restriccién. Ahora tenemos el siguiente resultado que
presentamos sin prueba.

Teorema 5.4 Si tomamos en (5.23) la distribucion de mdzima entropia que sat-
isfaga la restriccion

/ AT (A)dA = X,

0

entonces la prima neta Bayes viene dada por
Pgp=2Zn)X +[1—Z(n)]u,

donde

_1_ "o o
Z(n)=1 g exp{ng/(nAg)}I <0, Tl)\o) ,
siendo:

F(a,z):/ s* Lexp(—s)ds,
0

la funcién gamma incompleta.
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5.4.3. Modelos Bayesianos jerarquicos

Con objeto de motivar esta seccién, continuamos con el ejemplo Poisson-gamma,
en el que se supone que la distribucién del niimero de siniestros para una pdliza
de seguros sigue un distribuciéon de Poisson con parametro 6 > 0. El camino que
hemos seguido hasta ahora es asumir que el actuario no tiene ningin problema
en especificar una distribucién a priori para este pardmetro, eligiendo, como hasta
ahora, la distribucién a priori gamma con pardmetros a > 0y b > 0. El estimador
Bayesiano del parametro 6 > 0 y la prima Bayes, como ya sabemos, vienen dados
por

a—i—n)_(

P =
B b+n

, (5.25)
donde X es la media muestral y n el nimero de periodos de tiempo observados.

El problema que tiene esta aproximacién es que en ocasiones el actuario no tiene
por qué conocer de manera exacta dicha distribucién. Existen diversas soluciones
alternativas:

1. Elegir una clase amplia de distribuciones a priori, que contenga a dicha
distribucién a priori inicial en la que se confia, y sobre dicha clases estudiar
la variaciéon de Pg. Esto se conoce en la literatura como anélisis de robustez
Bayesiano. Este tema sera tratado en una seccion posterior.

2. Llevar a cabo un anélisis empirico Bayes. Es decir, estimar los parametros de
la distribucién a priori a partir de los datos utilizando para ello la distribucién
incondicional o marginal de los datos, esto es:

fx) = / " f(alo)n(6)db,

3. Suponer que no se conocen exactamente los parametros de los que depende
la distribucién a priori y admitir que uno o todos los pardmetros de la mis-
ma (hiper-pardmetros) siguen una determinada distribucién de probabilidad
(lamada distribucién hiperpriori). En este caso, el modelo de verosimilitud-
distribucién a priori-distribucién hiper-priori, se denomina modelo jerarquico.

La estructura de un modelo jerarquico suele expresarse en la forma de estados,
de la siguiente forma, elaborada para el desconocimiento de un sélo parametro:

= Primer nivel: Verosimilitud f(z|0),
= Segundo nivel: Distribucién a priori w(f|)), hiper-pardmetro A,

= Tercer nivel: Distribucién hiperpriori ().
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La estructura Bayesiana de verosimilitud-distribucién a priori, analizada has-
ta el momento puede contemplarse como una estructura jerarquica con sélo dos
estados.

Veamos ahora un modelo jerarquico en el que la prima neta Bayes puede ree-
scribirse como una férmula de credibilidad. El ejemplo es un caso méas general del
modelo planteado en Klugman (1992). Para ello supongamos que disponemos de
una cartera de seguros con k > 0 asegurados en un afio. Supongamos también
que el niimero de reclamaciones del asegurado i-ésimo sigue una distribucién de
Poisson de pardmetro 6; > 0, con distribucién a priori 6; ~ G(A\,b), i = 1,..., k.
Supongamos ahora que el hiper-parametro a > 0 es desconocido, aleatorio y con
distribucién hiper-priori impropia 71 (\) oc 1/\. Nos encontramos con una estruc-
tura jerarquica con los siguiente niveles:

= Primer nivel: X; ~ Po(6;), 6; >0,i=1,...,k
= Segundo nivel: §; ~ G(A,b), A > 0, b conocido, i = 1,...,k
= Tercer nivel: m(\) o< 1/A.
Las distribuciones marginales que se precisan para el analisis son los siguientes:

F(X1,. . X0l0) [ 701N )m(N\)dA
T (X1, X |0)m (6] N7 (N dfdN’
N [ (X1, .., X, |0)x(0]\)d6

7(
TAKL - Xa) = T (X1, X |0)m (0] \)m(N)dOdA’ (5.26)

70| X1,..., Xn) =

donde 6 = (61,...,0;). De aqui en adelante, cuando no se especifique, tanto los
productos como las sumatorios se extienden desde 1 hasta k. Denotando mediante
X =(Xy1,...,X,) la informacién muestral, tenemos:

_ IO [ e e, (T67)
/ﬂ(@‘)\)ﬂo\)dk— ) /0 ARb—Le X = SO

o—0igXi b
/f(KIH) (8|n)d0 / /( 9 )HFA(b 0V teMidp, . .. dby,

AR HF(X +b):
T T IX! 4 X (5.27)

Ahora:

oo kb [IT(X; +b)
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Haciendo ahora el cambio de variable u = A/(1 + X) se llega, después de algunos
calculos:

/f@w)w(amw( )\ = H(F%;? (0, 3" X0, (5.28)

Por tanto, tenemos que:

L'(b) [T X! 1 e~ %0 (I1 00
[IT(X; +b) B(kb, > X;) X (20,
gXito—1 e‘zei
_ (o) ORI 529
(30" TIT(X; + b) B(kb, - Xi)

Puede probarse que (5.29) constituye una funcién de densidad de probabilidad
genuina si I'(kb) se suprime del denominador (es decir, conocemos la constante de
normalizacién de la integral).

Ahora, utilizando (5.26), (5.27), (5.28), y después de algunos célculos, se ob-
tiene la distribucién a posteriori del parametro A\, que viene dada por:

1 )\kbfl
B(kb,kX) (X + 1)kX+kb"

m(01X)

m(AX) x (5.30)
Se verifica que m(A|X) es una distribucién de Pareto generalizada con pardmetros
kb, kX, también denominada inversa Beta. Por tanto, en (5.30) el simbolo x se
puede reemplazar por el de igualdad.
Ahora tenemos que para el asegurado r-ésimo la prima neta Bayes vendra dada
por
L) (kb + kX)) [[T(zX, +b+ 1DI(kX +1)
[IT(X; +b)T(kX) T(b)(kb+ kX +1)
X(X, +b)
= =T 7 5.31
X+ ( )
donde X, es la media del asegurado r-ésimo, ya que se dispone sélo de una obser-
vacién (1 ano). Ahora tenemos que (5.31) puede reescribirse como
Pp=27X,+(1-2)X,

donde, el factor de credibilidad es:

Py = E[6,|X]

7o X _
b+ X
Puesto que,
- b
EIX|\ =+
XD =5

tenemos que el factor de credibilidad es en términos de A\, Z = 1/(1 4+ \).
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El modelo jerarquico Poisson-gamma-gamma

En Gémez-Déniz et al. (2008¢) se lleva a cabo el desarrollo del modelo jerarquico
Poisson-gamma-gamma que permite construir una nueva distribucién de probabil-
idad discreta. Una propiedad importante de esta distribucién es que resulta sobre-
dispersa (varianza mayor que la media), lo que la hace una buena candidata para
ser utilizada en el ramo de seguro de automoviles, donde empiricamente esta com-
probado que se manifiesta esta propiedad (ver Meng et al., 1999). Esta distribucién
se puede utilizar para calcular primas bonus-malus, pareciendo responder también
bastante bien el modelo para resolver problemas de sobrecargas.

En esta seccién presentaremos dicho modelo y lo utilizaremos para ajustar
nuevos datos de reclamaciones de seguro de automoéviles y calcular a partir de
dichos datos, las primas bonus-malus correspondientes.

El modelo jerarquico esté construido partiendo de los siguientes niveles:

Nivel 1: XA~ Po(N), i=1,...,n, independientes (5.32)
Nivel 20 b~ (Ma,b) = G(a,b), a,b>0 (5.33)
Nivel 3: b~ my (bla, B) = G(a, B), a,>0 (5.34)

donde Po(A) denota la distribucién de Poisson con media A, y G(a,b) la distribu-
cién gamma. Utilizando (5.33) y (5.34) se obtiene la distribucién incondicional
para el pardmetro \:

m(Ma,a,f) = /Ommubm(b)db

b 1_—bx B¢ 1_-6b
= AT e —— b e PPdb
/0 I'(a) [(a)

a—1
- L) (5.35)
B(a,a)p (1+ \/g)ote
donde B(z,y) denota la funcién beta. Esta distribucién se corresponde con la
distribucién Tipo IV de Pearson, también llamada distribucién beta de segunda
especie (Stuart y Ord (1987), capitulo 6 y Johnson et al. (1995), capitulo 27).
Escribiremos A ~ B2(a, «; §).

La distribucion predictiva viene expresada en términos de la funcién confluente
hipergeométrica, como aparece a continuacién.

p(x1,...,xn) = Pr(Xi=2x1,..., K =x,)
= [ frm (a0, )
0

T N TV
n$_1xi!/o © N Bla )i 1+ A/ gera




134 Modelos de Credibilidad
BT (a+z)
H;;l x;!B(a, )

donde U(a, b, z) representa la funcién confluente hipergeométrica definida (Goovaerts
y De Pril, 1980) como:

Ula+z,x —a+1,0n),

1 oo
Ulm,p,z) = ] / e s (1 4 5)P ™ s,
0

I'(m
Si n =1 obtenemos la distribucién predictiva:

. BT(a+a)
La distribucién (5.36) es unimodal, puesto que se trata de una mezcla de una
distribucién de Poisson con una distribucién unimodal (Holgate, 1970).

Los valores (5.36) se pueden obtener de manera recursiva teniendo en cuenta
que:

B(a+ a)pa.ap(x) — a(z+ 1)paat1,p(®+1) — afpaar1plx) = 0.

También, es posible obtener que los momentos factoriales de (5.36) vienen

dados por:
Tla+r)(a—r1)

W (X) = 6" ——rFey T e>r (5.37)
donde pp,, (X) = E[X!/(X —r)!]. Se obtiene:
EIX] = ppy(X),
E[XQ] = Nfz] (X) + Nh] (X),
E[X®] = pig(X) + 3pfyy (X) + ppyy (X).

Ahora, los hiper-parametros del modelo pueden estimarse por el método de los
momentos resolviendo el sistema de ecuaciones:

o= Mh](X):aLff
o, _ ala+1)p?
fo = ﬂ[z](X)*m’
By ~ala+1)(a+2)58
fz = M[3](X)_(a_1)(a—2)(a—3).

que proporciona los estimadores consistente:

. 2f1(f5 — frf3)
e N R Yy (5.38)
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. fifo—4Af3 43111
C T RRE-2Fthf o
5 = ff3 =2 s+ fafs (5.40)

fifa=2f5 + fifs

Finalmente, la distribucién es sobredispersa (5.36), puesto que:

Var[X] Ié; a
=1 (1 2 ) s

Para el modelo desarrollado pueden obtenerse expresiones cerradas para las
primas neta bonus-malus, como mostramos en el siguiente resultado.

Proposicion 5.2 Dado el modelo Poisson-gamma-gamma presentado, la prima

neta bonus-malus viene dada por:

(a+x)(a—1)U(@+z+ 1,2 —a+2,0n)
a U(a+z,2—a+1,06n)

Pgy = (5.41)
Demostracion: Se obtiene, de manera inmediata, teniendo en cuenta que la me-
dia de A, asi como la media a posteriori del pardmetro dados los datos X =
(X1,...,Xn), vienen dadas por:

EN = ig?ifa>L
EDX] — ﬂ(a+x)?/{(a+a:+1,x—a+2,ﬁn)

U(a+z,2—a+1,0n)

)

respectivamente. |

Ejemplo 5.13 La tabla 5.9 muestra el nimero de asegurados para las reclama-
ciones x = 0,1,... en dos carteras de seguros de automdviles en Suiza (1961) y
Bélgica (1993). Estas carteras de seguros aparecen en Denuit (1997) y Willmot
(1987). Suponiendo la estructura jerarquica (5.32)-(5.34) asi como la estructura
Bayesiana estandar Poisson-gamma se trata de:

1. Estimar mediante el método de los momentos los parametros del modelo
jerarquico y mediante el método de maxima verosimilitud los pardmetros en
el modelo Poisson-gamma.

2. Obtener las tablas de frecuencias ajustadas y estudiar la bondad de los
ajustes mediante el test x2.

3. Obtener para ambos modelos y ambas carteras de seguros una matriz de
orden 3x4 en la que el elemento a;;,7 = 1,2,3; j = 1,2, 3,4, sea el porcentaje
de prima a aplicar en el periodo i con j reclamaciones, bajo un sistema de
tarificacion bonus-malus y el principio de prima neta.
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4. Calcular para ambos modelos y ambas carteras de seguros el porcentaje
de penalizacién de la prima al incrementarse, en la clase 0, el nimero de
reclamaciones en 1 unidad.

Tabla 5.9: Reclamaciones en dos carteras de seguros de automoviles.

Suiza, 1961 Bélgica, 1993
Numerq de Observadas Observadas
reclamaciones

0 103704 57178

1 14075 5617

2 1766 446

3 255 50

4 45 8

5 6 0

6 2 —

Veamos la respuesta a cada una de estas cuestiones:

1. A partir de las ecuaciones (5.38)-(5.40) se obtienen los estimadores por mo-
mentos del modelo Poisson-gamma-gamma. Para la estimacion por maxima
verosimilitud de los parametros del modelo Poisson-gamma se procede igual
que en el ejemplo 4.9. Los valores obtenidos aparecen en la tabla 5.10.

Tabla 5.10: Resumen datos correspondientes a la tabla 5.11

PGG PG
Suiza, 1961 Bélgica, 1993 | Suiza, 1961 Bélgica, 1993

X 0.15 0.10 0.15 0.10

s2 0.18 0.11

é 6.52 4.69

a 1.55 3.05 1.03 1.27

b 6.65 12.10

B 0.55 0.12

x2 1.71 2.39 12.02 11.15

gl 2 1 2 1
p-valor 0.42 0.12 0.00 0.00
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Tabla 5.11: Ajuste de reclamaciones en el ramo de automdviles.

\ Suiza, 1961 | Bélgica, 1993
Numerq de Observadas Estimadas Observadas Estimadas
reclamaciones
0 103704 103715.0 57178 57183.9
1 14075 14041.4 5617 5594.3
2 1766 1799.1 446 467.6
3 255 249.5 50 43.8
4 45 39.2 8 5.2
5 6 7.1 0 0.55
6 2 1.5 — —

2. Los valores ajustados aparecen en la tabla 5.11. En la tabla 5.10 aparecen
también los valores de la x2, el nimero de grados de libertad y el p-valor.
Es evidente que el modelo Poisson-gamma-gamma mejora las estimaciones
obtenidas mediante el modelo Poisson-gamma.

3. Sustituyendo los valores de los pardmetros de la tabla 5.10 en la expresién
(5.41) se obtienen las primas netas bonus-malus que se muestran en las tablas
5.12 y 5.13. Los valores en negrita corresponden al modelo Poisson-gamma
y los otros al modelo Poisson-gamma-gamma. Puede observarse, a la vista
de las mismas, que las primas son ligeramente mayores para los asegurados
en la clase © = 0 en el modelo Poisson-gamma-gamma y menores para los
asegurados en la clase x = 1. Insistimos que las carteras de seguros de au-
toméviles el mayor nimero de asegurados estd en la clase © = 0 y después
en la clase z = 1. El resto de las clases tienen un porcentaje de asegurados
muy bajo en relacién con las dos clases anteriores.

4. Los porcentajes de penalizacion pedidos aparecen en la tabla 5.14. Se observa
que este porcentaje es mucho menor para el modelo Poisson-gamma-gamma.
Es decir, este modelo resuelve el problema de las sobrecargas estudiado en
el capitulo anterior. Por un lado, los asegurados en la clase x = 0 pagan una
prima ligeramente mayor a cambio de que si experimentan una reclamacién
el porcentaje de penalizacién en la prima no sea demasiado grande.

En Gémez-Déniz et al. (2006b) los autores realizan un estudio de sensibilidad
del modelo anterior, mientras que Pérez et al. (2006) han desarrollado el modelo
anterior para el principio de varianza.
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Tabla 5.12: Primas netas bonus-malus. Modelo Poisson-gamma-gamma y Poisson-
gamma (en negrita). Suiza, 1961.

T
n 0 1 2 3 4
0 100.00
1 87.26 165.54  269.07  407.00 590.05
86.92 171.32 255.72 340.11 425.51
2 78.14 143.81 22487  324.40 445.17
76.87 226.15 375.43 524.71 674.00
3 71.09 128.29  196.08  275.75 368.27
68.91 269.62 470.34 671.05 871.76

Tabla 5.13: Primas netas bonus-malus. Modelo Poisson-gamma-gamma y Poisson-
gamma (en negrita). Bélgica, 1993.

T

n 0 1 2 3 4

0 100.00

1 9299 159.22  269.51  460.66  785.27
92.36 165.09 237.82 310.55 383.28

2 8750 144.62 230.83 361.32  552.35
85.81 220.95 356.10 491.24 626.38

3 8295 133.76 206.00 307.76  446.38
80.13 269.42 458.71 648.00 837.28

Tabla 5.14: Porcentaje de penalizacién al pasar de xg a x1 en la clase 0.

zo — 21 Suiza, 1961 Bélgica, 1993
0—1 65.54% 59.22%
71.32 % 65.09 %

1-2 64.80 % 55.52 %
160.18 % 139.22 %

2-3 64.17% 52.86 %
250.74 % 213.97 %
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El modelo jerarquico general

Abordamos ahora el modelo jerdrquico general que resulta util para jerarquizar
carteras y subcarteras de seguros.

El modelo jerarquico constituye una generalizacién del modelo de Bithlmann-
Straub (1972). Se supone que cada cartera puede estar dividida en un cierto ntimero
de subcarteras, cada una de ellas caracterizada por un parametro de riesgo de-
sconocido que describe como difiere una subcartera de las otras. El modelo maés
flexible es el modelo jerarquico de multiples niveles. El datos del esquema para dos
niveles (dos subcarteras) aparece en la tabla 5.15.

Tabla 5.15: Datos de modelo jerarquico de dos niveles.

p=1 p=2

61 2

011 012 011 012
T111 121 T211 T221
112 €122 T212 T222

En la practica 6;; representa las caracteristicas del asegurado j dentro de la
subcartera i y #; puede representar, por ejemplo, la zona geogréfica i-ésima.

Para desarrollar el modelo podemos situarnos en el ramo de los seguros de
automéviles en Espana. El ramo de automéviles es el méas importante después
del seguro de vida. El procedimiento de tarificacion de un asegurado se realiza
en funcién de la zona geogréfica espafiola donde se circula habitualmente. Asi,
determinadas regiones espanolas tienen una siniestralidad mayor que otras, debido
sobre todo a sus condiciones geogréficas, climatolégicas, nimero de vehiculos que
componen el parque automovilistico, etc.

En este sentido, en Espana la divisién se efectia en tres zonas diferentes (A,B
y C) segun el riesgo atribuido a las mismas. En la tabla 5.17 aparecen algunas de
las provincias pertenecientes a cada una de las tres zonas.

La zona A se considera de siniestralidad alta, la zona B de siniestralidad media,
y la zona C de siniestralidad baja.

Por lo que se refiere a las caracteristicas individuales de los conductores ase-
gurados podemos mencionar el sexo, la edad, estado civil, antigiiedad de posesion
del carnet de conducir, nimero de veces que precisé examinarse para la obtencion
del mismo, etc.

El objetivo del modelo vuelve a ser encontrar los estimadores de credibilidad
para las primas de riesgo individuales, es decir las primas a cobrar en cada uno de
los contratos.

El modelo jerdrquicos mas simple ha sido planteado por Klugman (1992), y se
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Tabla 5.16: Zonas geograficas en el ramo de automdviles.

A B C
Asturias Alicante  Albacete
Guipizcoa  Barcelona  Almeria
Las Palmas Madrid Granada
Tenerife Malaga Soria
Vizcaya Sevilla Teruel

denomina one-way, que se corresponde con el modelo clasico de Bithlmann-Straub
(1972). Recordemos que una cartera consiste en pélizas o contratos mas o menos
similares, aunque nunca completamente idénticas. Como ya hemos hecho anterior-
mente, esto lo modelizamos mediante la variable aleatoria 6;,, que describe total-
mente las caracteristicas del riesgo j, j = 1,2, ...,k en el periodo s, s = 1,2,....n.
Intuitivamente uno asume que las diferencias entre los contratos y periodos son
causadas por parametros diferentes 011, 012, ..., Ogn.-

Sin embargo en la mayoria de los modelos de teorfa de la credibilidad se supone
que los pardmetros ;, son homogéneos en el tiempo, i.e. los pardmetros de riesgo
para un contrato fijo no cambian con el mismo; luego desaparecen los subindices
s, en los parametros de riesgo, y escribimos 61, 6, ..., 8. Consideraremos de nuevo
a estos parametros como variables aleatorias.

Resulta obvio que este modelo es mas realista que los tratados hasta este mo-
mento pero como contrapartida presenta el inconveniente de su mayor complejidad
matematica.

El modelo jerarquico general consta de los siguientes niveles:

= Primer nivel: f(z|0, F),
= Segundo nivel: w1 (0|, G),
= Tercer nivel: ma(p, F, G).

El primer nivel indica que los datos dependen de los pardametros de interés 6
y algin otro parametro F. El segundo nivel indica como varfan los pardametros
adicionales desconocidos p y G. Finalmente se incorpora un tercer nivel donde
se considera una distribucién conjunta de los parametros. El objetivo del modelo
consiste en estimar la media y la varianza a posteriori dada la observacién muestral
X =(X1,...,X,), para lo que se precisa de la distribucién a posteriori de 6, que
viene dada por (Klugman, 1992),

70X) = [ [ [ mlX. 0 PGyt F.GIX)audrac,
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donde
(X0, F)m(0]p, G)
m (0|1 X, 1, F,G) [ (X0, F)m1 (0], G)d6’
L E G mo(p, F,G) [ f(X]0, F)m1 (0|, G)do

[ T[T f(X]6, F)ym (0], G)malp, F, G)dpd FdG’

siendo 71 (0|, G) la distribucién a priori de 6 (elegida por el actuario), m2(u, F, G)
la distribucién conjunta de los pardmetros implicados y m1 (8|x, u, F, G) y wo(u, F, G|x)
las distribuciones a posteriori dados los datos.

La media y la varianza a posteriori de los elementos de § = (61,63, ..., 0;) son
de especial importancia. Si ; es uno de esos elementos, la media y varianza a
posteriori de ; pueden obtenerse a partir de,

Bl61X] = / 6,m(6]X)d6,
E[61X] = [ 62n(6)db.

Es obvio que el cédlculo de estas integrales multiples puede resultar complejo,
de ahi que generalmente se impongan restricciones al modelo general para hac-
er el asunto mas tratable, trabajando, en el escenario Bayesiano, con el modelo
jerarquico normal, que presentamos a continuacion.

El modelo jerarquico normal

En este modelo suponemos las distribuciones en el primer y segundo nivel son
distribuciones del tipo normal multivariantes. Los siguintes argumentos justifican
la eleccién de esta distribucién:

1. El analisis se hace frecuentemente con indemnizaciones medias y no con ind-
emnizaciones totales (o con niimero medio de siniestros y no con siniestros).
Ademds, eligiendo una distribucién normal para la que la media sea grande
en comparacion con la desviacién tipica de la misma, se asegura que la dis-
tribucién concentra précticamente toda su masa de probabilidad en (0, 00).

2. Es computacionalmente facil trabajar con la distribucién normal.

3. Podria darse el caso en que el modelo incluya observaciones dependientes.
El modelo normal multivariante es uno de los pocos en que es facilmente
tratable la dependencia.

El més sencillo de los modelo jerarquicos, como comentamos anteriormente, es el
denominado por Klugman (1992) one-way, que se corresponde en su version cldsica
con el modelo de Bithlmann-Straub (1972). El modelo se especifica por medio de
tres niveles:
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» Primer nivel: X;; ~ N (0;,0%/m;;), i =1,2,...k, j=1,2,...,n,
» Segundo nivel: §; ~ N (u, 72),i=1,2,...,k,
» Tercer nivel: (1, 0%, 72).

El primer nivel consiste de n observaciones para cada uno de los k grupos. Sea
X;j la j-ésima observacién del grupo i-ésimo. Las cantidades m;; son conocidas, y
aqui representan el niimero de siniestros. Se supone que la varianza o2 es constante.
En el segundo nivel, 1, 65, ...0; son independientes dados p y 72.

La metodologia Bayesiana que adoptaremos en esta investigacion diferiréd sus-
tancialmente de la adoptada por Klugman (1992). El nuevo modelo considerado en
esta investigacion es mas sencillo de aplicar, en el sentido de que sélo se precisaran
calcular integrales numéricas sobre 72, mientras que en el modelo de Klugman
(1992) es necesario elaborar complejas integrales multiples. En este sentido se pro-
nuncia Berger (1985), quien ademds senala la ventaja de que no se precisa de la
manipulaciéon de complejas matrices.

El modelo propuesto en esta investigacién consta de los siguientes niveles:

= Primer nivel: X; ~ N (6;,02/n), 02 conocida, i = 1,2,...,p,
» Segundo nivel: 0; ~ N (u, 72),
» Tercer nivel: 7(u, 72).

El primer nivel indica que las variables X;; ~ N (6;,0%); ahora bien nosotros

. . . g n .
consideraremos las variables aleatorias X; = ) =1 Xij /mn alas que denominaremos
por simplicidad X; y que obviamente seguirdn una distribucién N (0;,%/n). Por
tanto el valor observado X sera para nosotros la media observada para cada clase,
esto es

X = (X1, Xo, ., X)), con Xizz:Xij/n.

Jj=1

Suponemos también que la distribucién conjunta 7(yu, 72) se puede factorizar como

7T(/~L77'2> =mi(p) - 772(7'2)7

es decir, los pardmetros son independientes. Para el calculo de la media a posteriori
de 6 se requiere del siguiente resultado.

Corolario 5.1 (Berger (1985)) Sim(u,7%) =1 yp >4 (de modo que m2(7%|X)
que aparece abajo sea propia), tomando:

o2

M= o2 472’
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se tiene:
EfX]=X-E(M)X-X-1),

)

1 _ _
Varl9|X] = 0°1 — o?E (M) <I - 1) + VarM)(X -X -1)(X-X-1)T
p
donde E es la esperanza respecto a la distribucion:

2

_ 2 2\—(p—1)/2 _ S
1=(1,..,1)7, (1) = matriz toda de unos, s> =3 0_(X;—X)? y k es la constante
de normalizacién que resulta al integrar sobre T2 y normalizar.

Observemos que segun el resultado del corolario anterior la media a posteriori de
0, E|0|X], y por tanto la prima neta Bayes Pp puede escribirse como:

2
oo o} (X;—X) CXP{72(05+72)} 2 2
fO o472 (02172)-D/2 g(r%)dr

PB B Xl - e p{ s2 }
*PUT 5272
15 ey g(r?)dr?
exp{ 52 1
> 1 ) o\ 5 9
= X; - UZ(X,' . X) fO 2472 (o2+72)@-D/2 g(T )dT

2
oo *P{=5tm} 5y o
fo (o242)P-D/2 g(72)dr

= Z-X,+(1-2)-X,
con

exp{— 53—}
e’} 1 2(c2472) 2 2
fo 0—2+7—2 (0-2+T2)(p—1)/2 g(T )dT

Z=1-0"

2 Y
oo OPUT5i e gy 0
fo (02 r2)P-1)/2 g(r2)dr
es decir, una férmula de credibilidad
En lo que sigue se requiere de la marginal de X dada m, que calculamos a
continuacion.

m(X|m) = /@ F(X]0)m0(6)d6

_ /(_)mexp{—z();sz_a)Q}T 127Texp{—(02_T;l)2}d9.

A continuacién, utilizando la identidad:

n n

D (X =02 => (X; —2)* +n(X —0)*,

i=1 i=1
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la densidad predictiva, m(X|m), puede escribirse como

1 1 X; — X)?
m(X|r) = ——— exp{—Z(Q)}
(oV2m)™ 74/ 21 20
2 X -0 2 2 6 — 2
" /exp{nT ( ) 2+20 (0 —a) }d(‘)
o 20°T
2(X2% —2X0 + 62 2(02 — 2a0 2
= k;/exp{—nT( ha )2+20( ¢ +a)}d97
o 20°T
donde
i 1 1 { Y(X; — X)? }
= ——exps —=———"—>,
(oV2m)™ TV 27 P 202
luego
(nt? +02)6% — (27°nX 4 2a0?)0 + (n72X? + 0?02
m(Xfr) = k[ exp{— e+ 2ar7) )
o
92 — 2n72)?+2a026. + nr2X24a%c?
= k/ exp{— m-2+0220272 nr*+o” do
© nrito2
n‘r2)_(+a02 2 th)_(2+a20'2 th)_(Jraaz 2
(0_ nt2+02 ) + nt2+02 _< nr2+o02 )
= k:/ exp{ — 5233 do
© nr2+o02
2 v 2 2
, (0 =r)
= k exp{ — e do,
(C] nr2+to2
con
nT2X2+a20'2 <n7’2X+a0'2)2
nt2+402 - nt2+02
K = kexp S (5.42)
T to?
Asi,
nr2X+aoc?
oTV2m 1 (9_ Ln7'2+02 )
m(X|m) = K exp{ — df
Vnr?+o? Jo gmyZn e
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Sustituyendo ahora k' por (5.42) resulta,

_ . 2
71‘1'2Xr"+z120'2 _ n72X+a<72
nt2+02 nrT2+402

1
(oV2m)" V1 2t+02

{
o { -2
{

m(X|mo) =

202712
nr2+02

X
n‘rz)_(z+a2o‘2 _ (nrz)?+aa'2 )2

. o nt2+02 nt2+02

(oV2m)"Vn72 + 02 nzr(if;

2 (X

X e —_———

P { 202

o Y(X; — X)?

= ex —_——

(ov2m)"/n7? 4 02 P 202
X

n [a(a — 2X) + X?]
exp .
2(nt2 4+ 02)

A continuacién desarrollaremos dos ejemplos con datos de Klugman (1992).
El objetivo serd obtener las primas neta Bayes, y realizar un anélisis comparativo
con los resultados obtenidos por Klugman (1992) y los que se obtendrian con el
modelo cldsico de Bithlmann-Straub (1972). En nuestro trabajo, y por simplici-
dad supondremos una distribucién no informativa para el pardmetro 72, esto es,

g(7?) = 1.

Ejemplo 5.14 Los datos de este primer ejemplo estan tomados de Klugman
(1992). Los datos son simulados, con el objetivo de que conociéndose los ver-
daderos resultados, puedan hacerse andlisis comparativos. El ejemplo consiste de
k = 10 grupos con n = 5 observaciones para cada uno de los grupos. Los datos
m;; = 1 para las 50 observaciones, que se encuentran en la tabla 5.17.

Puesto que el ejemplo es simulado, los verdaderos valores 61,05, . .., 6o se cono-
cen. La observaciéon muestral consistira de las medias observadas para cada clase,
esto es:

X = (109,636,101,240, 90,934, 110,048, 100,350, 101,802, 106,630, 117,604,
87,472,105,126),

siendo X = 103,1842, s®> = 737,70354, p=10y 0% = 100/5 = 20.

El factor de credibilidad es 0,810226 en nuestro modelo y 0,8218 en el modelo
de Klugman (1992). En el modelo cldsico el valor de Z(n) es 0,8129, y la media
a posteriori, primas netas Bayes, para cada una de las clases estdn expuestos en
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Tabla 5.17: Datos escenario 1. (Klugman, 1992)

Clases Anos
1 2 3 4 5 0; X;
1 124.930 110.670 106.930 104.05 101.60 | 111.97 109.636
2 97.160 89.28 102.88  111.10 105.78 | 98.87 101.240
3 103.570  86.82 92.49 87.99 83.80 | 90.98  90.934
4 119.530 125.92 98.05 117.57 94.17 | 108.44 111.048
5 95.680 110.43 83.59 110.54 101.51 | 99.06  100.350
6 102.040  93.60 106.12  98.70 108.55 | 95.44  101.802
7 112.710 101.64 106.50 111.71 100.59 | 105.09 106.630
8 119.160 111.54  127.24 115.02 115.06 | 90.51 117.604
9 81.710 90.45 91.51 84.74 8895 | 95.99  87.472
10 102.510 123.81 113.83 94.97 90.51 105.60 105.126

la Tabla 5.18, donde también aparecen las primas Bayes estimadas a partir del
modelo de Biithlmann-Straub (1972).
En las tablas adjuntas se ha utilizado la siguiente notacién:

= [: Modelo propuesto

IT: Modelo de Klugman (1992)
= [II: Modelo de Bithlmann-Straub
= [V: Primas Bayes verdaderas

A continuacién calcularemos la varianza a posteriori que nos permitira obtener
los intervalos de credibilidad. Para el calculo de la varianza utilizamos el resultado
del corolario 5.1. En nuestro caso, y puesto que, E[M] = 0,189774, E[M?| =
0,0463006, resulta:

1
Var[§|X] = 207 —3,8 (I - 10(1))
4+ 0,01028(X —103,1842 - 1)(X — 103,1842- 1)

16,21 4 0,38(1) 4+ 0,01028(X — 103,1842 - 1)(X — 103,1842- 1) T,

por tanto
Var(6|X) = 16,58 4+ 0,01028(X — 103,1842)2.

En la tabla 5.19 se recogen las varianzas a posteriori para cada una de las
clases asi como los intervalos de credibilidad al 90 por ciento para nuestro modelo
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Tabla 5.18: Primas Bayes.

Clase

I II

I11

v

—_

108.412 | 108.486

108.42

111.970

101.608 | 101.586

98.870

101.600

93.258 | 93.117

93.220

90.980

108.745 | 109.646

109.570

108.440

100.887 | 100.855

100.88

99.060

102.064 | 102.048

102.060

95.440

105.976 | 106.016

105.980

105.090

114.867 | 115.034

114.900

111.990

O 00| | O U | W N

90.453 | 90.271

90.410

95.990

—_
o

104.757 | 104.780

105.600

104.760

Tabla 5.19: Varianzas a posteriori e intervalos de credibilidad.

Clase | Varianza, I Intervalos, I Varianza, 11 Intervalo, II
1 17.008 102.851;116.420 16.075 101.890;115.081
2 16.618 94.534;107.945 15.646 95.079;108.093
3 18.122 83.931;97.936 17.304 86.274;99.960
4 17.064 103.252;116.843 16.304 103.004;116.288
5 16.662 93.635;107.064 15.694 94.338;107.371
6 16.600 95.099;108.504 15.624 95.546;108.550
7 16.702 99.907;113.352 15.737 99.490;112.540
8 18.717 110.487;124.720 17.961 108.062;122.005
9 19.117 80.279;94.664 18.402 83.215;97.328
10 16.618 98.420;111.831 15.645 98.273;111.286

147

y el de Klugman (1992). A la vista de la tabla 5.18 se desprende que las primas
Bayes del modelos propuesto estan mas préximas a las obtenidas bajo el modelo de
Bithlmann-Straub (1972) para todas las clases excepto para la clase 4 que estd més
préximo el de Klugman (1992). Esto era de esperar, pues el factor de credibilidad
en nuestro modelo estd més cercano al factor de credibilidad de Biihlmann-Straub
(1972) que el de Klugman (1992). Estas diferencias se ilustran en los graficos 5.1

y 5.2.

Si comparamos con el verdadero valor del parametro, el modelo de Klugman (1992)
se acerca mas a este para las clases 1, 2, 3, 5, 6 y 10 y el nuestro para las restantes
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Figura 5.1: Diferencias entre la verdadera prima Bayes y la estimada en ambos
modelos.

clases. A la vista de la tabla 5.19 se desprende que los intervalos de credibilidad
contienen al estimador de Bithlmann-Straub en los dos modelos y para todas las
clases. Los intervalos de credibilidad en nuestro modelo contienen a los verdaderos
valores en todas las clases salvo para la clase 9, que es también la que presenta
mayor varianza. Los intervalos de credibilidad de Klugman (1992) contienen a los
verdaderos valores para todas las clases excepto para la clase 6.

Ejemplo 5.15 Los datos de este ejemplo han sido nuevamente extraidos de Klug-
man (1992, pp. 125-129), y son datos reales procedentes de National Council
on Compensation Insurance, y correspondientes a un estado Norteamericano. Se
muestran en el apéndice de este texto y corresponden a 133 clases de empleos
sobre un perfodo de siete anos de observacién. Los datos Y;; son ntimero de sinie-
stros que provocaron incapacidad parcial permanente. m;; representa los costes o
pagos graduados que fueron corregidos en términos inflacionarios para represen-
tar unidades monetarias constantes. Los datos utilizados para X;; son Yj;/m;;, el
numero de siniestros relativo por cada clase y ano.

Se utilizardn, igual que lleva a cabo Klugman (1992), los primeros seis afios
de los siete con el propésito de estimar tanto las primas netas Bayes como el
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Figura 5.2: Diferencias entre la verdadera prima Bayes y el estimador de
Bihlmann-Straub, BS.

nimero de siniestros para el séptimo ano, y para las clases 4, 11, 112, 70, 20 y
89. Al igual que en el escenario 1 los datos que utilizaremos sera la media para
cada clase, aunque en este caso para los primeros seis afios, esto es, X; = X; =
(351 Yij/mij)/m, i=1,2,... k=133,

Hay que tener en cuenta que de las 133 clases sélo se han tomado las 130 para
las que m; = > m;; > 0. Es decir, se excluyen las clases 7, 18 y 128. Ademsds se
excluyen también del estudio los 13 anos para los que no se producen pagos. Estos
son:

= Clase 4: afios 1, 2,3,5y 6
= Clase 54: anos 1,2, 3,5y 6
= Clase 61: anos 1 y 2

= Clase 86: afio 1

Por tanto, disponemos de un total de 130 x 6 — 13=767 observaciones. Los tres
niveles del modelo son:
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= Primer nivel: X; ~ N (0;,0%/n), 0 =0.002
= Segundo nivel: 0; ~ N (u, 72),
» Tercer nivel: 7(p,72), 7(u) =1, 7(72) = 1.

Ahora p = 130, X = 0,05317 y s? = 1,89251804, Z = 0,977631.

Las primas netas Bayes para nuestro modelo, asi como las que aparecen en
Klugman (1992) y las calculadas bajo el modelo de Bithlmann-Straub (1972) apare-
cen recogidas en la tabla 5.20. El siguiente paso consiste en predecir el numero de

Tabla 5.20: Primas Bayes.

Clase 1 1I 111
4 0.0000 | 0.0404 | 0.0395
11 0.0440 | 0.0442 | 0.0434
112 | 0.0030 | 0.0019 | 0.0020
70 0.0012 | 0.0114 | 0.0205
20 0.0316 | 0.0315 | 0.0316
89 0.4158 | 0.3697 | 0.2989

siniestros para el séptimo ano. Para el séptimo ano, en la clase i, el nimero espera-
do de siniestros es m;7 - E[0|x], es decir m;7 veces el estimador puntual a posteriori.
Los valores obtenidos se recogen en la tabla 5.21. Para el calculo de la varianza hay

Tabla 5.21: Nimero de siniestros (estimados).

Clase ms;7 Yi7 I 11 111
4 0.0 0 0 0 0
11 229.83 8 | 10.16 | 10.16 | 7.37

112 | 18809.67 | 45 | 57.12 | 36.34 | 66.82
70 54.81 0 | 0.065| 0.63 | 3.51
20 1315.37 | 22 | 41.85 | 41.45 | 17.04
89 79.63 40 | 33.11 | 29.42 | 4.23

que tener en cuenta E[M] = 0,0223688, E[M?] = 0,000508242, de donde resulta
Var[X|0] = 3,26 - 10~* + 7,87 - 107%(X — 0,05317)2.

A la vista de la tabla 5.20 observamos que la prima Bayes estd mas proxima
a la estimada bajo el modelo de Biihlmann-Straub (1972) en nuestro modelo para
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Tabla 5.22: Varianzas e intervalos de credibilidad al 90 por ciento.

Clase | mZ, - Var[X;|0] Intervalo
4 0 0-0
11 17.22 3.33-16.98
112 115347.32 -501.56-615.80
70 0.97 -1.55-1.68
20 564.05 2.51-80.64
89 2.07 30.74-35.47
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las clases 11 y 20, mientras que para el resto de las clases estd mas préximo
el estimador de Klugman (1992). En la tabla 5.21 se observa que el nimero de
siniestros predicho en nuestro modelo estd més préximo al verdadero valor, y;7,
para las clases 70 y 89, mientras que el de Klugman (1992) lo estd para las clases
112 y 20. Ambos modelos coinciden en las clases 4 y 11. Sin embargo el valor que
prevee el modelo de Biithlmann-Straub (1972) estd mds cercano a nuestro modelo
en la clase 112 y al de Klugman (1992) en las clases 70, 20 y 89.

Los intervalos de credibilidad, que pueden verse en la tabla 5.22 contienen al
verdadero valor salvo para la clase 89 (en el modelo de Klugman (1992) ocurre
igual). De nuevo el intervalo de credibilidad para la clase 89 no contiene al esti-
mador de Bithlmann-Straub (1972).

5.4.4. Un modelo basado en una funcién general de pérdida

El modelo propuesto en Gémez-Déniz (2008a) incluye a los modelos de Bithlmann
(1967) y al modelo de Jewell (1974) como casos particulares, dando lugar a nuevas
férmulas de credibilidad dependientes de un parametro adicional.

Hemos visto que bajo determinadas formas funcionales h(x) y mediante el pro-
cedimiento de minimizar la pérdida esperada a posteriori, la familia de funciones
de pérdida:

Li(a,z) = h(z)(z — a)?, (5.43)

bajo determinados pares de verosimilitud y distribuciones a priori da lugar a primas
Bayes que pueden expresarse como formulas de credibilidad, es decir:

P = Z(n)g(x) + [1 - Z(n)] P&, (5.44)

donde se ha denotado mediante Pé Ly PCL ! las primas Bayes y colectivas que se
obtienen al utilizar la funcién de pérdida (5.43), respectivamente.
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Comprobaremos ahora que una generalizacién de la expresién (5.44) puede
obtenerse utilizando la denominada funciéon de pérdida ponderada y equilibrada,
dada por:

Ly(a,z) = wh(z)(6o(z) — a)* + (1 — w)h(z)(x — a)?, (5.45)
donde 0 < w < 1 es un factor peso determinado por el investigador, h(x) es, como
en el caso de la funcién de pérdida (5.43), una funcién peso positiva y do(z) es una
funcién de los datos.

La funcién de pérdida ponderada y equilibrada es una funcién de pérdida gener-
alizada que fue introducida por Zellner (1994, pp.371-390) y que también aparece
en Dey et al. (1999), Farsipour y Asgharzadeh (2004) y Jafari et al. (2006) cuando
h(z) = 1 en (5.45). Ahora, la funcién de pérdida (5.43) es un caso particular de
(5.45), que se obtiene cuando w es igual a 0.

Ademds, se obtendrd una generalizacion del modelo de Bithlmann (1967),
asi como del modelo de Jewell (1974).

En esta seccién se obtendran nuevas y maés ricas férmulas de credibilidad uti-
lizando la funcién de pérdida (5.45) y el principio de prima neta. Para ello se
requiere del siguiente resultado.

Teorema 5.5 Las primas de riesgo y colectiva bajo la funcion de pérdida (5.45)
vienen dadas por:

o Ztalo) [00(X)h(X)]6]
Ef 210y [M(X)]0]
o Erale) [XR(X)10]
Ej (a0 [R(X)]6]
&, [Pt

E, [h(sz)}

P9y =Pk =

+ (1 (5.46)

Lo
PC'

(5.47)

wdy + (1 — w)

respectivamente, donde 05 es un estimador objetivo para la prima de riesgo PIJ%Q.

Demostracién: Minimizando Ey ;) |:L2(9, PI?)} Y Er9) |:L2 (Plg"’,PéQ)} con re-

specto a P}? y Pg“ respectivamente, se obtiene el resultado. [ |
La prima Bayes, 173527 se obtiene reemplazando en (5.47) la distribucién a priori
7(0) por la distribucién a posteriori (0] X).
Obsérvese ahora que poniendo v = E, [Plgzh(PIIf)] /Ex {h(Pﬁz )},

P2 € (83,y), si 6 <7,
P e (v,83), si o>,

y el mismo resultado ocurre cuando C' se reemplaza por B. Por lo tanto, el actuario
puede elegir el valor de d; para obtener una prima de acuerdo a sus preferencias.
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El siguiente resultado proporciona primas netas de credibilidad obtenidas cuan-
do utilizamos la funcién de pérdida (5.45) y establecemos que h(z) = 1.

Proposicion 5.3 Si la prima Bayes obtenida cuando se utiliza la funcion de
pérdida (5.43) es una férmula de credibilidad, entonces la prima Bayes que se
obtiene al utilizar la funcion de pérdida (5.45) es también una férmula de credi-
bilidad, en la forma:

PE = Z(n)I(PE) + 1 — Z(n)] I(X), (5.48)
con Z(n) € [0,1] y

I(z) = (1 — w)’z + w(l — w)Exgx) [Ep(ajo) (50(X16))] + wdp.

Demostracién: Utilizando (5.46) y (5.47) con h(z) = 1 tenemos:

PR = wE [0(X)|0] + (1 — w)Ey (210 [X]0)]

y
P52 = wéh + (1 —w)Ex(g) [wE(zja) [00(X)10] + (1 — w) Ep(a19) [X 6]
= wdy +w(l —w)Erg) { Efalo) [00(X]0)]}
+ (1 =w)?Ex(o) [Efai0)00(X)]0] .
Por lo tanto,
P = wbs + w(l — w) Exx(o) { Eyetoy [Bo(X)16] + (1~ w)? Pl }
Ahora, si Pél es una férmula de credibilidad de la forma
PL = Z(n)PE +1 - Z(n)] X,
entonces
P = w6l +w(l—w)Erax) {Efle) [60(X)]6]}

b (1-w)? {z(n)Pgl +1-Z(n)] X}

Z(n) {(1 —w)? PG + w(l = w) Exno)x) { Ef(alo) [50(X)I0]} + wéé}
+ (1= 2] [(1 = w)*X + w8 +w(l = w) Exgopx) { B calo) [50(X) 161}
Z(n)I(PEY + 1 = Z(n)] 1I(X).
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Corolario 5.2 Si suponemos que la verosimilitud es un miembro de la familia
exponencial de distribuciones y que la distribucion a priori es la natural conjugada,
entonces la prima Bayes obtenida cuando se utiliza la funcion de pérdida (5.45)
es una féormula de credibilidad exacta.

Demostraciéon: Es inmediato, teniendo en cuenta que bajo la funcién de pérdida
L(z,a) = (x — a)? y las hipétesis de verosimilitud perteneciente a la familia ex-
ponencial de distribuciones y la natural conjugada como distribucién a priori, la
prima Bayes es una férmula de credibilidad exacta. [ |

Obsérvese que el factor de credibilidad en la proposicién 5.3 es el mismo que
el factor de credibilidad obtenido bajo la funcién de pérdida L(z,a) = (z — a)?.

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de aplicar el corolario 5.2 a
los pares de verosimilitudes y distribuciones a priori que se mencionan.

Corolario 5.3 La prima Bayes obtenida al utilizar la funcion de pérdida (5.45)
puede reescribirse como una formula de credibilidad cuando se utilizan los pares
de verosimilitudes y distribuciones a priori siguientes: Poisson-gamma, binomial
negativa-beta, binomial-beta, normal-normal y gamma-gamma.

Ejemplo 5.16 Considérense de nuevo los datos normalizados sobre danos de hu-
racanes que aparecen en Pielke y Landsea (1998) y supongamos que los mismos
siguen una distribuciéon gamma de pardametros 8 > 0 y v > 0, conocido. Suponien-
do una distribucién a priori G(a,b), a > 0, b > 0 para el pardmetro 0, vamos a
estimar por el método de los momentos los valores de los parametros de la dis-
tribucién a priori y utilizarlos para calcular las primas netas Bayes obtenidas bajo
la funcién de pérdida ponderada y equilibrada. Elegimos:

1. Como valor de §p(X) = Jp(X10) la moda de la verosimilitud.
2. Como valor de w: 0; 0,15; 0,30; 0,45; 0,60; 0,75; 0,90.
3. Como valor de v: 10; 20; 30; 50; 100.

La verosimilitud y la distribucion a priori son, respectivamente:

91/

_ v—1_—0x 4
f(z]9) I‘(y)x e x>0,0>0v>0, (5.49)
b
% b—1_—ab
n(0) = ry? e 020,020, b>0 (5.50)

La distribucién marginal de X se calcula como:

(s) v b b v—1
f(CL') _ / 4 v—1_—6z @ eb—le—ae _ a F(V + b) €
0

)" T T()T(0) (at )+
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Se trata de una distribuciéon de Pearson tipo VII con parametros a, b y v. La
media y varianza de esta distribucién vienen dadas por:

EX] = ;7. b>1L
a’v(b—1) + 2v2%a?
Var[X] = b-120-2) b>2.

Los estimadores por momentos, obtenidos a partir de la media y la varianza de
los datos, aparecen en la tabla 5.23. Las primas colectiva y Bayes, para el modelo

Tabla 5.23: Modelo ajustado mediante método de los momentos.

Caso v a b
1 10 3231,54 | 3,7502
2 20 1551,13 | 3,6402
3 30 1020,48 | 3,6054
4 50 605,908 | 3,5783
5 100 | 300,605 | 3,5583
6 1000 | 29,8522 | 3,5406
gamma-gamima, Son:
va
P = —— 1
C h— 17 b > 1,
v(a+nX)
P = —2 b 1.
B b+nv—1’ >
Para el célculo de las primas pedidas se requiere de
-1
E [50(X|0)] = (”b_il)“ b> 1.

Por lo tanto,

Er01x) [00(X[0)] = (V;i)qi—itq)()

Finalmente, utilizando (5.48) se obtienen los valores de las primas que aparecen
en la tabla 5.24.
Una generalizaciéon del modelo de Biihlmann

Segun lo estudiado en secciones precedentes, bajo el modelo de Biithlmann
(1967) la prima Bayes puede escribirse como una férmula de credibilidad con el
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Tabla 5.24: Primas Bayes basadas en la pérdida cuadratica ponderada.

0,0 0,15 0,3 0,45 0,6 0,75 0,9

11749.9 | 11423.9 | 11150.7 | 10930.4 | 10762.9 | 10648.4 | 10586.7
11749.9 | 11586.9 | 11450.3 | 11340.1 | 11256.4 | 11199.1 | 11168.3
11749.9 | 11641.2 | 11550.2 | 11476.7 | 11420.9 | 11382.7 | 11362.2
11749.9 | 11684.7 | 11630.1 | 11586.0 | 11552.5 | 11529.6 | 11517.3
11749.9 | 11717.3 | 11690.0 | 11668.0 | 11651.2 | 11639.8 | 11633.6
11749.9 | 11746.7 | 11743.9 | 11741.7 | 11740.1 | 11738.9 | 11738.3

SNV S

factor de credibilidad verificando la férmula:

n VarE[X 0]

Z(n) = nVarE(X|0] + EVM[XW].

(5.51)

Hemos probado ademds que este factor coincide con el obtenido por Jewell (1974).
En esta seccién generalizaremos el resultado de Bithlmann (1967) utilizando la
funcién de pérdida (5.45).

La idea central es reemplazar la prima tedrica (desconocida) por una expresién
lineal de la forma cg + 22:1 cs Xs dependiente de la experiencia de reclamaciones
X, i=1,...,n, usando la funcién de pérdida (5.45). Para ello supondremos que
las variables X110, X510, ..., X, |0 son independientes e idénticamente distribuidas.
Se utilizara la siguiente notacién:

u(0) = wE[B(X)[0] + (1 —w)E(X[0),
m = wil+ (1 —w){wE[E (6(X)|0)]+ (1 —w)E[E(X]0)]}, (5.52)
a = Var[E(X9)],
s = E[Var(X,]9)],

que ha sido tradicionalmente usada en la literatura actuarial (ver Biihlmann, 1967
y 1969, Herzog, 1996 y Goovaerts et al., 1990).

Los coeficientes ¢;, i = 0,...,n deberan calcularse, atendiendo al criterio de
los minimos cuadrados (reemplazando la pérdida cuadrética por la pérdida general
(5.45) como:

2

n 2 n
min B |w <60(X) —co — ZCSXS> +(1—w) (M(e) —co— Y chs>
‘ s=1 s=1

Calculando las correspondientes derivadas parciales e igualando a cero, obten-
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emos el sistema de ecuaciones:

n

o = wE[o(X)]+ (1 -w)Eu®)] - Y e E(X,),

s=1
n

wE(X,) = wE(X:5(X))+ (1 - w)E[X,u(0)] = > c¢.B(X,X,), r=1,....n,

s=1
que equivale al sistemas:
Z csCov(X,, Xs) = (1 —w)Cov[X,,u(d)]+ wCov[X,,d(X)],

s=1

r=1,2,...,n. (5.53)

Teniendo en cuenta ahora:

Cov(X,, Xs) = E[Cov(X,,X,|0)] + Cov [E[X,|0], E[X|0]]
= (0) + Var | PO PO o)) = o
donde:
1 (0) = 1(0) _1w_E1£60(X )]
Var[X,] = E [Var(X,.|0)] + Var [E(X,]0)] = s* + a,
y
Cov[Xy, u(0)] = E[Cov(Xy, u(0)|0)] + Cov [E[X.[6], E[u(6)]0]]

= E(0) + Cov [E(X.|0), E(u(0)]0)]
_ Var[u(®)] — wCov [do(X), u(0)]

1—w
el sistema (5.53) se reduce a:
cs? +a*en = Var [u(0)] — wCov [6o(X), ()] + wCov [X,., 6o(X)],

de donde obtenemos:
_ Vax [u(®)] + w {wCov X, 53] ~ Cov [86(X), p(6)]}
- s2 +a*n '

y por lo tanto:

Hu0)| X1, Xo, ..., X, = co+enX =wE (5(X))+ (1 —w)E [u(d))
— nB(X,)+enX
= wE[6(X)] + (1 - w)E[wE (5(X)
+ (1-w)E(X]0)) — cnE(X) + cnX]. (5.54)
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Si suponemos ahora que o5 = E [0o(X)], utilizando (5.52), la expresién (5.54),
después de poner ¢* = ¢/(1 — w)?, puede reescribirse como:

HIu(0)[ X1, Xay- o, Xo] = m— {Z_ 7;0035 _wenk [f 56;<X|e>>] } ronf
= m—c*(m—ws)n+w(l —w)E [E (5(X]0))] nc*
+ *n(l —w)*X

(1 —=c"n)m + {wd; +w(l —w)E [E (60(X]0))]
+ (1-w)X}cn.

Para finalizar, denotando mediante ¢*n por Z(n) se tiene:

H{pu(0)| X1, Xo, ..., Xp] = Z()U(X + [1 — Z(n)] I(PL?).

*

Obsérvese que si w = 0 entonces p*(6) = u(6), a* = a y por lo tanto:

Z(n) = a/(s* + na),

que corresponde con el factor de credibilidad que se obtiene usando la pérdida
(5.43) y por lo tanto con el factor de credibilidad de Bithlmann (1967) y el de
Jewell (1974).

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de aplicar el corolario 5.2 a
los pares de verosimilitudes y distribuciones a priori que se mencionan.

Corolario 5.4 La prima Bayes obtenida ol utilizar la funcion de pérdida (5.45)
puede reescribirse como una formula de credibilidad cuando se utilizan los pares
de verosimilitudes y distribuciones a priori siguientes: Poisson-gamma, binomial
negativa-beta, binomial-beta, normal-normal and gamma-gamma.

5.4.5. Modelos de credibilidad basados en robustez

Como hemos visto en los apartados anteriores, la teoria moderna de la credibili-
dad puede interpretarse como un proceso Bayesiano en el que las medidas de riesgo
se actualizan en la medida en que se obtiene la experiencia del riesgo. Los primeros
investigadores actuariales, como Margolin (1975) se oponfan abiertamente a esta
metodologia. Sin embargo, otros ya sefialaban (Kahn, 1975) que el procedimiento
de tarificacién a posteriori (metodologia Bayes) constituye uno de los mejores es-
cenarios en los que la aproximacion Bayesiana, esto es el uso de probabilidades a
priori subjetivas, no resulta apropiada.

Sin embargo, la mayoria de los investigadores, entre los que cabe citar a Bithlmann
(1967), Freifelder (1974), Klugman (1992) y Makov (2001), defienden abiertamente
la aproximacién Bayesiana. A pesar de esta vieja controversia entre estadistica
clésica y Bayesiana, seria demasiado atrevido asegurar que existen dos escuelas en
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teoria de la credibilidad, la clasica y la Bayesiana, sino que existe una separacion
que se debe en parte a las distintas situaciones practicas en que nos encontremos.
En algunas ocasiones los juicios subjetivos no pueden evitarse; por ejemplo cuando
una compania introduce una nueva clase de cobertura. En este caso, el actuario
debera realizar una valoracién inicial del riesgo en base al conocimiento de otros
riesgos similares. La prima obtenida inicialmente se ird ajustando en la medida de
que se disponga de experiencia de siniestralidad.

La critica que surgio hace ya bastantes décadas en relacién con la metodologia
Bayesiana, y no sélo en el ambito actuarial, provocd en los anos 80 multitud de
trabajos en el escenario de lo que ha venido denominédndose analisis de robustez o
sensibilidad Bayesiano.

Consiste éste en admitir que el conocimiento que el investigador tiene sobre
la distribucién a priori no es completo y admitir cualquier distribuciéon a priori
parecida (préxima) a una inicial en la que el investigador tiene cierta seguridad.

Laidea de que el investigador no tiene conocimiento exacto sobre la distribucién
a priori puede venir marcada por el hecho de que la decisién sobre la eleccion
de la distribucién a priori deba ser tomada por dos decisores que no se pongan
de acuerdo. Por ejemplo, serfa dificil distinguir entre la distribuciéon normal y la
de Cauchy, ya que son muy parecidas. En el grafico 5.3 aparecen representadas
algunas densidades tipo normal y de Cauchy con pardmetros de localizacién y
escala. Excepto por las colas, se trata de distribuciones muy similares.

En otra posible situacion, el investigador confia en que la distribucién a priori
es unimodal pero no estd seguro si utilizar (para el caso continuo) una distribucién
gamma o una distribucién inversa gaussiana.

La solucién que la estadistica Bayesiana robusta ha encontrado para estas situa-
ciones de incertidumbre ha sido considerar clases de distribuciones de probabilidad
que contengan, por un lado la distribucién a priori inicial en la que se confia ini-
cialmente y, por otro lado, alguna caracteristica en la que confie el investigador; o
bien, esta tltima caracteristica solamente. Sobre dicha clase se calculara el rango
de variacién de la magnitud a posteriori de interés, de modo que un rango pequeno
senalard que el investigador puede garantizar de modo objetivo su especificacién
a priori inicial. Un rango grande dara senales de carencia de robustez y, por tan-
to, de prudencia en las decisiones tomadas a partir de la magnitud a posteriori
calculada. El lector interesado en la estadistica Bayesiana robusta aplicada en las
ciencias actuariales puede consultar a Calderin et al. (2007), Gémez-Déniz et al.
(1999a, 1999b, 2000, 2002a, 2002b, 2005a, 2005b, 2006¢ y 2008d), Makov (1995) y
Rios et al. (1999)

En lineas generales, y en el ambito actuarial, el planteamiento es el siguiente,
dada la clase

I' = {Distribuciones a priori del pardmetro 6 € O},

a la que pertenece la distribucién a priori asignada al pardmetro, my(6) € T', y dada
la observacién muestral X = (Xi,...,X,,), se trata de calcular los extremos de la
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Figura 5.3: Funcién de densidad normal (trazo continuo) y funcién de densidad de
Cauchy (trazo discontinuo) para los valores: grafico superior 4 = 0y o = 1 para la
normal y o = 0,8 para la Cauchy y gréfico inferior 4 = 0 y ¢ = 2 para la normal
y 0 = 1,6 para la Cauchy.
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medida de riesgo Bayes sobre la clase I'. Si la magnitud a posteriori (Bayes) de
interés es op, el investigador debera examinar el comportamiento de esa magnitud
cuando se incorpora incertidumbre sobre la distribucién a priori. Especificada una
clase de distribuciones a priori plausibles, denotada por T', el andlisis se dirige a
calcular las oscilaciones de pp en esa clase, cuantificando esas oscilaciones por el

intervalo:
(inf 0B, sup QB> .
mel’ el

La lectura de este intervalo da una idea al usuario de cudnto pueden variar sus
conclusiones si su incertidumbre sobre la distribucién a priori esta bien modelizada
por T.

Dos modelo desarrollados basados en esta idea, y que conducen a nuevas féormu-
las de credibilidad, seran analizados en las dos secciones siguientes. Se trata de
la aproximaciones gamma-minimax (Eichenauer et al., 1988) y posterior regret
gamma-minimax.

Modelo gamma-minimax

La metodologia Bayes basa su decisiéon final en el objetivo de minimizar la
pérdida esperada con respecto a una distribucion a priori. Parece razonable ad-
mitir que el investigador no tiene por qué tener un conocimiento exacto sobre la
distribucién a priori. Se han propuesto diversas respuestas a este planteamiento,
entre las que figura el principio gamma-minimax. Este principio restringe el con-
junto de acciones Bayes posibles a aquéllas que sean compatibles con la informacién
de que se dispone.

El primer, y hasta el momento, el uinico trabajo referido a féormulas de cred-
ibilidad utilizando la aproximacién gamma-minimax se debe a Eichenauer et al.
(1988). La idea, que se expone aqui de manera escueta, responde a lo siguiente.

Sea un riesgo X con funcién de densidad f(z|6) dependiente de un pardmetro
de riesgo #. Sabemos, y nos restringiremos al principio de prima neta, que si el
actuario elige la prima Bayes Pp ha de ser consciente de que el riesgo asumido es:

R(0.Py) = [ L(w. Pa)f(al6)dz,

en la que la integral se cambiara por la sumatoria para el caso en el que X sea
discreta. Introduzcamos ahora las siguientes definiciones que sera utiles en ade-
lante:

Definicién 5.1 La cantidad
Mmﬂm=/ﬁ&P@MMEM

se denomina riesgo Bayes en un problema de decision Bayesiano con exrperi-
mentacion.



162 Modelos de Credibilidad

Definicién 5.2 Dada la distribucion a priori w(0), una accion §* € A, donde A
es el conjunto de acciones posibles, es Bayes si
r(m,6%) = inf r(x,9).
(r,6") = jn r(r,0)

Supongamos ahora que el actuario no tiene conocimiento exacto sobre la dis-
tribucién a priori y sé6lo es capaz de establecer que pertenece a cierta clase de dis-
tribuciones de probabilidad I'. Por ejemplo, el actuario podria tener conocimiento
de que la distribucién a priori es unimodal y considerar la clase de distribuciones
de probabilidad unimodales.

Definicién 5.3 Dada la distribucion a priori m(0), una accidon 6* € A, donde A
es el conjunto de acciones posibles, es gamma-minimazx si

supr(m,6*) = inf supr(m,?d).
mel (m &%) d€A rer ()

Presentamos ahora el siguiente resultado debido a Eichenauer et al. (1988),
planteado bajo el modelo de verosimilitud gamma y distribuciéon a priori gamma
y el principio de prima neta.

Teorema 5.6 Sea un riesgo X con distribucion gamma con pardmetros > 0, v >
0 y m(0) la distribucion (a priori del pardmetro 8) gamma con pardmetros a >
0, b > 0, stendo

cd
2d — c?
b = _— .
= (5.56)

Entonces, dadas

cd+nv(d— )X

Pp =
B d+nv(d—c2) ’

(5.57)

donde n es el niumero de periodos de tiempo de observacion y X es la media
muestral, y la clase de distribuciones a priori

I'={r(0): Ex(P(0))>c, Ex(P0)*)<d, ¢>0,d>0,d>c"},
se tiene:
1. Pg es una prima neta Bayes con respecto a mw1(0).
2. Pp es una prima neta gamma-minimaz.

3. Pp es una formula de credibilidad.



5.4. Modelos Bayesianos 163

Demostracion: Procederemos de la siguiente manera. La verosimilitud y la dis-
tribucién a priori son como en (5.49) y (5.50), respectivamente.

Como ya sabemos, la distribucion a posteriori del pardmetro § dada una mues-
tra de tamafio n con media X es de nuevo una distribucién gamma con los pardmet-
ros actualizados, a +nX y b+ nv.

1. Se tiene que la prima neta de riesgo viene dada por Pr = E[X|0] = v/6,
mientras que la prima neta colectiva es Po = E[P(0)] = va/(b—1), b > 1. La
prima neta Bayes es Pg = v(a+tX)/(b+nv—1), b > nv— 1. Reemplazando
ahora a y b por las expresiones (5.55) y (5.56) se obtiene (5.57).

2. Ahora tenemos:

v via+nX) ?
P9),Ps) = E i vl eicd

R( ()7 B) f(1|9){|:9 b—&—nu—l} }
v? v? 2 v 2 %2
= 972+(b+nyfl)2Ef(x‘e)(a +2atX + n’X?)

202 >

_ 70(b+nv—1)Ef(zle)(a+nX)
2 v? 9 v n(v+nv?)
= —_— — 2 — -
2 bt —1)p [“ ey T g ]

~ L)(Hﬂ)

0b+nv—1 [z
= (b+7:1/2—1)2 {012 [nv+ (b—1)%] — % [2a(b—1)+a2}}.
Mientras que:
r(m,Pg) = FE.[R(P(0),Ps)]
G L+ (0= V7] B [P0

— 2va(b—1)Eq) [P(0)] + v°a®} .

Por otro lado, tenemos:

En [PO)] = ;=7 b>1,
V2a2

E. [P(0)*] = (=D b> 2.

Se trata de probar que

supr(m, Pg) < supr(m, ), Vo€ A,
el el
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pero r(m, Pg) > r(m, Pg), ® € T, mientras que r(w, Pg) < r(m ), 6 € A,
por ser Pp accién Bayes. Luego,

r(m, Pg) < r(m, Pg) < r(m,d) <supr(m,?).
mel

Por lo tanto, sup r(m, Pg) < sup r(m, 9).
el el

3. La prima neta colectiva bajo m1(0) es Po = ¢ y la prima neta Bayes (5.57)
puede ahora reescribirse como:

Pp = Z(n))_( +[1 - Z(n)] Pe,
donde el factor de credibilidad es

Z(n) = nv(d — c?) .
d+ nv(d—c?)

|

Resulta conveniente resaltar que si el actuario conoce perfectamente la dis-

tribucién a priori, la accién que debe elegir es la prima Bayes. Si no la conoce

totalmente pero conoce alguna particularidad sobre la misma elegira la prima

gamma-minimax, como se detalla en la ilustraciéon 5.4. Esto no es descabellado

h, N
Prima bayes
Total
N
Conocimiento acerca
de la distribucién a priori
. A N
Parcial

Prima gamma-minimax

Figura 5.4: Ilustraciéon de la accién a elegir ante certeza o imprecision en la dis-
tribucién a priori.

puesto que podemos desconocer para un determinado riesgo, un asegurado o un
grupo de ellos, la media del numero de reclamaciones por ejemplo, pero conocer
en cierta medida como se distribuye la misma. Por ejemplo, si tiene determinada
moda. Asi, en seguro de automéviles el valor méas frecuente del niimero medio de
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reclamaciones es cero, y por tanto la moda es cero. Luego, si el nimero de recla-
maciones se modela mediante la distribucién de Poisson, parece 1dgico elegir como
distribucién a priori del pardmetro una clase que contenga a las distribuciones
unimodales.

En el resultado que aparece en el teorema 5.6 la clase I" recoge informacién
acerca de caracteristicas del pardmetro de riesgo en el colectivo de asegurados, la
cartera de seguros.

Modelo posterior regret-gamma minimax

Una aproximacién alternativa al método Bayes y a la metodologia gamma-
minimax, y también conectada con el andlisis de robustez, la constituye la aproxi-
macién posterior regret gamma-minimax. Admitimos de nuevo que el actuario no
conoce exactamente la distribucién a priori, pero es capaz de dar cierta clase I' de
distribuciones a priori posibles.

Si p(7*, P) es la pérdida esperada a posteriori de una accién P, perteneciente
al conjunto de acciones posibles A, obtenida cuando se utiliza como distribucién
a posteriori 7(0|X), la accién posterior regret de P, que serd notada como RPg,
se define (ver Rios et al. (1995) y Zen y DasGupta (1993)) como:

r(m(01X), P) = p(n(0]X), P) — p(w(0]X), RPp),

que mide la pérdida de optimalidad por elegir P en lugar de la accién éptima RPgp.
Ahora se tiene la siguiente definicién.

Definicién 5.4 RPp € A es una accion posterior regret gamma-minimax si

inf supr(m(0|X), P) =supr(n(0|X), RPg).

PeA rer el

Es facil deducir (ver Rios et al. (1995) y Zen y DasGupta (1993)) que bajo
pérdida cuadratica o principio de prima neta, la accién posterior regret gamma-
minimax es el punto medio del intervalo [infrcr Pp,sup,cr Pg|, esto es:

1
RPp = - <inf P + sup PB) . (5.58)
2 \rer el

Esta accién es éptima en el sentido que minimiza el maximo de la funcién
de riesgo sobre la clase de distribuciones I'. Por lo tanto, el investigador no ten-
dra problemas asegurandose el menor valor del maximo riesgo que pueda obtener.

Ahora la situacién para el caso en que no se conozca exactamente la distribucién
a priori permite decidir entre la accién gamma-minimax y la accién posterior regret
gamma-minimax, como se muestra en la figura 5.5.

Supongamos para fijar ideas, que la verosimilitud es un miembro de la fa-
milia exponencial de distribuciones (5.19) y que la distribucién a priori sobre el
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Total Prima bayes

h N N N
Conocimiento acerca

de la distribucion a priori \ Prima gamma-minimax

. h N
Parcial

Prima regret-gamma-minimax

Figura 5.5: Ilustraciéon de la accién a elegir ante certeza o imprecision en la dis-
tribucién a priori.

pardmetro 6 es la conjugada natural (5.20), pero que el investigador es incapaz de
especificarla completamente. De ahi que use la siguiente clase de distribuciones a
priori:

r, = {7r(9) : x(()l) <o < x((f), no conocido} , (5.59)

Iy = {7‘((9) :y1 <m < 7y, ng conocido, m = @} , (5.60)
no

Iy = {71'(9) : w(()l) <z < 3352), n(()l) <ng < n(()z)} .

El siguiente resultado proporciona las primas neta posterior regret gamma-
minimaz cuando se utiliza las clases I';, 7 =1,2,3.

Teorema 5.7 Dada la verosimilitud perteneciente a la familia exponencial de dis-
tribuciones (5.19) y la distribucién a priori conjugada (5.20), entonces la prima
posterior regret gamma-minimax bajo el principio de prima neta cuando se utiliza
I';, 7=1,2,3, viene dada por:

X;+nX
RPp = 23702 5123, 5.61
Bi Nj +n J ( )
donde,
1
X, = 5 (.’E(()l) + .73(()2)) ., N1 =ng, (562)
1
Xo = 3 (11 +72)no, N2 =ng, (5.63)
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o) + 3PP + (o + o) n nPn® + () + ) n
X3 = , N3 =
n$ +nl +2n nh

+ néQ) +2n
(5.64)

Demostracion: La prima neta Bayes, cuando la verosimilitud es un miembro de
la familia exponencial y la distribucién a priori es la natural conjugada viene dada
por:

X
Py = To+ni
ng +n
Ahora resulta claro que
(1) X
inf Pg = u
mely ng+n
3:(()2) +nX
sup Pp = ——
wely no +n

de donde, utilizando (5.58) se obtiene:

X X
Rszl—’_in.
Nng +n

Dada la restriccion impuesta en la clase de distribuciones I'; es inmediato obtener
que noy1 < xo < ngy2. Luego:

X
inf Pg = oy +nA
wels no +n
X
sup Py — Novz + A
wels ng+n
de donde, utilizando (5.58) se obtiene:
X X
RPp — 2217
Ng +n
Finalmente, para la clase I's resulta:
(1) X
inf Py — T*”
wel's +n
(2)
+nX
sup Pp = Ta
m€l; +n
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de donde, utilizando (5.58) se obtiene:

1 a:él) +nX :cgf) +nX
EPp = 5|~ 5 oW
2 ng +n ng +n
1 xél)n(()l) + ngz)xém + [mél) + xéz)} n -+ nX {n(()l) + néz)}
2 nél)n(()Q) + {n(()l) + n((f)] n + n?
_ X3+ nX
- n(l)n<2)+[n(l)+n(2)]n+n2
2 8] [0] 0 8] + n — n:|
|: 7L(()1)+n(()2>+2n
X3 +nX

2n(()1)nf)2)+2 [nél) +n(()2)] n+2n2— [nél) +ng2)] n—2n2

n
nél>+n52)+2n +

X3+’I7,X
N3+TL ’

|
Puesto que los intervalos cerrados en la recta real son conjuntos conexos, uti-
lizando la proposicién 3.2 en Rios et al. (1995) se deduce que RP(m;T';), j =1,2,3,
son acciones Bayes.
El siguiente resultado prueba que las primas Bayes obtenidas en el teorema
anterior pueden expresarse como férmulas de credibilidad.

Corolario 5.5 Si se supone que la verosimilitud es un miembro de la familia expo-
nencial de distribuciones (5.19) y que la distribucidn a priori es la natural conjuga-
da (5.20) con pardmetros (X;,T;), j =1,2,3 dados en (5.62), (5.63) y (5.64) re-
spectivamente, entonces las primas netas regret gamma-minimazr RPp;, j=1,2,3
en (5.61) pueden reescribirse como férmulas de credibilidad, siendo el factor de
credibilidad como en (5.8).

Demostracién: Es inmediato que en todos los casos contemplados se tiene que
RPg, =Z(n)X +[1—Z(n)lm, j=1,2,3,
donde Z(n) =n/(N; +n)y m=X;/N;, j=1,2,3. |

Ejemplo 5.17 Considérese la cartera de seguro de automéviles en Bélgica (1993)
expuesta en el ejemplo 5.13. Vamos a calcular las primas netas Bayes cuando se
supone que la distribucién del nimero de reclamaciones es Poisson con pardmetro
0 y la distribucién a priori es gamma con parametros a > 0, b > 0. Vamos a
calcular también las primas netas posterior regret gamma-minimax para las clases
(5.59) v (5.60), tomando xél) =1, mgf) =2, 7 =019 =02y ny = b, siendo b
el estimador méaximo verosimil del pardmetro b. Considerar los periodos de tiempo
de observacién n = 1, n = 5 y las medias muestrales X = {0,2,4,6,8,10}.



5.4. Modelos Bayesianos 169

Los estimadores maximo verosimiles de los parametros a y b fueron calculados
en el ejemplo 5.13, 6 =127y b= 12,10. Las primas netas Bayes se obtienen susti-
tuyendo estos valores en (5.25). Las primas posterior regret se calculan atendiendo
al resultado el teorema anterior. En este caso se obtienen:

Xl—l—n)_( 1
fop = S Neglate)
Xo+nX 1
RPp = — Xo=-(b
B brn 2 2((’71+72))>

para las clases I'y y I's, respectivamente. Las primas resultantes aparecen en la
tabla 5.25.

Tabla 5.25: Factor de credibilidad, prima neta Bayes y prima neta Bayes regret
gamma-minimax para la clase I';.

X, n=1]| Pz RPs, RPpg,
0.096 0.114 0.138
0.249 0.267 0.291
0.402 0419 0.443
0.555 0.572  0.596
0.707 0.725 0.749
0.860 0.877 0.901
Ps  RPp, RPpg,
0.074 0.087 0.106
0.659 0.672 0.696
1243 1257 1.275
1.828 1.842 1.860
2413 2426  2.440
2.998 3.011  3.030

= =

50O B NOS500o RN
Il
ot

Puede verse que las primas posterior regret gamma-minimax son mas con-
servadoras que las primas Bayes respectivas en todos los casos considerados. La
diferencia es mayor para la clase I's. El factor de credibilidad que resulta es
Z(1) =0,076 y Z(5) = 0,293.



Capitulo 6

Aplicaciones en Riesgos
Operacionales

6.1. Introduccion

La cuantificacién de pérdidas debidas a riesgos operacionales estd recibien-
do una considerable atencién en la investigacién financiera actual. Debido a las
nuevas indicaciones regulatorias conocidas como Basilea IT (BIS, 2005) en el sec-
tor bancario, se estd realizando un considerable esfuerzo en la implementacion
de procedimientos tanto cualitativos como cuantitativos para modelizar el riesgo
operacional.

El riesgo operacional de una compaifia financiera o de seguros tiene su origen
en sucesos que no pueden ser clasificados como riesgos de mercado o de crédito.
El riesgo operacional se define como: el riesgo de pérdidas resultantes de una falta
de adecuacion o un fallo de los procesos, el personal o los sistemas internos o bien
de acontecimientos externos.

El Comité de Basilea (2001) ha propuesto tres metodologias para la medicién
del riesgo operacional en términos del capital econémico. Dichas metodologia son:

= Método del indicador basico,
= Método estandar,
= Procedimientos de medicién avanzada.

Dentro del dltimo apartado tenemos el modelo de medicién interna, los cuadros
de mando y el modelo LDA (loss distribution approach) de pérdidas agregadas,
que estudiaremos detalladamente. Las caracteristicas generales de las metodologias
anteriores han sido ampliamente descritas en la literatura y no serdn comentadas
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aqui. Textos sobre modelizacion de riesgos operacionales son (entre otros): Cruz
(2002 y 2004), Panjer (2006), Chernobai et al. (2007) y los articulos de revisién
de Chavez-Demoulin et al. (2006) y Moosa (2007). En castellano destacamos los
textos editados por Fernandez-Laviada (2007) y por Sarabia y Guillén (2007),
donde aparecen diversas aplicaciones.

En este capitulo propondremos metodologias avanzadas para la medicién del
riesgo operacional en tres vertientes diferentes: frecuencia, severidad y modelos
agregados. Estos modelos haran uso de las ideas de la teoria de la credibilidad.

Los contenidos del capitulo son los siguientes. En la seccién 6.2 realizaremos
algunas reflexiones metodolégicas sobre la metodologia en riesgos operacionales.
La seccién 6.3 se dedica a la modelizacién de la frecuencia en riesgos operacionales.
Diversos modelos para la cuantificacién de la severidad en riesgos operacionales
aparecen descritos en la seccién 6.4. La seccion 6.5 se dedica a la modelizacion
de la distribucién de pérdidas agregadas (LDA). Finalmente, en la seccién 6.6.2
veremos varias aplicaciones de los modelos aqui descritos.

6.2. Metodologia Bayesiana en riesgos operacio-
nales

Uno de los principales problemas en la aplicabilidad de riesgos operacionales
es la falta de datos, tanto de frecuencia de un riesgo como de la severidad. Este
hecho afecta obviamente a la estimacién de las distribuciones marginales de tales
pérdidas. La principal razén de esta falta de datos es que las instituciones fi-
nancieras comenzaron a recoger datos relativos a riesgos operacionales hace pocos
anos, debido a la relativamente reciente definicion del concepto de riesgo opera-
cional. Teniendo en cuenta este inconveniente, la metodologia Bayesiana junto con
las técnicas de simulacién, son las herramientas naturales para el tratamiento de
este tipo de informacién. Es bien conocido que en andlisis de datos, se recomien-
da el uso de la metodologia Bayesiana cuando se dispone de poca informacién,
ademas de cuando se quiere combinar informacién de expertos con la informa-
cién proporcionada por los datos. La metodologia Bayesiana ha sido descrita en
el capitulo 4. En este nuevo capitulo, aplicaremos las herramientas Bayesianas a
la modelizacién de la frecuencia y severidad datos de pérdidas en un contexto de
riesgos operacionales.

6.3. Riesgos operacionales: modelizacion de la fre-
cuencia

La eleccién de un modelo para la distribucién de la frecuencia depende de var-
ios factores: por un lado del tipo de datos disponibles y por otro de la fuente o
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fuentes de la que proceden (datos de pérdidas internos y/o externos y/o auto-
evaluaciones). Puede resultar complicado (al menos desde el punto de vista psi-
coldgico) disenar preguntas en una auto-evaluacién del riesgo que sean compatible
con una distribucién, por ejemplo, binomial negativa (Alexander, 2007). Si nos
planteamos la pregunta ;jcual es el niimero esperado de sucesos de pérdida para
el proximo ano?, la respuesta es clara y compatible con un modelo de Poisson de
media A. Sin embargo, puede resultar un poco mas dificil aplicar la distribucién
binomial para datos externos de algiin consorcio. La informacién disponible de un
consorcio no suele registrar el valor N (ndmero total de eventos) para cada banco,
por lo que se deberia utilizar alguna aproximacién razonable, como es el caso de
la distribucién de Poisson.

En esta seccién desarrollaremos dos modelos para la prediccion de la frecuencia
del riesgo operacional. Comenzaremos con el modelo Poisson-gamma, que puede
ser el de mayor utilidad. A continuacién, presentamos el binomial-beta, que puede
ser utilizado en caso de disponer de informaciéon maés detallada de cada entidad
bancaria.

6.3.1. Modelo Poisson-gamma

En este modelo la frecuencia temporal (diaria, mensual o anual) X de pérdi-
das debidas a riesgos operacionales se puede modelizar segiin una distribucién de
Poisson X; ~ Po()) con funcién de cuantia

e AT
fXYM(Z‘JA): T, SCZ‘ZO,LQ,... (61)
il
Notar que la distribucién de probabilidad (6.1) es condicionada para cada valor
del parametro A. En consecuencia, la frecuencia temporal media no es constante
de un periodo a otro puesto que A es un parametro aleatorio. Establecemos que A
se distribuye segin una variable aleatoria tipo gamma de modo que:

A~Gla,0),

con funcién de densidad:

A Lexp(—=\/o)

(Ao, 0) = 7T (a) )

A> 0. (6.2)

Supongamos ahora que la entidad bancaria dispone de datos procedentes de algin
consorcio (o del propio sector o de alguna auto-evaluacién) de modo que sea capaz
de asignar la media y varianza del ntimero de sucesos:

EN = m,
Var[\] = s%
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que conducen a los siguientes valores iniciales de los parametros:

= m?/s?, (6.3)
o = s*/m. (6.4)
A continuacién dado A, se dispone de una serie temporal de frecuencias X =
(X1,Xs,...,X,), cuya funcién de verosimilitud es,
n e—)\)\X,-
Lxin=1] X (6.5)
i=1

Por medio del teorema de Bayes, combinando (6.2) con (6.6) tenemos que,
7(AX) o« L(X|A) -7\ a,0)

B ﬁe’/\)\xi A Lexp(—=\/o)
N ST Xl o°T ()

o A lexp(=)\/6)

donde los pardmetros & y ¢ se actualizan de acuerdo con la tabla 6.1. De modo
alternativo, puesto que la gamma es una distribuciéon conjugada tenemos que,

Ny - 1
i=1

donde el subindice n significa que la estimacién estd basada en n periodos de
tiempo.

Tabla 6.1: Modelo de frecuencia para riesgos operacionales Poisson-gamma: ac-
tualizacién de pardmetros.

Parametros | Valores a priori | Valores actualizados
« a a=a+y.,X;
- 1
o o o= —+—
n+1l/o

La cantidad de interés es el valor de una frecuencia futura X, ;1 dada la serie
temporal X. Tenemos que,

n)_(—i—a

FlX,1|X] = EMNX]=——
XunalX] = BAX) = 250
n — 1/o

n—i—l/J.X_‘_n—i—l/a.a.U
= Z(n)X +[1-Z(n)E) (6.7)
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Tabla 6.2: Registro mensual de sucesos de pérdida: frecuencia baja.

Mes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
No. sucesos | 2 1 0 0 2 0 0 2 0 3 1 0
Mes 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
No. sucesos | 1 2 0 0 0 2 3 2 3 0 1 0

que es una férmula de credibilidad, donde el factor de credibilidad viene dado por,
B n
n+1/o
Cuando el horizonte temporal n aumenta, el factor de credibilidad w se acerca a
uno, y la prediccion de una frecuencia se basa en la iinicamente en la serie historica.
Por otro lado, si el valor de n es pequeno, el factor de credibilidad disminuye y la
prediccién se basara principalmente en la opinién del experto E[)].

Z(n) (6.8)

Ejemplo 6.1 (Estimacién de la frecuencia de Poisson usando datos histéricos)
En esta situacién vamos a aplicar el modelo Poisson-gamma antes visto en tres
situaciones: riesgos de frecuencia baja, media y alta.

= Riesgos de baja frecuencia. La tabla 6.2 presenta datos histéricos de frecuen-
cias de pérdidas mensuales (media 1.04 por mes). La figura 6.1 presenta la
estimacién secuencial de las estimaciones de maxima verosimilitud, de cred-
ibilidad (férmula 6.8) para el siguiente periodo, asi como la evolucién del
factor de credibilidad (férmula (6.8)).

= Riesgos de baja media. La tabla 6.3 recoge datos historicos de frecuencias de
pérdidas mensuales, con un total de 90 sucesos y una media muestral de 3.75.
La figura 6.2 presenta nuevamente las estimaciones secuenciales de maxima
verosimilitud y de credibilidad (férmula 6.8) para el siguiente perfodo.

= Riesgos de alta frecuencia. La tabla 6.4 presenta datos histéricos de 233 fre-
cuencias de pérdidas, con una media mensual de 9.71. La figura 6.3 presenta
la la evolucién secuencial de los estimadores de méaxima verosimilitud y de
credibilidad.

6.3.2. Modelo binomial-beta

En esta ocasion disponemos de datos de frecuencias de riesgos operacionales
relativos a distribuciones binomiales, de modo que,

N; , .
Feelalt) = (M) - 0¥ n—0nN 69)
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Tabla 6.3: Registro mensual de sucesos de pérdida: frecuencia media.

Mes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
No. sucesos | 5 7 5 9 1 3 5 3 2 3 1 0
Mes 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
N. sucesos 2 2 6 3 3 5 5 6 3 3 4 4

Tabla 6.4: Registro mensual de sucesos de pérdida: frecuencia alta.

Mes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
No. sucesos | 13 5 12 12 8 8 9 7 10 10 9 7
Mes 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
N. sucesos 6 Y 12 10 11 12 9 10 10 7 10 19

dondei=1,2,...,ny60 € (0,1). Puesto que 0 representa una proporcién, elegimos
como distribucién a priori una beta de primera especie, con funcién de densidad,
m(0;a,b) = L 0t 1-0)""1 0<o<1 (6.10)

) ) B(a7 b) 3 ) N

donde B(a,b) representa la funcién beta cldsica, y donde el experto tiene que
asignar dos parametros a y b a partir de la experiencia del consorcio en riesgos
operacionales. Si establecemos que E[f] = m y Var[f] = s? entonces:

m? —m(s® +m?)

a = 2 ,
b o— M W
s
La funcién de verosimilitud basada en una muestra Xy, ..., X,, viene dada por,
L(X|0) = ﬁ VY g1 - gy
Xi

=1

o 92?:1 Xi (1 — 9)27:1 N?'_ijl Xi

Haciendo uso del teorema de Bayes visto en el capitulo 4, la funcién de densidad
a posteriori es,

70| X) o« L(X|0)-7(6;a,b)

_ 0&71(1 o 9)1)*1
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Figura 6.1: Modelo Poisson-gamma: frecuencia baja. Estimadores secuenciales en
cada mes de méxima verosimilitud (EMV) y de credibilidad (grafico superior).

Factor secuencial de credibilidad (gréfico inferior).
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Figura 6.2: Modelo Poisson-gamma: frecuencia media. Estimadores secuenciales
en cada mes de maxima verosimilitud (EMV) y de credibilidad (grafico superior).
Factor secuencial de credibilidad (gréfico inferior).
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Figura 6.3: Modelo Poisson-gamma: frecuencia alta. Estimadores secuenciales en
cada mes de méxima verosimilitud (EMV) y de credibilidad (grafico superior).
Factor secuencial de credibilidad (gréfico inferior).
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donde las cantidades @ y b se encuentran definidas en la tabla 6.5 y los pardmetros
a y b se actualizan de acuerdo con la citada tabla. La prediccién de una observacién
futura viene dada por,

ﬂaﬂw1=lAmewmmw

' L@+b) 54 -1
/ONMQWH (1—0)"'do

N ( Z?:lNi Z?:1Xi a+b a )
AT Nitatb YL N YL Nitatb a+b)’

Si .
Z(n) = it N
Zi:l Ni +a+ b
es el factor de credibilidad,
X = Z?:l Xi

B Z?:1 Nz"

9 tenemos que

es la media ponderada y po = 333,
E[Xp41|X] = Noga[Z(n) - X +[1 = Z(n)] - pol,
que escribimos como,

B | 2] = 20 X+ 1= 200,

y es la prima de credibilidad.

Tabla 6.5: Modelo de frecuencia para riesgos operacionales binomial-beta: actua-
lizacién de parametros.

Pardametros | Valores a priori Valores actualizados
a a a=>Y.,Xi+a
b b b:Z?:lNi_Z?:lXi'H’

6.4. Riesgos Operacionales: modelizaciéon de la se-
veridad

Para la modelizacion de la severidad presentamos cuatro modelos basados en
las distribuciones lognormal, Pareto (cldsica y generalizada) y exponencial, que
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son cuatro de las distribuciones usuales para modelizar la severidad (capitulo 3).
En los cuatro modelos obtendremos férmulas de prediccién basadas en la teoria
de la credibilidad.

6.4.1. Modelo lognormal-normal

Supongamos que X, la severidad de las pérdidas debidas a riesgos opera-
cionales, se pueden modelizar segiin una distribucién lognormal X ~ LN (u,0?),
definida en la seccién 3.2.4. Especificamente, supongamos ahora que, dados p y

o, los datos de pérdidas operacionales X = (Xi,...,X,) son variables aleatorias
independientes LN (11, 02) con funcién de densidad,
1 (logz — p1)? }
T\, o) = expy ——m——— ¢, > 0. 6.11
falne) = — e { - LB (6.1

Definimos ahora el vector de las pérdidas transformadas,
Y =(Y1,...,Y,) = (log X1,...,log X,,),

que por definicién Y; = log X; ~ N (u,0?). Mediante experiencias previas, el ex-
perto conoce el valor del pardmetro o y supone que la distribuciéon a priori de g
es una normal N (ug, o) con funcién de densidad:

1 (1 — po)*
7(p; po, 00) = g exp {_%'8 , €. (6.12)

La funcién de verosimilitud de la muestra transformada Y es,

L(Y|u,0) :Hm}%exp{—%;éu)}. (6.13)

Ahora, multiplicando la verosimilitud de los datos (6.13) por la funcién de densidad
a priori (6.12) se obtiene que,

Ty 00\1/5 P {_ . ;Ul§0)2 } f[l axjﬂ exp {_ (YZIQ;;)2 }
< o GsBP),

)
20

que coincide con la distribucién de una normal A (fi,53), y donde los pardmetros
[ vy 0o vienen dados en la tabla 6.6.

A continuacién nos interesa la prediccién de una observacién X, 11 (o de su
transformada Y, 11 = —log X,, 41 es términos de la experiencia pasada X. Tenemos
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por tanto que,

o +wyoi Vi
1+n-w
= Zmn)-Y+[1-2Zn)- o, (6.14)

EYn | X] = ElulX] =

que es una férmula de credibilidad, donde Y es el estimador de u basado en las
pérdidas operacionales histéricas transformadas, mientras que pg es la estimacion
basada en la opinién de un experto. El factor de credibilidad Z(n) viene dado por,

n
n+o?/od’

Z(n) = (6.15)

cuyo valor se encuentra en el intervalo [0,1]. Notar que si el tamafno muestral
aumenta, n — 00, entonces w — 1, y toda la prediccién se basa en la experiencia
acumulada de severidad. Sin embargo, si el tamano de muestra es pequenio, el
factor de credibilidad se convierte en préximo a cero y la prediccién se basard en
la opinién del experto pg.

Tabla 6.6: Modelo de severidad para riesgos operacionales lognormal-normal: ac-
2

. .7 7 0-
tualizacién de pardmetros, donde w = —2.

o2

Pardmetros | Valores a priori | Valores actualiiados
Ho o fio =TT D=1 T —;_I:%ZZJ Y
i | 4 | Ay

6.4.2. Modelo Pareto generalizada-gamma

Supongamos ahora que la severidad de las pérdidas operacionales pueden ser
modelizadas de acuerdo a una distribucién generalizada de Pareto X ~ P(«, o),
seguin la definicién dada en la seccion 3.2.1. La funcién de densidad de las pérdidas
por riesgos operacionales es,

a T —(a+1)
f(zla,o) = = (1 + *) 1(z > 0). (6.16)
o o
A pesar de la aparente sencillez de (6.16) existe una diferencia con la distribucién
de Pareto clasica. Mientras que la Pareto cldsica dispone de un estadistico sufi-
ciente para la estimacién de («, o) dado por (3, log X;, X1.,), en este caso no es
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posible una reduccién de este tipo. Por tanto, independientemente de la distribu-
cién a priori que elijamos, no existe una expresion cerrada para la distribucién a
posteriori. Esto hace que los procedimientos Bayes empiricos estén recomendados.
Supongamos que se dispone de una muestra de tamano n, X = (X1,...,X,)
de la severidad un riesgo. La funcién de verosimilitud de (6.16) viene dada por,

L(X|a,0) = (%)" f[ (1 + f) e (6.17)

i=1

Para la estimacién establecemos dos supuestos. En el primer supuesto consider-
amos el pardmetro o conocido. En este caso, la distribucién pertenece a la familia
exponencial. Elegimos a priori una distribucién gamma,

a~G(cd),

donde los parametros se asignan a partir de datos del consorcio, de acuerdo a la
técnica descrita en la seccién 6.3.1. Combinando la gamma con la verosimilitud,
se obtiene que

1
CY‘X ~ g (TL +c, W) (618)

donde: .
vo =Y _log(1 + X;/o).

i=1
El estimador Bayes del parametro a viene dado por,

n+c
ElalX] = ——
o] X] oo T 17d
Vo n 1/d
= — — 4+ ——-cd 6.19
ve +1/d vg+vg+1/d ¢ ( )
= Z-dEjij+(1—Z)~E[a] (620)
donde Z es el factor dado por,
v, +1/d’

y agpmyv = n/v, el estimador de maxima verosimilitud de «. En esta situacién
(6.20) no es estrictamente una férmula de credibilidad, puesto que depende del
valor de las severidades X;.

En un segundo supuesto consideramos los dos parametro « y o desconocidos. Si
disponemos de datos a priori sobre la media m y la varianza muestral s, podemos
estimar o mediante la ecuacién:

m(s? +m?)

GEB = —5 (6.21)

52 —m?2
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de donde el estimador Bayes empirico viene dado por,

n-—+c . VEB
vgp +1/d  wvpp+1/d

Ela|X] = “Qpmv + UEBl/—Fdl/d - Ela, (6.22)

donde: .
vep =Y _log(1+ X;/6p).

i=1
Nuevamente (6.22) es una férmula de credibilidad no estricta. La expresién (6.21)
presupone la existencia del momento de orden dos. Si esta hipétesis no es creible
(véase el estudio de Moscadelli (2004) donde aparecen algunas evidencias empiricas
sobre las colas de este tipo de distribuciones), podemos basar la estimacién de o
en los percentiles de la distribuciéon de las severidades, que obviamente siempre
existen. Supongamos dos percentiles z,,,, ¢ = 1,2 correspondientes a probabilidades
p;, i = 1,2. Se verifica entonces que:

log(1 —p;) = —alog(l + zp, /o), i=1,2.

Eliminando «, el estimador 6 ppr basado en percentiles es la solucién en o de la
ecuacion,

log(1 —p1) _ log(1+xp,/0)

log(1—p2)  log(1+ap,/0)

Nuevamente el estimador de « se puede escribir como una féormula de credibilidad.

6.4.3. Modelo exponencial-gamma invertida

En este modelo suponemos que los datos de severidad debidos a riesgos opera-
cionales se adeciian a una distribucién exponencial de media 6 > 0, introducida
en la seccién 3.2.2. Si X = (X7,...,X,) es la muestra de pérdidas, la funcién de
verosimilitud viene dada por,

L(X]0) = f[ ej{p(;ﬂ. (6.23)

i=1

Para modelizar la media 6, elegimos como distribucién a priori una distribucién

gamma invertida,
0 ~ GZ(a,b),

con funcién de densidad

b0~ exp(—b/0)
I'(a) ’

7(6;a,b) = 6>0 (6.24)

con a,b > 0, introducida en la seccién 3.2.3. Para la asignacién de los hiperpardme-
tros a y b, supongamos que disponemos de datos historicos del sector relativos a
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este tipo de pérdidas operacionales. Si disponemos de la media m y la desviacion
tipica s sectorial:

E[f] = m,
Var[f] = s
de donde:
252 +m?
a = — 2 (6.25)
m(s? +m?)

Combinando (6.23) con (6.24) obtenemos la distribucién a posteriori, que viene
dada por,

7(01X) o L(X|0)n(6)

x 6 "exp ( ZXi/t?) 6= L exp(—b/6)

i=1
— g (nta)-1 exp <—(Z X; + b)/9> , (6.27)
i=1

que se trata nuevamente de una distribucién gamma invertida con pardmetros:

9X~QI<&:a+n,5:b+ZXi> (6.28)

=1

Ahora, la prediccién de la observacién X,,41 seguin los datos X basada en credi-
bilidad es:

b+ Y, X
Hox) = PrRe
B n X a—1 b
 a+n-—1 n a+n—1 a-1
= Z(n)-X+[1-Zn)E[0)], (6.29)

donde el factor de credibilidad es,

n

Z) = oo

Una importante propiedad adicional de este modelo es que la distribucion pre-
dictiva de una observacién futura es del tipo Pareto generalizada, que posee una
expresion cerrada par la funcién de distribucion y por tanto facilita los calculos.
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6.4.4. Modelo Pareto clasica-gamma

Este modelo resulta de especial utilidad cuando disponemos de datos de sev-
eridad de riesgos operacionales que exceden un umbral, como es el caso de la
distribucién cldsica de Pareto (capitulo 3).

Supongamos entonces que la distribucién de probabilidad de las pérdidas du-
rante los tltimos diez anos (se supone independencia) es Pareto con funcién de
densidad,

f(x]a,b) = 4 (E) et , z>b>0,
b \b

donde a > 0, a = «af, siendo a > 0 conocido y 8 > 0, para cada celda, segin

la tabla 6.7. Nétese que en este modelo se ha introducido un nuevo pardmetro

de distorsién. Suponemos que (3 tiene como distribucién a priori una distribucién

gamma con parametros o > 0, A > 0, de modo que:

o

m(Blo, N) = 13(\0)6"16’\[’, £>0 0>0, A>0. (6.30)

Vamos a obtener:

1. Elestimador del pardametro 3 bajo funcién de pérdida cuadratica. Suponemos,
al igual que Biithlmann et al. (2008), que « = 1, E[8] = 5 y los valores A son:
0.5; 1; 1.5; 2; 2.5; 3; 3.5; 4; 4.5y 5.

2. Los estimadores que se obtienen cuando la distribucién a priori es exponen-
cial, i.e. 0 = 1 en (6.30).

3. La distribucién marginal de los datos. Representarla graficamente para A =
0,5; A = 1 y para el caso en que se adopte como distribuciéon a priori la
distribucién exponencial.

Los estimadores y la distribucién marginal se obtienen de la siguiente manera:

1. Por medio de la funcién de pérdida cuadratica el estimador de 3 es la media
de la distribucién a posteriori de este pardmetro. La funcién de verosimilitud
de los datos viene dada por:

- N\ —(af+1)
L(X1,...,XnB8) = H<0;5> ()Z)

=1

(Of)nf[lexp [—(aﬁ +1)log (iﬂ

_ ( )nexp [—(am 1)§j10g (i)] .

=g,
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Tabla 6.7: Pérdida en millones de délares, excediendo 1 millén de ddlares, en el
Banco considerado (Bithlmann et al., 2008)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1.557
1.079
1.047
1.199
1.395
1.060
3.343
2.297
1.297
1.180

9.039
2.138
1.008
1.761
1.654
1.073
2.435
4.357
1.576
1.113

1.166
1.037
1.136
2.104
1.774
1.161
1.080
1.154
1.257
1.231

1.548
1.040
1.045
1.774
1.045
1.856
1.636
1.403
2.522
1.113

1.578
1.282
1.092
1.658
2.025
1.129
1.946
1.831
1.478
1.208

1.201
2.815
3.037
1.001
1.114
1.422
2.397
1.241
1.522
1.243

1.006
1.169
1.215
1.116
1.010
1.560
1.059
1.059
1.050
1.231

1.741
1.165
1.010
1.096
1.060
1.352
1.044
1.678
1.882
1.401

1.364
2.036
1.014
1.217
1.202
1.095
1.348
1.191
1.161
1.017

1.074
1.103
1.664
1.049
1.104
2.924
1.265
1.333
1.424
1.435

Luego, la distribucién a posteriori del parametro 3 dada los datos X1, . ..

resulta

m(B|1X1, .., Xn) o0 47T L exp [_ﬁ (azlog (iil) + /\>
=1

que es una distribucién gamma con los pardametros actualizados:

o — o+n,
A — A 1 — .
+oz;:1 og(b)

Por tanto, la media a posteriori del pardmetro 3 es

o+n
E[p|1Xq,..., X,] — ,
a iy log () +A
= ZQ'BEMV+(1_ZQ)'E[ﬁ]a
donde,
, __aXilog(Xi/b)

ad  log(X;/b) + N

que es nuevamente una férmula de credibilidad. Ahora, puesto que

E[p] =

' Xn

se deduce que o = 5\. Finalmente, los valores del estimador de E[§|X],
para los distintos valores de A, aparecen en la tabla 6.9, y en el grafico 6.4
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donde se ha tenido en cuenta, obviamente, que b = 1. Puede observarse que
la secuencia de valores adopta la misma forma en todos los casos y que,
salvo para la celda 7, el estimador calculado bajo la distribucién a priori
exponencial es menor que bajo los otros dos modelos. Destacar que que el
estimador de credibilidad es, en casi todos las celdas, menor que el estimador

obtenido bajo la distribucién a priori gamma.

Tabla 6.8: Estimador Bayesiano del parametro de la distribucién de Pareto
tribucién a priori del parametro gamma.

. Dis-

A 1 2 3 4 5 6 7 3 9

10

0.5 ] 3.047 1.659 4.251 3.035 2.793 2491 6.975 3.908 4.724
1.0 | 3.259 1.867 4.360 3.248 3.015 2.718 6.544 4.056 4.767
1.5 | 3.430 2.051 4.441 3.419 3.196 2.908 6.267 4.168 4.799
2.0 | 3.570 2.214 4.504 3.559 3.347 3.068 6.075 4.257 4.823
2.5 | 3.687 2360 4.554 3.677 3.474 3.206 5.933 4.328 4.842
3.0 | 3.787 2.492 4.595 3.777 3.584 3.325 5.824 4.387 4.858
3.5 | 3.872 2.611 4.629 3.863 3.678 3.430 5.738 4.436 4.870
4.0 | 3.946 2.719 4.658 3.938 3.761 3.522 5.668 4.478 4.881
4.5 | 4011 2.818 4.683 4.003 3.834 3.604 5.611 4.515 4.890
5.0 | 4.069 2908 4.704 4.061 3.899 3.677 5.562 4.546 4.897

3.438
3.627
3.775
3.894
3.992
4.074
4.144
4.204
4.256
4.302

Tabla 6.9: Estimador Bayesiano del parametro de la distribucién de Pareto
tribucién a priori del parametro exponencial.

. Dis-

A 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

112893 1.521 4.166 2.881 2.634 2.331 7.372 3.795 4.688

3.298

2. Ladistribucién marginal de los datos se calcula de la siguiente forma («

b0, = /b f(2]8,b)m(Blo, N)dp
AT [T e AB—(B4+1) log(a/b)
= fy ), e
oAb
z A+ log(z/b)]"

=1):

La gréfica de la funcién de densidad aparece representada en la figura 6.5.
Se observa que las dos correspondientes a la distribucién a priori gamma
poseen colas més pesadas que la correspondiente a la distribucién a priori
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Estimador de 3

Celdas

Figura 6.4: Valor del estimador en las distintas celdas para el caso de distribucién
a prior gamma y A = 0,5,...,5, distribucién a priori exponencial (x) y estimador
de credibilidad ().

exponencial (caso A = 0,2, ¢ = 1). De ahi que la primera resulte més
adecuada para modelizar el riesgo operacional.

6.5. Modelo de distribucién de pérdidas agregadas
LDA

Segin lo comentado en la seccién 6.1, atendiendo a los requerimientos de
Basilea II, la mayoria de los bancos adoptan una aproximacion a la distribucion
agregada de pérdidas totales LDA. Para ello, al igual que bajo el modelo colectivo
compuesto en estadistica actuarial, se requiere la siguiente informacién:

1. El ntimero de pérdidas operacionales, IN. Se trata de sucesos que dan lugar
a la materializaciéon de un riesgo de cardcter operacional.

2. Las pérdidas operacionales o severidades Xj. Constituyen éstas, impactos
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T
— A=0.5,0=2.5
— A=1, 0=5
7 — A=0.2, 0=1 |

Figura 6.5: Distribucién marginal en el modelo Pareto clasica-gamma de riesgo
operacional.

negativos en resultados o en el patrimonio de la entidad, registrados con-
tablemente, como consecuencia de cualquier evento de riesgo operacional.

El objetivo es la estimacion del capital riesgo del banco correspondiente cumplien-
do, simultdneamente, con los requerimientos de Basilea II. Este comité:

1. Aconseja calcular el capital riesgo (conocido también como capital regulato-
rio) como el percentil de la distribucién de pérdidas totales para un nivel de
probabilidad del 99.99 % y un horizonte temporal de un afio. Este percentil
suele conocerse como VaR (Valor en Riesgo operacional) o CaR (Capital en
Riesgo operacional).

2. Establece ocho lineas de negocio:

a) Administracién de activos.

=

Banca comercial.

Banca minorista.

)

IS
—_ O

Intermediacién minorista.
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Finanzas corporativas.

(9]

Negociacion y ventas.

Pagos y liquidacién.

)

> ~
S— Nt N

Servicios de agencia.

y establece siete categorias de sucesos de riesgo:

Fraude interno.

o>t 9

Fraude externo.

9

Relaciones laborales y fallos de seguridad en el puesto de trabajo.
Clientes, productos y practicas empresariales.

Danos a activos materiales.

9]

~ QU
NN N NN NN

Incidencias en el negocio y fallos en los sistemas.

g) Ejecucion, entrega y gestién de procesos.

Cada una de las pérdidas por riesgo operacional debe asignarse a una de las
celdas de una matriz de riesgos y el capital en riesgo debe calcularse en este entorno.

La evidencia empirica pone de manifiesto que la magnitud del capital riesgo
podria estar determinada sélo por pérdidas extremas y poco frecuentes. De ahi que
para las estimaciones oportunas se tenga en cuenta solamente valores de pérdidas
que superen un umbral determinado, generalmente elevado. Es por esto que la
teoria de valores extremos juega un papel destacado en esta disciplina.

Teniendo en cuenta que la distribucién de pérdidas totales, y los supuestos es-
tablecidos sobre las variables aleatorias que la conforman, responden exactamente
al modelo colectivo compuesto, ampliamente utilizado en estadistica actuarial, no
puede sorprendernos que los métodos utilizados en esta disciplina se apliquen tam-
bién para la estimacién de riesgos operacionales. De ahi que se trabaje actualmente
con metodologias de la estadistica actuarial.

Siguiendo por tanto, las recomendaciones del comité de Basilea, el proceso de
pérdidas agregadas puede ser modelizado mediante un proceso estocdstico dado
por una suma aleatoria, donde el nimero de sumandos viene gobernado por un
proceso N (t) (frecuencia operacional del proceso) y cada uno de los sumandos
es una variable aleatoria no negativa que representa la severidad debida al riesgo
operacional. Mas estrictamente tenemos la siguiente definicién.

Definicién 6.1 (Proceso LDA) El proceso agregado de pérdidas operacionales
viene definido por medio de:
(1) El proceso de severidad: Las severidades {Xy}r=1,2... son variables aleatorias
no negativas independientes e igualmente distribuidas que representan la magnitud
de cada pérdida operacional.
(2) El proceso de frecuencia: El nimero N(t) de sucesos de pérdidas en el intervalo
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de tiempo N(t) con t > 0 es aleatorio. El proceso de conteo {N(t)};>o viene
generado por una sucesion de puntos {T1,Ts,...} aleatorios no negativos tales
que7

OSTl STQS...C.S.

N@t)=sup{n>1:T,<t}, t>0

(3) Los procesos de severidad y de frecuencia son independientes.
(4) El proceso de pérdidas agregadas viene definido por,

N ()
Sn(t) =Y Xi, t>0. (6.31)
k=1

Veamos algunos ejemplos tipicos de procesos de frecuencia usuales en LDA.

Ejemplo 6.2 El proceso LDA-Poisson estdandar estd basado en el proceso de Pois-
son homogéneo con parametro de intensidad A y funcién de cuantia,

— At )\t n
Pr(N(t) =n) = #, n=20,1,2,...
n!
El proceso geométrico-LDA se basa en la distribucién geométrica como medida de
conteo,
gl t\"
Pr(N(t)=n)=——|——] , n=0,1,2,...

Y+t \y+t
con « > 0. Si disponemos de frecuencias debidas a riesgos operacionales con clara
sobredispersién, el proceso binomial negativa-LDA es el adecuado:

Pr(N(t) = n) = ("“L:;_ 1) (ﬂﬂ) (vit)n n=0,1,2,...

con r > 0, que incluye como caso particular a la distribucién geométrica.

Como distribuciones de probabilidad asociadas a N(¢) se suele trabajar con las
distribuciones Poisson y Binomial Negativa como acabamos de ver. En relacién a
las severidades, se puede trabajar con una gran ntimero de distribuciones (capitulo
3). Por ejemplo, las distribuciones de exponencial, gamma, Weibull, lognormal y
Pareto. Esta tultima suele ser la mas utilizada porque permite modelizar de una
manera natural y sencilla el hecho destacado anteriormente de que se trabaja con
datos de pérdidas por encima de un umbral establecido. En caso que se adopte una
distribucién exponencial para las pérdidas individuales, esta distribuciéon permite
obtener una expresién cerrada para la distribucién del proceso S, como veremos a
continuacién (Sarabia et al. (2006) y Rolski et al., (1999)).
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N
Distribucién del nUmero
de pérdidas (discreta) l

N
Distribucién de
pérdida total (continua)

N N
Distribucién de la cuantia
asociada a cada pérdida (continua)

Figura 6.6: Esquema del proceso LDA: distribucién del nimero de sucesos que
dan lugar a pérdidas y distribucién de las pérdidas para obtener la distribucién de
pérdidas agregadas.

Si bien los datos del propio banco que se analiza se suelen recoger durante varios
anos, en la practica el horizonte temporal con el que se trabaja es de un ano. Se
trata entonces conjuntamente la informacion interna de la que se dispone del banco
y la informacioén colateral, via opinién de expertos para, haciendo uso del teorema
de Bayes, hacer las predicciones correspondientes. Esto obviamente responde a una
metodologia bayesiana pura en la que destaca el trabajo de Shvchenko y Wiithrich
(2006).

Dado que el modelo béasico de riesgo operacional es similar al modelo colec-
tivo compuesto de estadistica actuarial, Bithlmann et al. (2008) han aplicado el
modelo de Bithlmann-Straub (1972) en este escenario. Para ello han tratado sep-
aradamente el niimero de sucesos con pérdidas y las pérdidas correspondientes
en un banco dado. Asi, para el caso de pérdidas han trabajado con un banco,
denominado banco 1 (figura 6.7).

Estos autores han supuesto una distribucién de Pareto para las pérdidas en
cada una de las 10 celdas de riesgo, que aparecen en la tabla 6.7, y en la que las
pérdidas observadas superan el millén de délares. Usando esta informacién junto
a la informacién de la estructura bancaria en su conjunto (informacién colateral
a priori) han obtenido los estimadores de credibilidad de uno de los pardmetros
de la distribucion de Pareto. En este caso el banco 1 tiene un parametro de riesgo
dado por (i, mientras que el resto de bancos tiene el pardmetro de riesgo 3;, j =
2,..., M, para una estructura de M bancos. La informacion colateral la incorporan
suponiendo que el valor esperado del parametro en el colectivo de la estructura
bancaria es conocido.
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SECTOR INDUSTRIAL
\ Informacién

colateral

BANCO 1 OTROS BANCOS

1 2 ) ... (10} «——Celdas de riesgo

Datos del banco 1

Figura 6.7: Niveles de informacién en riesgos operacionales.

6.5.1. Propiedades generales del proceso LDA

Algunas propiedades del proceso LDA son conocidas, y pueden obtenerse a par-
tir de las propiedades del modelo clasico de riesgo colectivo, de amplia utilizacion
en la ciencia actuarial (ver por ejemplo: Kass et al. (2001), Klugman et al. (2004),
Panjer (2006), Sarabia et al. (2006)). Destacamos las siguientes propiedades del
proceso LDA:

» Funcion de distribucion. La funcién de distribucién de (6.31) viene dada por,

Fsy)(s) =Y Pr(N(t) =n)F5'(s), s>0 (6.32)
y
Fay)(0) =Pr(N(t) = 0), (6.33)

donde F§" representa la funcién de distribucién de la n-ésima convolucién
de la severidad X.

= Media y varianza. La media y la varianza vienen dadas por,

ElSx(t)] = EIN(1)]- E[X], (6.34)
Var[Sy(t)] = E[N(t)]- Var[X] + Var[N(®)] - (B[X])2.  (6.35)
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= Funcion caracteristica. La funcion caracteristica del proceso viene dada por,

@5y (t) = Pnlex (t)]; (6.36)

donde Py ¢) es la funcién generatriz del proceso de conteo y ¢x (t) la funcién
caracteristica de la severidad.

= Normalidad Asintética. La siguiente propiedad se aplica al caso del proceso
de Poisson, pero puede extenderse a otros procesos. Supongamos Sy = S
con A\ — oo y t > 0 fijo. Entonces si A — oo se verifica,

T Sx— ElSi] <z|—®(x)
Var[Sy] — ’

siempre que E[X}] < 0o, donde E[Sy] y v/ Var[S,] vienen definidos en (6.34)
y (6.35) y donde ®(-) denota la funcién de distribucién de una distribucién
normal estandar.

= Comportamiento de la cola. La cola superior de tiene una expresion sencilla
en algunos casos especiales, cuando X, pertenecen a la clase de distribuciones
sub-exponenciales, que incluye a la distribucién lognormal, Pareto, Weibull
con colas pesadas etc. En este caso se verifica que,

Pr(Sy > s) ~ E[N(t)] - Pr(X > s), s — oc.

Ejemplo 6.3 (Proceso LDA Pareto-Poisson) Supongamos que las severi-
dades siguen una distribucién clasica de Pareto de parametros o y o, y que el
proceso de conteo es de tipo Poisson de modo que E[N(t)] = Var[N(t)] = A,
A,t > 0. De acuerdo con las ecuaciones (6.34) y (6.35) la media y varianza del
proceso LDA Pareto-Poisson vienen dadas por,

oo

E[SN(t)] At a_1 o> 1,
2
(6]
Var[S (t)] = At~ai2, a>2.

La funcién caracteristica del proceso no tiene una expresion sencilla, y por tanto
los célculos de este proceso pueden ser algo laboriosos.

La obtencién o cdlculo de la distribucién del LDA (6.32) no resulta sencilla.
Para trabajar con ella se recurre a una serie de métodos exactos o aproximados:

1. El algoritmo de recursién de Panjer (Panjer, 1981 y Sarabia et al., 2006, pp.
428-435).
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2. La transformada rdpida de Fourier (Bertram, 1981 y Heckman y Meyers,
1983).
3. Método de DePril (Kuon et al., 1987).
4. Método de Kornya (Kuon et al., 1987).

5. La aproximacién basada en métodos de Monte Carlo (Heckman y Meyers,
1983).

6. Aproximacién a la pérdida total (Gerber, 1979, capitulo 4 y Sarabia et al.,
2006, pp. 438-449).

7. Célculo exacto mediante el uso de la convolucién (Sarabia et al., 2006, pp.
419-424)

Pasemos a describir algunos procesos importantes cuya funcién de distribucién
o de densidad dispone de una expresién explicita.

6.5.2. Procesos LDA con distribucién explicita

El siguiente resultado (Sarabia et al, (2006)) permite obtener la distribucién
exacta del proceso LDA, en el caso de severidades de tipo exponencial.

Teorema 6.1 Si el proceso de frecuencia tiene por funcion de probabilidad p, y
la distribucion de la severidad es exponencial de pardmetro 0 > 0, entonces la
funcion de densidad, asi como la funcién de distribucion del proceso LDA vienen
dadas por:

e~ (Ox)™
fS($79> = - ;pnm, x>0, (637)
Cn = = (0x)]
Fs(z;0) = 1—e¢7* ij(j!)’ x>0,
=0

donde P; = Efbo:jﬂpn, j=0,1,...

El siguiente resultado corresponde al caso en que el proceso de frecuencia es un
proceso de Poisson homogéneo. Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.2 (Proceso LDA Poisson-Exponencial) La funcidn de densidad
exacta del modelo LDA con proceso de conteo Poisson y severidad exponencial
viene dada por,

Fs(si ), 0) = exp {—(\t + 5/0)} \/Zh (2 Ats/é)) L 5>0 (6.38)
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fs(0; X, 0) = exp(—At), (6.39)

donde .
o (w/2)*r
Il/ = T/, 1 AV )
(z) kzok!F(V+k+1) reR, veR

es la funcion modificada de Bessel de clase v.

6.5.3. Otros Procesos LDA

La importancia de la modelizacién de las pérdida agregadas por medio de los
modelos LDA es evidente. Como acabamos de ver la aplicabilidad de estos mode-
los depende de la disponibilidad de una férmula adecuada del tipo (6.32) o de la
existencia de algin tipo de recurrencia que permita realizar los calculos compota-
cionales. En este sentido la investigacién en riesgos ha realizado un importante
esfuerzo, de modo que los resultados disponibles se pueden aplicar en este ambito.
En este apartado incluimos otros modelos LDA de utilidad que pueden ser im-
plementados con relativa facilidad. La ventaja de los procesos que incluimos a
continuacion es que son validos para cualquier tipo de distribucién para la sev-
eridad (por ejemplo, no necesariamente con colas pesadas o no necesariamente de
tipo absolutamente continuo). Incluiremos a continuacién los resultados suponien-
do la severidad absolutamente continua.

Proceso LDA de Panjer.

Supongamos que la distribucién de conteo {p,}n=o0,1,... pertenece a la clase de
distribuciones de Panjer (clase (a,b,0)), donde la funcién de masa de probabilidad
pn = Pr(N = n) verifica:

, b
Pr 0y 2 n=12,..., (6.40)

Pn-1 n

En este caso, la funcién de densidad de Sy satisface la siguiente férmula recursiva:

Px (fs(0)), z =0,

fs(z;a,b) = (6.41)

pi@+ [ (a+2) rste - nay, >0

siendo f(z) la funcién de densidad de la severidad X y el proceso de conteo N
pertenece a la clase (a,b,0).
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Proceso LDA Poisson generalizada.
En este proceso (Ambagaspitiya y Balakrishnan, 1994) la variable aleatoria de
conteo sigue una distribucién de Poisson generalizada con funciéon de cuantia:

n16xXp(—A —nb)

Pr(N =n) = A(A+nb) , n=0,1,... (6.42)

n!

y 0 en otro caso, donde A > 0, méx{—1,—A/m} < 6 <1y m > 4 es el mayor
entero tal que A+n6 > 0 cuando @ es negativo. En este proceso, no es nuevamente
necesaria ninguna hipotesis sobre la distribucién de las severidades, excepto que sea
absolutamente continua, con funcién de densidad f(x) para « > 0. En este caso,
la funcién de densidad gg(z; A, €) del modelo LDA verifica la ecuacién integral

as(ai0,0) =m0 @)+ 575 [ (042 ) asto -+ 0.0) )y, (643

donde p;(A,0) =Pr(N =1).

Proceso LDA binomial negativa-inversa Gaussiana.

Goémez-Déniz et al. (2008¢) han propuesto recientemente una distribucién discreta
altamente flexible, denominada distribucién binomial negativa-inversa Gaussiana.
Esta distribucion se obtiene a partir de una mezcla de la distribucién binomial neg-
ativa con una distribucién inversa Gaussiana. La funcién de masa de probabilidad

es
1\ <& ) 92 N 2
Pr(N:n):(r+n ) (—I)J(T,l>exp i 1- 1—|—M ,
n = J I (4
(6.44)
conn =0,1,2,... y r,u,v» > 0. Este modelo de conteo permite ajustar correc-

tamente situaciones de sobredispersion, mejorando los ajustes de la distribucion
binomial negativa cldsica. Si la distribucién de las severidades es absolutamente
continua con funcién de densidad f(x) para x > 0, entonces la funcién de densidad
gs(z;7) del correspondiente modelo LDA satisface la ecuacién integral

wgs(x—y;r)f(y)dy—/ %gs(x—y;rﬂ)f(y)dy-
0

(6.45)

%Wﬂ=m@+/

0 X

6.6. Aplicaciones

Veamos dos aplicaciones de los modelos previamente estudiados.
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6.6.1. Tipologia en procesos LDA

En este apartado obtendremos diversas funciones de densidad exactas del pro-
ceso LDA Poisson-exponencial segin tres escenarios, siguiendo las recomenda-
ciones de Basilea:

= Frecuencia baja: A = 1,
= Frecuencia media: A = 5,
= Frecuencia alta: A = 10.

Combinaremos las frecuencias anteriores con diversas severidades, cuya media in-
dividual # puede tomar seis valores: 100, 150, 200, 250 y 300 u.m. Las gréficas de las
diferentes funciones de densidad aparecen representadas en las figuras 6.9 (frecuen-
cia baja), 6.10 (frecuencia media) y 6.11 (frecuencia alta). Es importante senalar
de nuevo que las graficas de las funciones de densidad son exactas (teorema 6.2),
y no han sido obtenidas mediante simulacién. A partir de la informacién grafica y
de los resultados de la seccién 6.5 podemos obtener las siguientes conclusiones:

= La media del proceso LDA aumenta tanto con la intensidad media de la
frecuencia como con la media de la severidad (ecuacién 6.34).

= La variabilidad del proceso LDA aumenta nuevamente tanto con la intensi-
dad media, como con la los momentos de orden uno y dos de la severidad.
Este aumento se hace especialmente visible para valores medios y grandes
de la severidad (figuras 6.9 a 6.11).

= El coeficiente de asimetria del proceso disminuye al aumentar la magnitud de
la frecuencia (figura 6.11). Para valores moderados y grandes de la severidad,
la aproximacién normal asintética parece razonable.

» Las probabilidades asociadas al proceso (tanto centrales como las de las
colas) se pueden obtener de forma exacta.

6.6.2. Aplicacion del modelo exponencial-gamma invertida

En este apartado usaremos el modelo exponencial-gamma invertida para pre-
decir la severidad debida a riesgos operacionales (seccién 6.4.3). Para ello utilizare-
mos la informacién proporcionada por Guillén et al. (2007) correspondiente a una
entidad financiera cuyo nombre se mantiene en el anonimato. Puesto que el mod-
elo dispone de un estadistico suficiente (y por tanto incluye toda la informacién),
para la aplicacién de nuestros resultados sélo se requieren los dos primeros mo-
mentos. La asignacién de los hiperpardmetros y los estimadores de credibilidad
son los que aparecen en la citada seccion. La tabla 6.10 recoge los estadisticos
descriptivos de siete categorias de sucesos debidos a riesgos operacionales: fraude
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interno, fraude externo, practicas de empleo y seguridad laboral, interrupcién ne-
gocio, clientes, productos y fallos de sistemas, danos en activos fisicos y ejecucion,
entrega y gestién de procesos.

Los resultados de las estimaciones aparecen en las tablas 6.11 (riesgos 1, 2 y
3) y 6.12 (riesgos 4, 5, 6 y 7). La figura 6.8 muestra las funciones de densidad
a priori y a posteriori del modelo exponencial-gamma invertida en dos riesgos
operacionales de diferente naturaleza. En el riesgo operacional 1 (fraude interno) la
distribucién a posteriori estd muy concentrada debido a que existe una importante
evidencia empirica, lo que hace disminuir la variabilidad, mientras que el riesgo 4
(interrupcién negocio) muestra mayor variabilidad en la distribucién a posteriori,
puesto que se dispone de una menor evidencia muestral. Ademads de las predicciones
del suceso siguiente mediante credibilidad se han incluido los valores VaR[X;q] y
TVaR[X; g] de la distribucién a posteriori, para valores ¢=0.95, 0.99, 0.997, 0.999
y 0.999, ademés del intervalo de credibilidad al 95 por ciento.

Tabla 6.10: Estadisticos descriptivos de siete categorias de riesgos debidas a riesgos
operacionales (en millones de £).

Tipo de riesgo Numero de Media D. tipica

pérdidas muestral | muestral
1. Fraude interno 1247 32.24 269.43
2. Fraude externo 538 15.60 69.68
3. Practicas de empleo y seguridad laboral 721 7.84 20.04
4. Interrupcién negocio 45 22.46 33.25
5. Clientes, productos y fallos de sistemas 6526 36.59 268.28
6. Danos en activos fisicos 2395 74.91 1192.55
7. Ejecucién, entrega y gestion de procesos 75 7.39 17.72
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0.4 Distribucién a posterio

0.3

0.2

0.1 Distribucion a prior
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Figura 6.8: Funciones de densidad a priori (linea discontinua) y a posteriori (linea
continua) del modelo exponencial-gamma invertida en riesgo operacional tipo 1

(gréfica superior) y riesgo operacionales tipo 4 (grafico inferior).
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Tabla 6.11: Estadisticos para los datos de riesgos operacionales para los tipos de
riesgos 1, 2 y 3.

Cantidades Riesgo 1 Riesgo 2 Riesgo 3
a inicial 1.8129 1.8451 1.9378
b inicial 29.4315 14.7437 8.1359
a final 1248.8100 | 539.8450 | 722.9380
b final 40232.7000 | 8407.5400 | 5660.7800
E[O] 36.2061 17.4459 8.6761
DT[O)] 40.1575 18.9774 8.9594
E[Xpn1]X] 32.2426 |  15.6029 7.8411
DT[X,+1|X] 0.9131 0.6728 0.2920
Factor de credibilidad 0.9993 0.9984 0.9987
VaR[X;0,95] 33.7732 16.7413 8.3334
VaR[X;0,99] 34.4436 17.2544 8.5528
VaR[X; 0,997 34.8670 17.5823 8.6923
VaR[X;0,999] 35.2161 17.8548 8.8079
VaR[X;0,9999] 35.8694 18.3699 9.0256
TVaR[X;0,95] 34.1848 17.0566 8.4682
TVaR[X;0,99] 34.7854 17.5197 8.6656
TVaR[X;0,997] 35.1762 17.8242 8.7949
TVaR[X;0,999] 35.5032 18.0809 8.9035
TVaR[X;0,9999] 36.1235 18.5726 9.1108
Int. credib. inf. 0.95 30.5020 14.3394 7.2894
Int. credib. sup. 0.95 34.0810 16.9760 8.4339
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Tabla 6.12: Estadisticos para los datos de riesgos operacionales para los tipos de

riesgos 4, 5, 6 y 7.

Cantidades Riesgo 4 Riesgo 5 Riesgo 6 | Riesgo 7
a inicial 2.2107 1.8167 1.8036 1.9565
b inicial 29.4373 33.5436 67.6850 7.8078
a final 47.2107 | 6527.8200 2396.80 | 76.9565
b final 1040.1400 | 238820.00 | 179477.00 | 562.0580
E[©] 24.3152 41.0700 84.2324 8.1626
DT[O] 22.0987 45.4446 93.9663 8.3460
E[X,11]X] 22.5086 36.5906 74.9131 7.3997
DT[X,11|X] 3.3476 0.4530 1.5308 0.8547
F. de credib. 0.9738 0.9999 | 0.999665 0.9874
VaR[X;0,95] 28.4928 37.3419 77.4661 8.9049
VaR[X;0,99] 31.8000 37.6608 78.5669 9.6858
VaR[X;0,997) 34.1006 37.8599 79.2582 | 10.2143
VaR[X;0,999] 36.1329 38.0227 79.8258 | 10.6719
VaR[X; 0,9999] 40.2951 38.3240 80.8822 | 11.5848
TVaR[X;0,95] 30.5397 37.5376 78.1417 9.3870
TVaR[X;0,99] 33.6952 37.8212 79.1243 | 10.1185
TVaR[X; 0,997 35.9405 38.0037 79.7602 | 10.6259
TVaR[X;0,999] 37.9452 38.1552 80.2903 | 11.0704
TVaR[X;0,9999] 42.0907 38.4398 81.2907 | 11.9667
Int. credib. inf. 0.95 16.8858 35.7134 71.9722 5.9116
Int. credib. sup. 0.95 29.9627 37.4889 77.9725 9.2552
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Figura 6.9: Funciones de densidad tedricas del modelo de riesgos operacionales
LDA de pérdidas agregadas Poisson-exponencial de frecuencia baja A = 1 (gréfico
superior) y A = 2 (gréfico inferior) para diferentes severidades (6 es la pérdida
media de un suceso). La gréfica con linea discontinua representa el modelo LDA
con mayor severidad media.
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Figura 6.10: Funciones de densidad tedricas del modelo de riesgos operacionales
LDA de pérdidas agregadas Poisson-exponencial de frecuencia media A = 5 (gréfico
superior) y A = 10 (grafico inferior) para diferentes severidades (6 es la pérdida
media de un suceso). La gréfica con linea discontinua representa el modelo LDA
con mayor severidad media.
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Figura 6.11: Funciones de densidad tedricas del modelo de riesgos operacionales
LDA de pérdidas agregadas Poisson-exponencial de frecuencia alta A = 100 (gréfico
superior) y A = 200 (grafico inferior) para diferentes severidades (6 es la pérdida
media de un suceso). La gréfica con linea discontinua representa el modelo LDA
con mayor severidad media.



Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo se ha realizado una investigacion sobre el desarrollo, andlisis y
aplicacion de modelos de credibilidad en el &mbito de los seguros y en riesgos op-
eracionales. Se han presentado de una manera rigurosa, utilizando las herramientas
adecuadas en cada caso, los diferentes modelos de credibilidad, tanto los modelos
clasicos como los de desarrollo més reciente. Se han propuesto nuevas aporta-
ciones al tema. La exposicién y desarrollo de los diferentes modelos ha venido
acompanada con su aplicacién en problemas reales de naturaleza actuarial y de
riesgos operacionales.

El capitulo 1 se ha dedicado al estudio del concepto de credibilidad, presentando
una perspectiva histérica. Las conclusiones son las siguientes:

= La teoria de la credibilidad constituye en la actualidad, uno de los temas
centrales de investigacion y practica en seguros.

= FEl desarrollo histérico de la teoria de la credibilidad ha venido asociado al
desarrollo metodolégico de obtencién de primas de seguros.

= La utilizacién de la metodologia Bayesiana en credibilidad, ha supuesto un
importante avance metodoldgico de esta teoria, y ha estado presente desde
sus origenes.

= La investigacién actual en teoria de la credibilidad hace uso intensivo de
diversas metodologias de naturaleza matematica y estadistica.

En el capitulo 2 se han estudiado principios de primas y medidas de riesgo. Las
conclusiones de este capitulo son:

= Los diferentes principios de calculo de primas, asi como la metodologia asoci-
ada a su obtencion, constituye un elemento imprescindible en la tarificacién
mediante credibilidad.

207
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= De acuerdo con la literatura mas reciente, se han descrito un total de 16
propiedades que deberia verificar un principio de célculo de prima.

= Existen cuatro métodos para la obtencién de primas: método ad-hoc, método
basado en caracterizaciones, método econémico y método de las funciones
de pérdida.

» Las medidas de riesgo y primas basadas en la cola de la distribucién (es
decir valor en riesgo VaR y valor en riesgo en la cola TVaR) ocupan un lugar
destacado en la investigacién actual en seguros y seran igualmente estudiadas
en este capitulo.

El capitulo 3 se ha dedicado a la modelizacién del riesgo en familias paramétri-
cas son. Las conclusiones son:

= La modelizacion del riesgo por medio de familias paramétricas de distribu-
ciones constituye la metodologia clasica de establecer la poblacién de refer-
encia tanto en seguros como en teoria de la credibilidad.

= Se han estudiado de forma detallada las siguientes distribuciones como mod-
elos de riesgo: distribuciones de Pareto, distribuciones exponencial, gamma y
gamma invertida, distribuciones normal y lognormal, distribucién de Weibull
y distribucién inversa Gaussiana.

= Para las distribuciones de riesgo anteriores, se han obtenido expresiones cer-
radas para el valor en riesgo VaR y el valor en riesgo en la cola TVaR.

= El andlisis de las colas de una distribucién es un aspecto clave en la decisién
de cudl distribucion elegir.

= Se ha introducido un modelo de regresién (modelizaciéon mediante covari-
ables) basado en la distribucién inversa Gaussiana.

= Los modelos anteriores han sido estimados y validados mediante técnicas
adecuadas con datos reales de pérdidas por huracanes.

Los instrumentos de estadistica Bayesiana y las primas Bayes han sido estudi-
adas en el capitulo 4. Las conclusiones son las siguientes:

= la metodologia Bayesiana constituye el marco idéneo para el desarrollo de
nuevos modelos de credibilidad. Dicha metodologia se estd aplicando con
éxito tanto en la préactica actuarial moderna como en la teoria de la credi-

bilidad.

= Se ha utilizado la metodologia Bayesiana para la estimacion de diversas
familias paramétricas, entre ellas la distribucién clésica de Pareto.
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= Se ha presentado una importante clase de distribuciones de pérdida (seccién
4.6) y se ha realizado su correspondiente estimacién Bayesiana. Los esti-
madores obtenidos se puede escribir en términos de una férmulas de credi-

bilidad.

= La metodologia Bayesiana ha sido utilizada para estimar la prima de riesgo
a través, primero de la prima colectiva y, posteriormente mediante la prima
Bayes.

» Las familias de distribuciones exponencial y exponencial de dispersiéon con-
stituyen dos importantes herramientas para la obtencién de primas de cred-
ibilidad.

En el capitulo 5 se han estudiado y propuestos diversos modelos de credibilidad.
Las conclusiones son las siguientes:

= El modelo de Biithlmann (1967) de distribucién libre constituye el punto de
partida de la moderna teoria de la credibilidad. Dicho modelo no precisa de
ninguna hipétesis sobre la distribucion de los pardmetros, y da lugar a la
férmula clasica de credibilidad, junto con la expresién del factor de credibil-
idad, donde se pondera tanto la experiencia individual como la informacién
disponible del colectivo.

= El modelo de Bithlmann-Straub (1972) introduce observaciones ponderadas,
mejorando el modelo precedente.

= Tomando como punto de partida el modelo de Bithlmann (1967), se han
desarrollado numerosos modelos de credibilidad, basados en metodologia
Bayesiana. El analisis Bayesiano constituye una herramienta imprescindible
cuando se quieren conjugar las dos fuentes de informacién de las que se
disponen en el escenario actuarial, esto es, la informacién individual o de una
poliza en particular y la informacion colateral, usualmente la de la cartera
de seguros. Con esta metodologia es posible obtener expresiones de credi-
bilidad cuando se utilizan pares de verosimilitudes y distribuciones a priori
ampliamente utilizadas en la practica.

= En un trabajo pionero Jewell (1974) y posteriormente Landsman y Makov
(1998) prueban que la expresién bésica de credibilidad aparece siempre que
se utilice la familia de distribucién exponencial, en el primer caso, y la familia
exponencial de dispersion en el segundo. También se ha demostrado que es
posible obtener nuevas expresiones de credibilidad utilizando la funcién de
pérdida cuadratica ponderada y equilibrada. Se obtiene entonces un modelo
mucho mas general que de nuevo incluye a los anteriores.
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Conclusiones

= Se han revisado modelos de credibilidad basados en funciones de pérdida

generales, como el propuesto por Gémez-Déniz (2008a) construido a partir
de la funcién de pérdida cuadratica ponderada y equilibrada. Este modelo
es mas general que muchos de los modelos anteriores, en el sentido que los
incluye como caso particular.

La metodologia Bayesiana no esta libre de criticas, debido en buena parte
a la utilizacién de la distribucién a priori, que puede ser elegida libremente
por el actuario. Por esta razén se han propuesto otros modelos que tratan de
salvar este posible inconveniente. El primero de ellos es el modelo jerarquico,
que permite asignar una distribucién a priori (hiper-priori) a alguno de los
pardmetros de la distribucién a priori. De este modo la eleccién de ésta ya
no puede ser vista como arbitraria, si la distribucién hiper-priori que se elija
es del tipo no informativa.

En esta investigacion se han desarrollado tres modelos jerarquicos diferentes.
El primero de ellos asi como el modelo jerarquico normal son totalmente
novedosos, basados en algunos modelos de Klugman (1992). Los resultados
obtenidos por los nuevos modelos mejoran los resultados obtenidos por Klug-
man.

Otra via alternativa para salvar la critica a la metodologia Bayesiana la
constituyen los modelos de credibilidad basados en el andlisis de robustez
Bayesiana, los basados en la aproximacién gamma-minimax y posterior re-
gret gamma-minimax. En el 1iltimo caso se ha presentado un nuevo mode-
lo que constituye una generalizacién del modelo de Jewell (1974) y del de
Landsman y Makov (1998), y que incluye a éstos como casos particulares.

Finalmente, el capitulo 6 se han presentado aplicaciones de los modelos de cred-

ibilidad en riesgos operacionales. Se ha realizado una reflexion sobre la metodologia
a utilidad, fundamentalmente de caracter Bayesiano, donde las férmulas de predic-
cién basadas en la teoria de la credibilidad juegan un papel importante. Desta-
camos las siguientes conclusiones:

= Para la modelizacion de la frecuencia de sucesos debidos a riesgos opera-

cionales de debe combinar tanto la informacién de los datos como la experi-
encia del sector. A este respecto, los modelos presentados Poisson-gamma, y
binomial-beta recogen estas caracteristicas.

Los modelos para estudiar la severidad, deben igualmente combinar los dos
tipos de informacién: muestral y del colectivo. Con este propésito, los mode-
los de credibilidad parecen adecuados. Los modelos lognormal-normal, Pareto
generalizada-gamma, exponencial-gamma invertida y Pareto clasica-gamma
resultan adecuados dependiendo de la naturaleza de la informacién disponible.
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En todos estos casos existe una féormula de credibilidad para realizar la
prediccién.

Siguiendo las recomendaciones de Basilea II, los modelos de pérdidas agre-
gadas (proceso LDA) son especialmente utiles. Para el ajuste y cémputo de
la distribucién agregada, se conocen muchas de sus propiedades, y es posible
obtener las distribuciones exactas.

Se han obtenido y descrito diversas distribuciones exactas de modelos LDA,
que permiten obtener probabilidades y momentos exactos, sin necesidad de
recurrir a técnicas e simulacion.

Los modelos anteriores han sido estimados con informacién real de pérdidas
debidas a riesgos operacionales. Se han obtenido estimadores de credibilidad
para la prediccién del siguiente periodo.



Apéndice A

Datos de Klugman (1991)

Clase Ano Py Y;; Clase Ao P Yy
1 1 32,322 1 5 1 310,389 15
1 2 33,779 4 5 2 292,464 10
1 3 43,548 3 5 3 262,560 18
1 4 46,686 5 5 4 273,257 25
1 5 34,713 1 5 5 372,730 27
1 6 32,857 3 5 6 263,443 20
1 7 36,600 4 5 7 355,826 28
2 1 45,995 3 6 1 291,784 27
2 2 37,888 1 6 2 267,439 44
2 3 34,581 0 6 3 288,555 40
2 4 28,298 0 6 4 308,364 31
2 5 45,265 2 6 5 387,095 40
2 6 39,945 0 6 6 351,445 34
2 7 39,322 4 6 7 342,518 37
3 1 289,047 5 7 1 0,000 0
3 2 392,176 8 7 2 0,000 0
3 3 368,982 8 7 3 0,000 0
3 4 323,770 8 7 4 0,000 0
3 5 385,222 16 7 5 0,000 0
3 6 346,390 8 7 6 0,000 0
3 7 324,132 9 7 7 0,000 0
4 1 0,000 0 8 1 41,403 3
4 2 0,000 0 8 2 34,066 11
4 3 0,000 0 8 3 32,729 4
4 4 0,037 0 8 4 32,235 0
4 5 0,000 0 8 5 32,777 2
4 6 0,000 0 8 6 28,620 4
4 7 0,000 0 8 7 24,263 1
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Clase Ano Py Y;; Clase Aifo P Y,
9 1 6,452 0 15 1 215,898 11
9 2 6,927 1 15 2 224,229 11
9 3 5,851 0 15 3 224,306 10
9 4 3,033 1 15 4 212,232 6
9 5 1,787 0 15 5 245,198 11
9 6 1,074 1 15 6 203,698 16
9 7 0,685 0 15 7 210,496 15

10 1 537,311 11 16 1 57,265 4
10 2 569,041 12 16 2 62,662 3
10 3 597,146 15 16 3 66,984 6
10 4 570,295 15 16 4 63,211 3
10 5 1116,750 18 16 5 77,680 4
10 6 774,454 10 16 6 61,944 3
10 7 534,953 11 16 7 44,195 3
11 1 149,683 6 17 1 347,835 22
11 2 157,947 6 17 2 326,396 7
11 3 174,549 5 17 3 307,978 13
11 4 181,317 10 17 4 350,914 20
11 5 202,066 13 17 5 546,047 23
11 6 187,564 7 17 6 410,980 8
11 7 229,830 8 17 7 377,287 18
12 1 609,467 20 18 1 0,000 0
12 2 645,375 20 18 2 0,000 0
12 3 667,384 27 18 3 0,000 0
12 4 573,144 15 18 4 0,000 0
12 5 782,643 38 18 5 0,000 0
12 6 478,749 8 18 6 0,000 0
12 7 454,967 13 18 7 0,000 0
13 1 120,027 0 19 1 77,909 3
13 2 131,020 1 19 2 78,925 0
13 3 161,145 8 19 3 77,558 1
13 4 182,135 5 19 4 69,525 1
13 5 276,520 11 19 5 65,972 0
13 6 158,310 2 19 6 63,274 0
13 7 168,420 7 19 7 75,335 2
14 1 196,722 13 20 1 1787,463 50
14 2 209,923 12 20 2 2027,230 90
14 3 196,199 13 20 3 1853,812 54
14 4 188,820 14 20 4 1742,135 63
14 5 202,807 19 20 5 2119,499 56
14 6 180,979 8 20 6 1545,169 35
14 7 195,628 6 20 7 1315,368 22
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Clase Ano Py Y;; Clase Aifo P Y,
33 1 3,769 0 39 1 239,966 26
33 2 1,985 0 39 2 242634 27
33 3 3,108 0 39 3 295803 31
33 4 3,046 0 39 4 281,269 25
33 5 14,316 0 39 5 376,989 36
33 6 10,908 1 39 6 234,967 20
33 7 10,516 0 39 7 218,695 18
34 1 283,926 8 40 1 29,923 1
34 2 217,928 15 40 2 33,448 3
34 3 229275 18 40 3 32,704 2
34 4 224,755 0 40 4 40,210 2
34 5 427331 4 40 5 53,806 0
34 6 384,840 1 40 6 45,562 1
34 7 420,079 1 40 7 45,396 0
35 1 9,159 0 41 1 1100,645 54
35 2 4,492 0 41 2 1241,328 54
35 3 7,229 0 41 3 1185,711 48
35 4 9,169 0 41 4 1251,523 35
35 5 8,106 0 41 5 1420,391 44
35 6 12,594 0 41 6 1281,866 82
35 7 8,913 0 41 7 1170,673 30
36 1 981,952 22 42 1 43,101 1
36 2 527,044 17 42 2 34,826 0
36 3 533,930 21 42 3 47,346 2
36 4 451,839 19 42 4 70,784 2
36 5 352,529 20 42 5 26,081 0
36 6 230,163 16 42 6 77,421 0
36 7 243,936 19 42 7 7,120 2
37 1 543,295 12 43 1 1348,008 48
37 2 540,957 20 43 2 1408,717 59
37 3 515,061 22 43 3 1616,470 65
37 4 534,942 12 43 4 1485584 73
37 5 620,379 13 43 5 1954,211 91
37 6 553,122 17 43 6 1528900 62
37 7 510,214 9 43 7 1252,694 43
38 1 1029,563 67 44 1 1123,507 43
38 2 1097,433 58 44 2 1148,065 37
38 3 1272,550 68 44 3 1198427 36
38 4 1357,884 92 44 4 1258,329 56
38 5 1622,744 68 44 5 1290,727 70
38 6 1160,147 77 44 6 1213,667 26
38 7 1056,315 57 44 7 1209,309 47
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Clase Ano P Y;; Clase Afo P Yy
57 1 117,163 6 63 1 3,119 0
57 2 134,122 13 63 2 3,685 0
57 3 139,911 6 63 3 3,764 0
57 4 160,603 8 63 4 3,831 0
57 5 188,862 10 63 5 4,993 1
57 6 210,026 10 63 6 3,780 0
57 7 204,768 3 63 7 2,618 0
58 1 150,296 0 64 1 28,386 0
58 2 166,081 3 64 2 32,964 1
58 3 155,572 0 64 3 44,084 0
58 4 150,686 0 64 4 81,340 2
58 5 225,843 3 64 5 89,199 1
58 6 73,296 1 64 6 81,750 0
58 7 191,223 1 64 7 87,903 2
59 1 273,622 2 65 1 91,605 1
59 2 312,386 4 65 2 112,329 1
59 3 384,966 7 65 3 90,227 2
59 4 408,276 4 65 4 115,104 3
59 5 748,580 11 65 5 106,548 2
59 6 426,061 5 65 6 89,530 3
59 7 376,149 3 65 7 101,780 1
60 1 196,698 4 66 1 64,214 0
60 2 217,671 3 66 2 81,465 0
60 3 239,066 6 66 3 66,600 0
60 4 235,468 5 66 4 82,745 0
60 5 366,125 3 66 5 94,381 1
60 6 280,203 4 66 6 86,545 1
60 7 202,221 2 66 792,120 1
61 1 0,000 0 67 1 113,122 2
61 2 0,000 0 67 2 141,183 6
61 3 0,288 0 67 3 186,196 12
61 4 0,433 1 67 4 214,230 12
61 5 1,312 0 67 5 193,758 10
61 6 1,268 0 67 6 221,813 10
61 7 0,806 0 67 7 201,130 8
62 1 128,762 6 68 1 7,329 0
62 2 129,566 5 68 2 13,180 0
62 3 156,728 2 68 3 8,650 0
62 4 170,342 4 68 4 7,822 1
62 5 205,975 5 68 5 13,752 0
62 6 161,752 1 68 6 9,581 0
62 7 128,477 1 68 7 10,006 1



Clase
69
69
69
69
69
69
69
70
70
70
70
70
70
70
71
71
71
71
71
71
71
72
72
72
72
72
72
72
73
73
73
73
73
73
73
74
74
74
74
74
74
74

Ano

1
2
3
4
)
6
7
1
2
3
4
5
6
7
1
2
3
4
5
6
7
1
2
3
4
)
6
7
1
2
3
4
5
6
7
1
2
3
4
5
6
7

Py Y Clase

174,102
201,453
209,368
253,491
265,070
269,752
192,365
38,714
40,550
48,034
47,987
58,351
54,275
54,812
83,008
82,796
99,997
106,843
145,506
110,815
103,664
121,196
148,555
186,487
309,997
265,607
228,599
107,859
66,966
65,204
79,769
73,765
108,141
84,860
90,598
820,970
1071,589
851,567
772,685
1126,973
416,385
308,005

DO TNUL R O W WO ODODODODODODODDODUNNO ULWwN

75
75
75
75
75
75
75
76
76
76
76
76
76
76
7
7
7
7
7
7
7
78
78
78
78
78
78
78
79
79
79
79
79
79
79
80
80
80
80
80
80
80

Afo

1
2
3
4
)
6
7
1
2
3
4
5
6
7
1
2
3
4
5
6
7
1
2
3
4
)
6
7
1
2
3
4
5
6
7
1
2
3
4
5
6
7

Py Yij

259,342
282,100
265,376
254,058
335,424
244,496
214,138
646,899
706,321
699,304
705,517
867,373
638,322
572,799
107,353
104,486
124,194
175,424
206,059
177,489
167,093

77,171
76,506
98,673
103,028
122,334
57,534
80,913
263,738
308,347
296,709
303,772
377,930
185,310
172,616

1013,867
956,509

1041,898

1122,146

1400,163

1034,801
891,256

10
31
34
27
33
23
20
31
27
25
34
46
38
56

5

8
12
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220 Apéndice: Datos de Klugman (1991)

Clase Ano Py Y, Clase Aio P Y,
81 1 111,090 9 87 1 28,988 3
81 2 106,213 10 87 2 21,153 8
81 3 102,541 7 87 3 19,404 4
81 4 113,139 12 87 4 13,989 1
81 5 168,177 13 87 5 5,164 1
81 6 149,237 10 87 6 10,733 0
81 7 89,148 13 87 7 3,488 0
82 1 2913,910 82 88 1 7,247 0
82 2 2941,158 106 88 2 8,407 0
82 3 3413,532 81 88 3 10,825 0
82 4 3402,478 104 88 4 6,140 0
82 5 4313,542 132 88 5 18,044 1
82 6 3024,050 96 88 6 6,229 1
82 7 2844,038 89 88 7 3,670 0
83 1 3175,937 224 89 1 106,135 30
83 2 3058,315 148 89 2 93,503 36
83 3 3226,647 160 89 3 96,455 26
83 4 3575,413 199 89 4 118,534 73
83 5 4517,677 228 89 5 112,757 54
83 6 3478879 178 89 6 93,584 48
83 7 2593,355 178 89 7 79,629 40
84 1 79,582 4 90 1 76,405 6
84 2 58,306 7 90 2 80,802 1
84 3 100,149 11 90 3 82,884 9
84 4 78,744 10 90 4 101,123 11
84 5 231495 24 90 5 164,261 6
84 6 276,840 11 90 6 95,666 7
84 7 459901 34 90 7 89,050 4
85 1 84,886 9 91 1 1328,932 31
85 2 94,043 3 91 2 1334,186 33
85 3 98,463 14 91 3 1334,642 32
85 4 132,101 13 91 4 1439,621 55
85 5 211,462 17 91 5 1900,358 57
85 6 172,669 28 91 6 1575,137 33
85 7 194,281 19 91 7 1495,906 39
86 1 0,000 0 92 1 1283,025 54
86 2 21,319 0 92 2 1337,012 61
86 3 20,923 0 92 3 1355,122 68
86 4 18,530 0 92 4 1519,127 91
86 5 27,521 1 92 5 1963,594 53
86 6 10,468 0 92 6 1524,377 80
86 7 11,961 0 92 7 1419,202 76



Clase
93
93
93
93
93
93
93
94
94
94
94
94
94
94
95
95
95
95
95
95
95
96
96
96
96
96
96
96
97
97
97
97
97
97
97
98
98
98
98
98
98
98

Ano

NO Uk WINFHF N U WNNRFE IO U WNRFRE OO WN R IO Ok W0 Ot W -

P
306,705
314,853
357,296
439,514
602,841
554,907
571,591
209,037
249,768
242,952
223,889
286,412
247,946
246,528
598,297
633,966
650,776
761,772
863,569
784,155
748,876
511,401
609,635
518,000
561,834
617,042
448,895
501,484
591,968
609,840
641,186
673,982
801,838
592,050
516,338

3307,708
3156,211
3223,638
3269,966
4805,145
3694,214
3564,236
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Clase
99
99
99
99
99
99
99

100
100
100
100
100
100
100
101
101
101
101
101
101
101
102
102
102
102
102
102
102
103
103
103
103
103
103
103
104
104
104
104
104
104
104

Ao

N U WINHFEF IO U WINNHFEF DU WINRFRE DU W R OO R WD R0 0w =

Py Yij

1055,156
1065,292
1141,624
1193,582
1615,875
1337,935
1269,005
309,501
347,849
339,384
323,840
410,613
325,568
301,404
1768,157
1809,730
1096,204
2053,998
2942,043
2383,743
2327,415
317,952
318,712
305,967
342,672
463,343
340,908
329,476
183,162
204,070
215,898
254,076
309,034
270,101
244,806
49,076
46,452
53,448
45,917
66,054
52,828
43,959

25
30
35
48
61
49
38
10
16
16
11
15

3

9
12
18
20
20
25
30
27

6
18
16

7
19
13
10
12
11
15
22
16
21
24

=W OO WwoD
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222 Apéndice: Datos de Klugman (1991)

Clase Ano Py Y;; Clase Aifo P Yy
105 1 2126,661 63 111 1 63,785 6
105 2 2273,041 63 111 2 67,671 3
105 3 2325,099 77 111 3 77,918 2
105 4 2452336 61 111 4 82,328 6
105 5 3209,569 93 111 5 105,884 4
105 6 2439,080 68 111 6 75,422 5
105 7 2236,104 62 111 7 70,851 10
106 1 39,867 1 112 1 12075,618 29
106 2 39,843 2 112 2 12618,147 24
106 3 42,824 1 112 3 13622,255 21
106 4 37,455 1 112 4 14833,854 26
106 5 54,205 3 112 5 21163,600 45
106 6 40,643 0 112 6 19070,066 31
106 7 37,574 2 112 7 18809,666 45
107 1 231,292 0 113 1 2582,738 18
107 2 250,281 1 113 2 3288,781 25
107 3 241,722 1 113 3 3107,033 25
107 4 245,193 0 113 4 3201,166 17
107 5 448,444 0 113 5  4361,026 46
107 6 341,276 0 113 6 3310,561 33
107 7 295,566 0 113 7 2020,386 12
108 1 679,884 14 114 1 3178,428 3
108 2 906,121 17 114 2 2294945 11
108 3 950,964 7 114 3 2563,539 8
108 4 977,763 9 114 4 2828,968 6
108 5 1340,554 20 114 5 4422,089 9
108 6 1026,951 24 114 6 3809,180 14
108 7 969,722 31 114 T 4112,043 9
109 1 53,708 3 115 1 142,476 2
109 2 67,571 2 115 2 153,847 0
109 3 63,940 5 115 3 172,002 4
109 4 71,650 1 115 4 186,035 5
109 5 98,161 4 115 5 202,441 1
109 6 79,249 7 115 6 185,968 2
109 7 59,117 3 115 7 191,504 4
110 1 44,035 1 116 1 818,162 6
110 2 48,523 2 116 2 831,213 1
110 3 57,823 3 116 3 911,948 18
110 4 45,613 3 116 4 1031,709 13
110 5 72,047 1 116 5 1439,935 21
110 6 30,096 1 116 6 1184,156 8
110 7 24,968 2 116 7 1254,184 9



Clase
117
117
117
117
117
117
117
118
118
118
118
118
118
118
119
119
119
119
119
119
119
120
120
120
120
120
120
120
121
121
121
121
121
121
121
122
122
122
122
122
122
122

Ano

NO U WNNHFHF N U WNNRFE OO U WNFE OO WN RO Ok WNHFH IO Ot W -

Py Y
471,076 2
261,442 6
439,570 10
421,738 2
842,236 6

96,233 4
72,651 0
90,679 2
89,372 3
75,521 3
98,495 7
119,188 3
94,799 2
70,064 3
5100,537 23
5307,799 26
2885,003 31
6305,052 22
8304,123 41
7028,993 46
6541,694 37
1310,079 24
1596,148 38
1577,690 34
1671,204 38
2328,100 73
2066,956 63
1728,151 50
66,772 0
70,669 0
70,737 0
73274 0
87,124 2
83,261 0
89,242 0
2113,111 17
2294,597 38
2585,560 38
2524,492 53
3616,607 78
2887,929 81
2870,043 67

Clase
123
123
123
123
123
123
123
124
124
124
124
124
124
124
125
125
125
125
125
125
125
126
126
126
126
126
126
126
127
127
127
127
127
127
127
128
128
128
128
128
128
128

Afo

N U WINNHFEF DU WINNHFEF DU WINRE IO U WD R 00U WD R0 0w =

Pij Yij
104,253
138,179
139,056
172,297
187,190
132,517
142,657

3,275
5,693
4,508
4,805
9,067
5,967
5,588
13,182
20,734
15,334
17,762
17,228
1,666 1
1,740
76,205
70,900
87,235
100,693
143,081
120,950
123,444
180,970
249,116
221,405
161,425
199,852
172,033
140,378
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
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224 Apéndice: Datos de Klugman (1991)

Clase Ano Py Y;; Clase Aifo P Yy
129 1 795,167 19 132 1 2,317 0
129 2 1147475 26 132 2 3,972 0
129 3 950,837 27 132 3 33,190 0
129 4 849,241 15 132 4 47,261 2
129 5 976,607 22 132 5 35,413 2
129 6 673,329 16 132 6 16,984 1
129 7 535,045 15 132 7 18,797 0
130 1 82,610 0 133 1 66,213 2
130 2 87,124 2 133 2 65,696 0
130 3 111,903 0 133 3 69,913 0
130 4 123,734 1 133 4 46,289 0
130 5 120,606 3 133 5 91,119 0
130 6 148,423 1 133 6 78,456 1
130 7 70,599 0 133 7 84,362 2
131 1 61,802 0
131 2 116,093 2
131 3 64,425 2
131 4 56,817 0
131 5 92,627 1
131 6 119,006 6
131 7 120,145 8
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