7.1 Primas. Concepto y clasificacién

En este capitulo comenzamos el estudio de las primas. De una forma muy general
la prima es el precio del servicio prestado por el asegurador y desde la perspectiva
de éste ha de servir para hacer frente tanto a los costes que se derivan de las pres-
taciones previstas en la pdliza como a los correspondientes a la gestién, captacién
y mantenimiento del negocio.

Este capitulo lo dedicaremos exclusivamente al estudio de las denominadas
primas puras, esto es, aquellas que han de hacer frente a los costes derivados de
los siniestros previstos en la pdliza.

Hemos de realizar una primera distincién entre primas iinicas y primas
periédicas. Las primeras consisten en un solo pago en el momento de perfeccionar-
se el contrato y las primas periédicas implican pagos anuales o de otra periodicidad
(a lo largo de este capitulo distinguiremos entre las primas fraccionarias. y
fraccionadas).

De las primas periédicas se dice que son vitalicias cuando se pagan hasta
el fallecimiento del asegurado, y temporales cuando ademds el pago de primas
posee un limite temporal.

Es importante hacer referencia a las denominadas prima natural y prima
nivelada. La prima natural es la corresponde al riesgo de un ano. En general las
primas pagadas no se corresponden con la prima natural*, lo que es perfectamente
comprensible en los seguros para el caso de muerte en los que, al crecer el riesgo de
fallecimiento con la edad, se produciria un gran crecimiento en las primas anuales
a pagar. Asi, los contratos suelen realizarse a prima constante o variable (pero sin
excesiva brusquedad), esto es, a prima nivelada, lo que implica normalmente que
durante los primeros anos se paga una prima superior para después pasar a pagar
una inferior a la que se tendria que satisfacer segin el riesgo del correspondiente

*Una excepcién es el seguro temporal anual renovable que se suscribe por un afio y puede
renovarse anualmente mediante el pago de la prima natural mds los correspondientes recargos.
En relacién con la prima natural véase el ejercicio 8
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ano.

El empleo de primas niveladas implica la formacién de las denominadas
reservas matemadticas, de enorme relevancia en el negocio asegurador, que es-
tudiaremos en el capitulo siguiente. En el contexto de su estudio surgirdn las
denominadas prima de riesgo y prima de ahorro

Finalmente, en el capitulo 9 nos referiremos a la prima recargada, prima
de inventario y prima comercial que surgen al sumar a la prima pura distintos
recargos propios de la actividad aseguradora.

7.2 Principios de equivalencia

El cdlculo de la prima requiere del empleo de algin principio de equivalencia entre
las obligaciones de las partes implicadas en el contrato de seguro. Si bien en lo que
sigue nos referiremos tnicamente al denominado principio de equivalencia ac-
tuarial por ser el empleado en la practica, no podemos olvidar que en la literatura
actuarial aparecen otros de interés téorico a los que nos referiremos en un apéndice
de este capitulo.

7.2.1 Principio de equivalencia actuarial

Para establecer el principio de equivalencia actuarial definiremos la nueva
variable aleatoria "resultado” de la pdliza, que representaremos mediante la letra
L, como la diferencia de dos variables aleatorias: el valor actual de las prestaciones
del asegurador menos el valor actual de los pagos por primas.

Notemos que los valores positivos de L representan pérdidas y los negativos
ganancias.

Ciertamente, L serd en general una variable aleatoria que dependerd de la
vida residual o del nimero de anos completos de vida hasta la muerte del asegurado.

El principio de equivalencia actuarial establece que la cuantia de las
primas han de ser las que anulen la esperanza matemaética de L:

E(L) =0

Este principio conduce a que la cuantia de las primas ha de ser aquella
para la que se iguala su valor actual actuarial con el de las prestaciones
del asegurador.

7.3 Primas tnicas

Ya que la prima inica es aquella que es pagada de una sola vez en el momento
de formalizarse el contrato. Si Z es el valor actual de una o varias de las modalida-
des estudiadas en los capitulos anteriores cuyos valores dependen de las variables
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aleatorias T, o K, y representamos mediante II la prima tnica a pagar, es claro
que
L=Z-11

y por tanto
E(L)=E(Z-N)=E(Z)-1I

La aplicacién de principio de equivalencia conduce a
II=E(2) (7.1)

Asi, la prima iinica pura coincide con la esperanza matemadtica del
valor actual de las coberturas contratadas.

Tenemos, por tanto, que los valores actuales actuariales de los seguros y
rentas estudiados anteriormente coinciden con las correspondientes primas tnicas
puras.

A modo de ejemplo tratemos, con detenimiento, el caso del seguro vida
entera para un asegurado de edad x y un capital asegurado unitario.

Sabemos que, bajo la hipétesis de pago del capital asegurado al final del ano
de fallecimiento, el valor actual de las prestaciones de la empresa es una variable
aleatoria

Z=0v8" K =012 . w—z—1
siendo
PZ=v""= g £k=0,12,. w—o-1

El valor actual de las primas pagadas es en este caso constante e igual a IL,.
La variable aleatoria L toma los valores

L=ov¥t1_1, K,=01,2.,w—z—1

siendo
P(Z =" -11,) = y/q, k=01,2,..,.w—z—1

La prima tnica II;, que resulta de aplicar el principio de equivalencia es
aquella que hace que F(L) = 0, esto es,

w—z—1

E (vk+1 - Hz) k/9c = 0

k=0

O sea,
w—z—1

,Uk+1 k/Qz — Hm =)
=0

k
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por lo que
w—e—1

I, = Z o kG = Ay (7.2)

k=0
La varianza de L nos puede dar una idea de la ”peligrosidad” de la pdliza.
Es claro que

Var(L) = Var(v®=*1) = 24, - A, (7.3)

Evidentemente, cuando la prima tnica est4 calculada de acuerdo al principio
de equivalencia actuarial,

Var(L) = E(L?)

ya que E(L) =0.
En el caso de pago del capital asegurado en el instante del fallecimiento

tendremos que
Z=v" T,>0

L=v%-TI, 7. 20

La prima tinica II,, de acuerdo al principio de equivalencia, es aquella que
hace que E(L) = 0, esto es,

de donde -
10, = / v g.(t) dt = A,
0

Ejemplo 8 Considerando de nuevo la ley de mortalidad

i, = 0.00065 + 0.00006 1.09”

y un tipo de interés anual del 0.02 la prima idnica pura para una edad de 30 anos
es

85
My = / (14 0.02)7" gso(t) dt = 0.408629
0
y para un tipo de interés del 0,06 es
N 85
i = / (140.06)"" g3o(t) dt = 0.096771
0

En la figura 7.1 representamos las grdficas de las funciones

L=(1+0.02)""-0408629 >0
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(linea continua) y
L=(1+0.06)"t—0096771. t>0

(linea de puntos), que nos dan el resultado de la pdliza en funcion de la vida
residual de (z).

[ i + 4 . L
ol 20 40T ++% 80 80
L r SAAREZ ST T TUTTIN
0.2+

Figura 7.1

Se suele denominar duracién matemdtica a aquél valor de T, para el que
el resultado de la pdliza es cero (antes de él la péliza produce pérdidas, L > 0 y
después ganancias, L < 0).

En nuestro caso basta resolver las ecuaciones

(14 0,02)*—0,408629 = 0
cuya solucion es 45,193 y
(1+0,06)"*—0,096771 =0

cuya solucion es 40,097 .
Una interpretacion elemental de la duracidon matemdtica es la siguiente: la
empresa aseguradora recibe una prima unica de cuantia 0.408629 que invierte a un
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interés compuesto del 0.02 anual; la duracién matématica es el tiempo necesario
para que la citada prima mads los intereses de su inversion sean iguales al capital
asequrado (la unidad en este caso). Si el asequrado de 30 anos de edad fallece
antes de los 75.193, la empresa tendrd pérdidas ya que no habrd consequido llegar
al capital asequrado, si fallece después obtendrd beneficio. Notemos que la primera
ecuacton también puede escribirse como

0,408629 (1 +0,02)' =1

En la figura 7.2 se representan las correspondientes densidades de la varia-
ble aleatoria L (véase ejercicio 3). La linea continua se corresponde con el tipo
de 0,06 y la de puntos con el del 0,02. Recordemos que los valores positivos del
eje de abscisas representan las pérdidas de la poliza por lo que podemos observar
una probabilidad pequena de grandes pérdidas y una gran probabilidad de pequenos
beneficios.

086 os

Figura 7.2

7.4 Primas anuales constantes

Estudiaremos ahora las primas anuales constantes, refiriéndolas a las princi-
pales modalidades de seguros.

Haremos la distincién general entre prima discreta, prima continua y
semicontinua segin la forma de pago de la prima (un tnico pago al principio de
cada ano o un tedrico pago de la prima de forma uniforme y continua a lo largo



PRIMAS PURAS 167

del ano) y de la indemnizacién, cuando es consecuencia de la muerte del asegurado
(pago en el momento del fallecimiento o al final del afio de fallecimiento).

7.4.1 Seguro vida entera

Primas discretas

Supongamos ahora que las primas son anuales y constantes y se pagan al principio
de cada ano, mientras viva el asegurado. Asimismo supondremos que el capital

asegurado es pagado al final del ano de fallecimiento. Representando mediante P,
la prima pura anual constante, los valores de L son

L=’UK’+1—P$ am Ky =0,1.2,.

con
P(L=v"" = Pl = yle k=0,1,2,..
Obtengamos P, de acuerdo al principio de equivalencia actuarial. Ya que,
w—z—1 w—z—1 w—z—1
E(L) = Z ('Uk+l F; a’k+ll k/9z = Z vt k/q:r — by Z am k/9z
k=0 E=0

haciendo E(L) = 0 se sigue elementalmente
P, d, = A,

Notemos que el valor actual actuarial de las primas pagadas (que
constituyen una renta constante, prepagable e ilimitada) iguala al valor actual
actuarial de la prestacién del asegurado.

La prima anual constante es

A,
P === 7.4
=2 (1.4
Recordando la relacién d d, + A, = 1 podemos obtener facilmente otras dos
expresiones para P,

d A, 1
Pe= Po=——-d 7.5
1—- A, y Qg (7:8)
Calculemos la varianza de L . Para ello tendremos en cuenta que
. 1— pKatl P, P,
’UK‘FH—P):r am=’UK’+1—PI —d (1+ d ) Hath FE
y resulta en general,
P, Ke+1 FPrio 2 2
Var(L) = (1 + 7) Var(v®=*t) =(1+ 7) (*A: — (A2)?) (7.6)
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Cuando P, obedece al principio de equivalencia es posible, en este caso,
obtener interesantes expresiones para la varianza. En efecto, es claro que,

Lty Ba o Lot
d ' di, di, 1-A,

y por tanto,
2Az - (Az)2 . 2A$ B (Az)2

Verll) = —@ae = Q-4

(7.7)

Podria contratarse el seguro vida entera con pago de primas anuales y cons-
tantes mientras viva el asegurado pero como méximo hasta que alcance la edad
x+n (que representaremos mediante ,.P,,.)T. El lector no ha de tener dificultad en
deducir que la equivalencia actuarial conduce a

w10 A

znl =
por lo que la prima pura anual constante es

nPr = ,_AI (7.8)

Az:mi

Observacién 5 Las primas que aqui hemos definido como discretas son las calcu-
ladas en la prictica, ya que la informacion de que se dispone respecto a la mortalidad
es habitualmente la proporcionada por la correspondiente tabla de mortalidad. En
realidad, el capital asegurado no se paga en el instante del fallecimiento sino a los
pocos dias del mismo por lo que la prima resultante no puede considerarse exacta.
El tradicional cdlculo de las primas empleando las funciones de conmutacion es
sencillo, basta recordar la expresion de los valores actuales actuariales de las rentas
y sequros implicados. Ast

Fp=—= = — (7.9)

o bien -
A D M,
nPl_ = = = 2 — 7.10
z:nl —"_—NI—DIZI = Nz — Nzyn ( )

FEs habitual que los simbolos de conmutacién correspondientes a prestaciones en

caso de fallecimiento se calculen mediante la hipdtesis de pago a mitad del ano
de fallecimiento (véase apartado 4.2.3.) esto produce, en principio un valor de la
prima mds ajustado a la realidad.

tCuando el periodo de pago de primas no coincide con el periodo de cobertura del riesgo, se
hacer notar este hecho en la expresién de la prima expresando la temporalidad del pago de primas
con un subindice a la izquierda de P.
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Ejemplo 9 Analicemos la variacion de la prima anual pura, vitalicia y constante
para un seguro vida entera de capital asegurado unitario al variar las bases técnicas.
En la siguiente tabla se recogen los valores de las citadas primas para una

cabeza de 30 anos, para distintos valores del tipo de interés técnico y para las tablas
de mortalidad GKM80 y GKM95:

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06

GKM80

0.1845988
0.1493995
0.0121006
0.0098378
0.0080504
0.0066472

GKM95

0.1702113
0.0135510
0.0107950
0.0086472
0.0069658
0.0056807

En la siguiente figura se representan las correspondientes grificas (GKM80
(+) y GKM95(0)).

0
o.018}
O
+
0.018}
L2 +
0.014}
Lo +
o.a12} o+
o +
oo}
3 o *
3 ° &
0.00s} +
L o
%
o
+
0.008} 9
i & 5 4 i 9
0.01 002 003 004 0.05 0.08
interés
Figura 7.3

Asimismo en la siguiente tabla recogemos la variacién de la prima anual
con la edad, también para las dos tablas de mortalidad citadas y un tipo de interés
técnico v = 0,03
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20
30
40
50
60
70

GKM80

0.0085007
0.0121006
0.0180921
0.0282522
0.0463528
0.0806202

MATEMATICA DE LOS SEGUROS DE VIDA

GKM9

0.0077565
0.0107950
0.0158207
0.0243237
0.0392904
0.0680297

cuya representacion se presenta en la siguiente figura

0.08. *
&
*
0.07
+ O
L 4 o
0.06 + O
+ o
+ o
+ o
0.05 + o
. + o
prima + o
0.0 P
* o
1‘+* oo
o
0.03 00
+* g0
" ooo
++ o0
0.02 ++1500
+++;°o°°
++$;°°°
o
0.01 !635333333
20 30 80 70
edad
Figura 7.4

Prima continua

Supongamos ahora que el capital asegurado se paga en el momento del fallecimiento
y que la prima se recauda uniforme y continuamente y a una tasa anual constante.
Su representacién es ahora P (A;), siendo una prima anual continua.
Ciertamente ahora
L=v"- p(A,) ari T: >0
Calculemos, en primer lugar, P (A.) de acuerdo al principio de equivalencia
actuarial

B = [0~ PRe) ) ga()

0



PRIMAS PURAS 171

- /0+oo vt g.(t) dt — P(A;) /OMo ag g-(t) dt

por lo que E(L) = 0 conduce a

esto es .
P(A) =% (7.11)
y recordando que 6 @z + A,= 1,
e § A
P(Az) = I_—A“ (7.12)
y también
s 2= 1

L=yP— P (Aa) 1 ”67) : ='UT’(1 i P ((;4-‘5)) _ P ((;’4@)
Una expresién general de su varianza es
Var(L) = (1+ #)2 Var(v™) = (1+ #)2 (*Az —(A:)?) (7.14)

Cuando P (A.) obedece al principio de equivalencia actuarial, procediendo
como en el caso discreto se obtienen las siguientes expresiones:

? e ~(As)? _ 2 As —(Aa)?
(6 az)? (1- A.)?

Var(L) = (7.15)

Si el periodo de pago de primas es inferior al de la duracién del seguro
tendremos

o Pl = o2 (7.16)
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Observacién 6 Un planteamiento mds acorde con la realidad consiste en suponer
que las primas anuales y constantes se pagan al comienzo de cada ano y que el
capital asequrado se paga en el momento del fallecimiento.

La prima anual constante, que se representa ahora mediante P(A;) es una
prima “semicontinua”. De la aplicacion del principio de equivalencia se ha de
sequir que el valor actual actuarial de las primas pagadas ha de ser igual al valor
actual actuarial de la prestacion, esto es,

P(Ax) dg zAz
y por tanto, B
s As
P(As) == (7.17)
Aceptando la hipdtesis de la distribucion uniforme de la mortalidad sabemos
que
A=t 4
T 6 T

obteniéndose elementalmente la siguiente relacion con la prima discreta

P(A) = P. (7.18)

7.4.2  Seguro temporal

Primas discretas

Supongamos que las primas son anuales y constantes y se pagan al principio de cada
anio, mientras viva el asegurado pero como méximo hasta que finalice el periodo de
cobertura, que fijaremos en n anos. Asimismo supondremos que el capital asegurado
es pagado al final del ano de fallecimiento. Representando mediante P; =i la prima
pura anual constante , los valores de L son

I = { pKetl Péﬂ am K; =0,1,2,;.,n—=1

—P%:m i K.=nn+1,.,w—-xz-1
con
PL=v""'"-P izg)= &« £k=0,1,2,.,n—1
) 4

Calculemos la esperanza de L

n-1

E(L) - (Uk ! I 1= a“k+1l) k/9=z | ( I 19 a"'nl) nPz =
zmnl z:nl
k=0
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nesi n—1
_ Pl K/ e — P}:;I (Z dk+1] k/z =t dm npz')
k—0 k=0

por lo que de E(L) = 0 se sigue elementalmente
Pdl:m &z:m & A:%:;I

La prima anual constante, de acuerdo al principio de equivalencia, es

p,_ — bl (7.19)

En este seguro no existen expresiones para la varianza de L tan sencillas
como para el vida entera. Tendremos, por tanto, que

Var(L) = BE(L?) — E(L)?

Cuando la prima es la calculada de acuerdo al principio de equivalencia, se
reduce a

Var(L) = E(L?).

Podria contratarse el seguro temporal con pago de primas anuales y cons-
tantes mientras viva el asegurado pero como méximo durante m afos (m<n légi-
camente). El lector no ha de tener dificultad alguna en obtener la citada prima:

A, —
Py = &l (7.20)
z:nl a’m:;l
En simbolos de conmutacién,
Mz Mz n
})1 e A%FI — Dy - — M:L‘ S MZ‘+’H (721)
z:nl a’z:_l Nz—Nzin Nm Nz+n
¥
Mz_Mz n
p_—tim_ o Mao My (7.22)
™ @il &z:_l —Nz~£l,+m N, N:L'+m )

Prima continua

Suponemos que el capital asegurado se paga en el momento del fallecimiento y que
la prima se recauda uniforme y continuamente y a una tasa anual constante hasta
el momento del fallecimiento del asegurado o la finalizacién de la cobertura del
contrato.
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Ahora

_ V- P4 i To<n

El principio de equivalencia actuarial conduce a

P (A7) G
de donde ~
- A
P (Aé;m) = éz'i (7.23)

z:nl
El lector no ha de tener dificultad en obtener la expresién de la prima cuando
la obligacién de su pago finaliza antes que la cobertura. .
Asimismo la ” prima semicontinua”, cuando el capital asegurado se paga en
el momento del fallecimiento y las primas al principio de cada ano mientras viva el
asegurado, es

= 1
P(4,) == (7.24)
Recordando que bajo la hipétesis de distribucién uniforme de la mortalidad

A

z:nl

| =,

Ay —=
T:nl

se obtiene la siguiente relacién entre la prima discreta y la semicontinua

z:nl

Puh4=%%m (7.25)

7.4.8 Seguro mizrto simple

Refirdmonos previamente al seguro a capital diferido: (z) cobrard una unidad mo-
netaria si alcanza con vida la edad  + n. Supuesto que las primas anuales y
constantes se pagan mientras viva el asegurado pero como méximo hasta la edad
T + n, tenemos

K;=0,1,2,...n—1

mnl
nPLEi— K.=nn+1,.,w—z-1

b

v

Il
8
3|~

8]
3|~
e

3
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Supuesto que la prima se pague de forma constante uniforme y continua

tendremos _
~P(A Dig T<n
L= ~ z:nl
¥~ P{A 1) T >n
z:nl
por lo que

_ A,

z:nl

F (Az'"ll)_ C_":r:m

Prima discreta
Centréandonos ya en el seguro mixto simple. En el caso de prima anuales y cons-

tantes, el resultado de la pdliza es

I = ’UK’+1—PI:;|&m Ky=0,1,2; ., =1
— | V"= P, dqg Ke=10 41 ni 0 =8—1

Calculemos P, ;; de acuerdo al principio de equivalencia actuarial.

n—1
E(L) =) (v**' - P.q bgpm) 1/ + (0" — Py ) nPe

z:
k=0

7
L

=) V" g + 0" ape — (Z el G5711) k792 + Prizi G5 nPe)
k

i
(<)

De E(L) = 0, se sigue

A+ A 5 _
L (7.26)
Qgnl oy
Recordando la relacién (5.25) d d,;+ A, =1, resulta
d A
Fom = 1 A e (7.27)
Y 1
Po=——d (7.28)
. Aznl
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En el caso del seguro mixto simple es posible obtener expresiones sencillas
para la varianza de L. Basta escribir para ello

_ _1-Z Fegi Fesl
L=2 Pz:nl d s d ) A d
donde
7 _ p¥etl K. =0,1,2,...n—1
] " K;=nn+1,..
Asi

Var(L) = (1+ PZM) Var(Z) = (1+ %)2 (2A,5— (A0 (7.29)

y cuando la prima obedece al principio de equivalencia actuarial, teniendo en cuenta
las relaciones (7.28) y (5.25), se obtienen las expresiones

_2Axn__(Az;)2__ T:n (Aa:n)
Vo) = e T (At e

Prima continua

Para una prima uniforme constante y continua Pz:;,,el resultado de la pdliza es

T P — g—
1= { = !Dm:nl_aTzl I:<n
vt — szm A T_.,: >n

La esperanza matemadtica de L es

Em=Auﬁﬁm@%ma+wuhm%nm

De E(L) = 0 se sigue, tras sencillas operaciones,

A +A 3

(7.31)

P (Az:;l) -

o1
8

z:nl
Ayl

THagamos notar que en el seguro a capital diferido no tiene sentido distinguir entre pago en el
momento del fallecimiento al final del ano de fallecimiento.
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Recordando que § @, -+ A, == 1, resulta,

5 A AI;
P(A:z:nl) Am;

(7.32)

P (A7) = L_ -1 (7.33)

L=2- P ——=@+228) 7 L=
donde .
={ 55
Asi

Var(D) = (1 + £ Ueiys var(z) = 14 Plsidye (2 3 23,07 (730

y cuando la prima obedece al principio de equivalencia actuarial, tenemos

e e im0
Var(l) = ol tail - e =oe (7.35)

La ” prima semicontinua”, que surge cuando el capital para el caso de falle-
cimiento se paga en el momento del fallecimiento y las primas al principio de cada
ano mientras viva el asegurado, es elementalmente

. a4 1
P(Am:m) o= = mnl - L

Qy:ni T

N

2| (3

(7.36)

]

Verificandose, bajo la hipétesis de distribucién uniforme de la mortalidad,
la siguiente relacién con la prima discreta:

(7.37)
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7.5 Primas anuales variables

7.5.1 Un seguro de vida en general

Realizaremos un planteamiento general de un seguro de vida en el caso discre-
to. Consideremos una cabeza de edad z y sean C = {C;,C,,....,C, .}, C' =
{Cy,C1y o, CL 1}y P={F, Py, ...., Py_z_1}, los conjuntos que representan res-
pectivamente los capitales en caso de fallecimiento (hipétesis de pago al final del
afno del mismo), los capitales a recibir en caso de supervivencia y las primas anua-
les a pagar al comienzo de cada ano respectivamente. Tomando algunos de ellos el
valor cero podemos obtener distintos tipos de seguros de vida.
El resultado de la pdliza es una variable aleatoria

L= Craw= " + (Vi yem— (ViP)eam Koe=0,1,2 cyr—2—1
donde

n—1
(VaC')x Z Civ' y (ViP)y=)Y P
t=0

El principio de equlvalenma actuarial E(L) = 0 conduce a
(ViP), = (VAC), + (VaC'), (7.38)

Conocidos los elementos de C' y C’, habrd que determinar los valores de
PRy, Py, ...., P, ;1 (que no serdn tnicos ni iguales, en general) para los que se verifica
la igualdad anterior.

Consideremos dos casos particulares.

e Supongamos en primer lugar que las primas varian en progresién geométrica
de razén g, esto es, P = {P,, FP; q, P: ¢*, P; ¢*....}. El principio de equivalen-
cia actuarial conduce a

P, %4, = (VAC), + (VaC"),
de donde la prima correspondiente al primer ano es

(VAC), + (VaC'),

Q('jz

P, =

e Supongamos ahora que las primas varfan en progresién aritmética cuya di-
ferencia se establece en un porcentaje p de la primera prima. Ahora P =
{Pe, P +p Pp,+P, + 2 p P,,....}. De nuevo la aplicacién del principio de
equivalencia actuarial conduce a (recuérdese (6.76))

Py (az + 1/(16’)1) = (VAC)m + (Va’cl)m
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de donde
(VAC), + (VaC'),

ar +p 1/(I&)w

z =

Asimismo es posible realizar un planteamiento general en el caso continuo.
Para una cabeza de edad z, sea la funcién

C:[0,w—z]—>R

donde C(z) nos proporciona el capital asegurado a pagar si dicha cabeza fallece a
la edad = + z y sean las funciones

C,P:0,w—z]— R

que representan las densidades de capital correspondientes a la prestacién en caso
de supervivencia y al pago de primas respectivamente. El principio de equivalencia
actual conduce a

(VaP), = (VAC), + (VaC'), (7.39)

Dadas las funciones C' y (', el problema serd la determinacién de la funcién
P

7.6 Primas fraccionarias y primas fraccionadas

Hasta el momento las primas periédicas estudiadas han sido anuales. En el presente
apartado trataremos las primas cuyo periodo es una fraccién de ano, cominmente
un mes, trimestre o semestre.

En este punto hemos de distinguir dos casos:

1.- La prima es calculada para la fraccién de ano elegida. Estaremos ante
primas mensuales, trimestrales o semestrales. Estas primas reciben el nombre de
primas fraccionarias.

De estas primas se dice que poseen poder liberatorio, esto es, el pago de
la correspondiente prima da derecho al cobro de la indemnizacién completa en caso
de producirse el suceso causante de la misma.

Consideremos un seguro vida entera para una cabeza de edad x bajo la hi-
pdtesis de pago del capital asegurado al final del ano del fallecimiento. Supongamos
que las primas se corresponden con una determinada fraccién m-ésima de ano pa-
géndose al principio de la misma, son constantes y se pagan hasta el fallecimiento
del asegurado. Si representamos mediante

P™
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la cuantia total de los pagos anuales por primas, es claro que

(m)
T

m

es la cuantia de la prima correspondiente a la fraccién de ano elegida.

Para establecer la equivalencia actuarial hemos de recurrir a las rentas frac-
cionadas estudiadas en el capitulo 6. La aplicacién del principio de equivalencia
actuarial conduce elementalmente a

P G — 4
esto es

Az
am

Pl —

y asumiendo, por ejemplo la hipétesis de linealidad de los D, (véase el apartado
6.2.2)
Ay
m—1
2m

pm —
T az .

Si las primas se pagan mientras viva el asegurado pero como méximo durante
n anos, tendremos

2P G (m) = A,
esto es A,
(m) —
nby (m)
a: nl

2.- La prima calculada es anual,ddndose la posibilidad al tomador del seguro
de satisfacerla mediante varios pagos. En este caso se produce un recargo puramente
financiero y las primas pagadas en las fracciones de ano no poseen poder liberatorio,
por lo que, en caso de producirse el siniestro, de la indemnizacién se detraerd la
parte de la prima anual no satisfecha en ese momento. Este tipo de primas se
denominan fraccionadas.

De forma elemental la prima anual P, se sustituye por m pagos iguales de
cuantia P™) al comienzo de cada una de las m fracciones del afio. La cuantia de
P(™) se obtiene facilmente a partir de

i (4=
]( ) j(m) (1+19)

donde el tipo de interés aplicado no tiene porque coincidir con el tipo de interés
técnico.

P,=m pm™ a3 =m pm)

(1+1)7% ay=m P
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En las condiciones de la pdéliza puede establecerse, por ejemplo, que el pago
de la prima se hard por anualidades anticipadas, pudiendo acordarse su pago frac-
ctonado mediante un recargo del 1% si el fraccionamiento es semestral, del 2% si
es trimestral y del 3% si es mensual....En caso de fraccionamiento, si se produce el
suceso que da lugar a la indemnizacion, de la suma asequrada se descontardn las
fracciones no pagadas de la prima.

7.7 Contraseguro de primas

En aquellas modalidades de seguro en las que puede darse €l caso de no recibir nada
a cambio de las primas pagadas (pensemos en un seguro temporal si la vida resi-
dual del asegurado supera la temporalidad, o es un capital diferido si el asegurado
fallece antes), en algunas ocasiones, fundamentalmente por razén de hacerlas méas
atractivas, suelen comercializarse incluyendo en las condiciones de la pdéliza una
denominada cldusula de contraseguro por la cual de no producirse el suceso que
da derecho a la percepcién de la indemnizacién (en nuestros ejemplos: fallecimiento
durante el periodo de cobertura o alcanzar con vida la edad estipulada) se devuelve
el total o una parte de las primas pagadas, incluso capitalizadas.

En la préctica, la inclusién de cldusulas de contraseguro supone incluir en
la pdliza una cobertura adicional. Asi, un seguro temporal con contraseguro de
primas es equivalente a un seguro mixto de capitales distintos y un capital diferido
con contraseguro equivale a un seguro mixto en el que el temporal es variable.

Por ejemplo, consideremos este 1iltimo caso para una cabeza de edad x una
temporalidad de n anos, capital asegurado unitario y primas anuales y constantes
de cuantia P, j; si en el caso de devolucién lo serdn las primas pagadas hasta el
momento del fallecimiento sin capitalizar, la equivalencia actuarial conduce a

de donde
A,
P —= = z:nl
il R i 7 P

Conviene hacer notar que en la practica la prima devuelta es la prima co-
mercial que incluye distintos recargos y serd objeto de estudio en el capitulo 9.

7.8 Ejercicios

1.- Para un seguro vida entera bajo la hipétesis de pago del capital
asegurado en el momento del fallecimiento, compare la varianza y el
coeficiente de asimetria de la variable aleatoria L en los casos de prima
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tinica y prima continua constante y vitalicia calculadas de acuerdo al

principio de equivalencia.

Solucién:
Representemos mediante L, y L, las correspondientes variables para los

casos de prima unica y vitalicia respectivamente.
Sabemos que (7.3)

Var(L,) = ? As —(A2)?

y que (7.15)

2 4 _(A.)2
Var(L,) = —As —(Ae)” _(AT)
(1- A)?
Por tanto, ya que A< 1, tenemos

Var(Ly) < Var(Ly)

En cuanto al coeficiente de asimetria, tenemos

LHZUT:_Z@' I: >0

y
— _ 3
Assz _ f (U A ) ga:(t) dt fo vt a:) gz(ta) dt
(Var(L.))? (2 As —(A0)?)2
Y
— Tz ]3(;4-1—') _P(Az)_ T 1 _ Az
Ly=v"=(1+ 5 ) =4 - a T, >0
y ya que
PR As
P (4) =
Lp=’UTz< 1_)_ Az_ Tm>0
1 Az = Am
Por tanto,
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- 3
ﬁ%ﬁgiytﬁ)%mm_
22, ~(Ax)?\ 7

( (1-Az)? )

(- AP f5 (™ () - A5) sl e
(* A —(A))

o (v = A“)_ gxﬁt) * AsimL,
(* A —(A))}

por lo que los coeficientes de asimetria coinciden.

Niw

2.- Pruebe que las siguientes pélizas para una cabeza de edad x
poseen la misma duracién matematica:

a) Un seguro vida entera con pago del capital asegurado en el
momento del fallecimiento a prima iinica.

b) Un seguro vida entera con pago del capital asegurado en el
momento del fallecimiento a prima continua constante y vitalicia.

c) Una renta inmediata, constante, continua y vitalicia a prima
tinica.

Solucién:

a) Del ejemplo 8 es claro que, la duracién matemética serd aquél valor de t
para el que

elt—A,=0
de donde _
g _In(4;)
6

b) Ahora, la duracién matemdtica serd aquél valor de t para el que

0t —P(A) Gy=0, donde ﬁ(zz)=$
Ahora bien,
B S ~ Ay 1=g¥t A, A,
e Pl ag=e - = (I ) — =
=e*“(6asz“) Ay g 1 A,

6a,
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Por tanto, de

1 Az
Y
e — =0
s i a
se sigue )
# _ln( Az)
)
c¢) La duracién matemética serd aquél valor de t para el que
G — 8,=0
esto es st
1—e -
s
0 sea

de donde nuevamente

3.-Obtenga la funcién de densidad y la funcién de distribucién del
resultado de un seguro vida entera con pago del capital asegurado en el
momento del fallecimiento, en los casos de pago de una prima inica y
de pago de prima continua constante y vitalicia.

Solucién:

Recordemos el valor actual del seguro vida entera:

Z=v" T,>0

Conocemos las funciones de densidad y distribucién de Z (véase el capitulo
4) la funcién de densidad del valor actual es

f(z) =

hobefeths g Q<2< 1
0 8t 25062>1

y la funcién de distribucién

0 st 2<0
F(z)=4 nz)pz 88 0<2<1
1 8 z>1
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donde h(z) =
a) Ap 1ma. tnica
L=7-11

y si dicha prima tinica se encuentra calculada de acuerdo al principio de equivalencia
actuarial,

= E(Z) =As

La distribucién de probabilidad de L se obtiene con facilidad. Basta realizar
el cambio de variable I = z — A (donde A =A;).
La funcién de distribucién es

0 st [<—-A
F(l) = h(1+A)Px st —A<I<1-A
1 si l>1—A

y la funcién de densidad es

5.(I+ A)

h(l+A)Pz.He i h(1+A) i —A<l<1l—-A
{0 si IS-A61>1-A

f@) =

Cuando la prima tnica no obedece al principio de equivalencia, basta sus-
tituir en las expresiones anteriores A por dicha prima para obtener la distribucién
de probabilidad del resultado.

b) En el caso de que las primas se paguen de forma constante uniforme y
continua, recordando que

— Tz D (A D (A
L=vfe p (i) 12" :sz(1+P(Az))_P(Az)
6 6 6
podemos escribir
L=aZ+b
con o o
zsz=,a=(1+—P(6A’)) " b=—P((;4’)

Tenemos ahora que realizando el cambio de variable [ = a z + b, la funcién
de distribucién es
0 st 1<b
F(l) = n(i=t)Pe st b<l<a+bd
1 st l>a+b
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y la funcién de densidad es

nighPetaindgty 1
F(l) = 5.(5h) . st b<l<a+b
si I<b6l>a+d

4.- Justifique que para las pélizas del ejercicio anterior las proba-
bilidades de obtener un resultado positivo coinciden.

Solucién:

En el caso de pago de una prima tdnica

F(O) = h(A)Pz

Con pago de prima continua
F (0) = n(=2)P=

Ahora bien,
—b P(As)
2
a 1+ 6:
(basta despejar A, en la expresién (7.12)).
Una prueba mds sencilla se fundamenta en la coincidencia de la duracién

matemética de las dos pdélizas, tal y como se probé en el ejercicio 2.

5.- Pruebe que cuando el tipo de interés técnico crece las distri-
buciones de probabilidad de ejercicio anterior tienden a coincidir.

Solucién:

Basta tener en cuenta que

M =gl it =k SN Niian il P

l

y claramente

l
h<W+A> — h(l+ A) cuando § — oo
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Asimismo cuando § — o0, A, — >0 y P (A;) — 0. Es facil ver que las
funciones de distribucién tienden a coincidir cuando el tipo de interés crece.
Aparentemente esta convergencia es més lenta segun crece la edad. Notemos

que é‘?—‘z tiende mds despacio a cero al ser légicamente P (A,) mayor.

(6.- Para una cabeza de edad z consideremos un seguro temporal en
el que en caso de fallecimiento el beneficiario recibe el capital asegurado,
que supondremos unitario, mds las primas pagadas hasta el momento del
fallecimiento, que consideraremos anuales y constantes, capitalizadas al
tipo de interés técnico i.

Empleando la hipétesis de pago del capital asegurado al final del
ano de fallecimiento, se pide:

a) Distribucién de probabilidad del resultado L para esta péliza.

b) Cédlculo de la prima anual y constante aplicando el principio de
equivalencia actuarial.

c) Calculo de la varianza de L.

Solucién:

Notemos que, en conjunto, tenemos un seguro temporal de capital asegurado
variable. Representaremos por P, la prima anual constante y aceptaremos la
hipdtesis de pago del capital al final de ano de fallecimiento. Asi el capital asegurado
sera

1+ P& sy

si el asegurado fallece a la edad z,
1+ P58y

si fallece a la edad x + 1, y asi sucesivamente, hasta
14+ P, 55

si fallece a la edad =z + n — 1.
La variable aleatoria L se define facilmente

(1 + Pz.:.n] Sm) gfetl _ Pz:;I am Ry =0,1,2.....,m—1
~F =1 =y Ke=nn+1,...

x: nl

ahora bien

por lo que
I— pKa+l K.=0,12,..,n—-1
| =P, o K.=n,n+1,...

T nl
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Aplicando el principio de equivalencia actuarial, ya que

w—z—1

ZUK’+1 k/9z — Z el Ol k/Qm—Al “Px:m i nPe

de E(L) = 0, se sigue
A —
Pa::_l = - T:nl
azy nPzx

En cuanto a la varianza de L, es claro que

w—z—1
V(IT'(L) =E(L2) Z( Kz+1 ’C/q - Z ( z:nl dnl lc/qx =
k=0

2

_2 Al (A:i:;l)

z:nl s

7.- Siendo i
ot > & ) — 2
Fe = 170 — 2 z2>0; 1=0.03

Calcule la prima tinica pura y la prima anual continua y constante
para un seguro vida entera de capital asegurado la unidad que se paga
en el instante del fallecimiento para un asegurado de 30 anos de edad.

Solucién:

Sabemos que la prima unica pura es la esperanza matemética del valor
actual, esto es,

. 80 1 1 (140.03)*1%
= [ (1L03)* —dt=——"""/
Ao /0 (1.03)™ 35 80 In(1.03) |,

= 0.3831442799
En cuanto a la prima anual continua constante, basta tener en cuenta que

po_ 8 Awn _ Ln(1.03) 0.3831442799
T 1— A 1-—0.3831442799

= 0.01835970006

8.- Consideremos la operacién de seguro contratada sobre una ca-
beza de edad x consistente en el cobro mientras viva y al principio de
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cada ano de un capital de cuantia d = i/(1 + i) (donde i es el tipo de
interés técnico), y el cobro ademas por parte de los beneficiarios de una
unidad monetaria al final del ano en que fallezca el asegurado.

Supuesto que la operacién se contrata a prima inica, estidiese la
variable aleatoria L. Calcule asimismo la esperanza de L (prima tnica
pura) y su varianza.

Solucién:

Ciertamente se han contratado dos coberturas distintas: un seguro vida
entera de capital asegurado unitario y una renta vitalicia inmediata ilimitada y
prepagable. de cuantia anual d.

El valor actual de cada una de ellas ya ha sido estudiado en los capitulos 4
y 5, siendo

Zy =v%=t1 K.=0,1,2,..
para el seguro vida entera, y
Zo =dam= 1 —pKet! Ke=0,1,2, -

para la renta.
La suma de estas variables aleatorias, es una variable que toma los valores

Z=721+2,=1 K,=0,1,2,..
Ciertamente
L=1-1l, K;=0,1,2..

Asi, su esperanza matemadtica, prima tnica pura , es

I, = E(Z)=1
Notemos que a este resultado se llega sin mds que recordar la relacién

daz +A; =1.
Por otra parte, la varianza de L es claramente

Var(L) = 0.

Sugerimos al lector una reflexién sobre el riesgo que comporta este tipo de
poliza.
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9.- Establezca la prima natural en los siguientes seguros:

a) Vida entera o temporal.

b) Integral.

Solucién:

Representemos mediante P}’ la prima natural correspondiente al ano en que
el asegurado posee la edad = + k

a) En este caso, bajo la hipétesis de pago del capital asegurado al final del
ano de fallecimiento, es claro que

n
B =0 goyx

b) Supuesto una temporalidad de n anos (recordemos que en caso de falle-
cimiento el capital asegurado se paga al final de afio n),

n

n—k
k= Gz +k

7.9 Apéndice. El Principio de Utilidad Nula

El Principio de Equivalencia Actuarial comentado en el apartado 7.2.1 no es el
tnico principio de célculo de primas que encontramos en la bibliografia actuarial,
aunque si el més usado en la préictica. En este Apéndice comentamos brevemente
un principio alternativo denominado Principio de la Utilidad Nula (zero utility
principle), muy riguroso desde el punto de vista tedrico y del cual el Principio de
Equivalencia Actuarial resulta ser un caso particular, aunque de dificil aplicacién
en la préctica. Para simplificar la exposicién, consideraremos tinicamente el caso
de primas unicas, asi como un periodo de exposicién al riesgo no muy grande (por
ejemplo un ano).

El Principio de la Utilidad Nula se basa en la hipétesis de que la prima a pa-
gar depende de las preferencias subjetivas de cada asegurado y de sus actitudes ante
el riesgo, reflejadas en su funcién de utilidad. Asumiendo por tanto la existencia
de tales funciones, y llamando W a la riqueza inicial del asegurado, U a su funcién
de utilidad, S a la (incierta) siniestralidad a la que deberd hacer frente durante el
periodo considerado y P a la prima (iinica) a pagar a cambio de transferir dicha
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siniestralidad a la empresa aseguradora, la teoria de la utilidad de Von Newmann
y Morgenstern nos permite asegurar que la prima P deber4 ser tal que

UW—-P)=E[U(W -S5)]

El principio anterior se denomina Principio de la Utilidad Nula, y su
interpretacién es evidente. El primer miembro de la igualdad, U (W — P), repre-
senta la utilidad de la cantidad (cierta) de riqueza resultante de restar a la riqueza
inicial W del asegurado la prima que este paga por protegerse del riesgo. El se-
gundo miembro, E [U (W — S)], representa la utilidad (esperada) de la cantidad
(incierta) de riqueza resultante de restar a la riqueza inicial W del asegurado la
siniestralidad S a la que este deberia hacer frente durante el periodo en caso de
no asegurarse. Kl primer miembro, por tanto, representa la utilidad del asegurado
después de pagar la prima, mientras que el segundo miembro representa su utilidad
después de pagar el coste de los siniestros. Suponiendo, como es habitual, que las
funciones de utilidad son crecientes, si la prima fuese demasiado alta, de forma
que el primer miembro fuese menor que el segundo, el posible asegurado preferiria
pagar él mismo los siniestros; si fuese mayor el primer miembro que el segundo,
el asegurado preferiria evidentemente pagar la prima que los siniestros, e incluso
aceptaria pagar una prima algo mayor. El Principio de Utilidad Nula representa la
situacién limite entre las dos anteriores.

El Principio de Utilidad Nula resulta impecable desde el punto de vista tedri-
co, pero presenta serios inconvenientes que hacen inviable su aplicacién préctica,
como el que la prima dependa de las preferencias del asegurado, o la determinacién
efectiva de las funciones de utilidad. En la préctica, las empresas suelen aplicar el
Principio de Equivalencia Actuarial, que en el contexto de primas puras dnicas que
estamos suponiendo aqui establece que

P=EI[S]

Es facil comprobar que dicho Principio de Equivalencia Actuarial resulta ser
un caso particular del Principio de Utilidad Nula, el caso en el que la funcién de
utilidad es lineal:

U(z)=az+b
Evidentemente, en tal caso se tiene:
UW-—-P)=a(W-P)+b
EUW-S)=a(W-E[S])+

y, por tanto,
UW-P)=E[UW —-S8)]<= P=E[S]
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Como ejercicio, el lector puede tratar de extender el Principio de Utilidad
Nula al caso de periodos de exposicién al riesgo més largos, asi como de primas
periédicas, y comprobar posteriormente que en el caso de funciones de utilidad
lineales se obtiene precisamente el Principio de Equivalencia Actuarial tal y como
estd enunciado en 7.2.1.

Es preciso comentar, finalmente, que el fundamento tradicional del Principio
de Equivalencia Actuarial no reside en la Teoria de la Utilidad sino en la Ley de
los Grandes Nimeros. El lector puede encontrar un desarrollo més extenso de esta
fundamentacién en el apéndice del capitulo 9.



