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PRESENTACION

El trabajo que presentamos supone una importante aportacién a
la formulacién de modelos actuariales que sirvan de guia en la
toma de decisiones del asegurador, tratando los problemas del
reaseguro desde el lado de la entidad cedente.

Este riguroso anélisis ha sido llevado a cabo por tres profesores
universitarios de reconocida valia investigadora; habiendo sido su
trabajo objeto de una beca "Riesgo y Seguro" de la Fundacion
MAPFRE Estudios.
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INTRODUCCION:

El reaseguro puede ser estudiado desde dos puntos de vista complementarios entre si.

En primer lugar, y desde una perspectiva actuarial, el reaseguro puede considerarse
como un instrumento técnico que permite transferir aquella parte de los riesgos asumidos
por una empresa aseguradora que pueden comprometer su supervivencia, debido a que su
capacidad financiera es insuficiente para hacer frente a las posibles fluctuaciones
desfavorables de la siniestralidad que comportan.

Asimismo, desde una perspectiva muy distinta, el reaseguro puede considerarse como un
acuerdo entre dos empresas de seguros cuyas cladsulas tienen el alcance que. dentro de

las normas vigentes, estas consideren oportunas.

Esta distincion nos puede servir para situar inicialmentente nuestro trabajo de
investigacién dentro de la primera de las definiciones; mds ain, deseamos situarlo en el

marco de la Matematica Actuarial, entendida esta de una forma amplia como el conjunto de
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disciplinas de caricter fundamentalmente matemdtico empleadas para la formulacién de
aquellos modelos que permitan a la vez un mejor conocimiento de los fenémemos

actuariales y servir de guia para la toma de decisiones en el seno del ente asegurador.

La permanente evolucién de la actividad aseguradora, consecuencia de la aparicién de
nuevos riesgos de diversa naturaleza, de modificaciones en la estructura de los mercados
tradicionales de seguros, etc, tiene como consecuencia la necesidad de una continua
adaptacion del reaseguro a estas circunstancias, lo que trae consigo el desarrollo de
nuevas formas de reaseguro asi como la formulacion de las correspondientes variantes en
las cladsulas tradicionales de los tratados.

Somos conscientes de la dificultad de que el proceso de modelizaciéon matematico tenga
presente este hecho, asi como la gran variedad de facetas que posee el proceso de toma
de decisiones en reaseguro, y que esto puede suscitar algunas criticas de aquellos
profesionales del reaseguro situados en el "mundo real”.

En este sentido queremos indicar que la finalidad de nuestro estudio es que el lector
adquiera una comprension global del citado proceso de decisién desde una perspectiva de
rigor cientifico.

Asi, nuestro trabajo se situard fundamentalmente dentro de la Teoria del Riesgo
Colectivo, cuyo desarrollo a lo largo del presente siglo ha proporcionado importantes
resultados analiticos que han conducido a un profundo conocimiento del riesgo de
fluctuacién aleatoria de la siniestralidad y han constituido el marco tedrico de
referencia, de amplia aceptacién por la comunidad cientifica, para la toma de decisiones
en el seno de la empresa aseguradora relativas a aspectos tales como tarificacion,
reaseguro y solvencia.

En el dmbito de la toma de decisiones en seguros el objetivo de la Teoria de! Riesgo
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es la formulacién de un modelo mateméatico en el que se relacionen los elementos de
estabilidad del negocio de seguros: reservas de solvencia S, recargo de seguridad e, y
reaseguro M, junto a la siniestralidad, su funcién de distribuciéon F, y la probabilidad
de ruina ¢ como medida de solvencia,
H(F,P,a,M,S,e) = O

de tal forma que puedan ser investigadas las relaciones que los ligan asi como la
influencia que las decisiones sobre alguno o algunos de ellos, en nuestro caso
fundamentalmente el reaseguro, tienen sobre el resto y en especial sobre la probabilidad

de ruina.

Ahora bien, fijado un valor de la probabilidad de ruina, existirdan diversas
combinaciones de valores del resto de las variabies del modelo compatibles con el mismo.
Por otra parte, mantenerse por debajo de una determinada probabilidad de ruina no es, ni
debe ser, el Unico objetivo en la gestion del ente asegurador, que habitualmente
persigue varios cuya jerarquia depende de las preferencias del empresario y de las

limitaciones de su entorno.

Por tanto, es indispensable dar entrada a diversas teorias cientificas e instrumentos
analiticos relativos a la toma de decisiones racionales, de forma que pueda completarse
el modelo que dnicamente nos proporciona las relaciones "técnicas” entre los elementos
del solvencia de la empresa aseguradora. En este sentido utilizaremos resultados de la
Teoria de la Udlidad, la Ordenacion de Riesgos y los métodos de Optimizacién

Matematica.

Como requisitos previos para poder seguir el trabajo realizado destacamos los
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conceptos bésicos en relacion con el seguro y sus técnicas, asi como conocimientos
elementales de Andlisis Matematico y Célculo de Probabilidades.

Con la intencién de que el estudio sea autocontenido, en la primera parte del mismo
(capitulos 1 y 2) se realiza un resumen de los conceptos bésicos y principales
resultados, tal y como se emplearan mas adelante, en relacién con:

** Las Teorfas del Riesgo y de la Ruina, refiriéndonos principalmente a las
distribuciones del nimero de siniestros y de la cuantia de un siniestro, la distribucion
de la siniestralidad total y sus aproximaciones, especialmente por la normal, y a las

principales expresiones de la probabilidad de ruina.

** Teorias de la Utilidad y Ordenacion de Riesgos, que nos permitirdn dar entrada en

nuestro trabajo a la racionalidad en la toma de decisiones.

** Métodos de Optimizacion Matematica, para los que haremos un repaso de la
conceptualizacion de los Optimos para programas matemdticos de uno y varios objetivos,
de las condiciones de optimalidad de Kuhn-Tucker y de las técnicas de obtencion de los

Optimos de Pareto de programas multiobjetivo.

En fa segunda parte (capitulos 3,4 y 5) se desarrollan los resultados del proyecto de
investigacioén.

El tratamiento de los problemas de reaseguro se realiza siempre desde el lado de la
cedente, considerando varias subcarteras y tomando como modalidades basicas de estudio
las de cuota-parte, excess-loss y stop-loss.

En primer lugar se aborda el estudio del reaseguro proporcional en la modalidad cuota-
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parte, en el que se continlian los trabajos clasicos de De Finetti (1940) y Buhimann
(1970) consiguiendo delimitar el planteamiento del problema en el marco de la Teoria de
la Utilidad, asi como una resolucion mds elegante del mismo empleando las técnicas de la
programacién multiobjetivo; asimismo encontramos la solucidén general del problema, sin
suponer la independencia de las siniestralidades de las subcarteras.

Ya que el problema basico se plantea matemdticamente como un programa multiobjetivo
(determinar la cuota de reaseguro de cada subcartera de forma que se maximiza el
beneficio y se minimiza el riesgo), la solucién del mismo es el conjunto de optimos de
Pareto (aquellos puntos factibles para los que no existe otro que mejora simultaneamente
todos los objetivos), y el paso siguiente es el de escoger uno de entre todos ellos.
Determinando el valor de la probabilidad de ruina que el empresario estd dispuesto a
aceptar para su negocio serd posible realizar la eleccidn definitiva.

Continuamos después, en la misma linea, con los reaseguros no proporcionales en las
modalidades excess-loss y stop-loss. Su tratamiento es similar al indicado para el caso
proporcional, destacando que para el stop-loss la eleccidn entre los dptimos de Pareto
se realiza recurriendo simultineamente a la probabilidad de ruina y a los o6rdenes de
distribuciones de probabilidad.

Esperamos que este trabajo resulte de utilidad a los investigadores "~ de temas
actuariales y profesionales del seguro en general.

Quisieramos finatizar agradeciendo a la Fundacién Mapfre Estudios el haber hecho

posible la realizacién de este estudio, y en especial a José Antonio Aventin por el

estimulo que nos ha prestado en todo momento.

Somosaguas, 7 de Enero de 1996.
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CAPITULO 1: PRELIMINARES.

1.1.1-DISTRIBUCIONES COMPUESTAS.

Desde el punto de vista actuarial, un riesgo es una suma de indemnizaciones futuras
de cuantias y localizaciones en el tiempo impredecibles, a las que se debe hacer frente
por medio de unas reservas presentes, y de unos ingresos fijados previamente al
conocimiento de las citadas cuantias.

Cada una de las indemnizaciones corresponde a un siniestro y en principio la
consideraremos igual a la cuantia de este. De esta forma podemos pensar en un riesgo
como una suma de variables aleatorias positivas cada una de las cuales da cuenta de los

sucesivos siniestros que acontecen a lo largo del tiempo.

En el caso en que conozcamos el nimero total n de pdlizas que conforman el riesgo, y

cada una de estas s6lo tenga la posibilidad de sufrir un dnico siniestro a lo largo de
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la duracién del contrato, podemos expresar la indemnizacion total (dafio total) S como:
S =X, +...+ X,

en donde X, es la cuantia del siniestro correspondiente a la poliza i=1,...,n. La
hipdtesis de un inico siniestro por pdliza puede ser generalizada sumando todos los
siniestros correspondientes a una tnica pdliza en una dnica cuantia X.

Asi, conocidas las distribuciones V(x) (i=1,...n) de la cuantia individual del
siniestro asociado a cada pdliza, y suponiendo que las X; son variables aleatorias
independientes (v.a.i.), la distribucion F del dafno total se obtiene como el producto de

convolucion de las V;:

F=*vV,

i=1

v

lo cual constituye una primera via de aproximacién al problema de la modelizacién del
riesgo de siniestralidad que, llevada hasta sus ultimas consecuencias, da lugar a la

Teoria del Riesgo Individual.

La otra via posible consiste en considerar el riesgo como un fendémeno dindmico, que
se manifiesta a lo largo del tiempo mediante la ocurrencia de siniestros que dan lugar a
las indemnizaciones futuras. Bajo esta perspectiva no es necesario asociar cada
siniestro a la pdliza de la que proviene. Dentro de la asi llamada Teoria del Riesgo
Colectivo, el dano total S(t) producido a lo largo de un intervalo de tiempo (0,t] puede
ser expresado como:

SM = X, +...+ Xy . (0sies N(©=0),
siendo:
N(t) = Nuamero total de siniestros en (G,t].

X; = Cuantia del i-ésimo siniestro.
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La diferencia respecto del caso anterior es que si en aquél el niimero de v.a. a sumar
estaba determinado previamente, en éste ha pasado a ser un ndmerc aleatorio, pues el
nimero de siniestros a lo largo del periodo es desconocido a priori.

Adoptando las hipétesis de independencia entre las v.a. X, (i=1,2,...), N(t) (v t >
0), y de igual distribucion V(x) {(con soporte en (0,+«)) para todas las X, la

distribucién F del dafio total durante el tiempo (0,t] serd entonces de tipo compuesto:

F(x,t) = Z Pi(t) Vi'i(x), vt>0, vx=0,
i=0

siendo:

Pty = P{N(t)=i}, la distribucién contadora del nimero de siniestros en (0,t].

\Y ’(x) = P{X,+...+ X = x} la convolucién i-ésima de la distribucion V(x).

Las carateristicas de las distribuciones compuestas son las siguientes:
-Funcion generadora de momentos (f.g.m.) Mg, y transformada de Laplace (T.L.) Lg, de la
v.a. S(1) (vt=0):

Ms(z) = PN[Mx(z)] . L@ = PN[Lx(z)]
siendo: Py la funciéon generadora de probabilidad de N(t).
My, Ly, la f.g.m. y la T.L., respectivamente, de las X, (ieN).
-Momentos de orden k=1,2,3:
E{§} = E{N} E{X}.
E{S?} = E{N(N-1)} E}{X} + E{N} E{X}
E{8} = E{N(N-1}N-2)} E}{X} + 3 E{N(N-1)} E{X} E{X3}
-Varianza: Var{S} = Var{N} E?{X} + E{N} Var{X]}.

La resolucion del problema de la eleccion de una distribucién compuesta apropiada
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para un riesgo dado, consiste en escoger las distribuciones V y del nimero de siniestros
que proporcionen un mejor ajuste. Ambos procesos de ajuste se encuentran ampliamente
tratados en [Hogg,R., Klugman,S. 1984], [Panjer,H., Willmot,G. 1992], y [Beard,R.,
Pentikainen, T., Pesonen, E. 1984].

De singular importancia es el ajuste de la distribucién del nimero de siniestros, ya
que por ser la dnica variable que depende del tiempo (segin las hipétesis habituales de
la Teoria del Riesgo Colectivo), su distribucién incorpora la dinimica de las v.a.
{S(t): =0}, esto es, las hipdtesis que seran asumidas acerca de su independencia,
condicionamiento y estacionariedad. En este sentido, son cldsicas las distribuciones de
Poisson y de Poisson ponderadas como materializacion del cardcter markoviano del proceso
{N(1): 1=0}.

Una distribucion de Poisson ponderada surge al considerar el parimetro de la
distribucién de Poisson como una v.a. cuya distribucién asociada es
UQxy) = P{Asko} . U(0) = 0.

y se denomina funcion de estructura. Entonces se tiene
A" A
P{N—n , A} = ;l-' c
y la distribucién de Poisson ponderada por U es
+to
AT A
P{N=n} = J e due).
0

Distribuciones de Poisson ponderadas bien conocidas dentro de la practica actuarial
son, por ejemplo, la binomial negativa extendida (ponderacién por una gamma), la
distribucion de Sichel (ponderacién por una Gauss inversa generalizada), o la Poisson-
Pascal generalizada (véase [Hogg,R., Klugman,S. 1984], cap8). Nosotros tomaremos como

representante de esta familia a la binomial negativa extendida debido a su uso frecuente
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para la modelizacién de las fluctuaciones de las probabilidades basicas a lo largo del
tiempo, ejemplo del cual son los trabajos [Beard,R., Pentikainen,T., y Pesonen, E.

1984}, y [Ammeter, M. 1948].

Recordemos las principales caracteristicas de la distribucion de Poisson y sus
consecuencias sobre los momentos de la v.a. S:

-Funcidén de cuantia:

P(t) = e, (A>0).

(anr
n!
-Transformadas:

f.g.m.; M(z) = exp{at(ez-1)} ; f.g.p.: Py(z) = exp{at(z-1)}
siendo A el pardmetro de Poisson.

-Media y varianza en (0,t}: At.

-Caracteristicas de la Poisson compuesta: llamando ¢, = E{Xk}, y dejando t=1:

E{S} = ac, ; Var{S} = ac, ; {8} = A c,.

Para la binomial negativa extendida se tiene :

-Funcién de cuantia: {(consideramos un intervalo de tiempo unitario)

“ (1
1+8

Esta distribucién se obtiene al ponderar una Poisson de parametro A (considerando esta

n

Mae+n)
I'(o)n!

P.(1) = q", (a8 > 0).

MNo+n) | B
F(e)n! |1+B8

vez A>0 como una v.a.}, por una gamma de dos parametros G(«,3), cuya densidad es:

0 , A = Q.
A) = { e
u@) = 4 B B o
I'(e)
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-Transformadas:
h h
p
M@ = || P@ = |
1-gez 1-qz
-Media y varianza:
2
EN} =ad & vVar{N} =23
P p?
-Caracteristicas de la binomial negativa compuesta:
ES) = = &,
p
2
Var{S} = Ot—q—c2 + & c.
Y p? !

33
3agqgc,c, 2«dqc
+

«q
18} = —cy +

p p? p’

Puesto que una distribucién compuesta se compone de dos distribuciones, la
contadora y la de las cuantias individuales, en la prictica el riesgo considerado debera
ser lo suficientemente homogéneo como para que el ajuste de ambas sea significativo. Es
por ello que en primer lugar se intenta el ajuste de las oportunas distribuciones
compuestas a las diferentes subcarteras homogéneas de pdlizas, y en un segundo paso se
agregan dichos modelos, obteniéndose de esta forma la distribucion del dafo total en la
cartera. En este contexto, es muy importante saber st la agregacion de dichos modelos da
lugar a2 uno del mismo tipo. Este tema es particularmente importante a la hora de

plantear el problema del reaseguro éptimo con varias subcarteras.

Proposicién 1.1: Sea {S,(t): t=0} (k=1,...,n) un riesgo tal que vt>0 su distribucién es

de Poisson compuesta con pardmetro A, y distribuciéon de las cuantias individuales V,.

Supongamos que las v.a. S, son independientes. Entonces el riesgo
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S(t) = §,(t) +....+ S,(V

n

tendrd una distribucién del mismo tipo, con parimetro x = ):?.k, y distribucién de las
k=1
A

k
cuantias individuales V(x) = " V,(x).

N~ >

k=1

En el caso en que la cartera total esté formada por un nimero suficientemente grande
de pélizas, se puede pensar que la media del nimero de siniestros serd a su vez grande.
En estas condiciones, el Teorema Central del Limite nos proporciona una aproximacién
para la distribucién compuesta, tanto en el caso de la Poisson compuesta como en el de
la binomial negativa compuesta. Puede encontrarse una exposicion mdas detallada del
problema de las aproximaciones en [Beard,R., Pentikainen,T., y Pesonen, E. 1984] y

[Bowers,N., Gerber H.,y otros. 1986].

Proposicion 1.2: I- Si S tiene una distribucion de Poisson compuesta con parametro A,

entonces la distribucion de la v.a.:
S - AC]

e,

converge hacia una normal tipificada cuando A >+w.

Z =

2- Si S tiene una distribucién binomial negativa compuesta de pardmetros o, p, entonces

la distribucién de la v.a.:
S - «(q/p)c,

Jm(qu)c2 + alq2/pc,

converge hacia una normal tipificada cuando os>+e.
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Segin veremos posteriormente, el empleo de la aproximacién normal permite traducir
los andlisis basados en funciones de utilidad, en andlisis basados en el mas sencillo
criterio de la media-varianza, pudiéndose hacer uso entonces de la programacion

multiobjetivo para determinar las decisiones racionales éptimas en reaseguro.

1.1.2-PROBABILIDADES DE RUINA.

Los modelos probabilisticos para el dafio total abren el camino para el estudio del
nivel futuro de las reservas y para la introduccién de una medida del riesgo basada en
la solvencia futura del negocio.

El Proceso de la Ruina {R(t): 120} es el que modeliza la evolucién de las reservas a
través del tiempo:
vi=z0: R(t) = §; + P(t) - S(1),
siendo: S, = R(0), las reservas iniciales.
P(t) = (1+e) E{S(1)}, las primas recargadas siendo el
recargo de seguridad & = 0.
Mirando a las expresiones de E{S(t)} para los casos de Poisson y binomial negativa
compuestos, llegamos a la conclusién de que podemos expresar P(t) como en una funcién
lineal respecto del tiempo, P(t) = ¢ t. (¢>0). (véase la figura 1).

Fijado un umbral por debajo del cual el negocio se considera arruinado, R=0, es
posible definir los diversos sucesos de ruina cuyas probabilidades se denominan
funciones de ruina. Los distintos sucesos surgen de la consideracién del tiempo continuo
o discreto, junto con un horizonte finito o infinito.

Para el caso del horizonte infinito, esto es, de que las reservas sean negativas en
algin instante futuro, los sucesos correspondientes al tiempo continuo o discreto pueden

ser expresados:
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{

-Para el caso continuo, definiende la v.a. "instante de la ruina" 7 = Inf{t>0/ R(t) <
0}:
Ruina futura = {7 < +w}.
Supervivencia futura = {7 = +o}
-Para el caso discreto, la v.a. es 7 = Min{neN/ R, < 0}, y los sucesos se definen de

forma idéntica (véase la figura 2).

R{% 1

Fipura 1: Dos trayectorias del proceso R(t ).

W, cae en la ruina en ef instante J.

R{B 1\

P,

K4 %!
L 2 3 FL;“! S 3 L?T -';
/ w s
. .:/wl

Figura 2: Paraty. T&Ny por tanto esta trayectoria

no pertenece al succso de ruina en tiempo discreto.
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Llamando a sus respectivas probabilidades ¥(S;), ®(S,), y tratindose de sucesos
complementarios, tendremos que:
8(sg) = 1 - ¥(sq).
En el caso de S distribuida por una Poisson compuesta se obtiene la siguiente expresién

analitica de la probabilidad de ruina:

Proposicién 1.3:  Para un proceso de Poisson compuesto con recargo de seguridad 6z0 se

1
ti e ¥(0) = —.
iene que ¥(0) %o
8
Por tanto también serd: ¢(0) = ——

1+86

Proposicién 1.4: La probabilidad de ruina ¥(S;) para un proceso de Poisson compuesto

con cuantias individuales X distribuidas segin V(x) y recargo de seguridad =0 es.

44}

¥(s) = T po H'(s9).

n=0

e I
siendo: Pn = m [m] , NI = 0,1,2,3,...

1 +m
HGs) = = [ (- Vi) dy.
l

0

Para la probabilidad de supervivencia tendremos:

#(sp) = 1- %) = §p,- T pyH (59 =

L+ o]

= § pa (1 - Hsp)).

n=0
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Ahora llamando G= 1-H, sera:
59

1
Giso) = = [ -V ox,
0

1

con lo cual si probamos que

(1-H)*" (= G*,

vneN 1I-H"

tendremos en definitiva la siguiente expresion:

8

b(sy) = z Pa G‘n(so).

n=0

Por induccion se tiene que para el caso n=1 la proposicion es cierta puesto que
[-H'=1-H=(-H"=0G.

Suponiendo la proposicion cierta para n-1, el caso n es:
+00

I - H™(sy) = H(O) - j H*"Y(syx) dH(x) =
0

) +m | +m@ "
== J-(I—V(x)) dx - — f H*"}(s,-x) (V(x)-1) dx =
< ! ¢ o

+m
1
= J-(I-H"n'l(so-x)) (1-V(x)) dx = |HIP. DE INDUCCION
¢

0

=§ 1-H)™ (530 (1-V(x) dx =
: 0

= [ (-H™(s%) dGx) = G™(v).
0

En definitiva, la probabilidad de supervivencia viene dada por wuna distribucion

geométrica compuesta.
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La expresién anterior solo proporcionard una expresioén cerrada de la probabilidad de
ruina en algunos casos particulares, tales como aquellos en que V es una distribucion
exponencial o una mixtura de exponenciales. En todos los demas casos serd necesario
proceder mediante una aproximacién numérica, discretizando la distribucién H y aplicando
despues un método de célculo para distribuciones compuestas (por ejemplo, el algoritmo

recursivo de Panjer, véase [Panjer,H., y Willmot,G.1992)).

Ejemplo 1.1: Consideremos el caso de las cuantias individuales distribuidas

exponencialmente, V{(x) = 1-e**, vx > 0, « > 0.

Entonces serd ¢, = «, G(sy) = 1-e %, Lg(z) =
Z+o

La transformada de Laplace de la funcion &(s,) se obtiene haciendo

-1
L¢(z) = Ps(Ls(z) = ﬁ =P [1 -q ;":—a] =
_p[z+pa"__p Z+a - Z+a q+gq-=
z+a Z+pa Z+pa
=D+ g =L@ + L.
Z+pux
Esta dltima transformada de Laplace corresponde a la distribucion
-xg
-pts 1 1+_9 5
(sg) =1 -qe" 0 = l—me
Finalmente la funcién de ruina serd
-8
e °

‘{’(SO) =1 - ¢(SO) = m ¢
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{
L
‘i’(s.w
"
O% 9
Cte '-\ "‘\_m_
- . T
0,5 ¢ ~ ek
! . e \‘"-h
- T . T - 8z20,3
" 0:1 - 9_?__0) 5 m_“""‘-‘-.____._
T — . — ____h-‘-q- _‘“"M________u
"*-_____’___h‘-____—- --—“__-_“‘-——-—\_,___
—_—
° ) L 6 R 0 T
Figura 3: Cuantias indi v iduales Exp(0,5). Funciones
de ruina corre spondientes a los recargos
de seguridad 8=0.3 ; 0.5 : L.
Ejemplo 1.2: Supongamos que las cuantias individuales estin distribuidas mediante una

mixtura de exponenciales cuya densidad es:

v(x) = qze®™ + (I-qg e, v x > 0.

Entonces se comprueba (véase [Panjer,H., y Willmot,G.1992)] pg374) que la probabilidad de

ruina es:

siendo

i
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a = «(l-p) + Bp.

a + 8(a+8) - J(a + 8(x+8))* - 4aB8 (l+e)‘

rl -
2(1+ea)

a + e(x+8) + J(a + 6(«+8))’ - 4aBe (1+86)
2(1+8) '
La funcién ¥(sy)} puede ser vista como una medida del riesgo, en la que influyen las

I, =

decisiones tomadas en las dreas del reaseguro {(que modifica la distribucion V en base a
las cuotas elegidas, tal y como veremos), de la tarificacién (en base a la fijacién de
un valor para el recargo de seguridad @), o de la solvencia (determinacién del valor §,
de las reservas iniciales). En este sentido, cuanto menor sea el valor de ¥, mayor serd
la estabilidad de la cartera.

Un método que evita el tratamiento numérico de la funcidén ¥ es el de utilizar una
cota superior que sea a la vez sencilla y lo mas ajustada posible a ¥. Para ello se
define el Coeficiente de Ajustamiento R como la solucién de:

I+ (0 +eEXz=M(2 ., z>0.

Me ()
s (B Elx] 2

Y

]
!
t
!
|
|
'
|
|
M
b 3 2

Figura 4: El coeficiente de ajuslamiento grificamente.
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El siguiente resultado es conocido bajo el nombre de Desigualdad o cota de Lundberg:

Proposicion 1.5:  Para un proceso de Poisson compuesto con reservas iniciales sg=0, se

tiene que:

¥(sg) = eRso,

Et cilculo del Coeficiente de Ajustamiento solo puede ser llevado a cabo de manera
exacta para el caso en que V sea una exponencial. En general se puede desarrollar por
Taylor el segundo miembro de la ecuacién que define a R, y truncando dicho desarrolio en
el término correspondiente a las derivadas de tercer orden, se obtiene ia siguiente

aproximacion de R que nosotros utilizaremos mds adelante:
26¢,
R < —.
)
Si lo que se desea es una aproximacién con un determinado nimero de digitos decimales
exactos, el anterior valor puede ser usado como semilla en el método de Newton-Raphson

para la aproximacién de raices de una ecuacidn.

Ejemplo 1.3: Para el caso de las cuantias individuales exponenciales,
Vi) = 1 -e*™, vx >0, « >0,
la f.g.m. de X es

o
My(z) = — |, z<«.

Za
Siendo en este caso ¢; = l/«, resulta que la ecuacién se queda en:
1 o
1 +(1+8) -z = —,
o Z-a

La raiz positiva es entonces
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.
(i 12]
R = —
l1+e
i
1
I i
9:01° tuwbsErs, ’
- :\9:0.\ ‘-__‘_‘_\- I
\: .""'ﬂ..______'"“-'-..__"_. ‘ i
__“'~~______—_—_-:—;—_E:_-:‘===
e L 8 1 '6 lo £ ?-

Figura 5: Cuantias individuales Exp{0.5).Cota de
Lundberg y funciones de ruina para los
recargos 8= 0,3 . 0,5. La aproximacién
€5 mis cxacla CUanld Mayor $ea Sg.

Para el caso del proceso binomial negativa compuesto, el cilculo de la funcién de
ruina representa un problema teérico mas complicado. Nosotros solo utilizaremos mds
adelante una cota superior tipo Lundberg (proposicién 1.6) de la que se dispone en casos

mas generales que el de Poisson compuesto, pero que solamente es vilida para e! tiempo
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discreto.

Si nos fijamos dnicamente en los finales de cada periodo, el nivel de reservas futuras
viene dado por

R, =8, + nc-3§,
siendo {(nc) los ingresos por primas recargadas a lo largo de los n periodos, y

S, = W, +...+W,_
en donde W, es la siniestralidad total en cada uno de los periodos. Estas v.a. se
consideran independientes e idénticamente distribuidas con media p<c y varianza ¢2. En
estas condiciones se demuestra (véase [Bowers,N., Gerber,H.,y otros.1986] pg356) que la

raiz positiva de la ecuacién

e Mp(R) =1
puede ser aproximada por
% o 2(c-1)
ol
Proposicion 1.6: En las hipétesis anteriores, v S,z0:
¥(sy) < e™ o,

1.2-TECNICAS DE OPTIMIZACION

1.2.1-INTRODUCCION.

Las técnicas de optimizacidn matematica serdn utilizadas para derivar gran parte de
los resultados de este proyecto de investigacion. Este hecho justifica que dediquemos a
éstas parte de los preliminares.

La finalidad de este epigrafe es dar un resumen de los conceptos bésicos y condiciones
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de optimalidad que aplicaremos, de tal forma que puedan seguirse sin excesiva dificultad
los desarrollos posteriores.
Para profundizar mis en los temas expuestos pueden consultarse por ejemplo Balbés y

Gil Fana (1992) y Heras, Gutierrez, Balbis, Gil y Vilar {1990).

1.2.2.-PROGRAMAS MATEMATICOS. FORMULACION. OPTIMOS.

La formulacién general de un programa matemético es:

Optimizar f(x)

sujeto a xeF (FcR")

F es el denominado conjunto factible que representa las posibles alternativas a seguir
y f la funcién objetivo (campo escalar o vectorial) que "valora” cada una de las mismas.
En el contexto de nuestro trabajo hemos de realizar una primera clasificacion de los

programas matemadticos segun el nimero de objetivos del mismo. Asi, distinguiremos entre:

a) PROGRAMAS CON UN UNICO OBJETIVO.

Representan aquellos problemas reales en los cuales se persigue un nico objetivo
(maximizar el beneficio o minimizar el coste por ejemplo). En estos la funcion objetivo
f es un campo escalar. esto es. una funcién definida en un subconjunto de R" que toma
valores en R.

La definicién de optimo en este caso es bastante clara:

Asi, si nos referimos a los dptimos globales diremos que en un punto asF habrd un

minimo global cuando

f(x)=f(a) vxeF
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esto es, cuando el valor de f en el punto a es menor o igual que en cualquier otro punto
del conjunto factible F.
Asimismo diremos que en el punto aeF habrd un mdximo global cuando

f(x)=f(a) vxeF

Definamos tambien los dptimos locales:
Diremos que en el punto aeF hay un minimo local cuando existe una bola B(a,s) tal que
f(x)zf(a) vxeB(a,3)nF
Asimismo diremos que en el punto acF hay un mdximo local cuando existe una bola B(a,3)
tal que
f(x)=f(a) vxeB(a,d)nF

b) PROGRAMAS MULTIOBJETIVO.

Ciertamente en la resolucion de problemas reales se persigue el logro de varios
objetivos algunos de los cuales son contradictorios entre si. Pensemos en los objetivos
de rentabilidad y seguridad tipicos en las decisiones de inversion.

Los programas multiobjetivo permiten traducir en términos matematicos tales problemas.
En éstos fa funcién objetivo es un campo vectorial

f=(f,,....f ) F —— R"

en el que cada una de sus componentes valora uno de los objetivos.

Ahora la definicidn de optimo es algo mis compleja ya que es dificil que un punto de F
sea Optimo (maximo o minimo segin el caso) de f,f,,... y f_ a la vez.

Hemos de emplear una definicién de éptimo mds débil que la dada en los programas con
un dnico objetivo. Asi nos referiremos a los dptimos de Pareto, esto es, aquellos puntos

de F para los que no existe otro punto de F que "mejore™ todos los objetivos a la vez.
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Con mayor rigor: diremos que un punto aeF es una solucion (6ptimo de Pareto) del
programa:
Min (f(x),....f,(x})
sujeto a xeF

si no existe otro punto beF tal que
f(b)=f,(a), vi=I1,...m,
siendo estricta alguna de las desigualdades.
Un elemento de importancia en los programas multiobjetivo es el de linea eficiente, que
no es mas que el conjunto de las imigenes por f de las soluciones del programa, esto es,

L={f(x)/ x es solucién de! programa}

1.2.3.-PROGRAMAS CON RESTRICCIONES DE DESIGUALDAD. CONDICIONES DE
KUHN-TUCKER.

En el marco de los programas con un (nico objetivo trataremos aquellos cuyo conjunto

factible F se encuentra determinado por restricciones de desigualdad. Su expresién

general es
optimizar f(x)
. (*)
sujeto a g(x)=0

en el que g es en general un campo vectorial g=(g,..,8)-

Notemos que ahora F ={xeR“/g(x)sO}.

La resolucién de este tipo de programas requiere,en primer lugar, de la aplicacién de

las condiciones necesarias de optimalidad (conocidas como condiciones de Kuhn-Tucker)

que permiten localizar los candidatos a éptimo.
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Enunciemos el Teorema de Kuhn-Tucker: Si a<F es un minimo (méximo) local del programa
(*)y es un punto regular!, entonces existen Al,...,Ame R tales que:

a) vi(a) + Al\?gl(a) + ... + Am\?gm(a) = (.

b) A2 20 (A2 <0).

c) si gi(a)<0 entonces Ai=0.

A Ao S€ les denomina multiplicadores de Kuhn-Tucker asociados al punto a.

Los puntos aeF que verifican las condiciones a), b) y c¢) del teorema anterior son los

posibles minimos (méximos) locales del programa.

Si bien no existen condiciones suficientes de sencilla aplicacidbn para saber si los
puntos encontrados son realmente minimos o maximos locales, en caso de que el programa
(*) sea convexo se puede demostrar un importante resultado:

a) Si la funcién objetivo f es convexa y el conjunto factible F es convexo, entonces
aquellos puntos que cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker para minimo local son minimos

globales.

b) Si la funcién objetivo f es codncava y el conjunto factible F es convexo, entonces
aquellos puntos que cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker para maximo local son maximos

globales.

INo cntraremos en el tema de la condicién de regularidad.  Aquellos lectores interesados

pueden consultar la bibliografia recomendada en la introduccion.
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1.2.4.-PROGRAMAS MULTIOBJETIVO. METODOS DE RESOLUCION.
Existen diversos métodos obtener las soluciones de los programas multiobjetivo.
Nosotros haremos referencia solo a uno de ellos: el método de escalarizacién.
Asi dado el programa multiobjetivo
Minimizar (f(x),...,f,(x))

sujeto a xeF

Tomemos un oc=(al,...,am)eRm no negativo y formemos el programa de un solo objetivo
Min o fi(x) + ... + e, f (x)
sujeto a  xeF

Es posible demostrar que, salvo raras excepciones, las soluciones de estos programas
escalares para distintos valores de o coinciden con los Optimos de Pareto del
correspondiente programa multiobjetivo. Ademds, en el caso de que el conjunto factible F
sea convexo y las funciones f,...,f, sean convexas, mediante este procedimiento de
escalarizacion es posible localizar todas las soluciones del programa.

Es importante hacer notar que no supone pérdida de generalidad tomar los (cxl,...,a )
m
tales que Zcxi = 1, de tal forma que es posible considerar cada o COMO el "peso” que

el decisor da a cada uno de los objetivos.
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CAPITULO2: REASEGURO. ORDENACION DE RIESGOS.

;
)

J 2.1-REASEGURO.

| 2.1.1-INTRODUCCION.

J Una de las mayores amenazas para la solvencia de las entidades aseguradoras es la
3 motivada por la fluctuacion de la siniestralidad. Para hacerle frente las empresas optan
pOr reasegurar sus carteras.

J El reaseguro es un instrumento cuyo fin es precisamente el de amortiguar dicha

fluctuaciéon, y consiste en la cesidbn de una parte del riesgo desde la aseguradora
directa (de ahora en adelante la cedente) a la reaseguradora {de ahora en adelante la
aceptante). El punto de vista que adoptaremos sera el de la cedente.

Matemdticamente el reaseguro plantea de entrada el problema de su introduccién
dentro del modelo de la teoria del Riesgo Colectivo: como se traducen las distintas

modalidades de reaseguro, c6mo modifica las distribuciones basicas, y finalmente cémo se
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comprueba el efecto amortiguador de los riesgos dentro de nuestro modelo. Realizaremos
este andlisis en el epigrafe 2.2.

Para ser capaces de comparar la peligrosidad del riesgo antes y después de
reaseguro, deberemos contar con algin tipo de medida del riesgo. Las mias clésicas,
debido a su uso generalizado en la literatura actuarial, son las de la varignza y
probabilidad de ruina del riesgo retenido. Estas , junto a otras aiternativas tales como
los coeficientes de ajustamiento y de asimetria serdn introducidas en el epigrafe 2.3.

Finalmente, en el epigrafe 2.4 entraremos de lleno en el tema de las decisiones
racionales en reaseguro. Dejando de lado consideraciones referentes a los mercados del
reaseguro, y planteando las posibles cesiones de riesgo a que puede ser sometida una
cartera, el decisor se encuentra ante una amplia panorimica consistente en una familia
infinita de riesgos dentro de la cual debe elegir el que mis le convenga. Desde el punto
de vista matemdtico, que es el de esta obra, la racionalidad de la anterior decision
consiste en que sea tomada de acuerdo con la Teoria de la Utilidad, que es aquella en

donde se axiomatizan las preferencias de los decisores individuales.

2.1.2-MODALIDADES DE REASEGURO.

Consideremos un riesgo con dafio total S a lo largo de un periodo (t=1). Llamando
h(S) a la parte retenida por el asegurador directo, podemos calcular esta dltima en base
a dos magnitudes:

I-Respecto de la cuantia total S:

2-Respecto de las cuantias individuales:
0=hX)=X ,i=Il..N

Por otro lado, se pueden utilizar, en principio, dos métodos de cilculo:
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A-Reaseguro no proporcional, fijado un M = O:

h(s) = {,\54 :g

B-Reaseguro proporcional, fijado un a e [0,1]:

M
M

¥y 1A

h(X) = a X = Porcentaje de la cuantia X.

Combinando las bases y los métodos de célculo se obtienen las tres modalidades
elementales de reaseguro. En lo que sigue |lamaremos
S, = Parte retenida por el asegurador directo,

Sg = Parte cedida (tomada por el reasegurador).

1.A-Reaseguro STOP-LOSS:

Siniestralidades retenida y cedida

S,S =M 0, S=M
SA = , SR = S'SA =
M,S>M S-M,S:=M
Notacion: Sp= (S-M), = Max{0,S-M}.
{
CEDdO
! RETENIDO

5

Figura 1: Riesgos retenidos (h(S)}) y cedido en
1a modalidad Stop-Loss con pleno MZ0.
El contrato h(S)=S equivale a no
reasegurar la cartera.
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2.A-Reaseguro EXCESS-LOSS:
X,X=M ' 0 , X

= : XR=X-XA=
M, X>M X-M, X =

IA
=

Xa

'
=

Notacién: Xp=(X-M), = Max{0,X-M}.
2.B-Reaseguro Proporcional o Cuota-Parte:

Fijando a e [0,1}

X, = aX : Xg

XX, = (l-a) X

\[Y\:\F

CEDVDG

(=%

RETENIDO

hig ..

' ;

Figura 2: Riesgosretenido h(X}. ¥ cedido en
1a modalidad cuota-parte. concuota
a<0.5.

De ahora en adelante nos referiremos a los nimeros reales a, M como las cuotas y
plenos de reaseguro.

A partitr de estas tres modalidades basicas se pueden construir los tipos de

contratos que son mas frecuentes en el mercado, y que suelen ser combinaciones de los

anteriores (véase la figura 3).
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Figura 3: Riesgo retenido h(X) en un contrawo mixto
Cuota-parie y Excess-Loss, con cuotas a <

a5 <!,y plenos M, M3 cn fos intervalos
(M) .M}y (M3.M5).

w\I

Figura 4: Riesgo retenido h(X) en un contrato mixio
de Cuota-Paries, con plenos crecientes
ay <as<ag<i.
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El reaseguro se manifiesta dentro del modelo a través de un cambio en las
distribuciones del dafio total y/o de las cuantias individuales. En consecuencia los

momentos de orden k y la probabilidad de ruina también se veran afectados.

Para el caso del cuota-parte, fijando una cuota a€{0,1], la distribucion V de las

X, cambia de la siguiente forma:

-Asegurador directo:
X
V,(%) :P{asz}=PXs; =V (x/a) ,

y su densidad después de reaseguro

d 1
—V(x/a) = - v(x/a).
dx a
La media y la varianza de las X; pasa a ser:
E{X,} = a E{X} E{SA} = a E{S}

=

Var{X,} = a? Var{X} Var{S,} = a? Var{S}.

El efecto del reaseguro consiste pues en disminuir la media y la varianza de la
siniestralidad total, lo cual es claramente ventajoso para el asegurador directo. La

cesién total implica el paso a una distribucién de probabilidad que concentra la unidad

sobre el origen (vease la figura 5).

-Para el caso del reasegurador, los resultados para Sy son iguales pero multiplicando

por (1-a), con lo cual la prima neta de reaseguro es E{Sg} = (l-a) E{S}.



11’
2-Reaseguro ¥ Ordenacién de Riesgos 34

Fundacion MAPFRE Estudios

t
al -
r
# -
¥ |'.
{ .
a' Y
! : =
l ar? Ol
¥ I :
" !
} | \,,
7 / k Q:O,é
; ' 'II -
f: H \
! --"“"_—u.__-' .
/ L e
i K oo
|;r T a=1
|’z .JI ! \-"“'-.,_‘_/_1/'
I T
/ e sl TR
! |'I3 i-

i
Figura 5: Densidad Gamma(2, 5/2) des pués de
reasegur o Cuota-parte.Tres cuotas:

/
un
a=1(sincesion); a=0.6 . a=0,4.
A medida que decrece la cuo1a (mayor cesidn),

la probabilidad tiende a concent rarse sobre

el origen X=0.

J
Para el caso del stop-loss, tomando un pleno M=0, la distribucién compuesta F del dafio

total pasa a ser:

-Asegurador directo:
, X < 0
,xe [0, M)

FL(x) = P{sA = x} = IF(x)
1 ,Xx 2 M
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La media y la varianza son:
M
E{S,} = n = J'x dF(x) + M (1-F(M)) =

0
M

=J'xdF(x)+M-MF(M)=

0
M

=deF(x)+de-MF(M)= [
0

INTEGRANDO POR PARTES
LA PRIMERA INTEGRAL

0

M M
:MF(M)-IF(x)dx+de-MF(M)=
0 0

M
I (1-F(x)) dx.
0

M +o

Var{S,} = J (x - w2 dF,(x) + I (M)? dF,(x) =
M

V]
M

= [ (x- w2 dFy + (M-w? (1-FM).
0
Es claro que desde el punto de vista de la media y varianza la situacién del cedente

mejora puesto que ambas disminuyen:

+ o

E{Sy} = [ (1-FG0) ax = E{S}
0

M +@

Var{S,} = I (x - w? dF,(x) + I (x-p)? dF,(x) = Var{S}.
0 M

-Reasegurador:

o
>
A

Fe(x) = P{SR < x} = {F(M) , x

m
-

P

v
22X
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En este caso la prima neta de reaseguro es:

+00

E{S} = E{S\} + E{Se} » EfSe} = [ (1-F(x)) dx.
M

F(3 o . —

M S

Figura 6: Distribucidn del dafio total F(s) antes de
de un reaseguro Stop-loss con pleno M
(grdfica continua), y después (discontinua).
La modaliidad Stop-loss elimina la cola de la
distribucion que ¢s la que conlleva mayor
riesgo (siniestralidad tota) efevada).

Finalmente el caso del reaseguro excess-loss es idéntico al anterior pero cambiando
las v.a. S, §,, Sg por X, X,, X, y las distribuciones F, F,, Fy por V, V,, V.. En este

caso la media y varianza de la cedente pasan a ser:

M
E(S,} = BN} [ (1-V(x) dx
[¢]

M z
var{S,} = Var{N} j (1-V(x)) dx| +
0
M M 2

+ E{N} |2 J' x(1-V(x)) dx - J' (1-V(x) dx| | =
0 0
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M 2 M
= I (1-V(0) dx| (Var{N} - E{N}] + E{N} 2 j x(1-V(x)) dx.
0 0

Haciendo tender M-»+w, se obtiene
M M
I (1-V() dx » E{X} ; 2 J‘ x(1-V(x)) dx > E{X?},
0 0

y por tanto

E{S,} » E{S} ; Var{S,} » Var{S}.
Ademds cuando Var{N}=E{N} (lo que en la prictica siempre sucede), es seguro que ambas
sucesiones son mondtonas no decrecientes, por lo que Ia situacion de la cedente siempre

es mejor después de reasegurar.

2.1.3-MEDIDAS DEL RIESGO.

Si bien la tdnica descripcidn completa de un riesgo consiste en su distribucion de
probabilidad junto con la prima recargada asociada, tradicionalmente esta descripcién ha
sido sustituida por el cdlculo de magnitudes mds o menos sencilias, con el fin de
simplificar los mecanismos de eleccidon que conducen a retener el riesgo mas favorable.

Estas magnitudes son la varianza, la probabilidad de ruina o el coe_ficieme de
ajustamiento. Bajo este sencillo esquema, se supone que el mejor riesgo es aquél que
proporciona una varianza o una probabilidad de ruina minimas, o un coeficiente de

ajustamiento maximo,

Una menor varianza significa una menor dispersion de la distribucién de S,, lo cual
puede ser bueno aunque no siempre, ya que la varianza incluye tanto las desviaciones

favorables como las desfavorables en la siniestralidad futura.
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Una probabilidad de ruina pequefia significa una mayor probabilidad de supervivencia
futura. Esta es una herramienta estrechamente relacionada con el estudio de la solvencia
dindmica del negocio asegurador, ya que minimizando dicha probabilidad se opta por una
gestion que haga mas s6lida a la empresa, desde el punto de vista del cumplimiento de
sus compromisos futuros en cuanto al pago de indemnizaciones.

El fin perseguido al maximizar el coeficiente de ajustamiento, procedimiento
equivalente al de minimizar la cota superior para la probabilidad de ruina, es
exactamente el mismo, y solo estd justificado cuando el manejo de la probabilidad de
ruina es engorroso (la mayoria de los casos).

También es posible plantearse la minimizacion del coeficiente de asimetria, pero este
procedimiento, ademds de ser discutible en si mismo, suele acarrear dificultades de tipo
analitico que lo hacen desaconsejable.

En general, todos estos criterios tienen dos inconvenientes importantes:

a) Solo toman en cuenta algunos aspectos parciales de la distribucién de probabilidad,

y como consecuencia del punto a)

b)En general no son aptos para representar el orden de preferencias que el decisor,
previamente a su eleccién, debe de haberse formado sobre los riesgos.

Plantear el problema de la toma de decisiones racionales en reaseguro debe consistir
fundamentalmente en resolver los problemas a) y b), y para ello es necesario hacer uso
de las funciones de utilidad de los decisores. A continuacidén recordaremos brevemente
los conceptos mds importantes de la Teoria de la Utilidad.

Segin la Teoria de la Decision mds ortodoxa, cualquier problema de decision en
ambiente de riesgo o incertidumbre debe reducirse a la maximizacién de una cierta
funcion, conocida como funcion de utilidad de Von Newmann y Morgenstern, cuya existencia

puede demostrarse bajo condiciones razonables sobre las preferencias del decisor. Mas
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exactamente, si tales condiciones o axiomas se verifican, entonces se puede construir
una funcién u tal que

F es preferido a G « Ju(x)dF(x) < J-u(x)dG(x)

F es indiferente a G Ju(x)dF(x) = Iu(x)dG(x)
siendo F y G las funciones de distribucién de dos variables aleatorias que representan
las alternativas inciertas a las que se enfrenta el decisor. Intuitivamente, la funcién
u(x) representa la utilidad que el decisor asigna a la certeza de una alternativa x.
Dicha utilidad se construye de forma que si dos variables aleatorias tienen por
realizaciones dichas alternativas x con probabilidades dF(x), dG(x), respectivamente,
entonces también es posible ordenar las preferencias entre las variables aleatorias en
la forma anteriormente comentada. Es decir, si el decisor ordena las preferencias entre
alternativas ciertas mediante una funcién u(x), entonces también puede representar las
preferencias entre alternativas inciertas (variables aleatorias) mediante la ponderacion

de las utilidades de las alternativas ciertas u(x) por sus probabilidades dF(x). La
expresion J-u(x)dF(x) puede entonces considerarse como la utilidad que el decisor asigna
a la variable aleatoria cuya funcién de distribucion es F(x), y se conoce como utilidad
de Von Newmann y Morgenstern : U(F) = Iu(x)dF(x).

En los andlisis econdmicos es habitual suponer que la funcién u es creciente
(u’(x)>0) y concava ( u”’(x)<0 ), lo que representa una utilidad marginal decreciente.
Bajo tales condiciones se demuestra que el decisor es averso al riesgo, es decir, que
prefiere un resultado seguro a un juego cuya esperanza matematica sea dicho resultado

(desigualdad de Jensen).

La Teoria de la Utilidad se desarrolld rdpidamente en la década de los cincuenta, y

casi inmediatamente los actuarios (principalmente Karl Borch) la aplicaron al estudio de
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los problemas del seguro. Segln este enfoque, se supone que los objetivos de toda
compaififa aseguradora pueden formularse en términos de la maximizacién de una cierta
funcién de utilidad cuyos argumentos son la funcién de distribucién de la siniestralidad
total F(x) y las reservas de solvencia S :
UGS,F(x) = J' u(S-x)dF(x)

siendo u(s) la utilidad que la compafiia asigna a la certidumbre de obtener un beneficio
s. Si llamamos S0 a las reservas iniciales de la empresa, P al valor esperado de la
siniestralidad total y e al recargo de seguridad, la funcion de utilidad U se puede
escribir como

UGS, Fx) = j u(s,+(1+6)P-x) dF(x)

2.1.4-ELPROBLEMA DELREASEGUROOPTIMO. DECISIONES RACIONALES ENREASEGURO.
El problema del reaseguro dptimo consiste en la determinacion de unas cuotas de
reaseguro que sean Optimas en algliin sentido desde el punto de vista de la cedente.
Existirin tantas cuotas como subcarteras compongan la cartera total. En adelante
notaremos dichas cuotas como a, M; (i=1,...,n) dependiendo de que la modalidad elegida
sea proporcional 0 no proporcional respectivamente.
De ahora en adelante supondremos que el reaseguro implica una cesion de una parte de
la prima recargada. Concretamente esta cesion de primas serd expresada como
(1+€) E{Sg},
siendo § el recargo de reaseguro y E{Sg} la prima neta de reaseguro que ya fue calculada
para las distintas modalidades. Nosotros supondremos que los recargos de seguridad y de
reaseguro son iguales para asi poder descomponer la prima recargada en sus partes

retenida y cedida (fijando t=1):
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P(1) = (1+e) E{S} = (1+9) [E{SA} + E{SR}] -
= (1+8) E{S,} + (1+6) E{S;} =

= (prima retenida) + (prima cedida).

En general, los criterios de optimalidad para la seleccién de las cuotas Optimas,
intentan modelizar el comportamiento de la cedente al optar por reasegurar su cartera, a
saber:

a) Minimizar el riesgo.
b) Maximizar las reservas futuras.
El caricter generalmente contradictorio de estas dos motivaciones es claro (cuanto mds
riesgo se cede, mas disminuyen las primas retenidas), por lo que el decisor deberd
buscar una solucion de compromiso entre los dos objetivos.

Por tanto un esquema general dentro del cual podria buscarse la solucion del
problema, seria en principio:

MIN Riesgo vy MAX Reservas.
Resulta, pues, que una via natural para la modelizacion de este problema de decision es
la de la Programacién Multiobjetivo. En el primer objetivo, se puede tomar en principio
cualquier medida del riesgo, mientras que en el segundo el cardcter aleatorio de la
siniestralidad hace que sea natural considerar el nivel esperado de las reservas:
E{s0 + P, - SA}

Tomando como medida del riesgo la varianza de las reservas después de reaseguro,

estaremos aplicando de hecho el clasico criterio media-varianza. En este caso el

programa multiobjetivo tendrd el siguiente aspecto:
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MIN Var{So + P, - sA}
MAX E{s0 + P, - sA}.

Sujeto a: g, € [0,1] (i = 1,...,m) (caso proporcional)

M=0 (i = 1,...,n) (caso no proporcional).

El criterio media-varianza ha sido tradicionalmente el més utilizado en la
literatura actuarial, en el intento de resolver el problema de la determinacion de las
cuotas Optimas de reaseguro. El primero en plantearlo fue [De Finetti,B.1940], y en
[Bithlman,H.1970] se utiliza en el marco de la Teorfa del Riesgo Colectivo con los
modelos compuestos/ponderados habituales.

El anterior programa multiobjetivo posee como solucién un conjunto de Optimos de

Pareto [ai(a)]“ , cada uno de ellos solucion del programa escalarizado (véase 1.2.4)

i=1

cuya funcién objetivo es
MIN {U. var{SO + PA - SA} - (1'0’-) E{SO + PA - SA}} 3

siendo « € [0,1]. Dicho valor se interpreta como el peso relativo que el decisor otorga
a cada uno de los objetivos: las soluciones extremas consistentes en cederlo o retenerlo
todo corresponden a los pares de pesos (1,0) (x=1) y (0,1) («=0), respectivamente.

En [Bihlman,H.1970] se utiliza un método que puede servirle de ayuda al decisor en
la seleccion del Optimo Paretiano que est¢é mas de acuerdo con sus intereses, desde el
punto de vista de Ia solvencia del negocio retenido. Para ello se determinan, fijada una
probabilidad de ruina tan pequefia como se quiera, aquellos dptimos que garantizan que el
negocio retenido tendrd una probabilidad de ruina mis pequefia que la elegida. Este paso

se realiza aplicando la desigualdad de Lundberg.
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Resumiendo, este primer método consiste en la resolucidn del problema en dos pasos:
1-Obtencién de los Optimos de Pareto suministrados por el criterio media-varianza.
2-Bisqueda de los Optimos que garantizan una probabilidad de ruina = ¢ € [0,1].

El defecto del método anterior consiste en que el criterio media-varianza ha sido
establecido a priori como modelo de comportamiento de la cedente. Asi, se ha evitado el
tema fundamental consistente en que si el decisor debe seleccionar un riesgo,
previamente ha debido clarificar cuales son sus preferencias.

Enfocar el problema del reaseguro Optimo realizando un andlisis previo de! orden de
preferencias sobre los riesgos establecido por el decisor, equivale a centrar dicho
problema dentro de la toma de decisiones racionales es decir, de la Teoria de la
Utilidad.

Tomar en consideracién el orden total de preferencias del decisor equivale a
conocer su funcién de utilidad u(x) que ordena todos los valores posibles de sus
reservas xeR. Fijada esta funcidn, el decisor preferird siempre el riesgo que maximice
su utilidad esperada, y seleccionard por tanto las cuotas que sean Optimas respecto del
programa matematico:

MAX E u(SO+PA—SA)}

s.a: a € [0,1] (i = 1,...,n) (caso proporcional)

M =z0 (i=1,...,n) (caso no proporcional).

La solucion de este programa es un 4ptimo que representa el mejor riesgo con respecto a
su orden (total) de preferencias sobre riesgos, y garantiza por tanto !a racionalidad en
la seleccion de las cuotas.

Si se pretendiese que dicho Optimo tuviera alguna interpretacion desde el punto de

vista de la solvencia (probabilidad de ruina) se deberia incluir en el programa una
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restriccion del tipo

Wsp) = ¢ < [0,1]

Consideremos a continuaciéon el caso particular del dafio total normalmente
distribuido. Se puede pensar que esto sucede cuando la cartera es grande, ya que
entonces la proposicién 1.2 puede ser aplicable.

Comprobemos que el programa que maximiza la utilidad esperada de las reservas es
equivalente al del criterio media-varianza. Si la v.a. S estd distribuida seglin una
N(u,0?), y teniendo en cuenta que la funcién de utilidad u(x) de las reservas retenidas

es tal que u’ >0, u’’ <0 (cuantas mas reservas mejor, y aversién al riesgo):

+ 0 Y
E u(SO+(1+e)p-S)} = Ju(SO+(1+9)p—s) exp (s4) ds =...
2ne 20

] . S-u ;
Cambiando la variable x = — se obtiene

a
+0
1 x?
= — J u(Soteu-ox) exp|.—_| dx = F(u,0).
I 3, 2

Si calculamos las derivadas parciales respecto de p y o

+w _1
?—F— = -1— I 8 u’(S;+6p-ox) cxp[_’f dx > 0, ya que {9,) 20 .
o 2 u
aF 1 7 [ .-
- = . X u’ (SO+9“_U.X) exp _i:] dx = [[NTEGRANDO]
A . \ 2 FOR PARTLS

-0

4+
2

= ¢ Ju"(SO+ep-cx) exp[_x_] dx < 0, ya que v’ <0.
2

Por tanto la utilidad esperada es creciente respecto de u y decreciente respecto de o.
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En conclusién, para toda funcién de utilidad del decisor creciente y concava y para
una distribuciéon de siniestralidad normal, maximizar la utilidad esperada de las
reservas es equivalente a maximizar la media y minimizar la varianza de las mismas
(S,+8u, 2.

Asi pues, siempre que podamos suponer una siniestralidad normalmente distribuida
(proposici6n 1.2), el criterio media-varianza nos proporcionard una decisién racional
optima.

Obsérvese que la hipétesis de normalidad tendrd que ser aplicable a todos los
posibles riesgos que el decisor pueda formar haciendo variar la(s) cuota(s) de
reaseguro. Esto excluye en principio al reaseguro stop-loss, ya que al elegir un pleno
M < +w la distribucién queda truncada en ese punto y por tanto deja de ser normal. Por el
contrario si que podemos pensar en la posible adecuacién de esta hipétesis a las

modalidades de excess-loss y cuota-parte.

La DIimitacidn del modelo de la maximizacién de la utilidad esperada es la de
suponer un conocimiento preciso de la funcién de utilidad del decisor. Cuando de esta
iltima so6lo conocemos algunas caracteristicas generales (crecimiento, signo de las
derivadas), la resolucién de los anteriores modelos ya no es posible, salvo en el caso
de la distribuciéon normal que acabamos de comentar.

Sin embargo. tal y como veremos en el ditimo epigrafe de este capitulo, si que es
posible entonces establecer un orden parcial sobre riesgos segiin las preferencias
colectivas de decisores con caracteristicas comunes, tales como su preferencia por unas

mayores reservas o su aversion al riesgo.
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2.2-ORDENACION DE RIESGOS.
2.2.1-ORDENES TOTALES Y PARCIALES.

A lo largo de este dltimo epigrafe expondremos resumidamente la forma en que un
colectivo de decisores, caracterizados por el hecho de tener funciones de utilidad que
comparten determinadas propiedades, pueden establecer algin tipo de ordenacién colectiva
de los riesgos. La ventaja sustancial de la teorfa consiste en que ya no serd necesario
determinar exactamente las funciones de utilidad sino solamente conocer las anteriores
propiedades. Nuestra exposicién sigue a [Goovaerts,M., Kaas,R., y otros. 1990].

A partir de ahora trabajaremos con v.a. Xz0 para representar el dafio total de una

cartera. A dichas v.a. las denominaremos riesgos!. Al conjunto de todos los riesgos lo

llamaremos:
% = {X v.a./X=0 con probabilidad 1}.
Definicién 2.1: Un orden parcial definido en el conjunto % es una relacion binaria =
que cumple:
. X=Y
1)Transitiva: X=Z.
Y=2Z

2)Reflexiva: X=X, vXeRX
X=Y

-

3)Antisimétrica: }e X,Y "son indiferentes” (X=Y)

Definicion 2.2: Decimos que el orden es total cuando ademis de 1),2),3) se cumple que

dos riesgos cualesquiera siempre son comparables entre si:

vX,YeX: X<Y o bien Y=X.

1 .
Hagamos notar que utilizamos la palabra "tiesgo” en un sentido diferente del que ha
lenido hasta ahora.
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Partiendo del hecho de que cada decisor establece individualmente un orden total
sobre el conjunto X mediante el criterio de la utilidad esperada, un conjunto de
decisores generard un orden parcial sobre dicho conjunto de la siguiente forma.

Llamemos D al conjunto de los decisores, y =, al orden total que el decisor deD es
capaz de establecer sobre ®. Entonces podemos definir la relacién binaria en X:

X= Y « X=,Y, vdeD,

y suponiendo que el subconjunto de riesgos relacionados mediante =, sea distinto del
vacio, dicha relacién serd un orden parcial sobre X. El que el anterior subconjunto sea
distinto del vacio dependera del grado en que los decisores agrupados en D compartan
alguna caracteristica comun a la hora de establecer sus ordenes de preferencias sobre
riesgos. Estos rasgos comunes se traducirdn en propiedades idénticas para sus funciones
de utilidad.

A medida que los requisitos sobre las utilidades vayan siendo mds numerosos, el
nimero de decisores que los compartan disminuird, y el conjunto de riesgos ordenados

parcialmente ird en aumento. En este contexto es significativa la siguiente definicién.

Definicién 2.3: Consideremos dos 6rdenes parciales =,, =, sobre el conjunto R tales

que cumplen
=Y = Xs,Y.
Entonces diremos que =, es mds fuerte que =,, o también que =, es mds débil que =, (=.

"ordena mds riesgos que” =,).

Toda la exposicion que sigue parte de la base de que los decisores hacen uso del
criterio de la utilidad esperada. En este punto conviene recordar que los riesgos (dafios

totales) entran restando dentro del modelo de las reservas establecido en el epigrafe
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1.2. Es por esta razén que X serd preferido a Y por un decisor con utilidad u(x) si y
solamente si

E{u(-x}}=E{u(-y)}.
Por tanto, si las preferencias del decisor vienen descritas por una utilidad creciente

(u’ >0) y céncava (u’’ <0), entonces tendremos que u(-x) serd decreciente y concava.

2.2.2-EL ORDEN DE LA DOMINANCIA ESTOCASTICA.
Definicién 2.4: Decimos que el riesgo X es preferido en dominancia estocdstica a Y
(X=,Y) si se cumple que

v w(x) creciente: E{w(x)}=E{w(y)}.

Tomando entonces una utilidad cualquiera que sea creciente, u(x), resulta que
w(x)=-u(-x) también es creciente, con lo cual tendremos que:
X=4Y o E{-u(-x)}=<E{-u(-y)}
s E{u(-x)}zE{u(-y)}, ¥ u(x) creciente

La anterior definicién se puede resumir de la siguiente forma:

X es preferido en dominancia estocdstica a Y si y solamente si todos los decisores con
la caracteristica comun de tener una funcion de utilidad creciente prefieren a X.
Conviene recordar que una utilidad creciente refleja la preferencia del decisor por un
nivel de riqueza lo mds alto posible.

Los siguientes resultados son muy Utiles en cuanto que nos permiten detectar el
orden de la dominancia entre riesgos sin referencia alguna a las funciones de utilidad,
haciendo uso exclusivo del modelo probabilistico seguido por el riesgo. En lo que sigue

llamaremos F,, Fy a las distribuciones de los riesgos y fy, f, a sus densidades o a sus
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cuantias dependiendo del tipo de modelo que siguan ambos.

Proposicién 2.1: (Orden =, y Funciones de Distribucién)
X=,Y « vxz0: Fyx(x) = Fy(x)

Figura 7: Por la proposicidn 2.1
resulta que N=_,Y.

Proposicién 2.2: (Orden =, y densidades-cuantias)

Supongamos que X, Y son dos riesgos cuyas densidades (resp. cuantias) son tales que:
f(x) = fu(x) . vxef0,x)
f(x) = fy(x) . vxe(xg, +)

Entonces:

2 X=_Y
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Y

Figura & X=_Y (Proposicién 2.2).

Ejemplo 2.1: Tomemos dos v.a. N,, N, con distribuciones de Poisson de parametros

respectivos A;=A,. Entonces resulta que N,=x,N,.

AL I (TN FASIN X DTln
Elegws EE S
LET ae ; - 2,187
. 4 * (1] 1
115: . - i e
FEIN ! . | ¢ :
2 R [} . Iy - ]
TaEt, 2! : ! . :
F . i 3 e .
Y ’ . SHET . :
diky : z t » 1
aenet . i el . . -
; ' : . ‘
a’ “tgesen i @Ll. "lom-:

LI I S b &

hil

Figura 9: Cuantias lep(s) ¥ sz’——P(S). lesth-
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Ejemplo 2.2; Tomemos dos riesgos X, Y con distribuciones exponenciales de parametros

respectivos A=u. Entonces por la proposicién 1.7 resulta que Ys X (cuanto mayor es el

pardmetro menor es el riesgo)

Figura 10: Densidades X=ZExp(l) . YZExp(1/2). X=_Y.

Ejemplo 2.3: Consideremos la familia de todas las distribuciones gamma de

pardmetros:

o -1

e (1>0, «.8>0)

f(ta,8) = Br(u)

Esta familia se incrementa estocasticamente en « y decrece en 8.

dos



i
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Figura 11: Densidades XEG(2,5/2), Y=G(4,5/2). XESlY

Ejemplo 2.4: Consideremos dos riesgos no aleatorios O0=X=Y. Entonces la proposicion 1.7
nos indica que X es preferido en dominancia estocastica a Y.

El orden de la dominancia estocdstica es invariante respecto de dos operaciones de

cuya importancia ya tuvimos constancia en el capitulo anterior, la convolucion y la

composicion de riesgos.
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Proposicién 2.3: (Invarianza de =, por convolucién).
Supongamos dos riesgos tales que X=,Y y un tercero, Z, que es independiente de los
anteriores. Entonces:

> X+2Z =, Y+Z.

Proposicion 2.4: (Invarianza de =, por composicién).
Consideremos dos v.a. contadoras N=M, asi como dos sucesiones de riesgos

independientes [Xi]m , [Yi]m independientes de N y M respectivamente, tales que
i=1 i

=]

X.<

17 st

Y, vieN.

Ejemplo 2.5: Consideremos dos carteras con las siguientes caracteristicas:
Cartera 1:
-Nimero de siniestros distribuido segin una Poisson de parametro 2.
-Cuantias individuales distribuidas segin una exponencial de parametro 1/2.
Cartera 2:
-Numero de siniestros distribuido segin una Poisson de parametro 3.
-Cuantias individuales distribuidas segin una exponencial de pardmetro 1/3.
Entonces el dafio total de la cartera 1 es preferido en dominancia estocastica al de la
cartera 2:

SlssiSZ'
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2.2.3-EL ORDEN DE LA VARIABILIDAD O DE LOS AVERSOS AL RIESGO.

El orden parcial que se introduce a continuacién surge cuando consideramos I[as
preferencias conjuntas de todos los decisores con utilidades crecientes y céncavas. Esta
dltima caracteristica refleja la aversion al riesgo, que consiste en preferir una

perdida cierta m a otra aleatoria con media m.

Definicién 2.5: Decimos que X es preferido a Y en el orden de los aversos al riesgo
(X=,.Y) si se cumple:

¥ u(x) creciente y concava: E{u(x)}=E{u{y)} & E{u(-x)}zE{u(-y)}

El orden =, es equivalente (vease [Goovaerts,M.,Kaas,R., 1990] a otros dos drdenes
que se establecen en K a partir de ideas que son distintas Solo en apariencia: los
ordenes stop-loss y de la variabilidad.

El orden stop-loss se establece comparando las primas netas de reaseguro stop-loss,
lo que equivale a decir que un riesgo sera preferido a otro cuando la cola del primero

sea mds pequefia que la del segundo.

Definicién 2.6: X precede a Y en el orden stop-loss (X=,Y) si las primas netas de

reaseguro stop-loss de ambos estdn uniformemente ordenadas:
E{(X—M)+} < E{(Y—M)+}, YM=0.
Observacion: (X-M), = Max{o,x-M} = Parte cedida en la modalidad
stop-loss.(Figura 1, pag.30)

Recordemos también que si F es la distribucién de X entonces:

+m

E{(X-M)+} = i (1-E(x)) dx.
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Definicién 2.7: Decimos que X es menos variable que Y (X=,Y) si:
3 D v.a. tal que:
1) Las v.a. X+D, Y estidn idénticamente distribuidas.

2)E{D|X}=0 con probabilidad 1.

A partir de ahora adoptaremos el convenio de referirnos al orden caracterizado de
cualquiera de estas tres formas como el orden de la variabilidad.

Los dos resultados siguientes son condiciones suficientes para la preferencia en

variabilidad entre dos riesgos.

Proposicion 2.5: (1 Cruce en las distribuciones»Variabilidad)

Consideremos dos riesgos X, Y tales que

Fy(x)=F, , ¥ x<x,.
3 x¢eR tal que: x(x)<Fy(x) XS%o
Fx(x}3zFy(x) , Vv x=xq

y ademas E{X} = E{Y}. Entonces:

Figura 12: Proposicion .5, X= Y.
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Propbsicién 2.6: (2 Cruces en las densidades=Variabilidad).
Consideremos dos riesgos X, Y que cumplen:
E{X} = E{Y}
231, |;, I ¢ [0,+w), intervalos disjuntos con Oel, 1, e I, acotados, tales que:

fe(x)=fy(x) , vxe 1,uls.
fy(x)zfy(x) , vxel,.

Entonces:
=2X=Y.
b
: ]
| H @Y-
“F ‘l —
1, 1, I,
Figura 13: Proposicién 2.6, X=_Y.
Ejemplo 2.6: Tomemos dos riesgos X=Exp(l) e Y«~U(0,2). Entonces las funciones de

distribucion son:
Fy(x) = 1-e7, vx>0 .  Fy(x) = x/2, vxe[0,2].
Como ademis es E{X} = E{Y} = 1, y se satisface la condicién de un solo cruce, resulta

que Y=X.
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Los dos siguientes resultados expresan la invarianza del orden de variabilidad

respecto de la convolucion y la composicion de riesgos:

Proposicion 2.7: (Convolucidn de n riesgos).

Sean [Xi]“, [Yi]“ riesgos independientes tales que X;=,Y; Vi.
I 1

Entonces:

Proposicién 2.8: (composicion de riesgos)

Consideremos dos v.a. contadoras N= M, asf como dos sucesiones de riesgos independientes

[Xi]m , [Y.l]‘” independientes de N y M respectivamente, tales que X.sY, VieN.
1 i

Entonces:

Finalmente, el dltimo resultado nos dice que el orden de la variabilidad es mas

débil que el de la dominancia estocéstica.

Proposicién 2.9:
v X,YeR / X=,Y = X=sY.
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2.2.4-ORDENES DE CLASE INFINITO. EL ORDEN EXPONENCIAL.

A lo largo del anterior epigrafe han sido definidos dos ordenes parciales
establecidos por dos colectivos de decisores cada uno con las siguientes
caracteristicas:

1) =, Funcién de utilidad creciente (u’=z0).
2) =, Funcion de utilidad creciente y céncava (u‘z0 y u’’=0).
El colectivo caracterizado por la condicién 2) es claramente mas reducido que el de 1).
Aumentando las propiedades comunes de las funciones de utilidad, es posible restringir
ain mas dicho colectivo. Para ello se consideran todos los decisores que comparten
utilidades uc€® siendo sus derivadas de signo alternado:

(-1 u®(x) = 0, v ke{l,...,n}.
De esta forma se pueden obtener oOrdenes sucesivamente mas débiles que los dos
anteriores.

Considerando el caso extremo de las funciones de utilidad de clase infinito (con
derivadas continuas de cualquier orden) se obtendrdn por tanto los 6rdenes mas débiles.
Dentro de esta categoria y desde el punto de vista actuarial, es de particular
importancia el orden inducido por aquellos decisores cuya caracteristica comin es la de
compartir utilidades exponenciales

U (X)=-e** (@>0).

Puesto que es u,e€®, alternando sus derivadas sucesivas el signo, dicho orden sera
de los mds débiles posibles (los que mayor niimero de riesgos ordenan), y se denomina
orden exponencial.

Obsérvese que al ser

uw(x) = ae® > 0 0’ (x) = -a2e™ < 0,

1

resulta que el nimero o es igual al coeficiente de aversién al riesgo que en este caso
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resulta ser constante:
ul ’ (x)
U’ (x)
Definicion 2.8: Dados dos riesgos X, Y, decimos que X es preferido a Y en el orden
exponencial (X=_Y) si se verifica:
ve>0 coeficiente de aversion al riesgo: E{e**}=<E{e®").
Esto es equivalente a la siguiente condicién sobre las f.g.m.:

va>0: My(o)sMy ().

Recordando el comentario posterior a la definicién 1.4 resulta que:
X<Y & ¥a>0: E{e™}<E{e""}
o Ya>0: E{-e*)2E{-e""} o
o Ya>0: E{ug(-x)}zE{u,(-x)}

Para este orden la condicion de caracter practico que indica una preferencia viene
dada por la propia definicion, y se refiere a las funciones generadoras de momentos de
los riesgos.

La siguiente proposicion establece la invarianza del orden exponencial respecto de

la composicion.

Proposicion 2.10: (Orden =, y composicion de riesgos).

Consideremos dos v.a. contadoras N= M, asi como dos sucesiones de riesgos independientes

1= =

[Xi]m : [Yi]f e independientes de N y M respectivamente, tales que X;=Y, VieN.

Entonces:
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2.2.5-ORDENACION DE RIESGOS Y MEDIDAS DEL RIESGO.

A lo largo del epigrafe 2.1.3 fueron presentadas algunas magnitudes que podian ser
utilizadas como medidas del riesgo. Estas eran fundamentalmente la varianza, la
probabilidad de ruina, y el coeficiente de ajustamiento.

A continuacion se expondrd la relacidn existente entre dichas medidas y los oOrdenes
parciales definidos hasta este momento. Hablando en términos mds precisos, se trata de
aclarar si una medida es coherente con alguno de los Ordenes, entendiéndose dicha
coherencia en el sentido de que a los riesgos menos preferidos por el colectivo de
decisores les correspondan valores mas desfavorables de la medida elegida.

Se analizard en primer lugar el caso de la varianza , y después el de la

probabilidad de ruina y el coeficiente de ajustamiento.

Recordemos que la varianza es una medida del riesgo de uso corriente por su
aplicacion a través del criterio de la media-varianza. En relacién con el orden de

variabilidad se tiene que:

E{X)}(:“]fé\'}} > Var{X} = Var{Y}.

En efecto, partiendo de la definicién 1.6 se puede probar que E{X?}=<E{Y2}:
E{Y?} = E{(X+D)?} = E{X?+2DX+D?} = E{X2+2DX+D?|X} =
= E{X2}+2E[XE{D|X}}+E{D2} = E{X2}.
Para el caso en que sea E{X}<E{Y} puede darse el caso de que X=,Y y sin embargo sea

Var{X}zVar{Y}.
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Ejemplo 2.7: Consideremos los siguientes riesgos:
X=B(1,p) ; Y=1 con probabilidad 1.
Resulta entonces que
E{X}=pe(0,1) , E{Y}=1 = E{X}<E{Y}.
Var{X}=p(1-p) , Var{Y}=0 » Var{X} > Var{Y}.
Pero por otro lado se tiene que X=)Y, puesto que atendiendo a la definicién 1.6, y
definiendo la v.a. D de la siguiente forma:
Si X=0 entonces D=1 con probabilidad 1
{Si X=1 " D=0 *© " ",
se obtiene lo siguiente:
P(X+D=1} = P{X+D=1|X=0} P{X=0} + P(X+D=1|X=1} P{X=1} =
= (l-p)+p = 1,
y esto equivale a que
X+D = Y » X=,Y.
Asi pués podemos resumir lo anterior de la siguiente forma:
A igualdad de medias, si un riesgo es menos variable que otro entonces la varianza del
primero serd siempre menor o igual que la del segundo.
Por lo tanto también serd cierto que para riesgos que verifican la condicion de un criuce
de sus distribuciones (proposicion 2.5) y tales que su medias sean iguales, el de menor
varianza serd el preferido en el orden de variabilidad.
El anterior anilisis de los momentos de primer y segundo orden puede completarse
demostrando que:

X=,Y » vazl: E{X%}<E{Y}.
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Para el caso de la probabilidad de ruina se tiene el siguiente resultado para el

orden de variabilidad.

Proposicién 2.11:

Sean dos procesos de Poisson compuestos con igual pardmetro de Poisson y con cuantias
individuales X,Y respectivamente. Llamemos yyx, w, a sus respectivas probabilidades de
ruina, y supongamos que los dos procesos de ruina tienen la misma prima recargada c>0.

Entonces;

xﬁvY e |lb)((s()) = Wy(so), VS()ZO'

Asi pues, a igualdad de prima recargada y del parémetro de Poisson, la probabilidad
de ruina crece segin va aumentando la variabilidad de las cuantias individuales de los
siniestros.

Se puede probar que los 6rdenes mis fuertes que el de la variabilidad (dominancia
estocastica) también ordenan las probabilidades de ruina mientras que los mas débiles

(ordenes de clase infinito) no tienen esta propiedad.

Finalizamos con la relacién existente entre el orden exponencial y el coeficiente
de ajustamiento. Para ello recordemos que dicho coeficiente viene definido como la
solucion z=R de

1+ (0 +0)E{X}z=Miz) , z>0,
y también que dados dos riesgos X,Y

X2 Y & v2>0: My(2)=My(2).
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¢
Proposicién 2.12:
Sean dos procesos de Poisson compuestos con igual prima recargada ¢>0 y cuantias

individuales respectivas X e Y. Entonces:

XSCY = Rxaﬂy.

Figura 14: Mx(z)‘—‘MY(z)aijszY .

La anterior proposicion nos dice que cuando un riesgo precede a otro en el orden
exponencial, la cota de Lundberg del primero es menor que la del segundo.
Sin embargo, este resultado, tal y como se dijo anteriormente, no garantiza la
ordenacion de las probabilidades de ruina.
2.2.6-OPTIMALIDAD DEL REASEGURO STOP-LOSS DESDE EL PUNTO DE VISTA DE
LA CEDENTE.
Finalizaremos este capitulo exponiendo una aplicacion de la ordenacion de riesgos al
problema de la determinacién de! contrato 6ptimo de reaseguro desde el punto de vista de
la cedente (véase [Goovaerts,M., Kaas,R., y otros. 1990] pg68). Para ello empezaremos

dando una definicién precisa de contrato de reaseguro en la forma mds general posible.
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Considerando un riesgo XeR, se denomina contrato de reaseguro a toda funcién

LLR*——R*
x —l (x)=Riesgo cedido
con las siguientes propiedades:

1)Continua,

i))No decreciente.’

ii}l(x) no crece mas rapido que x.

Esto dltimo significa que no se puede ceder una cantidad de riesgo mayor que el
incremento del propio riesgo. Por tanto cualquier contrato de reaseguro serd un elemenio

del conjunio

3 = {I(x)/ 1(0)=0, Osl’(x)SI}.

Ejemplo 2.8: A lo largo del epigrafe 2.2 vimos algunos ejemplos de contratos tales

como:
Cuota-parte: [(x)=ax, siendo «€[0,1] fijo.

Stop-loss: I(x)=(x-M),, siendo M=z0 fijo.

Figura 15: Cesiones Cuota-panc (1)} y Stop-loss (Iy)



Fundacién MAPFRE Estudios
2-Reaseguro y Ordenacidn de Riesgos 635

Por otra parte también se supone que el asegurador directo decide previamente la
cantidad de dinero que va a gastar en el reaseguro. Suponiendo que la prima de reaseguro
se calcula de acuerdo con el principio de la esperanza, el conjunto factible de todos
los contratos queda reducido a:

3, = {I(x)esf E{I(x)}=p}.

A la parte retenida por la cedente la llamaremos Z=X-I(X), y a su funcién de
distribucion F,.

Desde el punto de vista de la ordenacion de riesgos, se puede suponer que la
cedente, al reasegurar un riesgo X, pretende de hecho optimizar alguna magnitud asociada
al riesgo retenido Z. Por ejemplo, tal y como ya hemos explicado, minimizar la varianza
de Z o la probabilidad de ruina resultante.

Por tanto, la eleccion del contrato de reaseguro se realizara sobre la base de algin
criterio de optimizacién © referido a la distribucion de Z, 6(F;). En definitiva, el
esquema general serd el siguiente:

OPT €(F;)
s.a: Iesp.

Para que el Optimo [, sea adecuado desde el punto de vista de la ordenacion de
riesgos, debe ser tal que proporcione un riesgo retenido Z que sea minimal respecto de
alguno de los oOrdenes parciales vistos anteriormente. Es por ello que los criterios de
optimizacién deben ser elegidos de forma que conserven el orden considerado. Las

consideraciones del epigrafe anterior hacen que dicho orden sea el de la variabilidad.

Definicion 1.8: Un criterio de optimizacién € conserva el orden =, sobre el conjunto 3

si
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Z,=X-1,(X)
Z,=X-L(X)’

ZISVZZ = g(FZl) = g(FZZ)

vl,,1,e3 llamando: se tiene que:

Ejemplo 2.9:

Por lo expuesto en el epigrafe anterior, la minimizacidn de la varianza y de la
probabilidad de ruina son criterios que preservan el orden de variabilidad.

La maximizacion del coeficiente de ajustamiento también preserva dicho orden, ya que
si X=,Y, por ser el orden exponencial mas débil se tiene que:

X=.Y » Ry=R, » (Cota de Lundberg de X) = (Cota de Lundberg de Y).

Llegados a este punto, podemos decir que el objetivo de cualquier cedente consiste
en determinar, dentro de un conjunto factible de contratos, el que da lugar al riesgo
retenido mas pequefio respecto del orden de variabilidad. Por tanto, v en el caso en que
dicho contrato exista, serd el preferido por todos los decisores que prefieran un nivel
de riqueza cuanto mds alto mejor v sean al mismo tiempo aversos al riesgo.

Recordemos que en las proposiciones 2.1 y 2.5 se daban condiciones de cruce para las
funciones de distribucién que garantizaban la preferencia en dominancia o en
variabilidad de un riesgo sobre otro. Pues bien, el siguiente resultado es del mismo
estilo, ya que establece que un corte entre dos contratos es condicién suficiente para

que una de las partes retenidas sea menos variable que la otra.

Proposicion 2.13:

Consideremos un riesgo X y dos contratos [,,1,€3 tales que E{I,(x)}zE{I,(x)}. Sean

Z,,Z, los riesgos retenidos. Entonces:
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[,(x)=1,{x), vxe[0,x, ]
Si 3x,20 tal que » 25,2,
I,(0)=zL,(x), ¥xe(xy, +o)

Ejemplo 2.10:

En la figura 15 se puede suponer que los dos contratos (un stop-loss 1, y un cuota-
parte I,) poseen la misma esperanza: E{[;(x)}=E{[,(x)}. I(x) e 1,(x) verifican la
condicion de corte 1.20 y por tanto I, produce un riesgo retenido menos variable que el
de I,.

Asi pues, tanto la varianza como la probabilidad de ruina de Z, serdn menores que las de

Z,. Ademis, el coeficiente de ajustamiento de Z, serd mayor que el de Z,.

La situacién expuesta en el anterior ejemplo se repetird stempre que comparemos a un
stop-loss con cualquier otro contrato (fijada la media), y demostrando esto se consigue

probar el siguiente resultado de optimalidad para dicho contrato.

Proposicidn 2.14: (Contrato 6ptimo en 3“)
Para cualquier criterio de optimalidad que preserve el orden de variabilidad, el
contrato Optimo de reaseguro perteneciente a 3, €s un stop-loss:

Iy(x)=(x-M) ., siendo M/ E{l,,(x)}=u.

El resultado es coherente con la experiencia ya que un contrato Sstop-loss
permitiria a la cedente desentenderse por completo de la peligrosidad de su cartera al

tener garantizada una cota maxima M para sus indemnizaciones.
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Ejempl

Si se busca el 6ptimo en 3 en vez de en 3, el resultado serd el contrato consistente en

2.11:

[£]
E
o

cederlo todo, I(x)=x, ya que esto es lo mejor cuando la prima de reaseguro no existe.
Asi pues, los resultados de optimalidad sélo tendrdn sentido cuando busquemos en
conjuntos del tipo 3, o en subconjuntos de estos. Esto Gltimo es lo que se muestra en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.12:

Vamos a considerar un subconjunto de 3,. Tomemos el eje x dividido en tramos
arbitrarios. Los contratos de reaseguro de Zs;chS‘u son aquellos en los cuales el
reasegurador se hace cargo de una proporcién creciente de cada tramo. Con mds precision:
v M,...,M 20 fijos tales que 0=M;<M, <... <M,, definimos:

3"J= 3/ 0=} o(x-M), ; } «sl, «20, i=0,...,np.
i=0

i=0
(Véase la figura 1, pagina 30)
Entonces se puede probar que para cualquier criterio que conserve el orden de
variabilidad, el contrato éptimo es:
Io(x) = o (x-M), + (l-a)(x-M, . )},
tomando k de forma que para el contrato stop-loss éptimo
I(x)=(x-M)

se tenga que M, <M <M,,,, vy siendo «, tal que E{I(X)}=u.

La figura 16 da una idea de la anterior situacion.
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Figura 16:

En la proposicion 2.14 se consideraba el riesgo X como el dafo total de la cartera y
se obtenia entonces un resultado para el reaseguro calculado sobre la anterior variable
dafio total. ;Qué sucede si se busca el optimo dentro del subconjunto formado por todos
los reaseguros individuales, es decir, aquellos calculados sobre la base X de flas
cuantias individuales? El siguiente resultado establece, tal y como cabia esperar, la

optimalidad del contrato excess-loss dentro del anterior subconjunto.

Proposicidn 2.15: (Reaseguro éptimo individual)

Sea S un riesgo compuesto cuya v.a. de las cuantias individuales es X. Supongamos que

los contratos de reaseguro son de la forma
n
T(n,xy,....x)) = El(x,-) , con le3y,
j=i

y siendo n la realizacion de la v.a. contadora N del nimero de siniestros. La prima
recargada antes de reaseguro es

= (1+6)E{N}p.
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Entonces, para cualgquier criterio de optimizacion que preserve el orden de variabilidad,

el contrato Optimo para la cedente es:

Ty= ) (x;M), , siendo M/ E{(X-M), }=p.

j=1

El anterior resultado es claro si tenemos en cuenta que:
-Para una cuantia individual X el optimo es un stop-loss.

-El orden de variabilidad es invariante por composicién (proposicién 2.8).

En resumen, concluimos que desde el punto de vista de la cedente y para una prima fija
de antemano, el mejor contrato de reaseguro es siempre de tipo no proporcional (stop-
loss o excess-loss}. Sin embargo, en la practica raramente se observan estos tipos

"puros” de reaseguro, ya que es necesario contar también con el punto de vista del

aceptante.

En los tres capitulos restantes cambiamos nuestro enfoque y pasamos a estudiar la
fijacion de las cuotas y plenos Optimos desde el punto de vista de la cedente, cuando se

conoce el tipo de reaseguro pero no se ha fijado ain la prima a pagar por él.
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CAPITULO 3: REASEGURO CUOTA-PARTE.

3.1-INTRODUCCION. HIPOTESIS BASICAS.

Comenzaremos analizando la toma de decisiones en reaseguro en la modalidad cuota-parte
y, como ya indicamos anteriormente, desde el punto de vista de la cedente y en el caso
de varias subcarteras.

Las hipdtesis de partida son las siguientes:

** La cartera total se encuentra dividida en k subcarteras y para cada una de ellas se
ha decidido previamente reasegurar en la modalidad cuota-parte. Queda, por tanto,

determinar la cuota de reaseguro a aplicar a cada subcartera.

** Supondremos que la siniestralidad total anual de cada subcartera sigue la

distribucién normal o bien una distribucién de Poisson Compuesta aproximada por una



Fundacion MAPFRE Estudios

3- Reaseguro Cupia-Pane. 72

normal (proposicion 1.2). Esta hipdtesis, junto a la de aversién al riesgo del decisor,
nos permite justificar un modelo de decision media-varianza en el marco de la Teoria de

la Utilidad y por ello de la toma de decisiones racionales (véase el epigrafe 2.1.4).

** El modelo bésico de decisién serd pues el clasico media-varianza, que se formaliza
matemdaticamente mediante un programa multiobjetivo. Se trata de maximizar las reservas
esperadas después de reaseguro (0 lo que es equivalente, el beneficio esperadc después
de reaseguro) minimizando la varianza de las mismas (o, en forma equivalente, del

beneficio o de la siniestralidad después de reaseguro).

** En cuanto al primer objetivo (en general maximizacion del beneficio), hemos de
indicar que siendo conscientes de que el beneficio esperado después de reaseguro depende
en gran medida de las cladsulas del correspondiente tratado relativas a primas de
reaseguro, comisiones, participacion en beneficios, depésito de reaseguro etc, en
nuestro modelo hemos tenido que realizar algunas simplificaciones que conducen, en todo

caso, a aceptar que el beneficio esperado después de reaseguro es directamente

proporcional a la cuota de reaseguro (Bir= K.ai).

Podemos razonar suponiendo que:

a) Tanto primas comerciales como siniestros se reparten en funcion de la cuota de
reaseguro. Esto es:

Si P’son las primas comerciales de la subcartera i, aP’ quedan en poder de la
11

cedente y (l—ai)P:’ en poder de la aceptante.

b) Los recargos para gastos comerciales que quedan en poder de la cedente (mis otros
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posibles ingresos como la comisidn de reaseguro) cubren exactamente los gastos de
gestion.

Si esto es asi, quedan en poder del asegurador directo para hacer frente a los
siniestros a,(1+6)P;; por tanto, ya que aE(X;))=aP; es la siniestralidad esperada
después de reaseguro, el beneficio esperado después de reaseguro queda

B, = a(l+e)P-aP; =aeP; = aB;

Asi las reservas esperadas después de reaseguro serén:

s, + a,B, + ... + aB,;

** En cuanto al segundo objetivo (en general minimizacion del riesgo) hemos de indicar
que hemos elegido inicialmente como medida del riesgo la varianza de las reservas
después de reaseguro, que al ser equivalente a la varianza de la siniestralidad total

después de reaseguro, se puede formular como

** Como ya indicamos en los preliminares, la resolucién de un programa multiobjetivo
lleva a la localizacién de los denominados Optimos de Pareto (aquellos puntos factibles
para los cuales no existe otro que mejora simultineamente los dos objetivos).

Se plantea el problema de elegir una de dichas soluciones. Con el citado fin daremos
entrada a la probabilidad de ruina como medida de solvencia caracteristica y plenamente
aceptada en la literatura actuarial. Fijada la probabilidad de ruina que el decisor estd
dispuesto a asumir, podrd determinarse la solucion final o al menos qué Optimos de

Pareto son incompatibles con esta restriccion adicional.
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** Finalmente hemos de indicar que resolveremos en primer lugar el problema asumiendo
la hipétesis de independencia de las siniestralidades de la subcarteras, y que después

eliminaremos esta hipdtesis dando una solucidn mds general al mismo.

3.2.-PLANTEAMIENTO Y RESOLUCION. CASO DE INDEPENDENCIA.

Teniendo en cuenta lo indicado en la introduccion, nuestro programa puede plantearse

en la forma;

Mix. B,a,+.....+Ba,

Min. e¢2al+.....+¢%?2
11 k k
s.a 0= a, <] M)
0= a_ =]
k
o de forma equivalente:
Min. -Bla[ S e v T Bkak
Min. oZal+.....+c2al
Il k k
s.a O= a, =1
0= a =l
k
Es facil justificar la convexidad de este programa . El conjunto factible es

elementalmente convexo (interseccion de semiespacios cerrados). Ademéas la funcion que
define el primer objetivo es lineal (concava y convexa a la vez) y la que define el

segundo objetivo es convexa.
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Para la resolucion de este programa emplearemos la técnica de escalarizacion, a la que
nos hemos referido en los preliminares de este trabajo. Asi, ponderando por «e[0,1] el
segundo objetivo y por (l-x) el primero, resolveremos el siguiente programa que nos
proporcionaré los optimos de Pareto del anterior:

k
Min Z(ow-':,‘-a? + oB;a, - Ba)

1
s.a 0= a =] (II)

0= a =1

k

La resolucion de éste es equivalente a la de los k siguientes programas de un solo

objetivo:

s.a. 0= a =1

Cada uno de estos k programas es convexo ya que el conjunto factible es elementaimente
convexo ( es un intervalo cerrado) y la funcién objetivo
f(a) = ao’al+ aBa, - Ba,
3 11 11 11
es convexa ya que su derivada segunda es

f /() = 2a0r > 0 vael0,1]

Por tanto, las condiciones de Kuhn-Tucker son necesarias y suficientes de minimo

global. Asi, los minimos globales del programa seran aquellos valores de a, que
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verifiquen:

siendo ademas O=a=<] vy Al,AzzO.
Parece claro que los valores obtenidos de a. dependan del valor de «. La resolucion
de! mismo, algo engorrosa, puede encontrarse en Heras (1989) y en resumen supone que:
a) si aef0, Bi/(Zcr?+Bi)], entonces la solucion de (III) es ai=1.
b) si cxe[Bi/(Zcr?+Bi), 1], entonces la solucidon de (III) es a,l=(1—cz)Bi/2acrf.

¢) si «=1, entonces ai=0 es la solucién de ([II).

Utilizando este resultado para resolver el programa (I), {lamemos

]

R=—— i=12....k
2c1‘i+B_l

Ordenemos a continuacion los R. de tal forma que:
O0s R=R =... =R =1

tendremos entonces que segun los valores de «:

a) Si 0= a= Rl, entonces el punto (1.1,...,1) es solucion del programa (II) y por
tanto un optimo de Pareto del programa (I).

b) Si R1< o = Rz, entonces el punto

((1-2)B 2a0%,1,1,....,1)

es solucién del programa (I1) y, por tanto, un éptimo de Pareto del programa (I).

Asimismo si R2< o = Rs, entonces ¢l punto
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((1-)B /2007, (1-2)B /200” 1,....,1)

es solucién del programa (II) y, por tanto, un éptimo de Pareto del programa (I).

Y en el caso de que Rk< « < 1 entonces el punto

((1-a)B1/2acr?,(l-a)B2/2ao*;,...,(l—oc)Bk/an*i)

es un solucién del programa (1I) y por tanto un 6ptimo de Pareto del programa (I).

¢) Finalmente si a=1 el punto (0,0,..,0) es solucién del programa (lI) y por tanto un
optimo de Pareto del programa (I).

Estas soluciones coinciden con las obtenidas por De Finetti, si bien aqui han sido

obtenidas de una forma mas directa.

Queda abierto el problema de seleccionar una de las soluciones encontradas. En este
punto recurriremos a la probabilidad de ruina. En el ejemplo que estudiaremos mas

adelante se indicara la forma de hacerlo.

3.3-GENERALIZACION AL CASO DE DEPENDENCIA DE LA SINIESTRALIDADES.

Abandonaremos ahora la hipétesis de independencia entre las siniestralidades de las

k subcarteras, pero seguiremos aceptando la normalidad de las mismas lo que nos permite
continuar situando nuestra toma de decisiones en el marco de la Teoria de la Utilidad.

Supondremos k subcarteras con siniestralidades X,,...,X, cuya distribucién conjunta

(X,.....X,) es normal multivariante N(u,v) donde Vv es la matriz de las covarianzas

(simétrica y definida positiva).
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Cada una de las siniestralidades marginales X; sera N(ui,o-?) y la siniestralidad total

X=X1+"'+Xx serd también normal N(u,o*z) siendo;

k K
— 2 _ 2
‘u'“):“i’ y —Z‘Ti +Z";j
1 1 %]
Asimismo, después de reaseguro, la siniestralidad total sera también normal N(ur,crf)

con

k K
w=VYau y o =7ac +] aac
i i %5
I I i%j

Nuestro programa de optimizaciéon queda ahora:

Maix a.B
Min alv.a

s.a. 0= a=1

en el que
K K
1 2 2
aB = Xa B u. Yy aV.a = Za.'r. +Ea,a.o-_.
1 U i)
1 1 ¥

Es facil justificar que este programa es convexo. EI conjunto factible lo es
elementalmente y ademas la funcion que define el primer objetivo es lineal (céncava y
convexa a la vez) y la que define el segundo objetivo es convexa (es una forma
cuadrética definida positiva).

Recurriendo a la técnica de escalarizacién, los optimos de Pareto de este programa se

pueden obtener al resolver el programa de un solo objetivo



R

Fundacion MAPFRE Estudios
3- Reascguro Cuota-Parte. 79

Min «(a‘.v.a) - (1-o)a.B

s.a. O=a=<1

en el que aef0,1].

Ya que el programa es convexo los minimos globales del mismo seran aquellos puntos que

cumplan las condiciones de Kuhn-Tucker, esto es, que veriquen el sistema:

2a.va- (l-a).B+2a -2 =0
x;(ai 1y =0 i=1,....k

a;_a; 0 i=1,....k

1

cumpliendo ademds 0= axl i=1,..ky Al,J\ZL-O.

Su solucién, tnica y global, es

Observacion.- Es importante hacer notar que este resultado generaliza el obtenido para

el caso de independencia. Notemos que en este Gltimo
(1

2 2
a o
i 1

3.4-UN EIEMPLO.

Consideremos una empresa aseguradora cuya cartera total se encuentra dividida en
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dos subcarteras cuya distribuciéon de siniestralidad total anual es de Poisson Compuesta,

esto es,

F = § P@ V; (0 i=12
n=0

siendo

n

A,
Pi(n) = o e’ (Ai>0)

con las siguientes caracteristicas:

subcart. 1 |subcart.2

Ai 60 40

; 4 2
c, 294 12,1
af 1764 484
6. 0,1 0,05
Pi 240 80
Bi 24 4

Tabla |

donde, y siempre para la cartera i, A representa el numero esperado de siniestros
1
(paramétro de Poisson) , c, Y ¢, fos momentos de orden 1 y 2 respecto al origen de la
r
cuantia de un siniestro, o (=A_.c2,) la varianza de la siniestralidad total, 0 el
[} 1 1

reargo de seguridad, P_(z,\i.cl,) la prima pura o esperanza matemdtica de la
1 1
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siniestralidad total y Bi (=9i.Pi) el beneficio esperado.

Supondremos ademds la independencia de las siniestralidades de ambas carteras y la

bondad de la aproximacién normal,

El programa es, en este caso,

Mix, Blai-i-Bzaz
Min. o¢2al+e2a?
151 2%

que para nuestros datos en concreto se convierte en

Miéx. 24a,+ 4a,
Min.1764al+4384a?

s.a O= all}
O< a,=1

Recordando lo indicado en (3.2) es facil obtener los Optimos de Pareto de este

(&)

1A

programa. Basta resolver para cada valor de «xe[0,l] el programa de un objetivo

2
Min [(ao-§a§ + oB.a, - Ba)

s.a 0= a, =]

0= a_ =l
2

Calculando
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tenemos R1= 0,00676 y R2== 0,00411, por lo que los 6ptimos de Pareto son:
** Si Osa<Rl,R2, entonces (1,1) es la solucidn de (&).
** Si R2<a'_=Rl, entonces (1,(1-a)B2/2om-§)=(1, 0,00413(1-a)/a) es la soluciéon de (&).

** §i R =R =« <1, entonces ((La)Blfsz,u-a)Bz/zm;)=

= {0,0068(1-0)/«,0,00413(1-a)/) es la solucién de (&).
** §1 a=1, entonces (0,0) es la solucidon de (&).

Representemos graficamente las soluciones del programa (&), que estarin determinadas

por:

** Si 0,00676 =a< 1 los valores de a ya vienen dados por
(@.a) = ((1-0)B 22uo?,(1-0)B /2007, esto es,

(1.2 (1-0)

- 10,0068
Y = o7e - e 0008

(1-0).4 (1)

= 10,0080
3 = 2agd - o 00806
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de donde de forma elemental

a, = 0,607438.&1
** §i 0,00411 <a=0,00676, entonces

a =1
1
l_
a0 00806
o

** Qi 0= <0,00411, entonces (1,1) es la solucién de (&).

** Sj x=1, entonces (0,0) es la solucién de (&).

Tenemos elementalmente la siguiente grafica:
0« £0Da Yy

Az l
y F-—— - - - T T "”1
- d“b‘qc
]
0's },‘00“"
/
I
|
[
i
(
|
|
|
i
|
|
|
|
i
| -
L - ot i e _ 4_ % _____

"FIGURA 1

OPFTIMOS DE PARETO

. N et T e et eaatan YT T Tt RN ..
P U P PRSI S U iy e S N U e L IS D PSP
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Representemos a continuacién la linea de eficiencia que no es mas que las imagenes de

los 6ptimos de Pareto encontrados anteriormente por la funcién

(B.0) = f(a,a) =(24a,+4a;, 176422 +484aD)

** Si 0,00676 =x< 1 teniendo en cuenta las siguentes relaciones:
B =24a,+4a,
ol =1764a2+484a2
a = 0,6(]7438.a1

se tiene de forma elemental

B = 0,59977]:{

** §i 0,00411 <«=<0,00676, de
Br=24211+4a2
af =1764a2 +484a’
a = 1

se tiene la siguiente relacion

o’ -1764

B =24 + 4|—
r 482

** 81 O=x<0,00411, entonces

(Br,of)= (28,2248)
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** Si a=1, entonces (0,0) es la solucién de (&).

B.0)= (0,0

También podria haberse expresado la linea eficiente directamente en funcion de «.

Asi,

** $i 0,00676 =a< 1
B =24a, +4a,
o’ =1764a’ +484a.
=8 4 0068

24

a

_ ()

2 «

.0,00806

** St 0,00411 <a=0,00676, de

B =24a, +4a,
crf =1764af+484a§
aI = ]
1-
=19 4 00806
o

sustituyendo a y a obtenemos las correspondientes relaciones en funcion de o.

En cualquier caso la representacion grifica de la linea de eficiencia es
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_ z . [ _*a_
4 t * Y 200 1500 t8co 2100 a

Figura 2
LINEA EFICIENTE
Hemos ahora de escoger uno de entre todos los dptimos de Pareto encontrados. Para ello
emplearemos. tal y como justificamos en la introduccién, el criterio de la probabilidad
de ruina.
Hemos de afiadir un nuevo dato: la cuantfa de las reservas de solvencia. Supongamos que

sg = 20.
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Consideraremos dos posibilidades: la probabilidad de ruina para tiempo finito (un afio)
y la probabilidad de ruina en tiempo infinito.
a) PROBABILIDAD DE RUINA EN TIEMPOQ FINITO (UN ANO).
Aceptando la distribucién normal y recordando que estamos bajo la hipotesis de
independencia, tenemos que la siniestralidad de la cartera total, antes de reaseguro,

serd normal
N(320,J 2258)

y después de reaseguro serd también normal

N(240a + 80a2,ﬁ764af +484a€)
Llamando ¢ a la probabilidad de ruina a un afo, la probabilidad de ruina antes de
reaseguro sera
P(X > 5, + (1+91)P1+(l+92)Pz)
donde P = E(X)) y P,= E(X)
y después de reaseguro
P(X > s, + a(l+6)P +a(l+e6)P )

restando la esperanza matematica y dividiendo por la desviacién tipica tenemos,

Pl—— =€
I 2ot atet |a2c~2+azo~2
alcrl+a1cr2 7174,

esto es

Z>

P =g
’azm‘2 + :12cr2
11 22
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con

X-a Pl-azP2
Z = — N(@]I)

Iazcr2+a2cr2
11 22
En las tablas de la normal de pardmetros O y 1, se puede encontrar el Ye

correspondiente a la probabilidad de ruina €

L

Finaimente en la expresion

s,+ a,e,P,+a,0,P,

=Y

€
2.2, .2
aec +aco
11 2

tenemos (para € fijo) implicitamente determinada la relacion que debe existir entre las

Lt ]

cuotas de reaseguro a ya de las dos subcarteras para las que la cartera total tiene
esa probabilidad de ruina.

Para los datos de nuestro ejemplo, tenemos

20+24a,+4a,

=Y

€

J 1764aj+484a§

asi para y =23203 e y002=2,0537, en la siguiente figura tenemos representadas las

¢.01

curvas de "iso-ruina” junto al conjunto de los 6ptimos de Pareto.
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o'

0%

] .
o2 £=zoed .

oL o'y 7] 0 1 a

El 6ptimo de Pareto seleccionado en cada caso, serd la solucion de los siguientes

sistemas:;

20+24a, +4a,
= 2,3263

J 1764af+484a§
a, = 0,607438.al
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20+24a,+4a,

=2,0537

J 1764af+484a§
a = 0,607438.a

esto es,
al=0,26 y a,= 0,15 para una probabilidad de ruina de 0.01 y
al=0,31 y a,= 0,18 para una probabilidad de ruina de 0.02.

b) PROBABILIDAD DE RUINA EN TIEMPO INFINITO.
Para considerar como criterio de estabilidad la probabilidad de ruina en tiempo
infinito tomaremos la desigualdad de Lundberg:
¥(sy) = e'RSO, $0=0

donde con una aproximacion de primer orden el valor de R (coeficiente de ajustamiento)

viene dado por (véase la proposicién 1.5)

(consideraremos ahora la igualdad para realizar los céiculos).
Es facil comprobar que con varias subcarteras y reaseguro cuota-parte, el valor de R
€s

k

YAaeac

i i1 1i
1

b}
R

; (*)
Y2,
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y si sustituimos los valores de los ptimos de Pareto
(l«ch)Bi
a=

1

2050‘?

que en el caso de la distribucion de Poisson Compuesta son
(l-a::t)ei?tic1i (l-m)Bicli

i 2aAC . 2a.C_ .
i 2i 21

que sustituidos en (*) dan

Por tanto, fijada la maxima probabilidad de ruina admisible €

Us) = 70 = ¢
se tiene elementalmente
-Log(e)
R = g
So

y de (**) se puede despejar el correspondiente valor de a que nos selecciona el optimo
de Pareto.

Asi hemos obtenido una relacién importante entre la maxima probabilidad de ruina
aceptable por el decisor y la ponderacién que da a cada uno de los objetivos.

Retomemos ahora nuestro ejemplo numérico. Para una probabilidad de ruina e = 0.02 y

unas reservas de solvencia de 20
R =M = (.1956
20
y de
4o
(1-a)
se tiene que « = 0.0466, que sustituido en

= 0,1956
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(l-uc)Bi
a=
' 2ac?
1
nos da elementaimente
a = 0,1391
a = (0,0845

2

esto es, una retencidn bastante inferior al caso de la probabilidad de ruina a un afio.

También es posible realizar un estudio similar al realizado en el caso de la

probabilidad de ruina a un afio. Asi fijados ¥ y s,, la expresion

2xeac +2aA@¢C
i

2212
- SO
" 2 2
v oze Alalczl+azazcn
€N nuestro caso
48a +8a
1 2
- _ﬁso
1764a° +844a
i 2
¥y = e

nos relaciona implicitamente los valores de a y a, que nos dan la citada probabilidad
de ruina.

Por tanto la solucion del sistema

48a +8a
1 2
- __%SO
1764a° +844a
1 2
vy = g
a, = 0,607438.a
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nos proporciona la solucién 6ptima buscada.

Por ejemplo, para ¥ = 0.02 y 5,=20 se tiene

a = 0.139
a, = 0.084
y para ¥ = 0.02 y s,=40 tendremos
a = 0.279
a, = 0.169.

Es claro que habriamos llegado al mismo resultado con el procedimiento anterior.
En la siguiente figura se representan las curvas “iso-ruina” y su interseccion con Ia

curva de los éptimos de Pareto del programa multiobjetivo inicial.
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Figura 4
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CAPITULO 4. REASEGURO EXCESS-LOSS.

Recordemos de capitulos anteriores que el Reaseguro Excess-Loss (o reaseguro X-L) se
caracteriza porque la reaseguradora se hace cargo del pago de la cuantia de cada
siniestro que exceda de una cantidad prefijada M. La cantidad M se conoce como la
prioridad o pleno de retencion. De esta forma, la siniestralidad individual retenida

por la cedente después de un reaseguro Excess-Loss con pleno M sera

X , sl x<M
Xy =
M, sixzM
(siendo x y x_, la siniestralidad individual antes y después de reaseguro,

M

respectivamente).

Si denotamos por V(x) a la funcién de distribuciéon de la siniestralidad individual

antes de reaseguro, después de un reaseguro Excess-Loss tendremos la nueva funcién de
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distribucién

1 , si xzM
Obsérvese que la funcién de distribucién después de reaseguro tiene un salto de

V(x) , si x<M
Vo = {

amplitud 1-V(M) en el punto M.

Los dos primeros momentos de X, -2 los que llamaremos pl(M) y pz(M), se calculan

factimente integrando por partes :

o0 M M

p(M) = E(x) = Jx dv,(x) = Jx dV(x) + M(I-V(M)) = J(I-V(x))dx
0 0 0
0 M M

p,M) = E(x}) = IxdeM(x) - Ixde(x)+M2(le(M)) = M2~2JxV(x)dx
0 0 0

De ahora en adelante supondremos que la siniestralidad total se distribuye segin una
distribucion Poisson Compuesta. Recordemos que la siniestralidad total se distribuye
como una Poisson Compuesta cuando el nimero de siniestros es Poisson y los siniestros
individuales estdn idénticamente distribuidos y son independientes entre si y también
del nimero de siniestros. En tal caso, la media y la varianza de la siniestralidad total
después de reaseguro 5, Seran (véase el epigrafe 1.1.1):
Es, ) =2apM) . Var(s ) =2 p M)

siendo A la esperanza del nimero de siniestros.

En adelante supondremos también que la prima de reaseguro se calcula mediante el
principio de la esperanza : la prima se define como el valor medio de la siniestralidad
cedida, recargado con un porcentaje de dicho valor medio (el recargo de reaseguro) que

nosotros supondremos igual al recargo de seguridad 9 de la cedente. De esta forma, las
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primas ingresadas por la cedente después de reaseguro serdn iguales a

P(M) = (1+9)EGs,).

En este apartado estudiaremos el problema de la fijacién de los plenos Optimos cuando
varias subcarteras independientes se reaseguran mediante reaseguros de tipo Excess-Loss.
Puesto que el reaseguro reduce el riesgo de la cartera a costa de una disminucién de los
ingresos por primas, la "optimalidad” del reaseguro se debe entender en el sentido
multiobjetivo, como un compromiso entre el beneficio y el riesgo. Como de costumbre,
como medida del beneficio utilizaremos la esperanza de las reservas después de
reaseguro. Asimismo usaremos la varianza de dichas reservas como medida del riesgo de la
cartera. La elecciéon de la varianza como medida del riesgo estd justificada cuando el
nimero de siniestros es elevado: en efecto, la Proposicion 1.2 del Capitulo Primero
establecia que la distribucién Poisson Compuesta converge a una distribucion normal
cuando el numero medio de siniestros tiende a infinito; en consecuencia, carteras con un
elevado nimero de siniestros tendrdn una siniestralidad total (y unas reservas) con
distribucién aproximadamente normal; finalmente, en el apartado 2.1.4 se comprobd que la
maximizacion de la utilidad de todo decisor racional enfrentado a alternativas inciertas
(en nuestro caso, las reservas después de reaseguro) normalmente distribuidas, se reduce
a la maximizacién de la media y la minimizacion de la varianza de dicha distribucién

normal.

Si la cartera total estd dividida en k subcarteras independientes y homogéneas, en cada
una de las cuales la siniestralidad es Poisson Compuesta, y reaseguramos cada una de

ellas mediante reaseguros de tipo Excess-Loss con plenos Ml yeees Mk , las reservas
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después de reaseguro seran
X k k

k
RM,,...M) = § + ] PM) - H’s =8+ ):(1+'ai)E(sNili) - ):s;i
1 1 1 1

siendo S0 las reservas iniciales de la empresa, ° el recargo de seguridad de la i-ésima
subcartera, P(M) las primas ingresadas en la i-ésima subcartera después de reaseguro y
1 1
sr:l la siniestralidad total de dicha subcartera después de reaseguro.
i
En consecuencia, la media y varianza de las reservas seridn
k k

E[R(M},...,Mk)] =S, + T oE(s)) =S, + T 9api(M)
1 ' 1
k k k

Var[R(Ml""’Mk)] = Var[ ): Snid,l ] = ):Var[shili] = ):Aipiz(Mi)
1 1

1

Como hemos comentado anteriormente, si el nimero medio total de siniestros es grande,

los plenos optimos deben ser soluciones de Pareto del siguiente programa multiobjetivo :

Max E[R(M, . ...M,) |
Min Var [R(M,.... M)

Para la resolucion de este programa multiobjetivo utilizaremos el método de
escalarizacion, basado en la resolucién del programa escalar obtenido ponderando los dos
objetivos anteriores por coeficientes (l-«) y a :

MIN « Var[R(M],--.,Mk) ] - (1) E[R(M,,---,Mk)]
Sabemos que las soluciones de este programa escalar para los distintos coeficientes

ae(0,1) son optimos de Pareto del programa multiobjetivo. Aunque es posible que algiin

optimo de Pareto del programa multiobjetivo no sea generado de esta forma, veremos que
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el conjunto de Optimos que encontramos es lo suficientemente amplio como para encontrar

en él soluciones satisfactorias de nuestro programa de reaseguro.

A su vez, el programa escalar anterior se puede expresar como

MIN e &Aip;(Mi)] - () [Xﬁihip:(Mi)]

es decir,
M

MIN T [« [AME2A] '

La funcién objetivo de este programa es una suma de k sumandos, cada uno de los cuales

M
1 i
xv,(x)dx] ] (1-a)[e_a_J' (I—V_(x))dx]
0 1 L1 0 1
involucra Unicamente a una sola variable M. Por esta razén, su solucién Optima se
compone de las k soluciones 6ptimas de los programas referentes a una sola variable. Nos

planteamos, pues, un programa genérico

MIN [a [AMZ-Z;\JMXV(X)dx] - (1-a) [anM (l-V(x))dx] ]
4] 4}

Derivando respecto a M la funcién objetivo obtenemos :
8/aM = A [I-V(M)] [ZaM-(l—a)-ﬁ]
Por tanto, la derivada se anula en los puntos M0 que verifican:

2aM -(l-a)p = 0,

es decir,
l-c
M = _— v
o 2
o bien
ViM)=1,

es decir, no hay reaseguro.
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Los puntos definidos por las condiciones anteriores son los candidatos a Optimos del
programa. Pero es ficil comprobar que el primero de ellos es realmente el minimo global
del programa: en efecto, si M > M, entonces 2aM > (1-a)9 yportanto 8/6M=(Q; ysiM <M0
entonces 2aM < (l-a)o y por tanto 3/6M = 0.

De esta forma, la solucién del programa resulta ser

l-«
M=—-—9
0 2«
donde o es una constante elegida previamente por el decisor en el intervalo (0,1). De
forma andloga, si definimos C = (1-«)/2a > 0 podemos expresar la solucion como M = C .
La constante C se puede interpretar en términos de la aversién al riesgo del decisor:
los decisores muy aversos al riesgo elegirdn una constante C préxima a cero, lo que

implica un pleno M, pequefio y por tanto una gran cobertura del reaseguro, tal y como

cabe esperar.

Hemos encontrado la solucion del problema del reaseguro con una sola subcartera. Puesto
que la soluciéon del problema relativo a k subcarteras independientes se reduce a agregar
las soluciones de los programas relativos a una sola subcartera, concluimos que los
plenos optimos del problema del reaseguro con k subcarteras independientes son

M1= C 9

Mk= C ﬁk
en donde C es una constante positiva elegida previamente por el decisor. Obviamente, si
aumentamos el valor de C, reducimos la cobertura del reaseguro en todas las subcarteras.

También es claro que las soluciones obtenidas proporcionan mayor cobertura a las

subcarteras con menor recargo de seguridad.
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El valor de la constante C es, en principio, totalmente arbitrario, pudiendo tomar
cualquier valor positivo. Sin embargo, a continuacién estableceremos una cierta

restriccién para los posibles valores de C, derivada de la maxima probabilidad de ruina

asumible por la empresa,

En el Capitulo 1 hemos comentado una cota superior de la probabilidad de ruina conocida
como Desigualdad de Lundberg (Proposicién 1.5) que afirma que en un Proceso de Poisson
Compuesto la probabilidad de ruina es siempre menor o igual que Exp(-R SO), en donde R
(Constante de Lundberg o Coeficiente de Ajustamiento) es la raiz positiva de la ecuacion

A+ cR=2xGR

en donde A es la media del nimero de siniestros, ¢ representa los ingresos por periodo y
G(R) es la Funcién Generadora de Momentos de la cuantia individual de los siniestros.
Por otro lado, en la Proposicién 1.1 se comentd que, si la siniestralidad en cada una de

las subcarteras es Poisson Compuesta, entonces la siniestralidad en la cartera global

también es Poisson Compuesta, definida por un parametro A = ZAi y por una funcién de
distribucion de la siniestralidad individual V(x) = z (A,/A)V,l(x) (en consecuencia, la

Funcién Generadora de Momentos de la siniestralidad individual sera G(R)=X(Ai/A)Gi(R) ).
Por tanto, en nuestro problema la siniestralidad total después de reaseguro tendrd una
distribucion Poisson Compuesta, y la desigualdad de Lundberg nos permitiri establecer
una cota superior de la probabilidad de ruina después de reaseguro. En este contexto la
Constante de Lundberg se define como la raiz positiva de la ecuacion

YA +cR=72G®

en donde ¢ representa los ingresos totales después de reasegurar, es decir,
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€= zPi(Mi) = Z(1+§E)Aipl(Mi) ’
y Gi representa la Funcién Generadora de Momentos de la cuantia individual de los

siniestros de la i-ésima subcartera después de reaseguro, es decir,

0 0

GR) = J-exp(Rx) 4V}, () = j(1+Rx+(R2/2)x2) v’ (x) =
i o i

0
=1+R pi(Mi) + (R2) p;(Mi)
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién, obtenemos

T+ [X(H,,i)aip:mi) ]R _— [1 +Rp' (M) + (R/2)p(M)

de donde se deduce que

2 ): Aiﬁip;(Mi)
R == —
): Aip;(Mi)
Ahora bien,
M.
piM) = [¥'av,e0 + MI1-V,(M)) =
4]
M.
<M [xav,00 + MA-vM)) = M, pjM)
0
Por tanto,
2) A0
R=
AM.
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Finalmente, puesto que Mi = C S, obtenemos que

R 2
- C

En consecuencia, si la empresa fija como mdxima probabilidad de ruina admisible un
valor ¢ , podemos encontrar los plenos de reaseguro que mantienen la probabilidad de
ruina por debajo de dicho nivel e utilizando la desigualdad de Lundberg para caicular
una cota superior de los posibles valores de la constante C :
Exp(-R S) = Exp(-2§ /C) = € » C = ZSolllog €|
Por tanto,
C = 28 /|log(e)|

constituye una cota superior del conjunto de valores admisibles de la constante C.

Terminamos nuestro estudio del reaseguro Excess-Loss con varias subcarteras

independientes recordando la conclusidn que hemos obtenido : el minimo pleno de

retencion que la compafiia debe elegir para la subcartera i-ésima de forma que la

probabilidad de ruina después de reaseguro no sea superior a un valor ¢, es
2 SO o,

P log |
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CAPITULO 5. REASEGURO STOP-LOSS.

Recordemos que el Reaseguro Stop-Loss se caracteriza porque la compaiiia cedente y la
aceptante fijan un pleno de retencion para la siniestralidad global en un periodo de
tiempo determinado, de forma que la reaseguradora deberd pagar al final del periodo el
exceso sobre el pleno que haya sufrido la siniestralidad total de la compafia cedente.

De esta forma, la siniestralidad retenida por la cedente después de un reaseguro stop-

X , st x<M
x -
M M, ,sixz=zM

(siendo x y Xy, Ia siniestralidad total antes y después de reaseguro, respectivamente).

loss con pleno M serd

De nuevo supondremos que la prima de reaseguro se calcula mediante el principio de la
esperanza, esto es, la prima se define como el valor medio de la siniestralidad cedida,
recargado con un porcentaje de dicho valor medio conocido como recargo de reaseguro y

que con animo simplificador nosotros supondremos que coincide con el recargo de
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seguridad # de la cedente. De esta forma, los ingresos por primas después de reaseguro

de la compaiifa cedente, a los que denominaremos P(M), resultan ser

POM) = (1+9) E(x,) = (1+5) [JMx dF(x) + M (I-F(M))]

0
(siendo F(x) la funcién de distribucién de la siniestralidad x).

Como de costumbre, el reaseguro reduce el riesgo de la cartera a costa de una
disminucion de los ingresos por primas (un aumento en la cobertura del reaseguro se
corresponde con un pleno M menor y con menores ingresos P(M)).

En este apartado estudiaremos el problema de la fijacion de los plenos 6ptimos cuando
varias subcarteras independientes se reaseguran mediante reaseguros de tipo Stop-Loss.
De nuevo entenderemos la "optimalidad” como un compromiso entre el beneficio (medido por
la esperanza de las reservas después de reaseguro) y el riesgo (medido por la varianza
de las reservas después de reaseguro). La eleccion de dichas medidas resulta razonable
aunque arbitraria, a diferencia de lo que sucede en otros tipos de reaseguro. En efecto,
la distribucion de las reservas después de un reaseguro Stop-Loss puede ser bastante
asimétrica, en cuyo caso la Teoria de la Utilidad no justifica necesariamente Ila
formulacion de un problema media-varianza. Sin embargo, la sencillez de cédlculo y la
simetria con otros tipos de reaseguro nos hacen seguir prefiriendo el planteamiento

media-varianza a otros posibles planteamientos alternativos.

Obviamente, las reservas de la empresa después de reaseguro serin
R(M) = S + P(M) - Xyg
siendo S las reservas iniciales, al comienzo del periodo.

En consecuencia, la media y la varianza de las reservas serdn
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M

ERM) ] =S, + 0 Ex) =S, + o [ [x dFeo) + M (1-F(M))]

0

var[RM) | = Var[xM] = E(x2)-E(x, ) =

_ [JszdF(x) +M2(1-F(M))] - [JMX dF(x) + M (1-F(x))]2
0

0
Si suponemos k subcarteras independientes, los plenos Optimos deberdn ser soluciones de

Pareto del siguiente programa multiobjetivo:
k

MIN ZVar[R(Mi)]
1

MAX T E[R(Mi)]

1

Para la resolucion del programa multiobjetivo utilizaremos, como de costumbre, el
método de escalarizacion: ponderando los dos objetivos mediante coeficientes « y I-a

obtenemos un programa escalar equivalente al multiobjetivo
MIN @« ) Var(R(Mp) - (1-) } E(R(M)

Como hemos comentado en apartados anteriores, las soluciones del programa para los
distintos coeficientes «e(0,1) son Optimos de Pareto del programa multiobjetivo
original. Aunque es posible que no coincida con la totalidad de Optimos de Pareto, el
conjunto de oOptimos obtenido de esta forma es lo suficientemente amplio como para que

podamos encontrar en él soluciones satisfactorias de nuestro problema de reaseguro.

Desarrollando las expresiones de la media y la varianza obtenemos que el programa

escalar también se puede expresar como
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ko [Mi M; |
MIN «J | [x2 dF)+M} (1-F(My)- [x dr+MaFM) |-
1 |G ¢

M-

k

-0 Lo, | [x P + MAFM)) |
1 0

A su vez, el programa anterior es equivalente a los k programas definidos de forma

aniloga pero referentes a una sola subcartera. Nos planteamos, pues, el programa
genérico

M M 2

MIN {a [J’OxzdF(x) + M(1-F(M)) - [ x dFe) + MO-FMy ] ]
0

M
(o) ® (J' x dF(x) + M(I-F(M))] }
0
Derivando respecto a M la funcién objetivo, obtenemos, después de simplificar,
a/M = (1-F(M) ) [Ea(M-E(xM))-(l-a)a]

Por tanto, la derivada se anula en los puntos M0 que verifican

_ l-a
Za(MO—E(xMO)) = (l-a)9 , es decir, MO-E(xMO) = [27] o
o bien
F(MO)=1

es decir, no hay reaseguro.

Los dos puntos definidos por las condiciones anteriores constituyen los candidatos a
optimos del programa. A continuacién demostraremos que el punto M0 definido por la

primera condicién es realmente el optimo giobal del programa. En efecto, obsérvese que
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d [M-E(XM)] =4 [MF(M)-TxdF(x)] = FEM) > 0 , vM
dM M o

En consecuencia, sera

M-E(xM) > MO-E(xMO) si M>M0 y M—E(xM) < MO-E(xMO) sl M<M0

es decir,

2a(M-E(xM)) > (l-)p si M>M0 y 2a(M-E(xM)) < (l-a)® si M<M0

Por tanto, la derivada de la funcién objetivo, cuya expresién hemos obtenido mas arriba,
serd positiva en los puntos M>M0 y negativa en los puntos M<M0 ,lo que indica que el

punto M0 es efectivamente un minimo global de nuestro programa.

Hemos visto que d/dM [M'E(XM) ] > 0, y es evidente que si M=0 entonces M-E(xM)=0.

Obsérvese también que si definimos C=(l-«}/2« entonces se tiene que ae(0,1) « C>0 . En

consecuencia, una forma de encontrar el punto M, que buscamos puede ser la siguiente:

El decisor elige una constante C positiva y, partiendo de M =0, evalia la expresion

M—E(xM) para M creciente hasta encontrar el punto M0 que verifica que MO-E(xM }y =Co.
0

Hemos encontrado la solucion del problema relativo a una sola subcartera. Puesto que la
solucién del programa media-varianza con k subcarteras independientes se reduce a
agregar las soluciones de los programas relativos a una sola subcartera, concluimos que
los plenos 6ptimos de nuestro problema de reaseguro con k subcarteras independientes se

encuentran de la siguiente manera:

El decisor elige una constante C positiva y, partiendo de Ml-—:...:Mk:O , evalua la
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expresion M-E(xM) para M creciente hasta encontrar los puntos Ml Mk que
verifican
Ml-E(le) =C o
M E(x . _ ~
k Mk) =C o

El coeficiente C se puede interpretar en términos de la aversidn al riesgo del decisor.
En efecto, si C es proximo a cero entonces a es proximo a la unidad y el decisor resulia
ser muy averso al riesgo, ya que « es el coeficiente que pondera a la varianza en la
funcién objetivo de nuestros programas. En tal caso los productos del coeficiente C por
los recargos 9. también serdn préximos a cero, obteniéndose en consecuencia que los
plenos optimos serdn relativamente pequefios. Esto se corresponde con una gran cobertura
del reaseguro, tal y como cabe esperar en decisores muy aversos al riesgo. Por el

contrario, si el coeficiente C es grande se obtiene el efecto contrario.

La eleccion del coeficiente C es, en principio, totalmente subjetiva, pudiendo tomar
cualquier cualquier valor positivo. Sin embargo, a continuacidn veremos que existen
ciertas restricciones para los posibles valores de C, derivadas del comporiamiento

racional del decisor y de la maxima probabilidad de ruina asumible por la empresa.

Comprobaremos en primer lugar que todos los decisores racionales estaran de acuerdo en

establecer la misma cota inferior para los posibles valores de la constante C.

Para ello comenzaremos demostrando que la funcion de distribucion de las reservas
después de reaseguro R(I\-f1)=SO+P(M)-xM coincide con la funciéon de distribucion de la

variable SO+P(M)-x a la derecha del punto SO+P(M)-M , y se anula a la izquierda de
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dicho punto. En efecto, si r < SO+P(M)-M se tiene
Prob [R(M) = r | = Prob [R(M) < S +P(M)-M ] -
= Prob [SO+P(M)-xM < SO+P(M)-M] = Prob ["M > M] 0
Sir= SO+P(M)-M se tiene
Prob [R(M)*r] = Prob [KM =M] = Prob [sz] =
= Prob [SO+P(M)—x = S, +P(M)-M ]
Finalmente, si r = SO+P(M)-M se tiene
Prob [R(M) = r | = Prob [S(,+P(M)—xM <t ] -
Prob [SO+P(M)-M = SO+P(M)-)(M =r ] =

= Prob [SO+P(M)-T = XM =M ]
= Prob [SO+P(M)-r < x < M] + Prob [XM _ M] _

— prob[So+P(M)-M < S +P(M)x =t ]+pr0b[so+P(M)-x = S +P(M)-M ] -
= Prob [SO+P(M)-X =r ]

En consecuencia, hemos obtenido que la funcion de distribucién de las reservas R(M)
coincide con la funcidn de distribucion de SO+ P(M)-x "truncada" en el punto SO+ P(M)-M.

Gréficamente,
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So + BH) =Xy
So + P(M) -x ot

/

S.+P(My-M

Ahora es facil evaluar el efecto que causa en la distribucién de las reservas un
aumento del pleno de retencién : si M pasa a ser M’ >M, entonces:
- SO+P(M)—x pasa a ser SO+P(M’)—x , con P(M’) > P(M) , y por tanto su funcién de
distribucién se desplaza hacia la derecha.
- La nueva funcién de distribucién se trunca en el punto SO+P(M’)-M’ , que puede estar
a la derecha o a la izquierda del primitive punto de truncamiento SO+P(M)—M .
Tenemos, por tanto, dos posibilidades, dependiendo de si P(M’)-M’" es mayor o menor que

P(M)-M | y que representamos graficamente a continuacion:

Rin RM)

)
~ . &
“a k() :/[ | o R(R)
x 2 1

Se+P(h)-m S e PN Se#P(N)'  SexP(n)-M
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Segin los resultados del capitulo 21 en el primer caso la distribucién de R(M’) domina
estocdsticamente a la distribucion de R(M) (por lo que resultard preferida por cualquier
decisor racional), mientras que en el segundo caso las dos distribuciones resultardn no
comparables (algunos decisores preferirin R(M’) y otros R(M)). Por otra parte, es claro
que estaremos en el primer caso cuando la derivada respecto a M de P(M)-M sea

positiva, y en el segundo caso cuando sea negativa.

La conclusién que obtenemos es, pues, que cuando
d/dM (P(M)-M) >0
conviene aumentar M (reasegurar menos). Por otra parte,
d/dM (P(M)-M) > 0 « P’(M) = (1+9)}(1-F(M)) > 1
Supongamos que se comienza el razonamiento en M=0 , que se corresponde con reasegurar
la totalidad de la siniestralidad. Puesto que
PP = 1+9 > 1|,
conviene aumentar M, es decir, no reasegurar todo, hasta que P’(M) = 1 (obsérvese que
P’(M) disminuye al aumentar M, ya que P’(M) = -(1+9)f(M) < 0 ). Ahora bien,
PPM)=1 & (1+9)(1-F(M))=1 « F(M)=v/(1+9).
Concluimos, pues, que ningin decisor racional estard de acuerdo con un éontmto de
reaseguro Stop-Loss cuyo pleno sea menor que la raiz de la ecuacion
FM) = o/ (1+9)
La condicién anterior proporciona una cota inferior del conjunto de plenos admisibles
en un reaseguro Stop-Loss. Dicha condicién también proporciona una cota inferior del

conjunto de valores admisibles de la constante C.

ISe puede  demostrar un  leorema  anilogo al  teorema 2.1, aplicado a2  reservas en  lugar de

siniestralidades, en el que se debe cambiar ei senlido de la desigualdad:
REGR’ & Fp() = FRf(r), V=0,
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En el caso de varias subcarteras, el decisor partiré de C=0 (correspondiente a
M1 =...=Mk=0) y aumentard el valor de C hasta que algiin Mi verifique por primera vez la

ecuacion
F(Mi) =13i/(1 +19i).
Puesto que la dominancia estocastica se conserva por sumas (véase el teorema 2.7), de

nuevo el valor de C asi obtenido constituird una cota inferior del conjunto de valores

admisibles de C.

Supongamos, por ejemplo, que la siniestralidad total estd distribuida segin una
exponencial de parametro 1 {(con media 1). La funciéon de densidad sera f(x)=e™ , ia
functén de distribucion serad

F(x)=1-",
y la esperanza de la siniestralidad retenida sera

E(x,)=1-¢™.
Si tomamos como recargo de seguridad el valor #=0.1 , la condicidn M-E(xM)=Cﬁ pasa a
ser M—1+e'M=(O.1)C . Por otro lado, la ecuacion F(M)=#/(1+¢) se convierte en 1-
eM=1/11 , de donde despejamos M =-log(10/11)=0.095 , valor que constituyé una cota
inferior del conjunto de plenos de retencién asumibles por los decisores. Dicho valor se

corresponde con C=0.044 .

Si suponemos una segunda subcartera cuya siniestralidad se distribuye segun una
exponencial de pardmetro 2 (media=0.5), la funcién de densidad serd f(x)=2¢™* , la
funcién de distribucion sera F(x)=1-e** y la esperanza de la siniestralidad retenida

sera E(Jl(M)=(1-e'2M Y2 . Tomando el mismo recargo que en la primera subcartera, la
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condicion M-E(x M)=Ct} se convierte en M-(I-e‘m)/2 = (0.1)C . Por otro lado, la ecuacion
F(M)=9/(1+9) se convierte en 1-e'2M=1/11, de donde despejamos M =0.047 , valor que
constituye la cota inferior para los plenos de retencién en esta segunda subcartera.

Dicho valor se corresponde con C=0.022 .

Finalmente, si consideramos conjuntamente las dos subcarteras, los plenos Optimos M y
M2 seran, respectivamente, soluciones de las ecuaciones M1—1+e'M| = (0.DC , Mz'(l'
e™)/2 = (0.1)C , donde la constante C puede tomar cualquier valor positivo mayor que
0.022.

Hemos obtenido de esta forma una cota inferior de los valores admisibles de la
constante C. A continuacion deduciremos una cota superior de dichos valores, suponiendo
que previamente se ha fijado la maxima probabilidad de ruina € asumible por la empresa.
Para encontrar dicha cota nos apoyaremos en la desigualdad de Lundberg en tiempo
discreto, que afirma que la probabilidad de ruina en tiempo discreto es siempre menor o
igual que Exp(-R S) , siendo aproximadamente R = 2(c-w)/o” (constante de Lundbperg)
donde c representa los ingresos totales por periodo y (1,00 la media y varianza de la
siniestralidad total por periodo, suponiendo que las siniestralidades en cada periodo
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (véase la

proposicién 1.6).

En nuestro caso, con n subcarteras y después de reaseguro, tendremos
k K

cu =T o B = L9 [JM x dF,) + M(1-F,M)) |
1 1

0
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k k

2 _ ) 201 i i
o = ;Var(xMi) = l[ [J’: x%dF (x) + MX(1-F.(M)) ”: x dF (x)

k

+ M, (I-F,(M)) ]2] sy [MiE(xM_)-E(xM_)Z] =
| 1 1
k k

= ):E(xMi)(Mi-E(xMi)) =C ):ai E(xMi)
1 1

Por tanto,

R = 2 ZﬁiE(xMi) 2

CZaﬁum) C
En consecuencia,
Exp(-R SO) < Exp(—ZSOIC) =€ e 2SO/C = |loge| « C = 250/|log £

Por tanto,

0

|log ¢|
constituve una cota superior del conjunto de valores admisibles de la constante C.

Por ejemplo, si en el ejemplo anteriormente comentado relativo a dos subcarteras con
siniestralidades exponencialmente distribuidas suponemos ademas que las reservas
iniciales son S0 = (.5 y que 'a maxima probabilidad de ruina admitida por la empresa es

e = 0.01, la mayor constante C admisible serd C=0.217.

Terminamos aqui nuestro estudio del reaseguro Stop-Loss con varias subcarteras
independientes, recordando una vez mas nuestras conclusiones relativas a la

determinacién de los plenos éptimos :
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El decisor elige una constante C positiva arbitraria y, partiendo de M1="'_Mx"0 ,
evaliua la expresion M-E(xM) para M creciente hasta encontrar los puntos MI Mk que

verifiqguen

MI-E(le) =Cs ... Mk—E(ka) =Cs

Los valores que puede tomar la constante C varian entre una cota inferior, deducida de
las relaciones de  dominancia estocdstica existentes entre ciertas distribuciones de

reservas, y una cota superior, deducida de la mdxima probabilidad de ruina admisible.

Asi. en nuestro ejemplo de las dos subcarteras, los plenos Optimos se obtenian como

soluciones de las ecuaciones

M1-1+Exp(-Ml) = (0.1)C , Mz-(l-Exp(-ZMz))/Z = (0.1)C

gue aproximadamente equivalen a:
M1=JO.2 C, M2=J0.1 C.

La constante C puede tomar cualquier valor elegido por el decisor entre 0.022 y 0.217.
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