8.1 Reserva matemdtica de una operacién de seguro de vida

Recordando lo expuesto en el capitulo 7, en el momento de efectuarse el contrato de
seguro si las primas han sido calculadas de acuerdo con el principio de equivalencia
actuarial, la esperanza matemética de la diferencia entre el valor actual de las
obligaciones futuras del asegurador y el valor actual de los futuros pagos por primas
es cero.

Con posterioridad al inicio de la cobertura la esperanza matemadtica de la
citada diferencia ya no serd, en general cero, y es denominada reserva matemati-
ca.

Las reservas matematicas constituyen uno de los elementos mds importantes
del pasivo de las empresas de seguros que operan en el ramo de vida, y en relacién
con ellas se encuentran regulados algunos derechos que, en ciertas modalidades,
posee el tomador del seguro: los valores garantizados.

Aunque en la notacién matemdtica no habrd ningin signo distintivo, es
importante senalar que, a la hora de calcular la reserva matemadtica, las bases
técnicas de valoracién no tienen que coincidir con las empleadas para el cdlculo de
la prima, y que a nuestro entender las bases técnicas con que ha de calcularse la
reserva matematica no tienen que ser las mismas si la finalidad es el cdlculo de la
reserva que ha de figurar en el balance o sobre la que ha de girar la cuantia de los
valores garantizados.

En este capitulo estudiaremos las reservas matemadticas discretas y conti-
nuas a prima pura, haciendo referencia a las reservas de las modalidades clésicas
del seguro de vida. Junto a los tradicionales métodos de cédlculo prospectivo y
retrospectivo estudiaremos la dindmica de las reservas mediante las expresiones re-
cursivas y la ecuacién diferencial de Thiele, que poseen importantes aplicaciones
pricticas. Finalmente trataremos la descomposicién de la prima en prima de riesgo
y prima de ahorro.
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8.2 Reserva matematica discreta

8.2.1 Definicion

Consideremos una operacién de seguro de vida para una cabeza de edad = cuyas
primas (discretas) se han calculado de acuerdo al principio de equivalencia.
Supongamos que h afios después la citada cabeza sigue con vida*. Definamos
nL como la diferencia, en ese momento, entre el valor actual de las obligaciones
futuras del asegurador y el valor actual de los futuros pagos por primas.
Representemos mediante K, la variable aleatoria niimero de anos comple-
tos de vida hasta la muerte de una cabeza de edad x + h (cabe recordar ahora que
la distribucién probabilidad de K1 no tiene que coincidir con la que se derivaria
de las bases técnicas con la que se calcularon las primas)
Légicamente p, L es una variable aleatoria que depende de K.
Definiremos la reserva matemética discreta h anos después del inicio de la
operacién, que se representa mediante ,V, como la esperanza matemética de L.
Esta es la definicién prospectiva de la reserva matemadtica.

Para fijar ideas consideremos un seguro de vida general. Tomemos una
cabeza de edad z, y sean C = {C1,Cy,....,Cp_z} y P = {Po, Py, ....; Py_z_1} los
conjuntos que representan respectivamente los capitales en caso de fallecimiento
(hipétesis de pago al final del ano del mismo) y las primas anuales a pagar al
comienzo de cada afio (no habria ningiin problema en la inclusién de capitales para
el caso de supervivencia).

Cl Cg .............................. Ch Ch+1 ........
x r+1 B+ Disusnensosonssnersoiiiy x+h z+h+1.....
Py P P oerraresnmsssensie dBi 00 P, Pryt.een
f t t t f {
@ r+1 B Dovsesiiues sensiit o T+ h z+h+1......

Supuesto que, para unas determinadas bases técnicas, la primas obedezcan
al principio de equivalencia, ha de verificarse

(ViP), = (VAC),

*Supondremos que la péliza se extingue al fallecer el asegurado. M4s adelante haremos refe-
rencia a alguna modalidad en la que esto no sucede. Véanse ejercicios 2 y 3.
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Calculemos la reserva matemaética h anos después de suscrita la péliza. Cier-
tamente la variable aleatoria ,L toma los valores'

Kzih

— Ko yntl E t —
hli = Ch+sz+h+1 e B v, Kpup=10;1:2; .
=0

siendo
k
P(L = Chiir v =3 P v') = wdarn k=0,1,2,...
t=0
Por tanto
w—z—h-1 k
WVe=ERL) = Z (Chyrs1 vt — Z Py Ut) k/9z+h =
k=0 t=0
w—z—h-1 w—z—h-1 k
= Z Chikrr V™ k/@oin — Z (Z Pyt V°) k/Guin =
k=0 k=0 t=0
w—z—h—-1 w—z—h-1
= Z Chrirt1 V" k) qoin — Z Phik kEzin
—0 k=0

esto es, la reserva matemaética calculada por el método prospectivo es
WV = (VAC)oyr — (VAP)oyn (8.1)
Ahora bien, multiplicando y dividiendo en (8.1) por ,FE, tenemos

_ B (VAC)oin— wBy (ViPloyn _ w/(VAC)s — w(VEP)s _

Vo
" hE:c hEz

(VAC), — (VAC), ) = (ViP), — (ViP), )
h.Ez

fSupondremos que la prima P, que ha de pagarse a la edad x+h no ha vencido todavfa en
el momento de realizar la valoracién. Por tanto su cuantia forma parte de los pagos futuros por
primas.
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y ya que (VaP), = (VAC),,

(VéP), 7 — (VAC)
hEa:

L (8.2)

WVe =

que es la reserva matemdtica calculada por el método retrospectivo.

En general, el método retrospectivo consiste en ”valorar en = + A” la dife-
rencia de las obligaciones entre x y x + h del tomador del seguro y del asegurador.

De la deduccién realizada de la expresién retrospectiva es posible afirmar
que la reserva matemdtica calculada por el método prospectivo y por el método
restrospectivo coinciden, siempre que se utilicen las mismas bases técnicas y ademds
sean las empleadas para el cdlculo de las primas.

Estudiaremos a continuacién con detenimiento la reserva matemétlca del
seguro vida entera, asi de para otras modalidades clédsicas de seguro.

8.2.2 Reserva matemdtica para el seguro vida entera

Consideremos en primer lugar un seguro vida entera para una cabeza de edad z.
Supongamos que la prima pura anual constante ha sido calculada, para unas bases
técnicas determinadas, de acuerdo al principio de equivalencia actuarial, esto es,

T

Ciertamente, los valores que toma la variable aleatoria 5, L son
wL = v5¥ — P G i Kzn=0,1,2,
siendo ademds
Pl =v*"" = P izmqi) = a/en™ R 9,1,2, ...
Por lo que, elementalmente, la reserva matemdética es
2o = ERL) = Agyn — Py Gy (8.3)

Puede tener interés el conocimiento de la varianza de L, para ello escri-

bamos el
— z+h
WL = pEz+ntl _ P, 11)— LY sz+h+1(1 B &

o B
d d d

por lo que

P

Worl ol = (1+%) Var(ukernt!) = (14 2

S T . (8.4)
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Es importante hacer notar que en las anteriores expresiones de la esperanza
y varianza de , L, no necesariamente las bases técnicas de su cdlculo han de coincidir

con aquellas que se emplearon en el cdlculo de la prima F;.

Estudiemos ahora otras expresiones para la reserva matemdtica. En éstas,
dadas las simplificaciones realizadas es necesario el mantenimiento de las bases

técnicas empleadas para el cdlculo de las primas.
1.- Recordando que Ay p =1 —d dgyn, y que P, = 442

T 1-Ag
) dA: 1=Asin _ Asin— A
WV = Am+h — Py Gpyn = AﬂH—h - 1-A, d = ]_+i A,

2.- Asimismo,

h‘/:z:Az+h_Pz am+h=1_(d+Pz‘) a':I:+h

1
Gz

3.- Recordando que P, = z- — d, se obtiene

Wao=1—(d+P,) dgpn=1— a2+,,
4.- Finalmente,
o 2% o Am+h 3%, o W
w Ve ~Az+h—Pz Ay th = (& . _P:z) Apth = (Pm+h_Pz) Qrih
T+
donde A
Pa:+h o z+h

dm+h

(8.7)

(8.8)

es la prima anual constante de un seguro vida entera para una cabeza de edad z+ h.

La expresién retrospectiva de la reserva matemaética es

hV — Pz &x:m — Aéﬁl
* hEz
Siendo
.
hlogs = hEm

el denominado coste acumulado del seguro, tenemos

WWVe =Py Sxm — nkz

(8.9)

(8.10)
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Asi la reserva matemaética retrospectiva h anos después de suscrita la péliza
se obtiene como la diferencia del valor en ese momento de las primas a pagar entre
las edades z y 4+ h y el coste del riesgo cubierto entre esas edades.

Expresemos la reserva matemadtica mediante simbolos de conmutacién. Sa-
bemos que

.. N
Qg 51 N x
por tanto, la expresién prospectiva de la reserva matemdtica es

M-’t+h Ma: Nm+h

D:z:+h Nz Da:+h

(8.11)

h‘/z = A:E+h - Pz éia:+h =

Hagamos notar que los simbolos de conmutacién referidos a la prima P, no
tienen por qué estar calculados con las mismas bases técnicas que los correspon-
dientes a Ay p y Ggyn.

Consideremos finalmente el caso de primas anuales constantes que se pagan
mientras viva el asegurado pero como méximo durante n anos. Ahora la reserva
matemaética se representa mediante

n
nVa

donde el pre-superindice n indica precisamente la temporalidad en el pago de pri-
mas.
Por (7.7) sabemos que
Ay
a'z:ﬁl
Para obtener la expresién de la reserva matemadtica h anos después de sus-
crita la péliza, hemos de distinguir dos casos:
a) h < n, esto es, se calcula la reserva matemética cuando aiin no ha finali-
zado la obligacién del pago de primas.
La reserva calculada por el método prospectivo es

an:

1y _ . L
hV:P - A$+h nFr Oyt hinhi

y por el retrospectivo

aly G, — A
hEz

b) h > n, esto es, ya ha concluido la obligacién del pago de primas.

‘1‘
n z:hl
th =
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La reserva calculada por el método prospectivo es

WVe = Aein
y por el retrospectivo
;:V't — an dz:m B A&:—l
hEz

Ejemplo 10 Como ya hemos indicado, segin sea la finalidad, el cdlculo de la
reserva matemdtica no tiene porque realizarse con las mismas bases técnicas con
las que se calculd la prima. Consideremos un sequro vida entera para una cabeza
de 30 arios de edad, con pago del capital asegurado (la unidad) al final del ano de
fallecimiento y primas vitalicias constantes.

St las bases técnicas de calculo de la prima son la tabla de mortalidad GKM80
y un tipo de interés técnico ¢ = 0.03, la prima anual constante es

Pig = @ — 0.01210068
aso
donde
w—30—-1
A=Y (1+0.03)"*+ ;g5

k=0
Y

w—30—-1

&30 = Z (1 + 003)_k kP30
k=0

La siguiente tabla muestra la cuantia de la reserva matemdtica a los 10, 20
y 30 anos de suscrita la péliza, para distintos tipos de interés:

10V30 ZOVESO 30‘/30
0.02 0.221490 0.378270 0.541232

0.025 0.169348 0.326219 0.495142
0.03 0.126887 0.281492 0.453796
0.035 0.092274 0.242977 0.416639
0.04 0.064034 0.209743 0.383186

En la siguiente figura se representan 19Vao (+), 20Va0 (0) ¥ 30Va0 (O)
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Reserva y tipo de interés

Ahora
nVao = Asopn — 0,01210068 aGzoqn
donde
w—30—h—1
Asoyn = Z (143) "% gaorn
k=0
Y
w—30—h—1
dsorn =" (1+0)" kpsorn
k=0

para i = 0,02, ....,0.04
8.2.3 Reserva matemdtica para otras modalidades

Seguro temporal

La prima anual constante calculada de acuerdo al principio de equivalencia, su-
puesto que la temporalidad del pago de primas coincide con la de la cobertura del

seguro, es

A1 —

P, — _amnl
:_'I . .
= Ag.nl

La reserva matematica por el método prospectivo h anos después de suscrita
la pdliza (h < n) es

i_=A e P By =
hY 2 z—:—h:n—hl znl athm—hl
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Asimismo,
"Vim =0
Seguro a capital diferido
La prima anual constante es
A
P, — _znl
z:mnl a'a::;|

La reserva matematica por el método prospectivo h anos después de suscrita
la péliza (h < n) es

Notemos que el capital diferido vence un instante después de calcularse la
reserva cuya cuantia ha de coincidir con la de aquél.

En este caso, la férmula retrospectiva de la reserva (para h < n) resulta
especialmente sencilla,

P il Qg.pi .
pY g == =F 1 8.5
z:nl nEix z:nl
Seguro mixto simple
La prima anual constante es
All—l +A 1 _
P—-= on znl _ Tzl
- - =S
Aynl Ayznl

La reserva matemética por el método prospectivo h anos después de suscrita
la péliza (h < n) es

h‘/:r:m = Az+h:n—h| - Pz:m Ayt hinnl

siendo
n‘/;:;l = 1

En el ejercicio 1 haremos un estudio més detenido de la reserva matemdtica
de esta modalidad de seguro obteniendo interesantes expresiones tanto para la
reserva matemadtica como para la varianza de L.
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Renta diferida

Tomemos ahora una renta diferida n anos y prepagable de cuantia anual la unidad,
para una cabeza de edad z, con pago de primas anuales constantes mientras viva
el asegurado pero como méximo durante n anos de cuantia P( ,/d;).

El principio de equivalencia actuarial conduce a

P(n/ds) Gy = n/ls -

de donde

n/0g

P( n/&x) e=d 5T

z:nl

La reserva matemdtica por el método prospectivo h anos después de suscrita
la péliza para h < n es

hV( n/dz:) = n-n/Qz4n — P( n/az) a’::+h:nTh|
y para h > n (ya ha finalizado la obligacién del pago de primas),
hV( n/az) = a':l:+h

8.2.4 FEcuacion recurrente de las reservas

Ademés de los métodos prospectivo y retrospectivo para el cdlculo de las reservas
matemdticas son importantes, desde el punto de vista operativo, las férmulas
recurrentes que relacionan la reserva matemadtica correspondiente a un periodo
de tiempo con la del inmediato anterior o posterior. Ciertamente, conocido el valor
inicial o final de la reserva es facil, mediante un simple tratamiento informético,
obtener la correspondiente a toda la duracién del contrato.

Deduciremos a continuacién una expresién recurrente de las reservas véli-
da, en general, para todo tipo de seguros. Para ello retomenos el seguro de vida
planteado en el apartado 8.2.1

Consideremos una cabeza de edad z y sean C = {C},C,,....,C,_z} y P =
{Py, P1,....., P,__1} los conjuntos que representan respectivamente los capitales en
caso de fallecimiento (hipétesis de pago al final del afio del mismo), y las primas
anuales a pagar al comienzo de cada ano. Supondremos ademés que las primas
obedecen al principio de equivalencia, esto es,

w—-z—1 w—z—1

Y PiE:= Z Cri1 V" 4/gz
k=0 k=0
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Asimismo la variable aleatoria ,L toma los valores

K.’t+h

_ K. +1 t _
hL - CK¢+h+h+l g — E Ph+t v K$+h = 01 17 2;
t=0

por lo que la reserva matemética h anos después de suscrita la péliza, que repre-
sentaremos mediante ,V,es

w—x—h-1 w—z—h—1
_ E+1 k
WVe = E Crint1 v k/Qz+h — § Pryn V" kPein
k=0 k=0
y también
w—z—h-1 w—x=h~1
k k-1
Ve = E Criht1 V" k—1/Qzths1 — E Peyn v k1Prinit
k=1 k=1
Escribiendo
w—x—h—1 w—x—h-1
_ k+1 k
WV = Ch1V Qeyn — Pu + E Crtht1 V77 k/Qotn — E Py V7 kPein
k=1 k=1

y teniendo en cuenta que

k/9z+h = Pz+h k—1/9z+h+1 Y kPz+h = Prth k—1Pz+h+1
tenemos
WVe = Chi1 UV @eyn — Po+ U Poin n1Va (8.12)

de donde, se obtienen las siguientes relaciones

wVe = V(Chi1 Gosn + Potn n+1Vz) — P (8.13)

(nVa+ Pr)(1+1) — Chy1 Gosn
Pz+h
que nos permiten obtener, conocida la cuantia de las reservas matemadticas de un

periodo, bien la del anterior o bien la del siguiente.
Asimismo se obtiene la expresién

(8.14)

h1Ve =

(WVe+ P)(1+14) = n1Ve Poin + Chi1 Goin (8.15)
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cuya interpretacién es clara: la reserva matemdtica constituida al comienzo de un
ano mds la prima cobrada en ese momento con los intereses que genera su inversién
han de ser suficientes bien para hacer frente al pago del capital asegurado al final de
dicho periodo en caso del fallecimiento del asegurado (suceso que posee probabilidad
@z+n) bien para constituir la reserva del perfodo siguiente en caso de supervivencia
del asegurado (suceso que posee probabilidad pg ).

Esta dltima expresién puede ser escrita también como

Ve + Po =0 p41Ve Potn + U Chi1 Goin

En ésta ,V, + P, puede interpretarse como la prima idnica pura para un
seguro mixto de un ano de duracién en el que Cp 1 y p41Vy son los capitales para
el caso de fallecimiento y supervivencia, respectivamente.

Asimismo en la expresién (8.12) es claro que Ch41 U gzy4 €s la prima natural
a la edad z + h, P;'. Por lo que podemos escribir también

w¥e = By — Pyt 1Bpja v Ve (8.16)

(8.17)

Ejemplo 11 Consideremos un sequro temporal para una cabeza de 30 anos y una
temporalidad de 10 anos con pago de primas anuales y constantes. Como bases

técnicas de valoracion se toma un tipo de interés técnico anual del 6% y la tabla
GKMS&0.

La equivalencia actuarial que nos permite calcular la prima es

P1 P a 01 — A 1
30:101  30:10! 30:10]

de donde A
7 I—
P, _ = 30100 _ (0139642405719

30:101 A30.70i
La expresion recursiva de las reservas es

( wVao + 0,00139642405719)(1 + 0.06) — gso.n

P30+h

h+l‘/30 =

teniendo en cuenta que
0V30=10
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se calcula con facilidad el valor de la reserva matemdtica para los sucesivos anos.

Ano Reserva matemdtica

0 0
1 0.0002184852289
2 0.0004364760364
3 0.0006444458055
4 0.0008248741169
5 0.0009576583168
6 0.0010199461622
7 0.0009859520348
8 0.0008267540146
9 0.0005100686786
10 0
La grifica de su evolucidn es
0.001
0.0008:
0.0006-
0.00044
0.0002
0 2 4 [} 8 10

Reservas matemdticas. Sequro temporal

Hagamos notar que en esta modalidad de sequros las reservas matemdti-
cas poseen una escasa cuantia. En nuestro ejemplo para un capital asequrado de
1.000.000 su mayor valor es de 1019.

Observacién 7 No ezxiste problema alguno en incluir en el sequro planteado en
este epigrafe capitales en caso de supervivencia. Suponiendo que éstos se encuen-
tran representados por los elementos del conjunto C' = {Cy,CY,....,ClL,_,_1}, la
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expresion recurrente para las reservas matemdticas es elementalmente

WV + (P — Ch))(1 +13) — Chi1 Qo
p:r:+h

h+1V_f, = (818)

FEs razonable pensar que Py, y C;, no serdn simulténeamente positivos.

Ejemplo 12 Para ilustrar esta iltima observacion tomemos como ejemplo una
renta unitaria, prepagable, diferida n anos, para una cabeza de edad z, con pago de
primas anuales y constantes mientras viva el asegurado pero como mdximo durante
n anos.
La equivalencia actuarial conduce a que la prima anual y constante es
P( n/az) == —
Aymi
En este caso no existen capitales en caso de fallecimiento y si para el caso
de supervivencia. La expresidn recursiva a emplear es

(WVe + (Pn— C}))(1 +1)

h1Ve =
i Pzin
en la que
P P( njd;) cuando h<n
S cuando h>n
Y

C = 0 cuando h<n
™11 cuando h>n

Tomando como tabla de mortalidad la GRM80, puede el lector comprobar
que para una cabeza de 30 anos, un diferimiento de 20 anos y un tipo de interés
técnico del 6% se obtiene una prima

P( 50yiizo) = 0, 34007967
y si €l tipo de interés es del 2%,
P( 30/iiz0) = 0, 856980768

Ya que las reservas iniciales son cero, empleando la expresion recursiva dada
es posible obtener el valor de la reserva matemdtica para los anos sucesivos. Asi,
parai = 0.06 e = 0.02, en la siguiente tabla tenemos algunos valores de la reserva
matemdtica:
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h

0

5

10
15
19
20
21
25
30
40
50
60
70

0

2.03938315
4.79314205
8.54150176
12.5353550
13.7102169
13.5397978
12.8037118
11.7474406
9.17647991
6.34758274
3.94728218
2.44591407

0

4.56491658
9.65148234
15.3716379
20.5223977
21.9064401
21.4305645
19.4998269
17.0275625
12.0318298
7.57823794
4.37052703
2.57887074

207

En la figura siguiente representamos grdficamente la evolucidn de la reserva
para los tipos de interés indicados. Parai = 0.02 (+++) y parai = 0,06 (0000).

Reserva matematica. Renta diferida.
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8.3 Reservas en periodos fraccionarios

En muchas ocasiones puede ser necesario el cdlculo de la reserva matemaética en un
momento no coincidente con uno de los aniversarios de la celebracién del contrato.

Sean h entero y r € (0,1) y hemos de calcular la reserva matematica h + r
periodos después de suscrita la pdliza, esto es, pir V.

h‘/z h+rvx h+l‘/z

Por analogfa con la expresién (8.15),

pieVe (LT = 4aVe 1onBoihar + Ohdt 1=rGothir

de donde
mirVe = n1Ve V177 1ePotnir + Ot V177 1-rGothir (8.19)

Notemos que como el momento h+ 7 no coincide con uno de los aniversarios
de la pdliza, no se produce ningiin ingreso por primas.

Si sélo disponemos de probabilidades de muerte y supervivencia para afios
enteros, habremos de recurrir a alguna de las hipétesis estudiadas en el capitulo 2
para estimar j_,qzpir-

Asi, por ejemplo, si aceptamos la hipétesis de distribucién uniforme de la
mortalidad, tendremos

_(A=7) goin _ DPzth t
1-rQz+htr = 1—7 gorn Y 1-rPzihtr = 1—7 goen

por lo que podemos obtener una sencilla expresién para la reserva matemadtica

1 i
r Pz+h £a Ch+l vl—r ( T) 9z+h _

1_
hirVe = Vo v
1—7 gzyn 1—7qzn

tCiertamente,

s(z+h+r)—s(z+h+1) (1-7)s(x+h)+rs(x+h+1)—s(z+h+1)
s(x+h+r) N (1-=r)s(z+h)+rs(z+h+1) N

1-rQz4htr =

_ (I-r)s(z+h)—(1-7) s(z+h+1) _ (1-—7)—(Q=7)pssn _ (1—7) @zyn
(1—=7r)s(z+h)+rs(z+h+1) (I=r)+7pesn  1—7 Gotn
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1—r

o v
1 =7 goyn

Asimismo, teniendo en cuenta (8.15), es claro que

(h+1Vz Potn + Chyr (1 —7) Goyn) (8.20)

Chi1 oth = (WVa+ Po)(1 4+ %) — n+1Vz Dosn

por lo que

,Ul—r

=T (=7 (WVatB) (1+0) +7 n1Va Pein) (8.21)
— T Qz+h

h+r ‘/:t

En la préctica suele emplearse la siguiente expresién
mrVe= (1=7) (WVo+ B)+7 paVe (8.22)

que puede considerarse una aproximacién de la anterior siempre que ¢ y qz4n estén
cercanos a cero. También puede escribirse como

meVe=((1—7r) Ve +ranuVe)+(1—r) B (8.23)

Esta dltima expresién es la habitualmente utilizada para el cdlculo de la
reserva de balance, para la que las normas legales exigen que incluya la reserva
para riesgos en curso, esto es, la parte de prima no consumida al cierre del balance
que en la citada expresién viene representada por (1 —r) P.

8.4 Reserva matemadtica continua

8.4.1 Definicion

Sea ahora una operacién de seguro de vida para una cabeza de edad x en la que el
pago del capital asegurado se realiza en el momento del fallecimiento y con prima
continua calculada de acuerdo al principio de equivalencia.

Supongamos que h anos después la citada cabeza sigue con vida. Definamos
la variable aleatoria ;L como la diferencia, en ese momento, entre el valor actual
de las obligaciones futuras del asegurador y el valor actual de los futuros pagos por
primas.

Representemos mediante T4, la variable aleatoria vida residual o tiempo
de vida hasta la muerte de una cabeza de edad x+h.

Definiremos la reserva matemadtica continua h anos después del inicio de la
operacién, que se representa mediante ,V, , como la esperanza matematica de 5 L.

Esta es la definicién prospectiva de la reserva matemdtica.
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Plantearemos ahora en el campo continuo una operacién general de seguro.

Supongamos que una cabeza de edad z contrata un seguro de vida mediante
el cual en el momento del fallecimiento sus beneficiarios recibirdn un capital cuya
cuantfa viene determinada por una funcién

C:[0bw—2z]— R

A cambio el contratante paga la correspondiente prima de forma continua
y hasta el momento del fallecimiento del asegurado a una tasa anual determinada
por la funcién

P:0w—2z]—R

Supuesto que P(t) obedece al principio de equivalencia, esto es,

B(L) = /0°°<C(t) o / B () €% ds) ga(t) dt =0

/Op(t) g dt = /0 gu(t) dt

El resultado h anos después de suscrita la pdliza es

tenemos

Tz+h
hL = C(h + T:z+h) 6_6Tz+h = / P (h o S) 6_63'"618 Tx+h >0
0
y la reserva matemadtica h anos después de suscrita la pdliza es, elementalmente,
00 0o t
wWVz=E(nL) = / C(h+t) e ® gz a(t) dt—/ (/ P (h+3s) €% ds) g yn(t) dt
0 o Jo

donde g;44(t) es la densidad de la vida residual de (z + h).
Operando?,

WVWg = / C(h+1t) e % goyn(t) dt — / P(h+t)e® ppndt =
0 0

$Tomando
t
/ Ph+s)e®ds=u y —(1—Geyn(t)=v
0
por tanto

Ph+t)e®dt=du y gzin(t) dt=dv

Integrando por partes tenemos

00 5
/ ( / B(h+3) e ds) gen(t) dt = f Plh+t) € pasn dt
0 0 0
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o0

= / C(h + t) 6_“ g:z:+h(t) dt — / ]3 (h = t) tE:t+h dt =
0 0

esto es

Wz = (VAC)sin — (V@P)zin (8.24)

que es la expresién prospectiva de la reserva matemadtica.
Realizando sencillas operaciones tenemos

wEe (VAC)zin — nEz (V@P)eyn  n/(VAC)z — 1/(VaP), _

WVa = nFo - nEqy
_ ((VAC). - (VAC),) - ((VaP). — (VaP),z)
hE:z:
esto es,
- VaP T VAC), —
th = ( a ) :hl ( )I: | (825)
hE:L'

que es la expresiéon retrospectiva de la reserva matemética. Hagamos notar de
nuevo que la igualdad de (8.24) y (8.25) requiere que las bases técnicas de célculo
sean las empleadas para el cdlculo de la prima.

8.4.2 Reserva matemdtica para el sequro vida entera

Consideremos en primer lugar un seguro vida entera para una cabeza de edad x.
Supongamos que la prima continua ha sido calculada de acuerdo al principio de
equivalencia actuarial, esto es,

Ciertamente
hL = /UTx+h— ]3 (Az) dma T:c+h Z 0

Por lo que la reserva matemética es

WV(As) = BGL) = / (0= P (Ae) ) Gasn(t) dt =

= [ geanlt) dt= B () [ geanlt) o
0 0
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:Az—f-h - }3 (/_12) a’z—}—h

Calculemos la varianza de ;L. Basta escribir

wL = vTleth — }3 (A:c) 1_+z+h = ,UTa:+h(1 + P ((;493)) _ P (6/11)
por lo que o
Var(nL) = (1 + 8 ((;4“)) Var(wT+) =
—a+ Py 24 G (8.26)

)

En las expresiones dadas de la esperanza y varianza de ; L, no necesariamente
las bases técnicas de su célculo han de coincidir con aquellas que se emplearon en
el cdlculo de la prima.

Estudiemos ahora otras expresiones para la reserva matematica andlogas a
las dadas para el caso discreto. En éstas, dadas las simplificaciones realizadas, si es
necesario el mantenimiento de las bases técnicas empleadas para el cdlculo de las
primas.

1.- Recordando que Azip=1—8 azin, y que P (Az) = 2L

1-A:
WV (As) =Astn — P (Az) Gpyn=
Ao _16_ é; 1— ?m+h _ Az1+j ;1@ Az (8.27)
2.- Asimismo,
WV(Az) =Acin — P (Az) Gopn=1— (6+ P (As)) Guin (8.28)
3.- Recordando que P (4;) = 3 — 6, se obtiene,
V(As) = 1= 6+ P (&) darn=1- 222 (8.29)
4.- Finalmente,
WV (Ae) =Aarn — B (Ae) Garn= (2222 B (L) Gy

Az th



RESERVAS MATEMATICAS A PRIMA PURA 213

= (P (Ag4n)— P (Am)) Qyin (8.30)
donde )
13 (Az+h) = {LHh
aa:+h

es la prima continua anual constante un seguro vida entera para una cabeza de

edad z + h.

Procediendo andlogamente al caso discreto podemos llegar a la expresién
retrospectiva de la reserva matemadtica

$ Pl = e S (8.31)

Siendo

el denominado coste acumulado del seguro, tenemos
wV(Az) =Pz 8,5 — n ke

Consideremos finalmente el caso de prima continua y constante que se paga
mientras viva el asegurado pero como méaximo durante n anos. Ahora la reserva
matemadtica se representa mediante

AV (Az)

donde el pre-superindice n indica precisamente la temporalidad en el pago de pri-
mas.

Por (7.15) sabemos que

E.I

a —

Para obtener la expresién de la reserva matematica h anos después de sus-
crita la pdliza, hemos de distinguir dos casos:

a) h < n, esto es, se calcula la reserva matemdtica cuando atin no ha finali-
zado la obligacién del pago de primas.

La reserva calculada por el método prospectivo es

;:V(Air) =1%+h —n p (A-T) az+hzm
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y por el restrospectivo

Say P () Gum— Ay
AV (4) = E

b) h > n, esto es, ya ha concluido la obligacién del pago de primas.
La reserva calculada por el método prospectivo es

EV(A:c) =Am+h
y por el retrospectivo
n p (A’b‘) dw:m -
hEm

8.4.3 Reserva matemadtica para otras modalidades

z:hl

WV (Ad) =

Seguro temporal

La prima constante y continua calculada de acuerdo al principio de equivalencia,
supuesto que la temporalidad del pago de primas coincide con la del seguro, es

_ i —
z:

P -

: Ayl

La reserva matemaética por el método prospectivo h anos después de suscrita
la pédliza (h < n) es

_ . N
hV( 2 |) m—i—h.:n—hl Pé | x+hn—hl
asimismo
V(45 =0

Seguro a capital diferido

La prima anual constante y continua es

la reserva matemadtica por el método prospectivo h anos después de suscrita
la péliza (h < n) es

hV(A 1)=A 1 _P(A 1) a‘z—!—hzm

z:nl z+h:n—hl z:nl
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nV(A 1)=1

z:nl
En este caso la férmula retrospectiva de la reserva (para h < n) resulta
especialmente sencilla,

o F(A L) &z:m .
wWV(A 1)=—2an____ _P(A ,)3 T
z:nl hEz z:nl =

Seguro mixto simple

La prima anual constante y continua es

La reserva matemadtica por el método prospectivo h anos después de suscrita
la pdliza (h < n) es

WV (Apii) =Aeinanmi —P(Aeii) o inmmi
siendo
,.Vz:;, =1
En el gjercicio 1 haremos un estudio més detenido de la reserva matematica

de esta modalidad de seguro obteniendo interesantes expresiones tanto para la
reserva mateméatica como para la varianza de L.

Renta diferida
El principio de equivalencia actuarial conduce a

ﬁ( n/ax) iiz—| = ,,/Ez

de donde la prima anual constante es

Y i n a’:l'
Py n/ax) = —/_

z:nl

La reserva matemdtica por el método prospectivo h anos después de suscrita
la pdliza para h < n es

hv( n/az) = p_h/Oz4h — P( n/aw) az+h:’n_—Tl
y para h > n (ya ha finalizado la obligacién del pago de primas),

hv( n/a:c) = a:c+h.
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8.4.4 FEcuacion diferencial dindmica de las reservas. FEcuacion de Thiele

Retomando la operacién general de seguro de 8.4.1, supongamos que una cabeza de
edad x contrata una operacién de seguro de vida mediante la cual en el momento del
fallecimiento sus beneficiarios recibirdn un capital cuya cuantia viene determinada
por una funcién C(t). A cambio el contratante paga la correspondiente prima de
forma continua y hasta el momento del fallecimiento del asegurado a una tasa anual

determinada por la funcién P(t).
Supondremos que P(t) obedece al principio de equivalencia, esto es,

E(L) = /000 C(t) e / P (s) €% ds) g,(t) dt =0

y también
/ P (t) :E, dt = / C(t) e g (t) dt
0 0

h anos después de suscrita la péliza la diferencia entre el valor actual de las
obligaciones futuras del asegurador y los pagos futuros por primas es

T:+h .
hL = C(h + Tm+h) 6_6T’+h = / P(h + S) 6"63 ds T:z:+h 2 0
0

La reserva matemética h anos después de suscrita la péliza es,por tanto

=HB(sL) = /000 C(h+t) e goin(t) dt—/ow(/otﬁ(h-i—s) e % ds) goyn(t) dt

— / (C(h+1) paynss — P(h+1)) € parn dt
0

Para derivar la ecuacién diferencial de las reservas, hagamos h +t =

Ciertamente
o= [ (C0) tere =PCY) €O 1 pai dr
h

Derivemos esta expresién respecto a h.

- B /hoo %L (C(r) poyr — P(r)) g r—hPa+h) dr — (C(h) i, — P(R))

Ahora bien

() paye = P) €™ ypryn) =
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= (C(T) Hgyr — F(T)) ((S 6_5(T_h) r—hPz+h =+ 6‘6("_’1) r—hPz+h )u’z+h) =

= (C(T) Heyr — P(T)) 6_6(r—h) r—hPz+h (6 v 3 :u’m+h)

y

/h (C(T) Hayr — ﬁ(’l‘)) e—&(r—h) r—hPz+h (6 T /J'a:+h) dr =

= ((S X 3 y’m+h) /h (C('I‘) Hzir — P(T)) e‘é(rih) r—hPz+h dr =
= (8 + tzyn) WVe
Por tanto,

d;"l/m = (6 + Kgin) wVz— (C(h) P in — P(h)) (8.32)

Esta es la Ecuacién Diferencial de Thiele.
Notemos que C(h) p,,, nos proporciona la densidad de la prima natural
continua a la edad = 4 h, P" (h).

8.5 Descomposicién de la prima. Prima de riesgo y prima de ahorro

Nos referiremos ahora a un resultado tedrico importante que se deriva elemental-
mente de las relaciones recursivas obtenidas en los apartados 8.2.4 y 8.4.4. Estas
nos permitirdn expresar la prima de cada periodo como suma de las denomina-
das prima de riesgo y prima de ahorro. Distinguiremos los casos discreto y
continuo.

8.5.1 Caso discreto

Partiendo de la expresién recurrente (8.13), es claro que

wVe = V(Chi1 Qosn + (1 — Goin) n1Ve) — P =

= U(h+1Vz + (Chi1 —h+1 Vz) @otn) — P



218 MATEMATICA DE LOS SEGUROS DE VIDA

y por tanto
Po=vp1Vo— nVa+v (Chy1 — n41V) Quin

pudiendo escribirse
P, =P+ P

donde
P;T=Uh+1Vm— nVa

es la-denominada prima de ahorro y,
Pr=v (Cpt1— n+1Vz) Qoin
la prima de riesgo. Siendo la diferencia
Chi1— n11Vz

el capital en riesgo.

(8.33)

(8.34)

(8.35)

Probemos a continuacién que la reserva matemédtica de un periodo se puede
obtener como la suma de las primas de ahorro capitalizadas hasta ese periodo, esto

es,
k-1
Vo= Pr(L+if"
h=0
En efecto

k-1 k-1

S P14 = (waaVe— aVe) A+ = 1V, (L)

h=0 h=0

F(Ve L+ 2— Ve 14+ D4+ + Ve =1 Ve 1 +9)Y) = Vs

Ciertamente

(WVa+ B) A+ = puVa

Volviendo al ejemplo 11 del seguro temporal, empleando las expre-
siones (8.34) y (8.35) es posible obtener facilmente la descomposicién

de la prima anual en las primas de riesgo y ahorro.
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Recordemos que
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Prima de ahorro
0.00020611814055
0.00019328461671
0.00017149170461
0.00013373732371
0.00007857712535
0.00000455504373
-0.00008980273319
-0.00020599541723
-0.00034555714799
-0.00051006867865

Prima de riesgo

0.00119030591664
0.00120313944047
0.00122493235257
0.00126268673347
0.00131784893183
0.00139186901345
0.00148622679038
0.00160241947442
0.00174198120518
0.00190649273584

P, __ =0.00139642405719
30:101

El siguiente grafico analiza la evolucién de estas primas

0.0015¢

0.001¢+

0.0005+

-0.0005+

‘ ¢ \\é

Prima de riesgo y prima de ahorro
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8.5.2 Caso continuo

Partiendo de la ecuacién diferencial de Thiele
d h Va:
dh

= (6 + iua:+h) h ‘}1 _(C(h) Hgin — F(h’))

puede escribirse

lo que permite expresar, como en el caso discreto, la tasa de prima h anos después
de suscrita la péliza como suma de sus componentes de ahorro

P =tz _5,7,) (8.36)
y de riesgo . -
P (h) = (C(h) = wVa) Hoyn (8.37)

Y también andlogamente al caso discreto, la capitalizacién de las primas de
ahorro proporciona la reserva matemdtica, esto es

k
iV = / P’(h) %M dp
0
Esta igualdad es facil de probar:

k k I/
/ P*(h) %M dh = / (M —6 4 V) M gh =
5 o = dh

k Tr k
= eﬁ k((/ d h,Vm 6—6 h dh)q[ _/ ) hvz 6_6 h dh) _
o dh 0

k

k
= Vet M= [ AVal-b ey an— [ 6,7 et dn) = T
0

0

YIntegrando por partes. Tomando

-5 h d hvz

ah dh = dv

se tiene

—felhrdh=du y ,V,=v
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8.6 Ejercicios

1.-Estidiese la variable , L para un seguro mixto simple bajo la hipétesis
de pago del capital asegurado al final del ano de fallecimiento.

Solucién:
Ciertamente
I_ pKz+ntl _ P, a——K=+h+1| Keyn=01,2n—h-1
u v — Pooy e Kegn=n—hn—h+1,..
siendo

7 vz+rtl K 5 =0,1,2,m—h—1
b Keyn=n—hn—h+1,..

es claro que

1-7
nh=2-Fo——
Ya que

E(Z) = A, pa i

podemos obtener la siguiente expresién para la reserva matematica

1—A ,—
h‘/:t:;l = E( hL) o A:x:+h:n—_hl_ Pz:m % =

Feain &

z:nl

= A:z:+h:nThl ( d ) T

Asimismo la varianza de L es, elementalmente

Var(aL) = Var(2) (1+ Z50? = CA, i~ (Auynimi)?) (1+ 25507

Cuando las primas obedecen al principio de equivalencia, procediendo como
en la obtencién de las relaciones (7.30) tenemos

2, i~ (i) Aeonirii — (Aegnis)’
_ z+hn—hl T+h:n—hl _ z+hn—hl z+hmn—nhl
Per 4t (d B, - A7

T:nl

Invitamos al lector a que desarrolle expresiones anédlogas para el caso de
pago del capital asegurado en el momento del fallecimiento

Observacién 8 Estas formulas simples para la varianza de L (y de L) sdlo se
dan para los sequros vida entera y mizto simple. En general, el Teorema de Hat-
tendorf (véase Gerber (1995) apartado 6.7) nos proporciona una expresion sencilla
para el cdlculo de la citadas varianzas:
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(o o]
wt2 ( 2
Var(L E v (ck+1 = k11V)” k41Pz otk
k=0

(o o)
2%+2 2
Var(,L) = E v (chikt1 — hik41V)” k41Po+h Qoihtk
k=0

2.- Consideremos una cabeza de edad z que contrata una operacién
de seguro mediante la cual si fallece entre las edades = y x + n, recibirdn
sus beneficiarios una unidad monetaria cuando hubiese alcanzado la edad
z + n. Las primas son anuales y constantes y se pagan mientras viva
el asegurado pero como m&aximo durante n anos. Calciilese la reserva
matemadtica h anos después de suscrita la poliza.

Solucién:

Nos encontramos ante una operacién de seguro que no se extingue con la
muerte del asegurado. El cdlculo de la reserva matemética se realiza como es
habitual calculando la diferencia entre el valor esperado de las obligaciones futuras
del asegurador y el de los futuros pagos por primas.

Calculemos en primer lugar la prima anual y constante. El principio de
equivalencia actuarial conduce a

Pz:m a’mm = Un ﬂqI
de donde

n
v n Qz
a

PII— =

z:nl|
Para el célculo de la reserva matemaética h anos después de suscrita la pdliza,
ya que ésta no se extingue con el fallecimiento del asegurado, hemos de dlstlngulr
dos casos:
a) Si el asegurado estd con vida a la edad z + h

— — ,n—h = = -
WVemi=v n—nqz — Ppmi Gprem—ai
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Notemos que ya no hay que pagar primas pero el asegurador tendrd que
pagar el capital unitario dentro de n — h anos.

(3.- En las mismas condiciones del ejercicio anterior consideremos
ahora un seguro a término fijo que consiste en que el asegurado de edad
z recibird un capital unitario cuando hubiese cumplido la edad z+n, esté
con vida o haya fallecido a dicha edad.

Solucién:

Ciertamente la aleatoriedad de esta operacién de seguro proviene de que las
primas se pagan mientras viva el asegurado. Asimismo la pdliza no se extingue al
fallecimiento del asegurado.

Prima anual y constante. De

. q
Pz:nl Qi =V

tenemos

UTL

a::;l: d

znl
Reserva matemadtica h anos después de suscrita la pdliza.
a) Si el asegurado estd con vida a la edad z + h

hV—|=Un7h—P

T: z:nl a‘z+t:rt|
b) Si el asegurado ha fallecido

— — an—h
th:nI =i

4.-Establezca la expresién prospectiva de la reserva matematica h
anos después de suscrita la péliza para una operacién de seguro vida
entera en la que el capital asegurado se paga en el momento del falle-
cimiento mientras que las primas son discretas, constantes y vitalicias.
Encuentre la relacién entre esta reserva ”semicontinua” y la reserva dis-
creta aceptando la hipétesis de distribucién uniforme de la mortalidad.

Solucién:

Ciertamente la diferencia de las esperanzas matemdticas de las obligaciones
del asegurador y asegurado en el momento dado es

2V (Az) =Azin — P(Az) Gzyn
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224
donde como sabemos B
- As
P(As) = —
Ay
La reserva discreta es
WV = Am+h — Py Gpyp
Sabemos asimismo que bajo la hipétesis de distribucién uniforme de morta-
lidad, ‘
- 1
y .
= i
P(A;) = 5 B,
Por tanto, elementalmente.
= 1
wV(Az) = 3 nVe

5.-Resuelva el ejercicio anterior para un seguro mixto simple.

Solucién:
Ciertamente la reserva semicontinua es

wV(Az) =Aginimm —P(Apd) 8ppnhi

y la reserva discreta
8V = Avpnmmmi — Fomi Gosnmhl

Sabemos que bajo la hipétesis de distribucién uniforme de la mortalidad

- 7
A= 5 AmtA 2
y .
P(Am:m) 2% P1—|+P 1
rn x nl

Por tanto elementalmente

~.

WV (Apm) = 5 WVamt AV 1
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6.- La reserva matematica de un seguro vida entera con pago de
primas fraccionarias h anos después de suscrita la péliza es

wV™ = Ao — BEV 0

Compédrese con la reserva en el caso de primas anuales
h‘/m = A:z:+h - PE a':1:+h,

aceptando la hipdétesis de distribucién uniforme de la mortalidad.
Solucién:

Sabemos que
P, i, = P™ &™ = 4,

por lo que

p-fz G i ™

Ay

y también que bajo la hipétesis de distribucién uniforme de la mortalidad, (véase
6.2.1)
a™ = a(m) i, — B(m)

donde » - m)
D i — j(m
am)=———— ¥y ﬁ m) = ————
)= Semyamy ¥ P = 5wy am)
Por tanto
WV = WV + Py Gy — BE a0, =
P (a(m ar — B(m)) .. .
=t OB ) o P () Bern — Bem)) =
= WVo+ P B(m) (1 — =) =V, + Pt™ B(m) 4V,
Ay
Al ser
P™ B(m) WVz >0
tenemos

h‘/;(m) > th

(7.- Consideremos un seguro para una cabeza de edad z con las
siguientes coberturas: si la citada cabeza alcanza con vida la edad z +
n recibird un capital unitario y si fallece recibirdn sus beneficiarios la
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reserva matemadtica al final del ano de fallecimiento. Las primas son

anuales y constantes.
Calciilese la prima anual y la reserva matemadtica ¢t anos después

de suscrita la poliza.

Solucién:
En este y en el siguiente ejercicio se muestra la utilidad de las férmulas

recurrentes para el estudio de algunos tipos de seguro.
En este caso la expresién (8.33), al ser P, = P y Chy1 = n41Va, queda

P=vy Vo— sVe

La prima pura coincide con la prima de ahorro.
Esta tltima ecuacién, escrita en la forma

aVe— (1 4+8) Vo= (1+14) P

es una ecuacién en diferencias finitas lineal de primer orden con coeficientes cons-

tantes
La solucién particular que obedece a la condicién inicial ¢V, = 0, es!

1—(1+a)"
—i

oY = P =P sy

Ahora bien ciertamente en este caso ,V; = 1, por tanto

l=P Shi
esto es,. la prima anual constante es

1
P=—
Sal

Notemos que esta es una simple operacién de constitucién de un capital

unitario mediante n imposiciones anuales constantes. En caso de fallecimiento

I'En general, la solucién particular de la ecuacién en diferencias finitas
Yes1 —a Yy =0>

para la condicién inicial yg = v es

1—a*

yt=7at+b1
—a
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logicamente se recupera el capital constituido hasta el final del ano en que ocurre
(reserva matemética).

8.-Resuelva el ejercicio anterior suponiendo que el capital en caso
de fallecimiento es la unidad mds la reserva matematica constituida.

Solucién:

Ahora P, =P y Chy1 =14 p41Vs, la expresién (8.33) queda

P=vpVo— nVo+v guyn

Notemos que ahora la prima de riesgo coincide con la prima natural.
Tenemos ahora una ecuacién en diferencias finitas lineal de primer orden
con coeficientes variables

mi1tVe— (1 +8) )Vo=(1+419) P—qesn

La solucién particular que obedece a la condicién inicial ¢V, = 0 es**

h-1

P § : k—h+1
hV,; = P Su1 — v Qz+k

k=0

Ahora bien, ciertamente en este caso ,V, = 1, por tanto

1=P S E 'Uk 'n+l
esto es, la prima anual constante es

n—1_k-nt1
1 -+ Zk:O v Qz+k

nl

P =

**En general la solucién particular de la ecuacién en diferencias finitas

Yeg1 — Q¢ Yg = by

para la condicién inicial yp = 7y es

t—1

ye= (v + Hak
k= oH_o aj

k=0
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9- Aceptando el modelo determinista, y siendo

Estudie la evolucién de las reservas de un seguro mixto simple de
10 anos de temporalidad con capital para el caso de muerte y supervi-
vencia C=1000 para un colectivo de 982676 cabezas de 30 anos de edad
con pago de primas anuales y constantes. El tipo de interés de valoracién

es 1i=0.03.
Solucién.

x
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

ly

982676
981436
980184
978911
977599
976232
974790
973253
971598
969803
967843

dxr

1240
1252
1273
1312
1367
1442
1537
1655
1795
1960
2151

Puede el lector comprobar que la prima anual constante es

P, 30:101 —

1000 A, __+1000 A
30:101

Q30101

Observemos la siguiente tabla

A
83873404.39
83767567.86
83660707.10
83552053.95
83440072.07
83323395.83
83200318.18
83069132.09
82927874.46
0 82774667.54

= © 00 ~1 O O b W N —

En esta tabla

B

83873404.39
168917174.4
256393396.7
346364252.6
438883252.3
534006145.7
631784648.3
732270319.8
835511303.9
941556310.5

C

D

86389606.52 1240000
173984689.6 1252000
264085198.6 1273000
356755180.2 1312000
452049749.9 1367000
550026330.1 1442000
650738187.7 1537000
754238429.4 1655000
860576643.0 1795000
969802999.8 1960000

A
30:101 — 85 35204

E

85149606.52
172732689.6
262812198.6
355443180.2
450682749.9
548584330.1
649201187.7
752583429 .4
858781643.0
967842999.8

F
86.76
176.22
268.47
363.58
461.65
562.77
667.04
774.58
885.52
1000
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e A = P;y75i l30+r—1 representa el global de primas ingresadas al principio del

ano h.

e B = A+ Ry, donde Rp_; representa la reserva para el conjunto de los

asegurados al principio del ano h.

e C =B (1+0.03).

e D = 1000 d3g;,_1€sto es los pagos por fallecimientos ocurridos en el ano

correspondiente, realizados al final del ano h.

e EZC—DZRh_

e FF = B — V. que ha de coincidir con la reserva por cada uno de los

letn
supervivientes.

10.- Siendo

o = b

y 6 constante. Calcule:

a) La prima anual continua constante para un seguro vida entera
de capital asegurado la unidad con pago en el instante del fallecimiento

para un asegurado de edad x.

b) Plantee y resuelva la ecuacién diferencial de Thiele.

Solucién:
a) Por el ejercicio 6 del capitulo 4 sabemos que

]12:/ eltet pdt = -
0

o+ p
por tanto
- )
1- 4, 1-35

Notemos que la prima no depende de la edad del asegurado.

b) La ecuacién diferencial de Thiele es en este caso

d hvz
dh

=(6+p) Ve~ (p—n)
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esto es o
d h.Vz o I7

Su solucién general es elementalmente

hvz = e(6+p,) h

La condicién inicial es

Ovzzo

esto es, las reservas iniciales son cero (la prima se calcula de acuerdo al
principio de equivalencia actuarial).
Por tanto,
0=0C e(6+#) 0

de donde C = 0.
La solucién particular que nos proporciona la evolucién de las reservas ma-
temadticas es

hvz =0

Este resultado era de esperar ya que la prima anual constante (P,= p)
coincide con la prima natural.

8.7 Apéndice.- Aplicaciones de las expresiones recurrentes

Es importante senalar que las expresiones recursivas estudiadas en el apartado
8.2.4 asi como las correspondientes ecuaciones diferenciales del caso continuo que se
trataron en el apartado 8.4.4 poseen una aplicabilidad mayor que el simple célculo
de las reservas matematicas de una operacién de seguro. Es conocido que una
ecuacién diferencial o en diferencias finitas permite, a partir de la caracterizacién
de la variacién de los estados de un fenémeno en un pequerno intervalo de tiempo,
el conocimiento de su evolucién en toda su duracién. Las soluciones de las citadas
ecuaciones diferenciales y en diferencias nos permiten conocer la evolucién de la
operacién de seguro a que se refieren, siendo esta, en algunas ocasiones, la forma
més sencilla de estudiar algunas operaciones de seguros tanto para el cdlculo de las
primas como de las reservas matemadticas (véanse por ejemplo los ejercicios 6 y 7
de este capitulo o, para una ampliacién de estas ideas la consulta del capitulo 5 de
Nieto y Vegas (1995)).

Asimismo, las expresiones recurrentes son ttiles en otras aplicaciones como
las que brevemente comentamos a continuacién:

1.- El reaseguro de vida.
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Sabido es que mediante el reaseguro el asegurador directo traspasa una parte
de los riesgos asumidos a otra empresa, la reaseguradora, a cambio de una prima
de reaseguro.

La caracteristicas de los contratos de reaseguro, al depender de la voluntad
de las partes implicadas, son muy variadas, pero es habitual que el reaseguro en
vida se realice en funcién del capital en riesgo.

Supongamos que en un ano el asegurador directo traslada todo el riesgo
a una reaseguradora. Sabemos que la prima que recibe el asegurador directo se
descompone en prima de riesgo y prima de ahorro, esto es,

Po=Pt+ Pl

donde
P;: =7 h+1V = hV (838)

Pp=v (Chy1— r41Ve) Qoyn
Siendo el capital en riesgo,
Ch1 — n1Ve

se entregard a la reaseguradora. la cantidad

Py =v (Ch+1 = h+1Vz) Qz+h

A cambio, en caso de fallecimiento del asegurado la reaseguradora pagara al
asegurador directo, al final del afio, la indemnizacién

Ch+l - h+lV:t

Por otra parte la empresa se queda con la prima que ahorro, que junto a la
reserva matemadtica ,V, y los intereses permite obtener

(nVe+ B)(A+19) = niaVe

Si el asegurado sigue con vida al final del ano considerado, la empresa tiene
constituida la reserva necesaria p41V;.

Si el asegurado fallece, esta reserva mds lo que se recibe de la reaseguradora
permite pagar el capital asegurado

w1V + (Chy1 — n41V) = Cria

Evidentemente, lo normal es trasladar sélo una parte del riesgo asumido;
en este caso, la prima de riesgo y la parte del capital en riesgo que, en su caso,
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tendrd que abonar la reaseguradora se repartirdn de acuerdo a las estipulaciones
del contrato.

2.- Seguros flexibles.
Las expresiones recursivas como

(AVe+ Po)(1+1%) = n1Ve Dot + Chil Gein

nos proporcionan las relaciones entre primas, capitales asegurados y reservas mate-
maéticas que mantienen la equivalencia de la operacién en un periodo determinado.
Por ello, este tipo de expresiones puede ser de gran utilidad en aquellos seguros en
los que se permite al asegurado cierta flexibilidad mOdificar algunas de sus caracte-
risticas, como las primas a ingresar, el ahorro generado y los capitales asegurados
(por ejemplo los ” Universal Life” de gran implantacién en el mercado anglosajén) y
en los que las componentes de ahorro y riesgo del seguro poseen cierta autonomia.

Ciertamente, al comienzo de un periodo [h, h + 1] se encuentra constituida
una reserva pV,.(que puede considerarse como el ahorro del asegurado); si nos
fijamos en la relacién recurrente anterior, si el asegurado decide la prima que entrega
Py, y el capital a recibir en caso de fallecimiento C} 1, dicha expresién recurrente
nos proporcionara la reserva 41V, disponible para el periodo siguiente.

3.- Beneficio por rentabilidad.

Consideremos un seguro vida entera para una cabeza de edad z, con un capi-
tal asegurado constante y de cuantia C' que se paga al final del ano del fallecimiento
y primas vitalicias, anuales y constantes cuya cuantia, para unas determinadas ba-
ses técnicas (tabla de mortalidad y tipo de interés técnico i), es

A
T
a$
Supuesto que el asegurado se encuentra con vida h anos después de suscrita
la pdliza, la cuantia de la reserva matemadtica serd .V

Supongamos que durante el afio [z+h, z+h+1] la rentabilidad real obtenida
es
T > 1
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Si la rentabilidad hubiese coincidido con el tipo de interés técnico ¢, sabemos
que

(aVa+ Pe)(1+4) = na1Vz Poin +C Qoin

pero al ser i,, podemos escribir (notemos que (1 +,) = (1 +14) + (i, — 1)),
(aVe+ Po)(1+i,) = (aVot+ Po) (14+8)+ (Ve + B) (- — 1) =

= nwt1Ve Potn + C Qoin + (V a11Ve Poin +0 C goyn) (i —4) =
= (1 +v (’L—,. - 2)) h+l‘/m Pzxz+h + (1 +v (’In,- — Z)) C Qz+h

por lo que el citado incremento de rentabilidad puede traducirse en un in-
cremento de v (i, — ©) veces tanto del capital asegurado del citado ano como de la
reserva matematica a constituir al final del mismo

Un incremento en la misma proporcién de las primas sucesivas permitird que
el capital asegurado de los sucesivos afos sea (14 v (i, —1)) C. En efecto, sabemos
que para la operacién original se verifica

ni1Ve + Pr Geini1 = C Azynp
por tanto
(1 +v (ir - 2)) h+1‘/m v (1 +v (ir - Z)) F; dgihi1 = (1 +v (ir - Z)) C Ax+h+1

Notemos que dgzypy1 Y Azynyr estén calculados con el tipo i.





