10.1 Introduccién

Comenzamos ahora el estudio de los seguros sobre varias cabezas. En esta leccién
se tratan las probabilidades de muerte y supervivencia relativas a grupos de varias
cabezas. Considerando €l grupo de varias cabezas como una unidad, es posible
hacer un planteamiento de su estudio paralelo al realizado para el caso de una
cabeza en cuanto a la notacién empleada y los resultados obtenidos.

Ahora bien, es importante definir cuando se considera extinguido el grupo.
Siguiendo las definiciones habituales en la literatura actuarial, distinguiremos entre
grupos que se extinguen al primer fallecimiento, grupos que se extinguen al 1ltimo
fallecimiento y grupos que se extinguen a un fallecimiento determinado.

El objetivo es expresar las probabilidades relativas a los distintos tipos de
grupos en funcién de probabilidades de supervivencia de grupos que se extinguen
al primer fallecimiento ya que éstas, aceptando la hipétesis de independencia de las
vidas residuales de las cabezas del grupo, se pueden calcular sin dificultad como
producto de las correspondientes probabilidades de cada una de las cabezas, para
lo que pueden emplearse las tablas de mortalidad habituales.

Finalizaremos este capitulo tratando los grupos compuestos de grupos de
cabezas individuales y con el estudio de los érdenes de fallecimiento, esto es, el
estudio de las probabilidades de que dentro de un grupo los fallecimientos acaezcan
en un orden determinado.

10.2 Grupos que se extinguen al primer fallecimiento

10.2.1 Introduccion

Trataremos en primer lugar los grupos que se extinguen al primer fallecimiento.
Para este tipo de grupos siguiendo el estudio de las probabilidades de muerte y
supervivencia para una cabeza, definimos las variables aleatorias vida residual y
nimero completo de anos de vida hasta la muerte, cuya distribucién de probabilidad
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se puede obtener a partir de las de las cabezas individuales. Las probabilidades
de muerte y supervivencia para el grupo se obtienen con facilidad, asi como el
tanto instantdneo de mortalidad (que en este caso resulta ser la suma de los tantos
instantdneos de cada una de las cabezas) y las esperanzas de vida. Aunque en la
actualidad no poseen tanto interés debido a las grandes posibilidades de cédlculo
de los modernos computadores, nos referiremos a los métodos de cédlculo abreviado
para los casos en que la mortalidad de cada cabeza siga la ley de Gompertz o

Makeham.

Dado un grupo de n cabezas de edades zy, x3, ..., T,. Se considera extinguido
este grupo al primer fallecimiento, esto es, en el momento de fallecer uno cualquiera
de sus miembros. El grupo esta ”vivo” mientras estdn vivos todos sus miembros,
refieriéndonos a él mediante

uUu=xr1ry ... Tn
10.2.2  Probabilidades de muerte y supervivencia

Consideremos el citado grupo de n cabezas que se extingue al primer fallecimiento.

Definamos en primer lugar la variable aleatoria vida residual o tiempo
de vida hasta la muerte de u = z,z, ... z,, que representaremos mediante 7T,,.
Supondremos conocidas las distribuciones de probabilidad de la vida residual de
cada componente del grupo y aceptaremos su independencia. Es claro que

T =il , w15, )
La funcién de distribucién de T,
Gall) = Pl 21)=1=Pllu>t) =1=P(Ty > .. Tp, >8* =

=1— ( (Pay-eee- Dz, )

Tenemos, por tanto, que la probabilidad de que este grupo se extinga antes
de t anos es

tqu = tqryzy ... T = Gu(t) =1- ( tPzy - tPzn) (10.1)

Siendo la probabilidad de que el grupo sobreviva t anos mas
tPu = tPzizo ... 0 — 1— tdzrizy ... zn = tPxy-e-- tPz, (102)

La funcién de densidad de T, para un grupo de dos cabezas u = 1z es,

d d

gult) = 5 (Gult) = 2

*Haciendo uso de la hip6tesis de independencia.

(1 — tPxs tpm) =
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= — tPx; (—thQ lu’.’l:2+t) — tPzo (_tpxl :uzl—l-t) =
= tPz; tPx, (,u'xl+t +/1’E2+t) (103)

Recordemos que
d
E(tpz) = TtPz Mgyt

Es facil probar, por induccién, que cuando u = z1zy ... T,, la funcién de
densidad de la vida residual del grupo es

9u(t) = ( Py ... tPzn) (Hay e+ oo+ Hhoyie) (10.4)

Consideremos ahora la variable aleatoria K,,, nimero completo de anos de
vida hasta la muerte del grupo. Ciertamente

P(Ku = k) = P(k < Tu < k + 1) = k+14z129 ... 2 — k9zy29 ... TH —

= kPzizo ... 2n = k+1Pziz0 ... £ = kPzizo ... 20 — kPziz2 ... 20 P21tk 224k .. Totk —

= kPzizy ... zn Qz1+k 2904k ... Totk

Asi
k/9zizo ... tn = kDPzizo ... T QEi+k To+K ... To+E (105)

Hagamos notar que para los grupos que se extinguen al primer fallecimiento
se verifican las siguientes relaciones andlogas a las referidas a una cabeza:

1.-
s+tPryxy ... zn = 8Pxizg ... zn tPz1+8 Z2+S ... Tn+s (106)
En efecto
st+tPzizy ... 2n = s+tPzy s+tPry- - s+tPz, =
sPz; tPzi+s sPxy tProtse- -+ Pz, tPrp+s =
= 8Pz tPxi+s sPxzy tPxots «---- sPzr, tPr,+s =
= sPrizo ... zp tPri+s zo0+s ... Tp+s
2.

s+t9z129 ... zn = sPxizo ... zn tdzi+8 To4s ... Tats (107)

cuya prueba dejamos al lector.
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10.2.3 Tanto instantaneo de mortalidad

El tanto instantdneo de mortalidad para un grupo de n cabezas que se extingue al
primer fallecimiento resulta ser la suma de los tantos instantdneos de cada una de
las cabezas. Fn efecto,

i o = 9u(t) _ ( tPzy oo tPz,) (p'z1+t +...+ #z,ﬂt-t) _
B s Mg w1 -G Y
= Paypt T T Bgy gt (10.8)

10.2.4 FEsperanza de vida

En cuanto a las expresiones de las esperanzas de vida completa y abreviada, basta
trasladar los célculos realizados para el caso de una cabeza (véase apartado 1.5).
Para u = x4 ... T, la esperanza matemédtica de T, se denomina esperanza

. o . o .
de vida completa de u y se representa por €, o bien €;,4, .. 1, , siendo

+o0 +o0
en= E(T,) =/ t gu(t) dt =/ Dy dt (10.9)
0 0

esto es,

400
ezlzZ s T / tpzlmg s Ty dt (].O]_O)
0
Asimismo
+o0 +o00 2
Var(T,) = B(12) = (B =2 [t opudt - ( / tpudt)
0 0

En el caso discreto la esperanza de vida abreviada, esperanza mate-
madtica de K, es

ew=E(K,) =) kP(K.=k)=) ruipu
k=0 k=0
esto es,
€r1zy ... T = Z k+1Pziz9 ... 20 (10.11)
k=0
Asimismo

Var(K,) = E(K2) — E(K,)? = Z(2k +1) k+1Pu — (Z k+1pu>

k=0 k=0
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10.2.5 Calculos abreviados. Leyes de Gompertz y Makeham

Aunque actualmente no presenta problema alguno obtener las probabilidades de
muerte y supervivencia sobre varias cabezas, tradicionalmente se utilizaron algu-
nos procedimientos que permitian una necesaria simplificacién para su cdlculo. A
continuacién nos referiremos a dos de ellos, relativos a probabilidades para grupos
que se extinguen al primer fallecimiento.

1.- Aceptemos la hipétesis de que cada una de las cabezas del grupo sigue
la misma ley de mortalidad de Gompertz, esto es, que €l tanto instantdneo viene
dado por

=8¢ 2>20B>0c>1

Considerando el grupo u = x1x9 ... T,, sabemos que el tanto instantdneo de
mortalidad es

Pust = bgypt + oo F g e = B A+ .+ B ™t =B (™ +.... + ™)

Supongamos que existe una tnica cabeza de edad « cuyo tanto instantdneo
de mortalidad es precisamente la suma de los tantos de cada una de las cabezas del
grupo. Supuesto que la mortalidad de dicha cabeza sigue también la misma ley de
Gompertz,

Poyr = B ¢ = B c'(c®)

resolviendo la ecuacién
=" F...+ ™

podremos encontrar el valor de a (edad gompertziana).
A la hora de realizar los cédlculos actuariales se sustituye el grupo u por la
cabeza ().

2.- Si cada una de las cabezas del grupo sigue la ley de Makeham,
p,=A+Bc® zz>0,B>0,c>1,A>-B
Ahora sera
Puie = Boyqt + o+ Hg e =1 A+ B (™ +.... + ™)

Si consideramos un grupo de n cabezas de la misma edad w = aa ... 'y
que siguen la misma ley de Makeham, tenemos

Pttt = Bast + -+ lare = A+ B+ ...+ A+ B ™" = nA + B cf(nc?)
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Ahora hemos de hallar la edad « para la cual ambos grupos poseen el mismo
tanto instantdneo; ésta es la solucién de la ecuacién.

ne® = ™ + ... +

En este caso la simplificacién en los célculos se produce al sustituir el grupo
u por otro w cuyas n cabezas poseen la misma edad.

10.2.6 FEstimacion de las probabilidades de muerte y supervivencia mediante las
tablas de mortalidad
La obtencién de las probabilidades de muerte y supervivencia para grupos que se
extinguen al primer fallecimiento es sencilla. Asi,
lzl+t la:2+t lmn+t

tPzyixy ... 2 = tPzy tPrg----- Py = —5 5w
lzl ll‘? lz“Z

donde los correspondientes [, se obtienen de la tabla de mortalidad aplicable a la
correspondiente cabeza.

Para dar expresiones andlogas a las de las probabilidades sobre una cabeza
se suele definir

lw;mz we Tn - ll'l l12 ..... lm

dzlzg ws: g lmlzg e T lml+1 zo+1 ... Tp+1

De esta forma

o lz1+t T2+t ... TR+t
tpxlxg v B

l.’l:].’tz sas B

o lzlmg s B la:1+t To+t ... T+t
tq:zlzg sy

lzlzz s B

o dx1+t T2+t ... Tntt lm1+t To+t ... T+t l.'z:l+t+1 zo+t+1 ... Tp+t+1
t/9z1z2 ... zn = 1 - l
TIED oo Th T1T2 ... Tn

10.3 Grupos que se extinguen al iltimo fallecimiento

10.3.1 Introduccion

Tratemos ahora las probabilidades referidas a grupos que se extinguen al tltimo
fallecimiento. El esquema de su estudio es similar al del caso anterior. Si para dos
cabezas su estudio es relativamente sencillo, para el caso general la determinacién
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de las probabilidades de muerte y supervivencia es mds compleja recurriéndose a
las conocidas férmulas de inclusién-exclusién del célculo de probabilidades (nos
permiten expresar las probabilidades buscadas en funcién de las correspondientes
a grupos que se extinguen al primer fallecimiento y de las cabezas individuales).

Consideremos un grupo de n cabezas de edades z x5 ... x, cuyas vidas
residuales son variables aleatorias independientes.

Se considera extinguido este grupo al tultimo fallecimiento, esto es, en el
momento de fallecer el tltimo de sus miembros. El grupo esta ”vivo”, por tanto,
mientras estd vivo alguno de sus miembros. Escribiremos en este caso,

U = T1xre ... Ty

10.3.2  Probabilidades de muerte y supervivencia

En este caso la vida residual del grupo verifica
Ty = 8 (T, s, L)
y la funcién de distribucién de T,
Gty =Pllu <€) =PIy = 5015, £1) = s it
por tanto, la probabilidad de que este grupo se extinga antes de t anos es
tu = tqmmr—an = tday - tden (10.12)
siendo la probabilidad de que el grupo sobreviva t anos més

thu = tPrmas —on — 1 — 9z - tQzn (10.13)

Las probabilidades de muerte y supervivencia para este tipo de grupos es
posible expresarlas en funcién de las probabilidades referidas a grupos que se ex-
tinguen al primer fallecimiento

Basta recordar la conocida férmula del cdlculo de probabilidades relativos a
la unién de sucesos (véase por ejemplo DeGroot (1988) pégs. 35 y ss):

Siendo Ay, ..., A, n sucesos cualesquiera de un espacio muestral, se verifica:

P(AU..UA,) = f: P(A) =Y P(Ai, Aj) + ) P(A, Ay Ax) + ...

i<j i<j<k

4 (1) 1P(Ay, ..., An)
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En nuestro caso A; representa el suceso de que la i-ésima cabeza alcance con vida
la edad x; + t. Por tanto,
P(Ala"aAm) = tp:l:ll‘g e Ty = tpz1 tpzm

Es habitual escribir

Sm = Z tpzil smes Dy (1014)

esto es, la suma de las probabilidades de vivir ¢ anos més de los (;) grupos de m
cabezas que se extinguen al primer fallecimiento que se pueden formar con las n
cabezas del grupo inicial. Por tanto,

Prmr—z= =51 — So+ Sz + .. + (=1)"'S, (10.15)

Ejemplo 13 Calculemos la probabilidad de que el grupo u = T1T2x374 sobreviva t
anos mds.
De acuerdo con (10.15),

tPrzazszs = 01— S2 + 53 — Sy

donde
S1 = P2y + tPzy + tPzs + tPus
S2 = tPriea + tPorzs + tPoizs + tPoszs T tProzs T tPasas
83 = Priwoas T tPrrzaws + tPaszaszs T tPrrzace
Y

S4 = tPrizor3zy

El célculo de la funcién de densidad T, no es excesivamente complejo y
conduce a una expresién en funcién de densidades de grupos que se extinguen al
primer fallecimiento. En efecto,

d d
gu(t) = Et'(Gu(t)) = d_t(l — tPrmr ) (10.16)
Basta sustituir (pzz;—=; por la expresién dada anteriormente y derivar, recor-
dando que

d
E(tpzm e #a) = = tPrrgn . @ (:u’11+t + .+ :um,.+t) = —Gz1zy ... za(t)
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Ejemplo 14 La densidad de la vida residual del grupo el grupo u = T1T,T3 €8

d
gu(t) = a(l — PrEeEs) =

d
= d_t( tPzx, + tPz, = tPr3 — tPryzy — tPrizs — tPzoxs =+ tpa:la:g:ca) =

= tPxy Mg 4t + Dy Hgott + tPzs Hggtt™
— tPzyx (lf'm1+t o5 ll'z2+t) — tPzya3 (/'La:1+t + #zg+t)_

— tPzaas (l‘xz y5 T Nx3+t) + tPziz0a3 (Hzl 4t F Bgyye + ,“m3+t)

Ciertamente es sencillo dar una expresién general para la funcién de densidad
de T, andloga a la dada para la probabilidad de supervivencia. En el epigrafe
siguiente lo haremos en un contexto més general.

Refirdmonos finalmente a la variable aleatoria K,, mimero completo de
anos de vida hasta la muerte del grupo. Ciertamente

k/QETs o Em P(Ku = k) = P(k <Tag L k+ 1) = k+19%737 zn — k9T o Ea

= kPzzs —Fn — k+1PziEs o wn (10.17)

y sustituyendo obtendremos la expresién buscada.

Ejemplo 15 Calculemos ;@zrzzs-
k/QziT733 = kPxi3ez3 — k+1Pziaa33 —

= ( kPzy + kPzy + kDPzs — kPzyzs — kPzizs — kPaszs T kprwwa)_

—( 4108+ 1Py T k4100s — 10018 — E+1Peiws — k+1Prpes T+ E4iPrimnrs) =

= k/9z1 t k/9zs t k/9zs — k/9ziza — k/Qmizz — k/9xexz T k/Gzizocs

Tampoco en este caso seria dificil dar una férmula general.
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10.3.3 Esperanza de vida
Para u = 7775 ... T, la esperanza matemadtica de T, se denomina esperanza de

< . o . o 3
vida completa de u y se representa mediante €, o bien ezz—=;, siendo

o

+o0
ezmr == E(T.) = / tPrEr—= Al (10.18)
0

y sustituyendo ;pzz—=; de acuerdo a (10.15), podremos expresar esta esperanza
en funcién de esperanzas de vida de grupos que se extinguen al primer fallecimiento.

Ejemplo 16 Calculemos €zrryzs
+o0
o
Cxizams = / tPrizses At =
0

+o0
:/ ( tPz, ¥ tPz, I tPz3 — tPzrizy — tPzixzs — tPxoxs + tpzlzgzg) dt =
0

o o o o o o o
=€z, + €z, + €z3 — €3,07 — €23 — €xoay t+ €ayzozs

De igual forma procederiamos para la esperanza de vida abreviada,
esperanza matemética de K, que es

eomr—zn = B(Ku) = ) _k P(Ku=k) =) rnibemreen (10.19)
k=0 k=0
Ejemplo 17 Calculemos ezz.
€z = Z k+1Pzi3, = Z( k+1Psy + k+1Pzy = k+1Paizy) =
k=0 k=0

— e:t1 -+ 8:1:2 - 61:12:2
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10.4 Grupos que se extinguen a un fallecimiento determinado

10.4.1 Introduccion

Nos referiremos a continuacién a los grupos que se extinguen a un fallecimiento de-
terminado. Consideraremos aquellos grupos que existen o ”estdn vivos” solamente
cuando sobrevive un nimero determinado de cabezas y aquellos que se consideran
vivos cuando sobrevive al menos dicho nimero.

Para el segundo tipo, supuesto un grupo de n cabezas si exigimos la super-
vivencia de al menos una nos encontramos con un grupo que se extingue al 1iltimo
fallecimiento y si exigimos la supervivencia de n estamos ante un grupo que se
extingue al primer fallecimiento. De esta forma los resultados de los dos epigrafes
anteriores son un caso particular de los que obtendremos en este.

Dado un grupo de n cabezas de edades zy, 9, ..., Z,, cuando se considera
que el grupo existe o "estd vivo” si viven exdctamente m de sus miembros,
escribiremos

[m]
U =r1xrg ... T
Para este tipo de grupos el interés se centra solamente en las probabilidades de
supervivencia ya que la situacién de extinto de estos grupos es ciertamente extrana:
el grupo comienza su existencia cuando se produce la n — m muerte y se extingue
con el fallecimiento de una nueva cabeza.

Cuando se considera que €l grupo ”estd vivo” si viven al menos m de sus

miembros escribiremos
m

U =r1Try ... Ty,
En este caso el grupo se encuentra inicialmente vivo y se extingue con el
n — m + 1 fallecimiento.
Légicamente cuando m = n,

n
1Ty ... Tp=T1X9 ... Tp,

y cuando m =1
1
1T ... Tn=oT1T9 ... T

10.4.2 Probabilidades de muerte y supervivencia

Los siguientes resultados cuya demostracién puede encontrarse en el capitulo 18 del
texto de Bowers et al (1997) y también en los textos cldsicos de Neil (1977) capitulo
7, Jordan (1967) capitulo 10 6 Levi (1973) vol II capitulo 1.17, que utilizan para su
prueba el tradicional "método de las Z”, permiten el cdlculo de las probabilidades
de muerte y supervivencia para los grupos antes indicados.
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Su objetivo es expresar las probabilidades referidas a estos grupos en fun-
cién de las correspondientes a grupos que se extinguen al primer fallecimiento.
Enunciémoslos:

1.- Siendo

tP__im

TITE) wve Ty

la probabilidad de que dentro de t anos vivan exdctamente m cabezas, se

verifica que
th__m = E (=1 <]> > (10.20)
T1Z2 ... Tn e m

2.- Siendo ahora
tD. m

T1T2 «.. Tn

la probabilidad de que dentro de t anos vivan al menos m cabezas, se verifica

% j—m .7 -1
Pomren j;n(“l)’ (m _ 1) Sj (10.21)

Como casos particulares tenemos:

que

e Cuando m =n, u = 1%y ... T, (€l grupo se extingue al primer fallecimiento).

tP__n = tPrizg ... Tn — Sn.

12 ... Tn

e Cuando m = 1, u = T1Z; ... Z,, (el grupo se extingue al tltimo fallecimiento),
n
D1 = {Pemwn = Z(—l)]_l S;

Jj=1

Ejemplo 18 Calculemos la probabilidad de que de un grupo de cuatro cabezas de
edades x1,%y, T3 Y Ty estén vivas exdctamente dos de ellas dentro de t anos,

tP 2]

1T ... Tn

De acuerdo a (10.20)

4 .
L 3 4
Pl = 2V (3) =5 ()5 + (5) 5=

= ( tPryzy T tPrizs T tPxyzs + tPzozg T tPzomg + tpwam)_
_3( tPzizo73 + tPzizo74 + tPzoz3zs + tpzlmsu) + 6 tPrizoz3xs
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Ejemplo 19 Calculemos la probabilidad de que de un grupo de cuatro cabezas de
edades T1, Ty, T3 Y T4 estén vivas al menos dos de ellas dentro de t anos,

2
T1Z2T3%4

De acuerdo a (10.21)

- §—1 2 3
Py = 2V (2 - 1) fg=ta (1) it (1) =

=2

= ( ¢Pryzy + tPzizs + tPrizq + tPzozs + tPzozs + D
_2( tPzqzo73 + tPzizox4 of tProzszy + lpxlmam) +3 tPrizo7374

Finalmente, para el grupo
m

U =Tq18n = T

estudiemos la variable aleatoria vida residual T, obteniendo su funcién de densidad.
Ciertamente,

= i<—1>"‘"‘ (,Jn__ll> (=5;) (10.22)

j=m

donde al ser

Sj = Z tp:z.—l e T

=85 =3 (tPay . ziy) (g 42+ oo+ Mo y)

esto es, la suma de las funciones de densidad de la vida residual de los (7;) grupos

de j cabezas que se extinguen al primer fallecimiento que se pueden formar con las
n cabezas del grupo inicial.

Los dos casos particulares son:

resulta

e Cuandom =n,esu =212y ... Tn, ¥

gu(t) = (_Sr/z)
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e Cuandkom =1, esu =T1%3 ... Zp, y

n

gult) = 3 (-1) " (=)

#=1

Asimismo en cuanto al mimero completo de anos de vida hasta la
muerte K, tenemos
PKu=k) = biGom = wPopm o~ kP
y sustituyendo las probabilidades de supervivencia segin (10.21) se obtiene la pro-

babilidad buscada en funcién de las correspondientes a grupos que se extinguen al
primer fallecimiento.

10.5 Grupos compuestos

Hasta aqui hemos considerado grupos de cabezas individuales. En este epigrafe nos
referiremos a grupos compuestos a su vez por grupos de cabezas individuales para
los que calcularemos las probabilidades de muerte y supervivencia, expresandolas
mediante las correspondientes a grupos que se extinguen al primer fallecimiento.
Veamos algunos ejemplos:

1. Sea u = vw con
V=T1Ty Y W = T3Ty

Ciertamente u es un grupo que se extingue al primer fallecimiento, bien sea el
del grupo v o el de w. A su vez v, formado por dos cabezas de edades x; y x5,
se extingue al primer fallecimiento mientras que w formado por dos cabezas
de edades z3 y x4, se extingue al 1iltimo fallecimiento.

Es claro que u estd vivo mientras que las dos cabezas que forman v y al menos
una de las que forma w lo estén.

Calculemos la probabilidad de que u sobreviva t afios més,
tPu

Es claro que
tPu = tPvw = tPv tPw
A su vez
tPv = tPaxyzy = tPzy tPaz,
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tPw = tPx3zzs — tPzs + tPry — tPzazy

Por tanto

tPu = tPerzamszs = ( tPay tP2y)( tP2s + P2y — tPas tPrs) =
= Pz, tPz; tPas T tPxy tPay tPey — tPzy tPzo tPzs tPz4
. Sea ahora u = vw con
V=1T1Ty Y W= T3l4
Calculemos la probabilidad de que u sobreviva t anos mas,

tPu

Ciertamente
tPu = tPvw = tPv +¢ Pw — tPvw

y recordando el caso anterior
tPv = tPzxizy = tPzy tPzs

tPw = tPz355 = tPzs + tPxy — tPzsxs
tDvw = tpwlzg:m;;:c.; = tpaxl tng tp:l:3 + tpai] tp-’L‘Q tpm.; - tp.’l:1 tpa:z tng tp-T4

Por tanto
tPu = tPgizpa305 = tPx1 tPoy + Pz + tPzq — tPesza—

— tPzy tPxy tPxs — tPxy tPxzy tPzs + tPxy tPay tPas tPas

. Sea u = Tw con
V=x1T9 Y W= T3%4
Calculemos ;p,. Ciertamente
tPu = tPvw = tPv Tt Pw — tPvw
Y recordando el caso anterior
tPv = tPziz9 = tPz1 tPzs

tPw = tPzszs = tPx3 tPz4
tPvw = tPzizsmszs — tPzy tPzs + tPzs tPxy — tPzy tPxy tPx3 tPzy4
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10.6 Ordenes de fallecimiento (funciones contingentes).

Conculimos este capitulo estudiando las probabilidades de que dentro de un grupo
de varias cabezas no sélo se produzca el fallecimiento de alguna o varias de ellas
sino que ademds acaezcan en determinado orden.

Con la finalidad de fundamentar sélidamente el procedimiento de célculo,
consideremos en primer lugar un grupo de dos cabezas de edades z; y x2 con
vidas residuales independientes (asi la densidad conjunta es igual al producto de
las densidades de cada una de las cabezas).

Consideremos las siguientes probabilidades:

1.- Probabilidad de que z; fallezca antes que x4, que representaremos como
oq1

213}2.
Ciertamente ésta no es mas que la probabilidad de que T, < T5,.

Figura 1
Si nos fijamos en la figura 1, en la que en el eje de abcisas (letra t) se

representa la vida residual x; y en el de ordenadas la de x5, €l suceso del cual
queremos calcular la probabilidad es el que se corresponde con el conjunto

A={(t,s)e R’/ 0<t<o0o, t<s< oo}

ooq-'tllmz = // tPzy Mgy +t sPxo Haots ds dt =
A
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= / / tp:tl /"l':rl+t sng lu'22+s ds dt = / tp-’h p’zl+t (/ 3p-’£2 iu‘:t2+3 ds) dt =
0 t 0 t

= / tPzy Mg+t tPzo dt =/ tPzy:xo K+t dt
0 0

Hagamos notar que para At cercano a cero, ¢Pe,z, Mg, 4 Ot puede interpre-
tarse como la probabilidad de que x; y x5 vivan t anos més por la probabilidad de
que z; fallezca en el intervalo (t,t + At). Razonando en estos términos es claro que
la dltima integral representa la probabilidad g W

2.- Probabilidad de que z; fallezca antes que x4, pero antes de que transcu-
rran n anos nd
Ahora
A={(t,s) e R}/ 0<t<n, t<s<oo}

y, por tanto,

"qm11z2 = / / tPxy Mgyt sPzo Hazots ds dt = / tPzy:zy Hay+t dt
o Jt 0

Notemos que en este caso no es necesario que fallezca x;.

3.- Probabilidad de que x5 fallezca después que z1, pero antes de que trans-
curran n anos ,q 2.
T1T2
Ahora
A={(t,s) eR?/0<s<n, 0<t<s}

Por tanto

n ] n K
nqmlz?2 = / (/ tPax, /‘ml+t sPz, iu‘:tz+s dt) ds = / sPz, :u:cz-{»s (/ tPzy /"’z1+t dt) ds =
0 0 0 0

=/ tqz, tPz, iu’:tg+t dt
0

Es claro que

nd, 2 = /0 (1= tPz) tPas Pagye A= ndz = nq, 2

Con la finalidad de facilitar los célculos se trata de expresar estas probabi-

lidades en funcién de las probabilidades dependientes del primer fallecimiento ya

que estas iltimas pueden ser obtenidas bien aceptando alguna de las leyes de mor-

talidad de Gompertz o Makeham (véase ejercicio 2) o recurriendo a alguna técnica
numérica de integracién.
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Veamos algunos ejemplos para més de dos cabezas. Ahora, dada la dificul-
tad de establecer las probabilidades mediante integrales multiples, razonaremos en
términos infinitesimales.

1. Para un grupo de tres cabezas de edades x1, x5 y z3, calculemos

nq

2
T1T2x3
esto es, la probabilidad de que antes de n anos fallezca x5 en segundo lugar.

Légicamente, ha de fallecer x5 cuando esté viva una sola de las cabezas del
grupo z,x3. Asi,

n n
ng 2 = /0 tP_11_ Pz Moyt At = /0 (tPar+ tPas =2 tParias) Py Mgyt AL =

T1:T3

= / tPzy tPzy Mgyt dt+/ tPz3 tPzo Mgyt dt— 2/ tPzy:z3 tPxo Hzo it dt =
0 0 0

= ng 1+ anlZIa_an

1
T1T2 1273

2. Para un grupo de tres cabezas de edades x1,z9 y x3, calculemos

nq

3
T1ToT3
esto es, la probabilidad de que antes de n anos fallezca x5 en tercer lugar.

Ahora x3 ha de fallecer cuando z; y x5 hayan fallecido, por ello,

nq-’hi?z-’ra = / thl tq:ta tPz, #x2+t dt = / (1— thl) (1_ tpa:a) tPzo /Lz2+t dt =
0 0

== / tPzy Mgy it dt — / tPxy tPzy Mgyt dt—
0 0

n n
—/ tPzs tPzy Hzytt dt +/ tPzy:z3 tPzo Mgyt dt =
0 0

= nde; — nq:cla:lz T nqzlgzg ¥ "q:rlmlzxa
3. Consideremos ahora un grupo de cuatro cabezas de edades z1,xy, T3,24, y
calculemos
nqﬁ:ll:x21:3m4

esto es, la probabilidad de que antes de n anos fallezca z, previamente a la
extincién del grupo Tox3x4.
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Tenemos

n
nqzll FREITL /(; tpxzzgu tpa:1 l‘L:zl +t

n
- / ( tPzyt+ tPzy+ tPzy — tPao:zs — tProizs — tPraizs tngzma:z.;) tPz1 By 4t dt =
0
= T il T e, Whoive ™ "o ™ Lismany
4. Para un grupo de tres cabezas de edades 1,3 y x3,calculemos

]
" ows
1

esto es, la probabilidad de que antes de n anos fallezca (x;) en segundo lugar
habiendo fallecido (x;) previamente.

"qzlfzza = / txy tProws Paggit At = / (1 — Py} Pogwy Mgy iy At =
1 0 0

- nqmlz-’na N nq$1$]2933
10.7 Ejercicios
1.- Pruebe que

nq.’l,‘lmzz S nqmllz‘g

Solucién:

Basta tener en cuenta que una expresién alternativa para ,q . es
T1T2

nq:llla:zg - / (/ tpzl l’l’$1+t Sp:t2 'U/"EQ—FS ds) dt —
0 t

n n n
= / tPz, Nm1+t(/ sPzy Hgoys ds) dt =/ tPzy Hgy 4t ( ey — nPay) dt =
0 t 0

nd1  — nPz; nPz,

T1:T

2.- Calcule nda, cuando la mortalidad de cada una de las cabezas
sigue la ley de Gompertz o de Makeham.

Solucién:

Sabemos que

n
"qmlmm :/0 tPzizy Mgyt dt
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y recordando los resultados del apartado 10.2.5, tenemos:
a) En el caso de que la mortalidad de ambas cabezas siga una ley de Gom-
pertz con el mismo pardmetro,

L n
nqzllzz :A tpxl-’w 'ua:1+t dt = /0 tp:t112 B Czl+t dt =

g "
N / tPrizy B (€ + ™) ct dt =
0

e P2

™

-2 [ e BB

I n 1
S ¢ dt —
= @ 4o /0 tPrrzy ( Boyit T Hayye) At = s nqa
donde « es la solucién de la ecuacién

Ca — C:El _+_ C:EQ

b) En el caso de que la mortalidad de ambas cabezas siga una ley de Make-
ham con los mismo pardmetros.

nq 1. = tpzm:z 'u‘w1+t dt = tpmm (A + B CmH—t) dt =
Trew 0 0

(i

_ 1 T2\ .t -
— A /0 tPxizo dt + =1 4 oo A tPzyzo B (C () ) ¢ dt

2Ac [T 2Ac [
Tt m . tPryxo dt + ﬁ A tPxixy dt =

¢ g2 +c
2.6 " ™ " ”
=A( —m)/o tPar;ay dt+m/ Paray (2 A+ B (7 +¢7) ) dt =
0
™. o G
=A (1 - o ) €a:a:n) +2 ca nqo:a

donde « es la solucién de la ecuacién
9 ¥ =L L. ™2

Notemos que

n

/ tPzy 2, (2 A+ B (le +&%]) ¢ dt = / tPzizo ( Mgy 4t T ﬂzﬁt)dt
0 0
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3.-De las tablas GKM80 y GKF80 se obtienen los siguientes datos

z I, (GKMB80) z I, (GKFS0)
40 967843.22 35 978042.28
41 965692.86 36 976831.86
42 963325.27 37 975611.02
43 960712.63 38 974379.79
44 957826.14 39 973136.60
45 954636.15 40 971872.23
46 95111219 41 970570.36
47 04722318 42 969213.25
48 04293751 43 967781.84

Para un varén de 40 anos y una mujer de 35, calcule las siguientes
probabilidades:

a)

5P40:35
b)

7440:35
c)

4/940:35
d)

5P0:35
e)

7940:35
f)

4/950:35
Solucién:

En a), b) y ¢) hemos de calcular probabilidades para un grupo de dos cabezas
40 : 35 (que se extingue al primer fallecimiento). Elementalmente,

a)

954636.15 971872.23
5P4035 = 5P40 5P35 = Gemeraon grgoazog | O 013163

b)

794035 = 1 — 7Ps0.35 = 1 — 7Pa0 7P35 =
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947223.18 969213.25
=1~ = 0.03014
967843.22 978042.28 0.03014006

c)

957826.14 973136.60( ~ 954636.15 971872.23
967843.22 978042.28 957826.14 973136.60

= 0.0045545588

) =

4/940:35 = 4P40:35 G44:39 =

d)

sPioas =1 — sqmms =1 — 50 5q35s =1 — (1 — 5pa0)(1 — s5ps3s) =

954636.15 971872.23
— (1 = 22200y (g TSR0 ).0801316
(1~ S67s3.02) (1 ~ 978042.28)
e)
792035 = 7940 7935 = (1 == 7P40) (1 = Pss) =
054636.15 971872.23
_ 20019y (1 — 22202 0.00240054
(1 967s13.22) ! ~ 978042.28)
f)
4/93035 = 4Pi035 — 5Pi035 = 4/%10 + 4/935 — 4/Gs0:35 = 0.000034172
ya que
lo —lis  957826.14 — 954636.15
&/910 = — l = R — 0.003295978
40 "
lag — lig  973136.60 — 971872.23
/B = — l CU e — 0.001292755
35 &
y

4/940:35 = 0.0045545588

4.- Siendo ahora dos varones de 40 y 42 anos y una mujer de 35,
calcule

a)
5Pa0a235
b)

(2]
5D 10:42:35
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c)
__2
5P 10:42:35

Solucién:

Calculemos en primer lugar, usando la tabla GKMS80, las probabilidades

lis  954636.15

L= . 1
L. = ogTaisag ~ 09863541225

5P40 =

_ bz 947223.18
P2, T 963325.27
y usando la GKF80 la probabilidad

= 0.9832848878

lao _ 971872.23
lss  978042.28

5P35 = = 0.9936914281

Siendo
S1 = sPao+ spaz + sp3s = 2.963330438

Sy = 5Psao 5P42 + 5P40 5P35 + 5Pa0 5P35 = 2.927080503

Y
S3 = 5Pa0 5P42 5P3s = 0.9637486263
tenemos:
a)
sPioaas = S1 — Sz + S3 = 0.9999985613
b)

5P o= S, — 35, = 0.035834624
oD 1obme— Sy — 255 = 0.999583250
Notemos que

' [2) 3]
5P 10:4235— 5P 10:4235 + 5P 0:42:35

donde

3
5P E%E: 5P40:42:35 = 5P40 5Pa2 5P3s = 0.9637486263



280 MATEMATICA DE LOS SEGUROS DE VIDA

5.- Sean dos cabezas de 30 y 50 anos cuyas leyes de mortalidad
vienen dadas por los tantos de mortalidad
- 1 B 1
00—z Y T 110—2

My

respectivamente.
a) Calciilense las esperanzas de vida 830;50 y gm.
b) Calcule .q:
. 30:50
Solucién:
a) Notemos que los tantos dados se corresponden con la ley de De Moivre.

De ésta sabemos que si
1

w—T

My =

entonces ;

w—T

tPx = 1 —

Sabemos por (10.9) que

€30:50= / t gsoso(t) dt = / ¢tP30:50 At = / P30 ¢tPs0 At =
0 0 0

o t t
= - — ——) dt =21.42
/0 (1-=) (- )

Es razonable haber tomado €l extremo superior del intervalo de integracién
min(100 — 30,110 — 50) = 60 ya que el grupo se extingue al primer fallecimiento y
con toda seguridad para un valor de t mayor o igual a 60 la segunda cabeza habra
fallecido y por ello también el grupo.

Asimismo por (10.18)

o

€3050— / tP3os0 At = / tP30 + tPso — ¢P3os0 db =
0 0

=830 + €50 — €30.50= 35 + 30 — 21.42 = 43.58
ya que



PROBABILIDADES DE MUERTE Y SUPERVIVENCIA SOBRE VARIAS CABEZAS

b) Ciertamente

60 60 t 1

60 1 0
= — gt~ —— dt = 0.42
/0 70d /0 4200 UiAstar
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